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Основы  оптики.  Ьорн  М,  Вольф  Э.,  цзд.  2-с.  Поре* 
вод  с  английского.  Главная  редакция  физико-математической 
Л  литературы  изд-ва  «Наука»,  1973. 

Наиболее  полный  и  авторитетный  труд  по  оптике  в  миро¬ 
вой  литературе,  учитывающий  все  последние  достижения 
классической  теории. 

Излагаются  макроскопические  уравнения  Максвелла  с  фор¬ 
мально  введенными  константами  и  подробно  разбираются  во¬ 
просы  распространения  электромагнитных  волн  в  среде,  а  также 
связь  этих  констант  с  поляризацией  и  намагничением. 

Уравнения  геометрической  оптики  последовательно  выво¬ 
дятся  из  уравнении  Максвелла  (при  этом  автоматически 
учитывается  попсречность  и  векторный  характер  световых  волн) 
и  затем  применяются  к  теории  оптического  изображения 
и  к  расчету  аберраций.  Рассматриваются  интерференция,  эле¬ 
ментарная  и  строгая  теория  дифракции,  дифракционная  теория 
аберраций  и  дифракция  света  на  ультразвуковых  волнах. 
Подробно  излагаются  вопросы  распространения,  интерференции 
и  дифракции  частично  когерентного  света;  основное  внимание 
уделяется  случаю  квазимоиохроматического  излучения,  причем 
общее  рассмотрение  строится  на  использовании  метода  корре¬ 
ляционных  функций  Излагаются  вопросы  металлооптики 
и  кристаллооптики. 

Во  всей  книге  много  внимания  уделяется  изложению 
математического  аппарата. 

Таблиц  30,  иллюстраций  369,  библиография  814  назв. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ  РЕДАКТОРА  ПЕРЕВОДА 

Переводимая  книга  крупных  ученых  М.  Борна  и  Э.  Вольфа  задумана 
ими  как  первый  том  фундаментальною  курса  по  теоретической  оптике,  в  ко- 
тором  разбираются  вопросы  распространения  электромагнитных  волн,  ин¬ 
терференция  а  дифракция  света,  геометрическая  оптика,  металлооптика  и. 
кристаллооптика.  Молекулярную  и  квантовую  оптику  авторы  предполагали 
изложить  в  последующих  томах. 

Данный  том  —  одна  из  последних  книг,  написанная  с  участием  М.  Бор¬ 
на,  лауреата  Нобелевской  премии  по  физике  1954  г.  Недавняя  кончина  (5  ян¬ 
варя  1970  г.)  этого  крупного  физика,  автора  многочисленных  научных  работ 
и  книг,  создателя  большой  школы  теоретической  физики,  не  позволила  ему 
лично  довести  задуманный  план  до  конца. 

Советским  физикам  работы  М.  Борна  хорошо'  известны.  ’  Его  книга  «Оп¬ 
тика»,  вышедшая  в  русском  переводе  в  1935  г.,  до  последнего  времени  была 
одной  из  настольных  книг  физиков- оптиков.  Настоящая  книга  существенно 
отличается  от  прежней.  Материал  изложен  более  последовательно  и  полно, 
добавлены  новые  разделы  по  актуальным  вопросам  оптики. 

В  главе  1  рассматриваются  макроскопические  уравнения  Максвелла 
с  формально  введенными  диэлектрической  и  магнитной  проницаемостями 
и  электропроводностью,  и  подробно  разбираются  вопросы  распространения 
электромагнитных  волн.  Связь  введенных  констант  с  поляризацией  и  намаг¬ 
ничением  вводится  в  главе  2,  где  затронуты  также  некоторые  вопросы  моле¬ 
кулярной  оптики  и  дается  элементарная  теория  дисперсии  света.  В  даль¬ 
нейшем  на  систематическом  применении  уравнений  Максвелла,  рассмотрен¬ 
ных  в  главах  1  и  2,  строится  вся  книга. 

Главы  3 — 6  посвящены  геометрической  оптике,  изложение  которой  ори¬ 
гинально  и  интересно.  Уравнения  геометрической  оптики  последовательно 
выводятся  из  уравнений  Максвелла.  При  этом  автоматически  учитывается 
поиеречность  и  векторный  характер  световых  волн.  Далее  полученные  урав¬ 
нения  применяются  к  теории  оптического  изображения  и  к  расчету  аберраций 
оптических  систем.  Рассмотрению  указанных  вопросов  в  книге  не  случайно- 
отведено  много  места,  что  отражает  успехи,  достигнутые  за  последнее  время 
в  геометрической  оптике. 

Главы  7 — 12  посвящены  интерференции  и  дифракции  света.  В  главе  7 
рассматриваются  явление  интерференции  и  его  применение  в  интерферен¬ 
ционных  приборах,  а  в  главе  8  дается  элементарная  теория  дифракции.  Стро¬ 
гая  теория  дифракции,  основанная  на  уравнениях  Максвелла  и  соответст¬ 
вующих  граничных  условиях,  приводится  в  главе  11.  Эта  теория  использу¬ 
ется  для  решения  задач  дифракции  света  на  идеально  проводящих  плоском 
экране  и  полуплоскости,  а  также  для  некоторых  других  задач.  В  главе  9  да¬ 
ется  дифракционная  теория  аберраций.  Разбираются  искажения  дифракцион¬ 
ного  изображения  точечных  и  протяженных  источников,  вызванные  абер¬ 
рациями.  В  главе  12  рассматривается  дифракция  св^та  па  ультразвуковых 
волнах,  которая  обычно  почти  не  освещается.  Очень  интересна  глава  10, 
посвященная  распространению,  интерференции  и  дифракции  частично  коге- 
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рентного  света.  Особенно  подробно  обсуждается  случай  квазимонохромати- 
ческого  излучения.  Общее  рассмотрение  Строится  на  использовании  техники 
корреляционных  функций.  Рассмотрены  некоторые  весьма  интересные  прило¬ 
жения:  вопрос  о  когерентности,  возникающей  из-за  наличия  оптической  сис¬ 
темы  при  некогерентном  источнике,  о  влиянии  освещения  на  разрешающую 
систему  микроскопа,  о  формировании  изображений  при  наличии  частично  ко¬ 
герентного  квазимонохроматического  света,  о  поляризационных  свойствах 
квазимонох рематического  света.  Появление  такой  главы  в  курсе  классической 
оптики  представляется  очень  целесообразным. 

Главы  13  и  14,  посвященные  металлооптике  и  кристаллооптике,  мало 
отличаются  от  соответствующих  глав  старого  курса  и  не  отражают  тех  из¬ 
менений,  которые  произошли  в  этих  областях  за  время,  прошедшее  после 
издания  прежнего  курса.  *  * 

В  книге  много  места  уделяется  изложению  математического  аппарата,  • 
необходимого  при  рассмотрении  затронутых  вопросов.  Помимо  математи¬ 
ческих  приложений  в  конце  книги,  математические  отступления  делаются 
во  многих  главах,  что  несколько  удлиняет  Гекст,  но  делает  изложение  более 
понятным.  ’ 

Мы  не  сомневаемся  в  том,  что  это  фундаментальное  руководство  по  оп¬ 
тике  М.  Борна  и  Э.  Вольфа  будет  (так  же  как  и  книга  М.  Борна  «Оптика») 
долгие  годы  настольной  книгой  всех  физиков,  занимающихся  оптикой. 

Книга  переведена  полностью,  без  сокращений.  Поскольку  в  списке  ли¬ 
тературы,  приведенном  авторами,  не  отражены  работы  советских  ученых, 
мы  снабдили  книгу  примечаниями,  включающими  соответствующие  ссылки. 

Книгу  переводили:  С.  Н.  Бреус  (введение,  Главы  3 — 5,  9,  приложения), 
А.  И.  Головашкин  (главы  1,  2,  10,  13,  14)  и  А.  А,  Шубин  (главы  6 — 8,  И,  12). 


Г.  Моту  левая 


ПРЕДИСЛОВИЕ  К  ЧЕТВЕРТОМУ  ИЗДАНИЮ 


Ввиду  внушительного  объема  этой  книги  было  сочтено  нецелесообразным 
включать  в  это  новое  издание  дополнительный  материал,  относящийся  к  пос¬ 
ледним  достижениям  в  оптике.  Тем  не  менее,  мы  сделали  ряд  новых  исправле¬ 
ний  и  улучшений  в  тексте  и  добавили  ссылки  на  некоторые  недавние  публи¬ 
кации. 

Мы  обязаны  д-ру  Марчанду  и  Кусакаве  за  предоставление  списков  опе¬ 
чаток  и  ошибок,  замеченных  в  предыдущих  изданиях.  Мы  также  признательны 
д-ру  Бедарду  за  помощь  при  переработке. 

Бэд  Пир мо нт  и  Рочестер  Макс  Борн 

Ав,Уст  1968  Эмиль  Вольф 


ПРЕДИСЛОВИЕ  К  ТРЕТЬЕМУ  ИЗДАНИЮ 

Целый  ряд  ошибок  и  опечаток,  имевшихся  в  более  ранних  изданиях 
этой  книги,  были  исправлены,  а  также  были  добавлены  ссылки  на  некоторые 
недавние  публикации. 

Был  также  включен  новый  рисунок  (8.  54),  относящийся  к  последним 
достижениям  в  технике  восстановления  волновых  фронтов.  Мы  признательны 
Лейту  и  Юпет никсу  за  предоставление  оригинальных  фотографий. 

Бэд  Пирмонт  и  Рочестер 
Июль  1965 


Макс  Борн 
Эмиль  Вольф 


ПРЕДИСЛОВИЕ  КО  ВТОРОМУ  ИЗДАНИЮ 

В  процессе  подготовки  нового  издания  этой  книги  был  исправлен  ряд 
ошибок  и  опечаток,  сделано  несколько  небольших  добавлений  и  добавлены 
новые  ссылки. 

После  выхода  в  свет  первого  издания  и  почти  точно  три  года  назад  по¬ 
явились  первые  оптические  мазеры  (лазеры).  С  их  помощью  можно  полу¬ 
чать  очень  интенсивные  высококогерентные  пучки  света.  Хотя  очевидно, 
что  оптические  мазеры  будут  иметь  огромное  значение  не  только  в  оптике,  но 
и  в  других  областях  науки  и  техники,  в  новом  издании  не  сделано  ника¬ 
кого  обзора,  касающегося  их  действия  Дело  в  том,  что  принцип  их  действия 
выходит  за  рамки  классической  электромагнитной  теории,  на  оснозе  которой 
излагается  большая  часть  материала  книги.  Мы,  однако,  включили  несколько 
ссылок  как  на  работы,  в  которых  использовался  свет,  генерируемый  лазерами, 
так  и  на  те,  которые  появились  благодаря  потенциальным  возможностям  этих 
новых  оптических  приборов. 

Мы  признательны  многочисленным  читателям,  которые  указали  нам  на 
некоторые  ошибки  и  опечатки.  Мы  также  благодарны  д-ру  Карчевски  и  Мета 
за  помощь  при  переработке. 

Бэд  Пирмонт  и  Рочестер  Макс  Борн 

НоябРь  1962  Эмиль  Вольф 
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Мысль  о  написании  этой  книги  родилась  в  связи  с  многочисленными 
запросами  относительно  возможности  опубликования  на  английском  язы¬ 
ке  книги  по  оптике,  написанной  одним  из  нас*)  более  25  лет  назад.  Пред¬ 
варительное  ознакомление  с  литературой  показало,  что  за  истекшее  время 
появилось  множество  исследований  почти  во  всех  областях  оптики,  и  ста¬ 
рая  книга  перестала  давать  о  ней  исчерпывающее  и  гармоничное  представ¬ 
ление.  Таким  образом,  мы  увидели,  что  перевод  нецелесообразен,  и  была 
написана  совершенно  новая  книга,  которую  мы  предлагаем  теперь  читателю. 
В  процессе  ее  подготовки  вскоре  стало  очевидным,  что  если  даже  включить 
в  нее  только  наиболее  важные  результаты,  полученные  с  момента  опублико¬ 
вания  «Оптики»,  книга  окажется  непомерно  большой.  Поэтому  мы  были  вы¬ 
нуждены  посвятить  ее  более  узкой  тематике.  Старая  книга  также  не  охваты¬ 
вала  всю  оптику.  В  ней  не  рассматривалась  оптика  движущихся  сред,  оптика 
рентгеновских  и  у-лучей,  теория  спектров  и  связь  между  оптикой  и  атомной 
физикой;  в  ней  не  обсуждалось  также  действие  света  на  наш  орган  зрения  — 
глаз.  Изучение  этих  вопросов  более  уместно  в  таких  разделах  науки,  как  тео¬ 
рия  относительности,  квантовая  механика,  атомная  и  ядерная  физика,  физио¬ 
логия.  В  настоящей  книге  не  обсуждаются  не  только  эти  вопросы,  но  и  исклю¬ 
чена  классическая  молекулярная  оптика,  которой  была  посвящена  почти 
половина  немецкого  издания.  Таким  образом,  наше  рассмотрение  ограничи¬ 
вается  оптическими  явлениями,  допускающими  исследование  в  рамках  фено¬ 
менологической  теории  Максвелла.  Сюда  относятся  все  явления,  в  которых 
атомистическое  строение  вещества  не  играет  существенной  рати.  О  связи  с 
атомной  физикой,  квантовой  механикой  и  физиологией  говорится  лишь  по 
ходу  изложения  в  кратких  отступлениях.  Несмотря  на  такие  ограничения, 
книга  оказалась  значительно  больше  «Оптики»,  что  дает  представление  о  раз¬ 
махе  исследований  по  классической  оптике  за  последнее  время. 

Мы  стремились  к  тому,  чтобы  в  рамках  указанных  ограничений  дать 
достаточно  полное  представление  о  современном  состоянии  этой  области  фи¬ 
зики  и  старались  изложить  теорию  таким  образом,  чтобы  можно  было  просле¬ 
дить  вывод  практически  всех  результатов  из  основных  уравнений  электро¬ 
магнитной  теории  Максвелла,  с  описания  которой  начинается  наша  книга. 

В  гл.  1  обсуждаются  основные  свойства  электромагнитного  поля  и  фор¬ 
мально  (с  помощью  обычных  материальных  постоянных)  описывается  влияние 
вещества  на  распространение  электромагнитных  возмущений.  В  гл.  2  разви¬ 
вается  бал  ее  физический  подход  к  изучению  его  влияния;  показано,  что  при 
наличии  внешнего  поля  каждый  элементарный  объем  среды  можно  считать 
источником  вторичной  (рассеянной)  элементарной  волны  и  комбинация  этих 
волн  образует  наблюдаемое  макроскопическое  поле.  Такой  подход  имеет  важ¬ 
ное  физическое  значение,  и  его  мощь  иллюстрируется  в  одной  из  последующих 
глав  (гл.  12)  при  исследовании  дифракции  света  на  ультразвуковых  волнах, 


*)  М.  Вот  п,  Оріік,  5рпп§ег,  Вегііп,  1933.  (М.  Бор  н,  Оптика,  ГНТИУ,  Харьков  — 
Киев,  1937.) 
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впервые  рассмотренной  таким  образом  Бхатиа  и  Ноблом  (гл.  12  написана 
проф.  Бхатиа). 

Значительная  часть  гл.  3  посвящена  доказательству  того,  что  геометри¬ 
ческая  оптика  является  следствием  волновой  теории  Максвелла  в  предельном 
случае  коротких  длин  волн.  Кроме  обсуждения  основных  свойств  лучей  и 
волновых  фронтов  рассматриваются  также  вопросы,  связанные  с  их  вектор¬ 
ными  свойствами  (изменение  направлений  векторов  полей  при  распростране¬ 
нии).  Подробное  обсуждение  основ  геометрической  оптики  казалось  нам  же¬ 
лательным  в  связи  с  большими  успехами,  достигнутыми  за  последнее  время 
в  микроволновой  оптике  (оптике  коротких  радиоволн).  Они  нередко  стано¬ 
вились  возможными  благодаря  сходству  геометрической  и  микроволновой 
•оптик  и  обеспечили  создание  новой  экспериментальной  техники  для  проверки 
предсказаний  теории.  Мы  сочли  целесообразным  вынести  математический  ап¬ 
парат  геометрической  оптики  (вычисление  вариаций)  из  основного  текста; 
его  изложение  (см.  приложение  1)  основано  главным  образом  на  неопублико¬ 
ванных  лекциях  Гильберта,  прочитанных  им  в  Геттингенском  университете 
в  начале  века.  В  следующем  приложении  (приложение  2),  написанном  проф. 
Габором,  раскрывается  близкая  формальная  аналогия  между  геометрической 
оптикой,  классической  и  волновой  механиками  и  электронной  оптикой,  про¬ 
являющаяся  при  обсуждении  этих  разделов  на  языке  вариационного  исчис¬ 
ления. 

Мы  не  жалеем,  что  наше  рассмотрение  геометрической  теории  изображе¬ 
ний  (гл.  4)  основывается  на  классическом  методе  характеристических  функций 
Гамильтона.  Этот  метод  не  нашел  широкого  применения  при  конструировании 
оптических  инструментов,  но  он,  тем  не  мснсс,  очень  удобен  для  представле¬ 
ния  различных  аспектов  теории  с  единой  точки  зрения.  Несомненно,  некою*' 
рые  результаты  можно  получить  проще  с  помощью  специальных  предположе¬ 
ний;  однако,  хотя  последний  способ  удобен  при  решении  некоторых  частных 
задач,  он  Может  иметь  лишь  иллюстративное  значение  в  книге,  посвященной 
систематическому  построению  теории  из  нескольких  простых  постулатов. 

Дефекты  оптических  изображений  (влияние  аберраций)  можно  исследо¬ 
вать  либо  в  рамках  геометрической  оптики  (когда  аберрации  велики),  либо 
в  рамках  теории  дифракции  (когда  аберрации  достаточно  малы).  Раньше 
обычно  возникали  трудности  при  попытках  сравнить  результаты  этих  двух 
подходов,  поскольку  исходные  положения  последних  совершенно  различны. 
Мы  попытались  развить  более  единообразный  метод,  основанный  на  понятии 
о  деформации  волновых  фронтов.  При  изложении  геометрической  теории  абер¬ 
раций  (гл.  5)  мы  нашли  возможным  и  целесообразным  использовать  старый 
метод  Шварцшильда  после  небольшого  изменения  введенного  им  эйконала. 
В  главе,  посвященной  дифракционной  теории  аберраций  (гл.  9),  дается  обзор 
теории  Нижбера  —  Цернике;  в  ней  излагается  также  вводный  раздел  об  изоб¬ 
ражении  при  когерентном  и  некогерентном  освещении  протяженных  объектов, 
где  используются  в  основном  преобразования  Фурье. 

В  гл.  6,  написанной  Вейманом,  приводится  краткое  описание  основных 
оптических  систем,  формирующих  изображение.  Это  делается  с  целью  под¬ 
готовить  читателя  к  изучению  тех  разделов  книги,  в  которых  рассматривается 
теория  формирования  изображений. 

Гл.  7  посвящена  теории  интерференции  и  интерферометрам.  В  соответст¬ 
вующих  разделах  старой  «Оптики»  излагались  некоторые  основные  положения 
теории,  затронутые  в  настоящем  издании,  однако  эти  разданы  полностью  пе¬ 
реписаны  и  значительно  расширены  Уилкоком. 

В  гл.  8  излагается  в  основном  дифракционная  теория  Френеля  —  Кирх¬ 
гофа  и  некоторые  ее  приложения.  Кроме  обычных  вопросов,  в  ней  содержится 
подробное  обсуждение  главной  проблемы  теории  формирования  оптических 
изображений  — -  анализа  пространственного  распределения  света  вблизи  гео- 
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метрического  фокуса.  Дается  также  обзор  менее  известного  подхода  к  решению 
задач  дифракции,  основанного  на  понятии  поверхностной  дифрагировавшей 
волны  Юнга. 

В  перечисленных  выше  главах  свет  считался  почти  всегда  монохромати¬ 
ческим  (а  следовательно,  полностью  когерентным),  исходящим  из  точечного 
источника,  В  гл.  10  рассматривается  более  реальный  случай,  когда  свет  ис¬ 
пускается  источником  конечных  размеров  и  его  длины  волн  (частоты)  лежат  в 
конечном  интервале.  Этот  случай  обсуждается  в  теории  частичной  когерент¬ 
ности,  получившей  очень  существенное  развитие  в  последние  годы.  Фактически 
строгая  теория  интерференции  и  дифракции  частично  когерентного  света 
создана  лишь  в  настоящее  время.  Кроме  того,  в  гл.  ІО  рассматривается  вопрос 
о  частичной  поляризации,  трактуемый  с  точки  зрения  теории  когерентности. 

Гл.  11  посвящена  строгой  теории  дифракции,  получившей  за  последние 
20  лет  огромное  развитие  *),  вызванное  в  основном  прогрессом  в  ультра¬ 
коротковолновой  радиотехнике.  Эта  глава,  а  также  приложение  3,  посвящен¬ 
ное  математическим  методам  наибыстрейшего  спуска  и  стационарной  фазы, 
написаны  Клеммовым. 

Изложение  последних  двух  глав,  «Металлооптика»  (гл.  13)  и  «Кристал¬ 
лооптика»  (гл.  14),  основано  на  соответствующих  главах  старого  издания 
«Оптики»,  однако  они  существенно  пересмотрены  и  дополнены  соответственно 
Тейлором  и  Стоксом.  Вероятно,  этот  материал  обсуждается  не  так  подробно, 
как  он  того  заслуживает.  Однако  строгое  рассмотрение  металлооптики  воз¬ 
можно  только  с  привлечением  квантовой  механики  электронов,  что  выходит 
за  рамки  настоящей  книги.  В  кристаллооптике  «центр  тяжести»  постепенно 
сместился  от  видимого  излучения  к  рентгеновскому,  и  прогресс,  достигнутый 
в  этой  области  за  последние  годы,  имеет  не  теоретическое,  а  техническое 
значение. 

Хотя  мы  пытались  создать  книгу,  сходную  по  своим  методам  и  общему 
подходу  со  старой  «Оптикой»,  очевидно,  что  настоящую  книгу  нельзя  считать 
ни  переводом  «Оптики»,  ни  полной  компиляцией  известных  сведений.  Что 
касается  нашего  личного  участия  в  создании  этой  книги,  то  следует  сказать, 
что  старший  соавтор  (Макс  Борн)  включил  в  нес  те  разделы  «Оптики»,  которые 
послужили  основой  для  ряда  глав  настоящего  издания,  и  принимал  активное 
участие  в  создании  общего  плана  книги  и  в  многочисленных  дискуссиях, 
посвященных  спорным  вопросам,  характеру  изложения  и  т.  д.  Большая  часть 
работы  по  сбору  материала,  написанию  и  исправлению  текста  была  проделана 
младшим  соавтором  (Эмилем  Вольфом). 

Естественно,  мы  стремились  пользоваться  единообразными  обозначениями 
во  всем  тексте.  Однако  для  книги,  посвященной  такой  обширной  области, 
число  букв  в  известных  алфавитах  слишком  мало.  Поэтому  нам  не  всегда  уда¬ 
валось  применять  наиболее  изящные  обозначения,  но  мы  надеемся,  что  по 
крайней  мере  в  каждой  главе  разные  величины  не  обозначаются  одинаковыми 
буквами.  * 

Как  правило,  мы  использовали  векторные  обозначения,  общепринятые 
в  Великобритании.  После  многочисленных  сомнений  мы  все  же  отказались 
от  использования  одного  только  оператора  набла  (V)  и  ввели  обычные  сііѵ, 
§гас1  и  гоі.  Мы  не  приняли  также  современных  электротехнических  единиц, 
так  как  их  преимущество  проявляется  лишь  при  описании  чисто  электромаг¬ 
нитных  измерений,  занимающих  ничтожное  место  в  нашей  книге;  более  того, 
мы  надеемся,  что  если  когда-нибудь  будет  написан  второй  том  («Молекулярная 
и  атомная  оптика»),  а  возможно,  и  третий  («Квантовая  оптика»),  то  к  тому  вре- 


*)  В  обзорной  статье  Бау кампа  (С.  3.  Вошѵкатр,  в  сб.  «Цер.  Рго^г.  РЬуз.»,  РЬуа.  Зое. 
Ьопбоп,  1954,  ѴоІ.  17,  р.  35)  имеется  более  500  ссылок  на  работы,  выполненные  за  период  1940 — > 
1954  гг. 
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мени  система  СГС,  используемая  в  теоретической  физике,  снова  окажется  в 
почете.  Хотя  в  этой  системе  единиц  магнитная  проницаемость  \х  для  большин¬ 
ства  сред  практически  не  отличается  от  единицы  в  оптическом  диапазоне  час¬ 
тот,  мы  все  же  оставляли  ее  в  некоторых  уравнениях.  В  результате  уравнения 
оказываются  более  симметричными  и  позволяют  получать  «двойные  резуль¬ 
таты»,  пользуясь  свойствами  симметрии  уравнений  Максвелла.  Для  перио¬ 
дических  во  времени  полей  мы  использовали  во  всей  книге  (при  комплексном 
представлении)  множитель  ехр  ( —  ко/). 

Мы  не  собирались  ссылаться  в  тексте  на  все  подходящие  публикации. 
Приведенные  ссылки,  которые,  как  мы  надеемся,  относятся  к  наиболее  важ¬ 
ным  работам,  служат  для  того,  чтобы  помочь  читателю  ориентироваться  в  ли¬ 
тературе;  отсутствие  ссылки  на  какую-нибудь  работу  не  должно  истолковы¬ 
ваться  как  недооценка  ее  авторами. 

В  заключение  мы  хотели  поблагодарить  многих  друзей  и  коллег  за  советы 
и  помощь.  Б  первою  очередь  мы  выражаем  благодарность  проф.  Габору  за  по¬ 
лезные  советы  и  помощь  на  ранней  стадии  работы,  а  также  за  предоставление 
черновика  рукописи,  в  которой  излагается  его  остроумный  метод  восстановлен¬ 
ных  волновых  фронтов  (см.  §  8. 10).  Мы  также  глубоко  благодарны  д-ру  Абеле, 
подготовившему  черновик  текста,  послужившего  основой  при  написании  §  1.6 
и  посвященного  вопросу  о  распространении  электромагнитных  волн  через 
слоистые  среды,  вопросу,  в  решение  которого  сам  д-р  Абеле  внес  существенный 
вклад.  Кроме  того,  мы  обязаны  д-ру  Биллингсу  за  советы,  касающиеся  этой  же 
проблемы 

Мы  очень  благодарны  д-ру  Гопкинсу,  д-ру  Сильверману,  Д-ру  Белфорду 
и  Д-ру  Вилли  за  критические  замечания  и  ценные  советы;  мы  признательны  им, 
а  также  д-ру  Блеку,  д-ру  Браддику,  д-ру  Чако,  д-ру  Кану,  Нисбету,  д-ру  Россу 
и  Силлитто  за  внимательное  чтение  различных  разделов  рукописи, 

Бэд  Пир монт  и  Манчестер 
Январь  1959 

Макс  Борн 
Эмиль  Вольф 
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Физические  принципы,  лежащие  в  основе  оптических  явлений,  обсуж¬ 
дению  которых  посвящена  настоящая  книга,  были  в  основном  сформулированы 
до  1900  г. 

В  начале  XX  века  оптика,  как  и  вся  остальная  физика,  подверглась 
глубокому  революционному  переосмысливанию,  вызванному  открытием  кванта 
энергии.  Однако  это  открытие,  коренным  образом  изменившее  наши  пред¬ 
ставления  о  природе  света,  не  сделало  старые  теории  ненужными,  но  позво¬ 
лило  выявить  их  ограниченность  и  установить  пределы  их  применимости. 
Поэтому  обобщение  старых  принципов  и  методов  и  их  использование  в  раз¬ 
личных  конкретных  случаях  продолжались  и  продолжаются  столь  же  ин¬ 
тенсивно  и  в  настоящее  время. 

При  попытке  систематического  изложения  знаний,  приобретенных  в  те¬ 
чение  нескольких  столетий  в  такой  обширной  области,  как  оптика,  невозможно 
придерживаться  истории,  изобиловавшей  ошибочными  идеями  и  отступлени¬ 
ями.  Поэтому  в  этой  вводной  главе  мы  считаем  целесообразным  отметить  ос¬ 
новные  этапы  в  эволюции  представлений  о  природе  света  *). 

Философы  древности,  размышлявшие  о  природе  света,  знали  о  зажига¬ 
тельных  стеклах,  о  прямолинейном  распространении  света,  о  преломлении 
и  отражении.  Первые  систематические  описания  оптических  явлений,  описа¬ 
ния,  о  которых  мы  имеем  некоторое  представление,  принадлежат  греческим 
философам  и  математикам  (Емпедоклу  (490 — 430  гг.  до  н.  э.),  Евклиду 
(300  г.  до  н.  э.)). 

Из  основателей  новой  философии  следует  отметить  Рене  Декарта  (1596 — 
1650  гг.),  который  сформулировал  взгляды  на  природу  света  на  основе  мета¬ 
физических  представлений  [8].  Декарт  считал,  что  свет — это  сжатие,  рас¬ 
пространяющееся  в  идеально  упругой  среде  (эфире),  которая  заполняет  все 
пространство,  а  различие  цветов  он  объяснял  вращательными  движениями 
частиц  этой  среды  с  различными  скоростями.  Однако  только  после  того,  как 
Галилео  Галилей  (1564 — 1642  гг.),  развивая  механику,  продемонстрировал 
мощь  своего  экспериментального  метода,  оптика  получила  прочную  основу. 
Закон  отражения  был  известен  еще  грекам;  закон  же  преломления  света  был 
экспериментально  установлен  в  1621  г.  Веллебродом  Снеллиусом  **)  (1591 — 
1626  гг.).  В  1657  г.  Пьер  Ферма  (1601 — 1665  гг.)  выдвинул  свой  знаменитый 
«принцип  наименьшего  времени»  ***)  в  следующей  форме:  «Природа  всегда 
следу еі  наикратчайшему  пути».  В  соответствии  с  этим  принципом  свет  рас¬ 
пространяется  по  пути,  требующему  наименьшего  времени;  отсюда,  а  также 


*)  Для  более  полного  ознакомления  с  историей  оптики  см.  [1 — 6].  Подробный  историчес¬ 
кий  обзор  оптических  исследований  вплоть  до  настоящего  времени  см.  в  книге  Уиттекера  [7]. 
Первый  том  этой  книги  послужил  основным  источником  при  написании  настоящего  истори¬ 
ческого  введения. 

**)  Снеллиус  умер  в  1626  г.,  не  опубликовав  своего  открытия.  Закон  преломлений 
был  впервые  описан  в  «Диоптрике»  Декарта  без  ссылки  на  Снеллиу са,  хотя,  как  считают,  Де¬ 
карт  был  знаком  с  его  рукописью  на  эту  тему. 

***)  В  письме  к  Кюро  де  ля  Шамбру.  <?но  опубликовано  в  19]. 
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из  предположения  о  различиях  в  «сопротивлениях»  разных  сред  вытекает  за¬ 
кон  преломления  света.  Принцип  Ферма  имеет  огромное  философское  значение 
и  в  свое  время  породил  множество  споров,  так  как  его  истолкование  не  сво¬ 
бодно  от  телеологических  положений,  чуждых  естественным  наукам. 

Впервые  явление  интерференции,  а  именно  возникновение  разноцветной 
окраски  тонких  пленок  (в  настоящее  время  такая  картина  называется  «коль¬ 
цами  Ньютона»),  было  независимо  обнаружено  Робертом  Бойлем  (1627 — 
1691  гг.)  ПО]  и  Робертом  Гуком  (1635 — 1703  гг.)  III].  Гук  установил  также 
наличие  света  в  области  геометрической  тени,  т.  е.  «дифракцию»  света,  однако 
это  явление  было  замечено  ранее  Франциском  Мария  Г римальдп  (1618 — 1663  гг.) 
И 21.  Гук  был  первым  исследователем,  который  считал,  что  свет  «состоит»  из 
быстрых  колебаний,  распространяющихся  мгновенно  или  с  очень  большой 
скоростью  на  любые  расстояния,  и  что  каждое  колебание  в  однородной  среде 
порождает  сферу,  радиус  которой  постоянно  растет  со  временем  *).  С  помощью 
таких  представлений  Гук  пытался  объяснить  явление  преломления  и  дать 
интерпретацию  цвета.  Однако  природа  цвета  была  выяснена  лишь  в  1666  г., 
когда  Исаак  Ньютон  (1642 — 1727  гг.)  обнаружил  [131,  что  белый  цвет  с  помо¬ 
щью  призмы  можно  разложить  на  отдельные  цветовые  компоненты  и  что  для 
каждого  чистого  цвета  характерна  своя  степень  преломления.  Трудности, 
возникавшие  в  волновой  теории  при  попытках  объяснить  прямолинейное 
распространение  света  и  явление  поляризации  (открытое  Гюйгенсом  [14]), 
казались  Ньютону  настолько  серьезными,  что  побудили  его  развить  корпус¬ 
кулярную  теорию  (или  теорию  истечения),  согласно  которой  свет  распростра¬ 
няется  от  излучающего  тела  в  виде  мельчайших  частиц. 

■  Ко  времени  опубликования  теории  цвета  Ньютона  еще  не  было  известію, 
распространяется  ли  свет  мгновенно  или  нет.  Конечность  скорости  света  была 
обнаружена  в  1675  г.  Олафом  Рёмером  (1644 — 1710  гг.)  при  наблюдениях  за 
затмениями  спутников  Юпитера  [15]. 

Волновая  теория  света,  среди  первых  последователей  которой,  как  мы 
видели,  находился  Гук,  была  существенно  улучшена  и  расширена  Христиа¬ 
ном  Гюйгенсом  (1629 — 1635  гг.)  114].  Он  выдвинул  принцип,  названный  позд¬ 
нее  его  именем,  согласію  которому  каждую  точку  «эфира»,  до  которой  дошло 
световое  возмущение,  можно  рассматривать  как  центр  нового  возмущения, 
распространяющегося  в  виде  сферической  волны;  эти  вторичные  волны  ком¬ 
бинируются  таким  образом,  что  их  огибающая  определяет  волновой  фронт 
в  любой  последующий  момент  времени.  С  помощью  этого  принципа  Гюйгенсу 
удалось  вывести  законы  преломления  и  отражения  света.  Он  также  объяснял 
двойное  лучепреломление  в  исландском  шпате  (открытое  в  1669  г.  Эразмом 
Бартолинусом  (1625 — 1698  гг.)),  предположив,  что  при  прохождении  света 
через  кристалл  возникает,  кроме  первичной  сферической,  вторичная  эллип¬ 
соидальная  волна.  В  процессе  своего  исследования  Гюйгенс  обнаружил  чрез¬ 
вычайно  важное  явление,  а  именно  явление  поляризицни:  он  показал,  что 
каждый  из  двух  лучей,  возникающих  после  прохождения  света  через  кристалл 
исландского  шпата,  можно  погасить,  пропуская  его  через  второй  такой  же  кри¬ 
сталл  п  вращая  последний  относительно  направления  луча.  Однако  объяснить 
поляризацию  удалось  только  Ньютону;  он  предположил,  что  лучи  имеют  «сто¬ 
роны»,  и  именно  признание  подобной  «поперечности»  света  казалось  ему 
непреодолимым  возражением  против  волновой  теории,  поскольку  ученым  в  то 
время  были  известны  только  продольные  волны  (из  изучения  распространения 
звука).  - 

Отрицание  волновой  теории  таким  авторитетом,  как  Ньютон,  привело 
к  паяному  ее  забвению  в  течение  почти  столетия.  Однако  иногда  появлялись 


*)  В  ранних  волновых  теориях  Гука  и  Гюйгенса  рассматривались  единичные  «импульсы», 
а  де  волновые  цуги  с  определенными  длинами  волн,  т 
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ее  случайные  защитники  *),  например  великий  математик  Леонард  Эйлер 
(1707—1783  гг.)  [16]. 

Только  в  начале  XIX  века  были  сделаны  важнейшие  открытия,  при¬ 
ведшие  к  полному  признанию  волновой  теории.  Первым  шагом  в  этом  направ-  • 
лении  послужило  объяснение  интерференции,  выдвинутое  в  1801  г.  Томасом 
Юнгом  (1773 — 1829  гг.),  а  также  цветов  тонких  пленок  117].  Однако,  поскольку 
идеи  Юнга  были  развиты  в  основном  лишь  качественно,  они  не  псшучили  об¬ 
щего  признания. 

Примерно  в  это  же  время  Этьен  Луи  Малюс  (1775 — 1812  гг.)  [181  обнару¬ 
жил  поляризацию  света  при  отражении.  Вероятно,  в  один  из  вечеров  1808  г. 
он  наблюдал  через  кристалл  исландского  шпата  отражение  Солнца  в  оконном 
стекле  и  обнаружил,  что  при  вращении  кристалла  вокруг  линии  зрения  от¬ 
носительные  интенсивности  двух  изображений,  возникающих  благодаря  двой¬ 
ному  лучепреломлению,  изменяются.  Однако  Малюс  не  пытался  найти  объяс¬ 
нение  этого  явления,  считая,  по-видимому,  что  существовавшие  тогда  теории 
не  в  состоянии  дать  его. 

Тем  временем  в  работах  Пьера  Симона  де  Лапласа  (1749 — 1827  гг.)  и  Жана- 
Батиста  Био  (1774 — 1862  гг.)  развивалась  далее  корпускулярная  теория.  Ее 
сторонники  предложили  считать  объяснение  явления  дифракции  достойным 
премии,  учрежденной  на  1818  г.  Парижской  Академией  наук,  надеясь,  что 
исследования  в  этой  области  полностью  подтвердят  корпускулярную  теорию. 
Однако  их  надежды  не  оправдались  —  несмотря  на  сильное  сопротивление, 
премия  была  присуждена  Августину  Жаку  Френелю  (1788 — 1827  гг.),  иссле¬ 
дование  которого  [191  основывалось  на  волновой  теории  и  явилось  первым  из 
серии  работ,  полностью  развенчавших  в  течение  нескольких  лет  корпускуляр¬ 
ную  теорию.  Сущность  его  исследования  состояла  в  синтезе  идеи  Гюйгенса  о 
построении  волнового  фронта  как  огибающей  сферических  волн  и  принципа 
интерференции  Юнга.  Этого,  как  показал  Френель,  оказалось  достаточно 
для  объяснения  не  только  «прямолинейности»  распространения  света,  но  и 
небольших  отклонений  от  «прямолинейности»,  т.  е.  явления  дифракции.  Фре¬ 
нель  решил  задачи  о  дифракции  на  крае,  небольших  отверстиях  и  экране; 
наиболее  убедительным  оказалось  экспериментальное  подтверждение  Араго 
предсказания,  выведенного  Пуассоном  из  теории  Френеля  и  состоявшего  в 
том,  что  в  центре  тени  от  круглого  диска  должно  находиться  светлое  пятно. 

В  том  же  году  (1818  г.)  Френель  занялся  весьма  важной  проблемой  влия¬ 
ния  движения  Земли  на  распространение  света,  а  именно  попытался  выяснить, 
существует  ли  какое-нибудь  различие  между  светом  от  звезд  и  светом  от  зем¬ 
ных  источников.  Домен ик  Франсуа  Араго  (1786 — 1853  гг.)  экспериментально 
обнаружил,  что  (помимо  аберрации)  никакого  различия  нет.  На  основании 
этих  наблюдений  Френель  создал  теорию  о  частичном  увлечении  светового 
эфира  движущимися  телами,  теорию,  которая  была  подтверждена  в  1851  г. 
прямыми  измерениями  Армандом  Иполитом  Луи  Физо  (1819 — 1896  гг.).  Вместе 
с  Араго  Френель  исследовал  интерференцию  поляризованных  лучей  света  и 
обнаружил  (в  1816  г.),  что  лучи,  поляризованные  во  взаимно  перпендикуляр¬ 
ных  плоскостях,  никогда  не  интерферируют.  Этот  факт  нельзя  было  согласо¬ 
вать  с  общепринятым  тогда  предположением  о  продольное™  световых  волн. 
'Юнг,  узнавший  об  этом  открытии  от  Араго,  нашел  в  1817  г.  разгадку  возник¬ 
шего  противоречия,  предположив,  что  световые  колебания  поперечны. 

Френель,  сразу  же  оценив  всю  важность  такого  предположения,  попытался 
подтвердить  его,  исходя  из  более  надежной  динамической  основы  120],  и  вы¬ 
вел  из  него  много  следствий.  Так,  поскольку  в  жидкости  могут  существовать 


*)  Последователем  волновой  теории  света  был  и  М.  В.  Ломоносов,  который  в  работе, 
опубликованной  в  1756  г.,  отстаивал  представление  о  свете  как  о  колебаниях  эфира  [62*1. 
(Прим,  ред.) 
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только  продольные  волны,  эфир  должен  вести  себя,  как  твердое  тело;  однако 
в  то  время  теория  упругих  волн  в  твердых  телах  еще  не  была  сформулирована. 
Вместо  создания  такой  теории  и  вывода  из  нее  следствий  для  оптики  Френель 
«обернул»  задачу  и  попытался  выяснить  свойства  светового  эфира  из  наблю¬ 
дений.  Он  начал  с  изучения  необычных  законов  распространения  света  в  крис¬ 
таллах;  выяснение  этих  законов  и  сведение  их  к  нескольким  простым  предпо¬ 
ложениям  о  природе  элементарных  волн  является  одним  из  важнейших  дости¬ 
жений  естественной  науки.  В  1832  г.  Вильям  Гамильтон  (1805 — 1865  гг.)  [211, 
сам  внесший  большой  вклад  в  развитие  оптики,  обратил  внимание  на  важное 
следствие,  вытекающее  из  теории  Френеля,  а  именно  на  возможность  сущест¬ 
вования  конической  рефракции,  которая  была  экспериментально  обнаружена 
вскоре  после  этого  Хамфри  Ллойдом  (1800 — 1881  гг.)  1221. 

Френель  также  первый  сделал  предположение  (1821  г.),  развитое  позднее 
Коши,  что  для  выяснения  причины  дисперсии  необходимо  учитывать  моле¬ 
кулярную  структуру  вещества  [23]. 

Динамические  модели  механизма  колебаний  эфира  привели  Френеля 
к  законам  (носящим  теперь  его  имя),  которые  дают  интенсивность  и  поляри¬ 
зацию  световых  лучей  после  преломления  и  отражения  [24]. 

Работа  Френеля  столь  надежно  обосновала  волновую  теорию,  что  каза¬ 
лось  совершенно  излишним  проведение  контрольного  эксперимента,  впервые 
предложенного  Араго,  который  был  осуществлен  в  1850  г.  Фуко  [251  и  Физо- 
и  Б  реже  [26]. 

Корпускулярная  теория  объясняет  преломление  как  притяжение  свето¬ 
вых  частиц  на  границе  двух  сред  оптически  более  плотной  средой,  откуда 
вытекает,  что  скорость  света  в  более  плотной  среде  больше;  волновая  же 
теория,  согласно  Гюйгенсу,  дает  меньшую  скорость  свела  в  оптически  более 
плотной  среде.  Непосредственное  измерение  скорости  света  в  воздухе  и  воде 
полностью  подтвердило  вывод  вал  повой  теории  *). 

В  последующие  десятилетия  была  развита  теория  упругого  эфира.  Пер¬ 
вым  шагом  в  этом  направлении  явилось  создание  теории  упругости  для  твер¬ 
дых  тел.  Она  была  сформулирована  Клодом  Луи  Мария  Анри  Навье  (1785 — • 
1836  гг.)  [27],  предположившим,  что  вещество  состоит  из  бесчисленного  коли¬ 
чества  частиц  (точечных  масс,  атомов),  взаимодействующих  друг  с  другом  вдоль 
линий,  соединяющих  пары  частиц.  Августину  Луи  Коши  (1789 — 1857  гг.)  [28} 
принадлежит  привычный  теперь  вывод  уравнений  упругости  для  сплошной  сре¬ 
ды.  Из  других  ученых,  принимавших  участие  в  развитии  теории  оптики,  сле¬ 
дует  упомянуть  Симона  Дени  Пуассона  (1781 — 1840  гг.)  [29],  Джорджа  Грина 
(1793 — 1841  гг.)  [30],  Джеймса  Маккалаха  (1809—1847  гг.)  [31]  и  Франца 
Неймана  (1798 — 1895  гг.)  [321.  В  настоящее  время  нет  смысла  подробно  об¬ 
суждать  ни  сами  теории,  ни  те  трудности,  с  которыми  они  сталкивались,  по¬ 
скольку  все  эти  трудности  вытекали  из  требования  (от  него  уже  давно  отка¬ 
зались),  чтобы  оптические  явления  можно  было  описывать  в  рамках  механики. 
Достаточно  упомянуть  следующее.  Рассмотрим  две  соприкасающиеся  упругие 
среды  и  предположим,  что  в  первой  среде  в  направлении  границы  раздела 
распространяется  поперечная  волна.  Согласно  законам  механики  эта  волна 
расщепится  во  второй  среде  на  две:  продатыіую  и  поперечную.  Однако  из 
экспериментов  Араго  и  Френеля  следует,  что  продольной  упругой  волны  не 
должно  быть.  Разрешить  это  противоречие  невозможно,  не  нарушая  законов 
механики,  содержащихся  в  граничных  условиях  для  напряжений  и  натяже¬ 
ний.  Различные  теории,  предложенные  упомянутыми  выше  авторами,  отли¬ 
чались  друг  от  друга  предполагаемыми  граничными  условиями,  которые  всегда 
оказывались  несовместимыми  с  законами  механики. 


*)  По  существу  корпускулярная  и  волновая  теории  оперировали  с  разными  понятиями 
скорости.  Этот  вопрос  подробно  разобран  в  [63*].  (Прим,  ред.) 
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Если  считать  эфир  упругой  твердой  субстанцией,  то  как  тогда  ответить 
на  следующий  вопрос:  каким  образом  движутся  через  такую  среду  планеты 
с  огромными  скоростями,  не  испытывая  при  этом  никакого  сопротивления? 
Джордж  Габриэль  Стокс  (1819—1903  гг.)  считал,  что  эту  трудность  можно 
обойти,  если  предположить,  что  скорости  планет  малы  по  сравнению  со  скоро¬ 
стями  колебаний  частиц  эфира,  образующих  свет;  например,  известно,  что 
такие  твердые  тела,  как  смола  или  сургуч,  могут  колебаться  с  большой  часто¬ 
той,  но  легко  деформируются,  если  велик  период  колебания  воздействующей 
силы.  Подобные  возражения  кажутся  нам  теперь  искусственными,  поскольку 
мы  не  считаем  необходимым,  чтобы  все  явления  природы  можно  было  истол¬ 
ковать  в  рамках  механических  представлений. 

Первый  шаг  на  пути  отхода  от  теории  упругого  эфира  был  сделан  Мак- 
калахом  [33],  постулировавшим  существование  среды  со  свойствами,  кото¬ 
рыми  обычные  тела  не  обладают.  Последние  накапливают  энергию  при  дефор¬ 
мации  элементов  объема,  при  вращении  же  накопления  энергии  не  происходит. 
В  эфире  Маккалаха  имеет  место  обратная  ситуация.  Законы  распространений 
волн  в  такой  среде  весьма  сходны  с  законами,  вытекающими  из  уравнения 
Максвелла  (для  электромагнитных  волн),  которые  являются  основой  современ¬ 
ной  оптики. 

Несмотря  на  множество  трудностей,  теория  упругого  эфира  домини¬ 
ровала  в  течение  длительного  времени,  и  многие  выдающиеся  физики  XIX  века 
внесли  свой  вклад  в  ее  развитие.  Кроме  уже  отмеченных  ученых,  необходимо 
упомянуть  Вильяма  Томсона  (лорд  Кельвин,  1824 — 1908  гг.)  [341,  Карла  Ней¬ 
мана  (1832 — 1925  гг.)  [35],  Джона  Вильяма  Стрэтта  (лорд  Рэлей,  1842 — • 
1919  гг.)  [36]  и  Густава  Кирхгофа  (1824 — 1887  гг.)  [371.  За  это  время  были 
решены  многие  оптические  проблемы,  однако  объяснение  основ  оптики  оста¬ 
валось  и  еудовл  етв  оритель  ным . 

В  это  же  время  практически  независимо  от  оптических  работ  проводились 
исследования  по  электричеству  и  магнетизму,  увенчавшиеся  открытиями 
Майкла  Фарадея  (1791 — 1867  гг.)  [38].  Джеймсу  Кларку  Максвеллу  (1831 — 
1879  гг.)  139]  удалось  подытожить  все  имевшиеся  знания  в  этой  области,  сфор¬ 
мулировав  систему  уравнений;  наиболее  важным  их  следствием  оказалась 
возможность  существования  электромагнитных  волн,  распространяющихся 
со  скоростью,  величину  которой  можно  вычислить  из  результатов  чисто 
электрических  измерений.  Когда  Рудольф  Кольрауш  (1809 — 1858  гг.)  и  Виль¬ 
гельм  Вебер  (1804 — 1891)  [40І  выполнили  эти  измерения,  скорость  электро¬ 
магнитных  волн  совпала  со  скоростью  света.  Отсюда  Максвелл  заключил, 
что  свет  представляет  собой  электромагнитные  волны;  его  заключение  было 
экспериментельно  подтверждено  в  1888  г.  Генрихом  Герцем  (1857 — 1894)  [41]. 
Несмотря  на  это,  электромагнитная  теория  Максвелла  выдержала  длительную 
борьбу,  прежде  чем  получила  всеобщее  признание.  По-видимому,  одно  из 
характерных  свойств  мышления  человека  состоит  в  том,  что  оно  крайне  неохот¬ 
но  отказывается  от  привычных  представлений,  особенно  если  приходится 
жертвовать  ради  этого  конкретной  картиной  явления.  В  течение  длительного 
времени  сам  Максвелл  и  его  последователи  пытались  описать  электромагнит¬ 
ное  поле  с  помощью  механических  моделей.  Только  потом,  когда  идеи  Макс¬ 
велла  стали  более  привычными,  ученые  постепенно  оставили  попытки  «объяс¬ 
нения»  его  уравнений  на  основе  механики;  в  настоящее  время  не  возникает 
трудностей  при  представлении  электромагнитного  поля  Максвелла  в  виде 
некой  субстанции,  не  сводящейся  ни  к  чему  более  простому. 

Но  даже  электромагнитная  теория  света  достигла  со  временем  границ, 
за  которыми  она  становится  неприменимой.  Она  способна  объяснить  в  общих 
чертах  все  явления,  связанные  с  распространением  света.  Однако  она  не 
смогла  описать  процессы  излучения  и  поглощения,  которые  определяются 
более  тонкими  особенностями  взаимодействия  вещества  с  оптическим  полем. 
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Законы,  управляющие  этими  процессами,  являются  предметом  иссле¬ 
дования  современной  оптики,  даже  более  того, —  современной  физики.  Их 
история  начинается  с  открытия  некоторых  закономерностей  в  спектрах.  Пер¬ 
вым  было  открытие  (в  1814 — 1817  гг.)  темных  линий  в  солнечном  спектре  Джо¬ 
зефом  Фраунгофером  (1787 — 1826  гг.)  [421,  названных  его  именем  *),  и  их 
интерпретация  как  линий  поглощения,  данная  в  1861  г.  на  основе  эксперимен¬ 
тов  Робертом  Вильгельмом  Бунзеном  (1811 — 1899  гг.)  и  Густавом  Кирхгофом 
(1824 — 1887  гг.)  [44].  Солнечный  свет,  обладающий  непрерывным  спектром, 
проходя  через  более  холодные  газы  солнечной  атмосферы,  поглощается  в  ат¬ 
мосфере  именно  на  тех  длинах  волн,  которые  излучают  сами  газы.  Это  откры¬ 
тие  положило  начало  развитию  спектрального  анализа,  в  основе  которого 
лежит  утверждение,  что  все  газообразные  химические  элементы  обладают  ха¬ 
рактерным  линейчатым  спектром.  Изучение  этих  спектров  было  и  остается 
главной  задачей  физических  исследований;  поскольку  в  таких  экспериментах 
свет  является  предметом  исследования  и  используются  оптические  методы, 
спектральный  анализ  рассматривается  иногда  как  часть  оптики.  Однако  вопрос 
об  излучении  и  поглощении  света  атомами  относится  не  к  одной  только  оптике, 
так  как  в  него  входит  н  механика  самого  атома;  спектральные  закономерности 
раскрывают  не.  столько  природу  света,  сколько  структуру  излучающих  частиц* 
Таким  образом,  спектроскопия  из  части  оптики  постепенно  превратилась  в 
самостоятельную  дисциплину,  дающую  экспериментальное  обоснование  атом¬ 
ной  и  молекулярной  физике.  Эти  вопросы,  однако,  выходят  за  рамки  настоя¬ 
щей  книги. 

Что  касается  методов,  то  со  временем  стало  ясно,  что  классическая  меха¬ 
ника  не  в  состоянии  дать  правильное  описание  явлений,  происходящих  внутри 
атомов,  и  ее  следует  заменить  квантовой  теорией,  история  которой  началась 
в  1900  г.  с  работы  Макса  Планка  (1858 — 1947  гг.)  [45].  Применив  эту  теорию 
к  атому,  Нильсу  Бору  (род.  в  1885  г.)**)  [46]  удалось  в  1913  г.  объяснить  прос¬ 
тые  закономерности  в  линейчатых  спектрах  газов.  На  основе  этих  первых 
работ  и  все  возрастающего  количества  экспериментальных  данных  развилась 
современная  квантовая  механика  (Гейзенберг,  Борн,  Иордан,  дс  Бройль, 
Шредингер,  Дирак)  147 — 52].  С  ее  помощью  удалось  существенно  увеличить 
наши  познания  о  структуре  атомов  и  молекул. 

Квантовая  теория  оказала  сильное  влияние  на  наши  представления  о 
природе  света.  Даже  в  своей  первоначальной  форме  (в  теории  Планка)  кван¬ 
товая  теория  содержала  предположение,  полностью  противоречащее  класси¬ 
ческой  физике,  а  именно  предположение,  что  колебательная  электрическая 
система  передает  свою  энергию  электромагнитному  палю  не  непрерывно,  а 
лишь  конечными  порциями,  или  «квантами»  е^Лѵ,  величины  которых  про¬ 
порциональны  частоте  света  ѵ,  а/і=6,55’  10 ~ 27  эрг/сек — постоянная  Планка*  *•'*)- 
Можно  утверждать,  что  наличие  постоянной  к  отличает  современную  физику 
от  старой. 

Прошло  довольно  много  времени,  прежде  чем  физики  полностью  осознали 
парадоксальный,  почти  иррациональный  смысл  уравнения  Планка  &— кѵ. 
Заслуга  в  этом  принадлежит  в  основном  Эйнштейну  и  Бору.  В  1905  г.  Эйн¬ 
штейн  (1879 — 1955  гг.)  на  основании  теории  Планка  возродил  в  новой  форме 
корпускулярную  теорию  света  [53!,  предположив,  что  планковские  кванты 
энергии  существуют  в  виде  реальных  частиц  света,  названных  им  световыми 
квантами ,  или  фотонами.  Таким  образом,  ему  удалось  объяснить  некоторые 
явления,  открытые  ранее  в  связи  с  .превращением  энергии  света  в  энергию 


*)  Волластон  '(1766 — 1828  гг.)  наблюдал  эти  линии  в  1802  г.  [431,  однако  он  не  оценил 
.свое  открытке  и  неверно  их  интерпретировал. 

**)  Бор  умер  в  1962  г.  (Прим,  ред.) 

,  ***)  В  настоящее  время  счит^сд,  что  Л=6, 6249.1*  10~3*  эрг/сек.  (Прим,  ред.) 
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частиц  и  необъяснимые  с  помощью  волновой  теории.  Главными  среди  них 
являются  так  называемый  фотоэлектрический  эффект  и  фотохимические  эф¬ 
фекты.  В  явлениях  такого  рода  не  происходит  передачи  отдельной  частице  энер¬ 
гии,  пропорциональной  интенсивности  света,  как  этого  требует  волновая 
теория,  а  свет  скорее  напоминает  мелкий  град.  Энергия,  сообщенная  вторич¬ 
ным  частицам,  не  зависит  от  интенсивности  света,  а  определяется  лишь  его 
частотой  (в  соответствии  с  законом  к—  кѵ).  Из  года  в  год  росло  число  наблюде¬ 
ний,  подтверждавших  это  свойство  света,  в  результате  чего  сложилась  ситуа¬ 
ция.  когда  пришлось  признать  справедливость  как  волновой,  так  и  корпус¬ 
кулярной  теории  света,  причем  первая  подтверждалась  явлением  интерферен¬ 
ции,  а  вторая  —  фотоэлектрическим  эффектом.  Только  в  самое  последнее 
время  развитие  квантовой  механики  позволило  частично  объяснить  такое  па¬ 
радоксальное  положение,  причем  для  этого  пришлось  отказаться  от  основного 
принципа  старой  физики,  а  именно,  от  принципа  детерминированной  при¬ 
чинности. 

Развитие  теории  взаимодействия  поля  с  веществом  потребовало  расши¬ 
рения  методов  квантовой  механики  (квантование  полей).  Для  электромагнит¬ 
ного  поля  квантование  было  впервые  проведено  Дираком  [54 1  и  его  работы 
составляют  основу  квантовой  оптики.  Обсуждение  этих  вопросов  выходит, 
однако,  за  рамки  настоящей  книги. 

Оптика  движущихся  тел  является  другой  областью  оптики,  не  затро¬ 
нутой  в  настоящей  книге.  Как  и  квантовая  теория,  она  превратилась  в  широ¬ 
кий  независимый  раздел  знания.  Первым  наблюденным  явлением  в  этой  об¬ 
ласти,  отмеченным  в  1728  г.  Джеймсом  Брэдли  (1692 — 1762  гг.)  [55],  было 
явление  аберрации  «неподвижных  звезд»,  т.  е.  обнаружение  небольшого  раз¬ 
личия  их  угловых  положений,  связанного  с  движением  Земли  относительно 
направления  светового  луча.  Брэдли  правильно  понял  это  явление,  связав 
его  с  конечностью  скорости  распространения  света,  в  результате  чего  ему 
удалось  определить  последнюю.  Мы  уже  упоминали  и  другие  явления,  отно¬ 
сящиеся  к  оптике  движущихся  сред:  Френель  первый  заинтересовался  увлече¬ 
нием  света  движущимися  телами  и  показал,  что  световой  эфир  участвует  в 
движении  со  скоростью,  которая  меньше  скорости  движущихся  тел;  затем  Физо 
экспериментально  продемонстрировал  такое  частичное  увлечение  света  в  опы¬ 
тах  с  текущей  водой.  Христиан  Допплер  (1803—1853  гг.)  [561  исследовал  эф¬ 
фекты,  связанные  с  движением  источника  света  или  наблюдателя,  и  сформули¬ 
ровал  хорошо  известный  принцип,  названный  его  именем.  До  тех  пор,  пока 
теория  упругого  светового  эфира  считалась  верной,  а  область  исследований 
и  точность  измерений  были  достаточно  ограниченными,  идея  Френеля  о  час¬ 
тичном  увлечении  света  была  способна  объяснить  все  наблюдаемые  явления. 
Электромагнитная  же  теория  света  встретилась  здесь  с  трудностями  фун¬ 
даментального  характера.  Герц  первый  попытался  обобщить  уравнения  Макс¬ 
велла  на  случай  движущихся  тел.  Однако  его  формулы  противоречили  неко¬ 
торым  электромагнитным  и  оптическим  измерениям.  Огромную  роль  сыграла 
теория  Гендрика  Антона  Лоренца  (1853 — 1928  гг.),  который  предположил, 
что  «эфир  в  состоянии  абсолютного  покоя»  является  носителем  электромаг¬ 
нитного  поля,  и  вывел  свойства  материальных  тел  из  взаимодействия  элемен¬ 
тарных  электрических  частиц — электронов.  Ему  удалось  показать,  что  фре¬ 
нелевские  коэффициенты  увлечения  свега  можно  получить  из  его  теории  и  все 
известные  в  то  время  (1895  г.)  явления  можно  объяснить  на  основании  его  ги¬ 
потезы  [57].  Однако  в  результате  колоссального  увеличения  точности  изме¬ 
рения  оптических  путей,  достигнутого  с  помощью  интерферометра  Альберта 
Абрагама  Майкельсона  (1852 — 1931  гг.),  возникла  новая  трудность:  оказа¬ 
лось  невозможным  обнаружить  «эфирный  ветер»,  наличие  которого  следовало 
из  теории  «неподвижного  эцліра»  [58,  59І.  Эта  трудность  была  преодолена  в 
1905  г,  Альбертом  Эйнштейном  [60]  в  его  специальной  теории  относительности. 
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Э*а  теория  основана  на  критике  старых  представлений  о  времени  и  простран¬ 
стве  и  приводит  к  отказу  от  евклидовой  геометрии  и  обычного  понятия  одно¬ 
временности.  Ее  дальнейшее  развитие,  так  называемая  общая  теория  отно¬ 
сительности  [61],  характеризуется  совершенно  новым  подходом  к  гравита¬ 
ционным  явлениям  —  «геометризацией»  пространственно-временного  кон¬ 
тинуума. 

Применение  этой  теории  требует  использования  специальных  мате¬ 
матических  и  физических  методов,  которые  (хотя  они  и  связаны  во  многих 
случаях  с  оптикой)  лучше  рассматривать  отдельно.  Число  же  оптических 
явлений,  в  которых  движение  тел  (т.  е.  источников  света)  играет  существен¬ 
ную  роль,  весьма  незначительно. 
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ГЛАВА  Г 


ОСНОВНЫЕ  СВОЙСТВА 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО  ПОЛЯ 


§  1.1.  Электромагнитное  иоле 

1,1.1.  Уравнения  Максвелла.  При  наличии  электрических  зарядов  в  про¬ 
странстве  устанавливается  возбужденное  состояние,  которое  называют  электро¬ 
магнитным  полем .  Его  представляют  двумя  векторами  Е  и  В,  именуемыми 
соответственно  электрическим  вектором  и  магнитной  индукцией ♦ 

В  элементарных  курсах  основными  векторами  поля  по  историческим  причинам  обычно 
считают  секторы  Ей  Н,  а  посредством  векторов  О  и  В  описывают  влияние  среды.  Однако  в  об- 
щей  теории  по  причинам,  выясняющимся  при  научении  электродинамики  движущихся  сред, 
обязательно  представление,  указанное  в  тексте. 

Уравнения  Максвелла  (1) — (4)  (см.  ниже)  можно  разделить  на  две  группы:  одна,  содержа¬ 
щая  Е  и  В,  состоит  из  двух  однородных  уравнений  (с  правой  частью,  равной  нулю,  а  другая, 
содержащая  О  и  Н,  —  из  двух  неоднородных  уравнении  (с  правой  частью,  отличной  от  нуля). 
При  релятивистском  преобразовании  пространства  и  времени  (преобразование  Лорентца) 
уравнения  каждой  группы  преобразуются  совместно.  При  этом  они  остаются  инвариантными, 
если  величины  }!с  и  р  преобразуются  как  четырехмерный  вектор,  а  каждая  из  пар  Е,  В  и  О,  Н  — 
как  шестимсрішй  вектор  (антисимметричный  тензор  второго  ранга).  Поскольку  в  группу, 
состоящую  из  неоднородных  уравнений,  входят  заряды  и  токи  (которые  представляют  влияние 
среды),  мы  должны  считать,  что  соответствующая  пара  (О,  Н)  отражает  влияние  среды.  Однако, 
обычно  за  вектор  магнитного  поля  принимают  вектор  Н,  а  не  В.  Мы  будем  придерживаться  той 
же  терминологии,  когда  это  не  может  привести  к  путанице. 

Для  того  чтобы  описать  влияние  поля  на  материальные  объекты,  необ¬ 
ходимо  ввести  вторую  группу  векторов,  а  именно  плотность  электрического - 
тока  электрическое  смещение  О  и  магнитный  вектор  Н. 

Пространственные  и  временные  производные  пяти  указанных  векторов 
связаны  уравнениями  Максвелла .  Эти  уравнения,  выполняющиеся  в  каждой 
точке,  вблизи  которой  физические  свойства  среды  непрерывны,  имеют  вид  *) 

гоіН— (1). 

гоі  Е  +  7-  В  =  0.  (2) 

Точка  над  буквой  означает  дифференцирование  по  времени. 

Векторные  уравнения  дополняются  двумя  скалярными  соотношениями 

сііѵВ  =  4яр,  (3) 

с1іѵВ~=0.  (4) 

Можно  считать  уравнение  (3)  определением  плотности  электрического  заряда 
р,  а  соотношение  (4)  означает,  что  не  существует  свободных  магнитных  полюсов. 

Из  уравнения  (1)  следует  (поскольку  д іѵ  гоі  ~~  0),  что 

аіѵі==— Л-гііѵЬ, 


*)  Здесь  используется  так  называемая  гауссова  система  единиц,  т.  е.  электрические  ве¬ 
личины  (Е,  О,  і  и  р)  измеряются  в  электростатических  единицах,  а  магнитные  величины  (Н  и 
В)  в  электромагнитных  единицах.  Постоянная  с  в  (1)  и  (2)  связывает  единицы  заряда  в  обеих 
системах;  она  равна  скорости  света  в  вакууме,  и  составляет  приблизительно  3-  10,осм/сек  (более 
точное  значение  приведено  в  §  1.2).  [В  отличие  от  системы  единиц,  используемой  в  данной  книге, 
в  СССР  принята  Международная  система  единиц,  сокращенно  обозначаемая  СИ  [44*]  (Прим 
ред.).] 
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или,  используя  (3) 

О 

II 

> 

+ 

О) 

По  аналогии  с  соотношением,  встречающимся  в  гидродинамике,  уравне¬ 
ние  (5)  называется  уравнением  непрерывности.  Оно  отражает  сохранение 
заряда  в  окрестности  любой  точки.  Действительно,  если  мы  проинтегрируем 
(5)  по  некоторой  области  пространства,  то  получим,  используя  теорему  Гаусса, 

(6) 

причем  первый  интеграл  берется  по  объему  этой  области,  а  второй  по  поверх¬ 
ности,  ограничивающей  ее.  Здесь  п  —  единичный  вектор  внешней  нормали. 
Из  этого  уравнения  следует,  что  полный  заряд 

е=$р  аѵ,  (7> 

заключенный  внутри  рассматриваемой  области,  может  увеличиться  только- 
при  наличии  электрического  тока  / 

О  =  ^  ]*псі8.  (8) 

Если  все  величины,  характеризующие  поле,  не  зависят  от  времени  и  от¬ 
сутствуют  токи  (]  =  0),  то  поле  называют  статическим.  Если  эти  величины 
не  зависят  от  времени,  но  имеются  токи  (3  =^=  0),  то  мы  говорим  о  стационар¬ 
ном  поле .  Векторы  оптических  полей  очень  быстро  изменяются  во  времени, 
но  источники  полей  обычно  таковы,  что  при  рассмотрении  не  мгновенных 
значений  величин,  а  усредненных  по  любому  макроскопическому  интервалу 
времени,  свойства  поля  оказываю  гея  не  зависящими  от  времени.  Часто  термин 
шпаципнарный»  употребляется  в  более  широком  смысле  для  описания  поля 
указанного  типа.  В  качестве  примера  укажем  иоле,  образуемое  непрерывным 
потоком  излучения  (скажем,  ог  удаленной  звезды)  через  оптическую  систему, 

1.1.2.  Материальные  уравнения.  Уравнения  Максвелла  (1) — (4)  связывают 
пять  основных  величин  Е,  И,  В,  О  и  ].  Для  того  чтобы  при  заданном  распре¬ 
делении  зарядов  и  токов  уравнения  допускали  единственное  решение  для  век¬ 
торов  поля,  к  этим  уравнениям  необходимо  добавить  соотношения,  описываю¬ 
щие  поведение  веществ  под  влиянием  поля.  Такие  соотношения  называются 
материальными  уравнениями  *).  В  общем  случае  они  довольно  сложны,  но 
для  тел,  находящихся  в  покое  друг  относительно  друга  (или  в  состоянии  очень 
медленного  движения)  и  состоящих  из  изотропных  веществ  (т,  е.  веществ, 
физические  свойства  которых  в  каждой  точке  не  зависят  от  направления), 
эти  уравнения  принимают  относительно  простую  форму  **). 

І-стЕ,  (9> 

□  (10> 

В-рН.  (11> 

Величина  о  называется  удельной  проводимостью ,  е  —  диэлектрической  прони¬ 
цаемостью,  ар  —  магнитной  проницаемостью. 

Уравнение  (9)  является  дифференциальной  формой  закона  Ома.  Вещества, 
для  которых  о  Ф  0  (вернее,  не  равно  пренебрежимо  малой  величине;  точный 


*)  Существует  и  другой  способ  описания  поведения  среды.  Вместо  величин  &—-ОІЕ  и 
р  Я/7/  можно  ра<  сматривать  разности  О — Е  и  В — Н.  Они  имеют  более  простой  физический 
смысл  и  их  мы  рассмотрим  в  гл  2. 

**)  Более  общие  соотношения,  применимые  к  движущимся  телам,  изучаются  в  реля¬ 
тивистской  теории  Из  общей  теории  нам  необходим  лишь  следующий  результат:  в  случае  дви¬ 
жущихся  зарядов  к  току  проводимости  стЕ  добавляется  конвекционный  ток  рѵ,  где  ѵ  —  ско¬ 
рость  движущихся  зарядов,  р  —  плотность  зарядов  (см.  стр.  31)* 
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смысл  этого  неравенства  здесь  обсуждать  невозможно),  называются  провод¬ 
никами. 

Очень  хорошими  проводниками  служат  металлы,  но  существуют  и 
другие  классы  хорошо  проводящих  веществ,  такие,  как  ионные  растворы  в 
жидкостях,  а  также  в  твердых  телах.  Проводимость  металлов  уменьшается  с 
повышением  температуры.  Для  других  классов  веществ,  называемых  полу¬ 
проводниками  (например,  германий),  проводимость  сильно  увеличивается  с 
ростом  температуры. 

Вещества,  для  которых  о  пренебрежимо  мала,  называются  изоляторами 
или  диэлектриками.  Их  электрические  и  магнитные  свойства  полностью 
определяются  величинами  в  и  р.  Для  большинства  веществ  магнитная  прони¬ 
цаемость  р  практически  равна  единице.  Если  это  не  так,  т.  е.  если  р  заметно 
отличается  от  единицы,  то  мы  называем  такое  вещество  магнетиком .  В  част¬ 
ности,  если  р  >  1,  то  вещество  называют  парамагнетиком  (например,  платина, 
кислород,  азот),  если  же  р  <С  1, —  то  диамагнетиком  (например,  висмут,  медь, 
водород,  вода). 

Для  чрезвычайно  сильных  полей,  которые  получаются,  например,  при  фо¬ 
кусировке  света,  генерируемого  оптическим  мазером  *),  к  правым  частям 
материальных  уравнений,  возможно,  придется  добавитъ  члены,  содержащие 
компоненты  векторов  поля  в  степени,  большей  единицы  **). 

Во  многих  случаях  величины  сг,  в  и  р  не  зависят  от  напряженности  полей, 
однако  часто  поведение  вещества  невозможно  описать  таким  простым  способом. 
Например,  ток  в  газе  свободных  ионов,  который  определяется  средней  скоро¬ 
стью  ионов,  в  любой  момент  времени  зависит  не  от  мгновенного  значения  Е,  а  от 
всех  его  предыдущих  значений.  В  так  называемых  ферромагнитных  веще¬ 
ствах  (вещества,  являющиеся  очень  сильными  магнетиками,  например  железо, 
кобальт  и  никель)  магнитная  индукция  В  определяется  предысторией  поля  Н, 
а  не  его  мгновенным  значением.  В  этом  случае  говорят,  что  вещество  проявляет 
гистерезис .  В  некоторых  диэлектриках  наблюдается  подобная  же  зависимость 
от  предыстории  для  электрического  смещения.  К  счастью,  гистерезисные 
эффекты  для  высокочастотных  полей,  встречающихся  в  оптике,  как  правило, 
незначительны. 

В  основной  части  настоящей  книги  мы  будем  рассматривать  распростра¬ 
нение  света  в  таких  средах,  в  которых  не  происходит  заметного  его  ослабления 
(например,  воздух,  стекло).  Подобные  среды  называются  прозрачными .  Они 
должны  быть  электрически  непроводящими  (о  —  0),  поскольку  наличие  про¬ 
водимости  приводит  к  выделению  джоулева  тепла  (см.  п.  1.1.4)  и,  следователь¬ 
но,  к  потерям  электромагнитной  энергии.  Оптические  свойства  проводящих 
сред  рассматриваются  в  гл.  13. 

1.1.3.  Граничные  условия  на  поверхностях  раздела.  Уравнения  Максвелла 
были  получены  лишь  для  областей  пространства,  в  которых  физические  свой¬ 
ства  среды  (характеризующиеся  величинами  е  и  р)  непрерывны.  В  оптике  часто 
встречается  ситуация,  когда  эти  свойства  резко  меняются  на  одной  или  не¬ 
скольких  поверхностях.  Можно  ожидать,  что  тогда  векторы  Е,  Н,  В  и  О  также 
будут  претерпевать  разрыв,  а  величины  р  и  }  выродятся  в  соответствующие 
поверхностные  величины.  Выведем  соотношения,  описывающие  переход  через 
такую  поверхность  раздела. 


*)  В  русской  литературе  мазеры  в  оптическом  диапазоне  называются  лазерами. 
(Прим,  ред.) 

**)  Нелинейность  соотношения  между  вектором  смещения  О  и  электрическим  полем 
Е  впервые  была  найдена  указанным  способом  в  работе  [1|.  Теория  распространения,  преломле¬ 
ния  и  отражения  электромагнитных  волн  при  условиях,  когда  необходимо  учитывать  такие 
нелинейные  эффекты,  развита  в  работах  [2,3].  Подробное  рассмотрение  нелинейных  эффектов 
проводится  в  работах  14].  [Нелинейные  оптические  эффекты,  рассмотрены  также  в  работах 
{45*,  46*]  (Прим,  ред.).) 
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Заменим  поверхность  резкого  раздела  Т  тонким,  переходным  слоем,  вну¬ 
три  которого  е  и  р,  быстро,  но  непрерывно  меняются  от  значений  около  Т  с  одной 
стороны  слоя  до  их  значений  вблизи  Т  с  другой  его  стороны.  Внутри  этого 
слоя  построим  небольшой  квазипилиндр,  ограниченный  с  боков  «частоколом» 
нормалей  к  Т.  Основаниями  цилиндра  на  каждой  стороне  Т  служат  небольшие 
площадки  6Лі  и  6Л2,  параллельные  поверхности  Т  (рис.  1.1).  Поскольку  во 
всем  цилиндре  вектор  В  и  его  производные 
непрерывны,  мы  можем  применить  теорему 
Гаусса  к  интегралу  от  сііѵ  В,  взятому  по 
объему  цилиндра.  Тогда,  согласно  (4),  по¬ 
лучим 

^  сІіѵ  В  дѴ  ~  ^  В  •  п  сі8^  0.  (12) 

Здесь  п  —  единичный  вектор  внешней  нор¬ 
мали;  второй  интеграл  берется  по  поверх¬ 
ности  цилиндра. 

Так  как  площадки  и  6Л  2  предпо¬ 

лагаются  малыми,  можно  считать,  что  на  них 
В  принимает  постоянные  значения  Ва>  и  В*-1  Г  Тогда  выражение  (12)  можно 
заменить  следующим: 

В(1>  •  гцб  ^  +  В(2)-  п26Л2-Ь  вклад  от  стенок  =  0.  (13) 

Если  высота  цилиндра  б/г  стремится  к  нулю,  переходный  слой  переходит 
в  поверхность,  а  вклад  от  стенок  цилиндра  исчезает  при  условии,  что  отсутст¬ 
вует  поверхностный  поток  магнитной  индукции.  Такой  поток  никогда  не  на¬ 
блюдается  и,  следовательно,  в  пределе 

(Вш  •  пх  +  В(2)  •  п2)  6  Л  =  0,  (14) 

где  6/4  —  площадь  пересечения  нашего  цилиндра  с  поверхностью  Т.  Если 
п12 —  единичный  вектор  нормали,  направленный  из  первой  среды  во  вторую, 
ТО  Пі  —  —  П12,  и  из  соотношения  (14)  получим 

п12-(ВС2) —  В(1))  =  0,  (15) 

т.  е.  нормальная  компонента  вектора  магнитной  индукции  непрерывна  на 
поверхности  раздела. 

Подобным  же  образом  можно  рассмотреть  электрическое  смещение  О, 
но  в  этом  случае  при  наличии  зарядов  появится  дополнительный  член.  Вме¬ 
сто  (12)  мы  получим  из  (3) 

0-п<і$  =  4я$Р<Л'.  (16) 

При  слиянии  площадок  6Л,.  и  6Л2  полный  заряд  остается  конечным  и,  сле¬ 
довательно,  объемная  плотность  становится  бесконечной.  При  этом  вместо 
объемной  плотности  заряда  р  необходимо  ввести  поверхностную  плотность 
заряда  р,  определяемую  соотношением  *) 

Нт  (17) 

.  6Н-+  о  ^ 

*)  В  дальнейшем  нам  понадобится  выразить  поверхностную  плотность  заряда  и  поверх¬ 
ностную  плотность  тока  через  дельта -функцию  Дирака  (см.  приложение  4).  Если  уравнение 
поверхности  раздела  имеет  вид  Р  (х,  у,  г)  —  0,  то 

Р  =  Р  I  §гагі  Р  |  б  (Г),  (17а) 

і-тгасіГ|6(Г).  (18а) 

Можно  леіко  проверить  правильность  этих  выражений,  подставив  их  в  (17)  и  (18)  и  использовав 
соотношение  (іР—  |^гаі1Г;ДЛ  и  фильтрующее  свойство  дельта -функции  Дирака. 


Рис.  1.1.  К  выводу  граничных  усло¬ 
вий  для  нормальных  компонент  В 
и  О. 
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Позже  нам  понадобится  также  понятие  поверхностной  плотности  тока 
которая  определяется  аналогичным  образом,  а  именно 

Ііш  []4Ѵ=\  \йА .  (18) 

Если -площадку  6Л  и  высоту  Ыг  выбрать  достаточно  малыми,  то  из  (16) 
получим 

0(1)  -ПібЛ^  0(2>*п36Л  +  вклад  от  стенок  —  4яр6 А. 

Вклад  от  стенок  стремится  к  нулю  с  уменьшением  ЬНГ  и  поэтому  в  пределе 
при  6/і->  0  получим 

п1а*  (0(2) —  0Ц))  =  Фяр,  (19) 

т.  е.  при  наличии  на  поверхности  раздела  слоя  с  поверхностной  плотностью 
заряда  р,  нормальная  компонента  вектора  электрического  смещения  при  пере¬ 
ходе  через  эту  поверхность  испытывает  скачок ,  равный  4яр. 

Исследуем  теперь  поведение  тангенциальных  компонент.  Заменим  по¬ 
верхность  резкого  раздела  переходным  слоем,  а  цилиндр,  показанный  на 
рис.  1.1,  «прямоугольной»  площадкой,  стороны  которой  параллельны  и  пер¬ 
пендикулярны  поверхности  Т  (рис.  1.2). 


рис.  1.2.  К  выводу  граничных  условий  для  тангенциальных  компонент  Е  и  Н. 

Пусть  Ъ — единичный  вектор,  перпендикулярный  плоскости  рассматри¬ 
ваемого  прямоугольника.  Тогда  на  основании  теоремы  Стокса  получим  из  (2) 

|гоіЕ-Ь<&  =  |е-А-  =  —  (20} 

здесь  первый  и  третий  интегралы  берутся  по  площади  прямоугольника,  а  вто¬ 
рой —  вдоль  его  границ.  Если  длины  Р^1(=6&1)  и  Р2С}2(--=& в,)  малы,  то  на 
каждой  из  этих  сторон  вектор  Е  можно  заменить  постоянными  значениями 
Е(і)  и  Е(2>.  Подобным  же  образом  постоянным  значением  можно  заменить  и  век¬ 
тор  В.  Тогда  из  (20)  найдем 

Еа)*!1б51  +  Е(3)42б52Н-  вклад  от  концов  —  —  ~  В-  Ьбзб/і,  (21) 

где  $5  —  линейный  элемент,  по  которому  прямоугольник  пересекается  с  по¬ 
верхностью  раздела.  Если  теперь  постепенно  уменьшатъ  высоту  прямоуголь¬ 
ника,  то  вклад  от  концов  РХР2  и  будет  стремиться  к  нулю  при  условии,  что 
Е  в  пределе  не  имеет  достаточно  резких  особенностей.  Такую  возможность  мы 

исключим.  Предположим  также,  что  остается  конечным  и  В;  тогда  в  пределе 
при  6/г  — ^  0  получим 

(Е<».1:1  +  Е(2Ь(2)б5=0.  (22) 

Если  і —  единичный  вектор  касательной  к  поверхности  (см.  рис.  1.2),  то  іг= 
—  —  1  —  —  Ь  х  Пі2,  іа=  і  =  Ь  х  п12,  и  из  (22)  следует 

Ь'  [пі2Х(Е(3) — Е(1))]  =0. 
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Так  как  ориентация  прямоугольника*  а  следовательно,  и  единичного  вектора  Ь 
произвольна,  ясно,  что 

п„Х(Е<«  — Е<»)  =  0,  (23) 

т.  е.  тангенциальная  компонента  электрического  вектора  непрерывна  на  по¬ 
верхности  раздела . 

Наконец,  рассмотрим  поведение  тангенциальной  компоненты  магнитного 
вектора.  Анализ  проводится  аналогичным  образом,  но  при  наличии  токов  по¬ 
явится  дополнительный  член.  Вместо  (21)  в  этом  случае  получим 

Н(І)  •  ‘11б51  +  Н<2)  *  і2652  —вклад  от  концов  —  ~  6  ■  Ь  бз  ЬН  +  ]  •  Ь  бз.  (24) 

Переходя,  как  и  раньше,  к  пределу  б Н->  0,  находим 

п]2х(Н(а— Н‘«)=Щ].  (25) 

Из  (25)  следует,  что  при  наличии  тока  с  поверхностной  плотностью  |  танген¬ 
циальная  компонента  магнитного  вектора  {рассматриваемая-  как  вектор) 
испытывает  скачок,  равный 


Помимо  разрывов,  связанных  с  резким  изменением  физических  свойств 
среды,  векторы  поля  могут  также  претерпевать  разрывы  из-за  присутствия 
источника,  который  начинает  излучать  в  некоторый  момент  времени  і=і0+ 
Тогда  возмущение  будет  распространяться  в  окружающем  пространстве  и  в  лю¬ 
бой  последующий  момент  времени  ^>*^0  заполнит  вполне  определенную  об¬ 
ласть.  На  (движущихся)  границах  этой  области  векторы  поля  будут  резко 
изменяться  от  конечных  значений  до  нуля  за  ее  пределами.. 

Различные  случаи  разрыва  можно  описать  уравнениями  Максвелла 
в  интегральной  форме  (см.,  например,  15],  стр.  11  или  [6],  стр.  6).  Общие 
условия  разрывности  можно  также  записать  в  форме  уравнений  в  конечных 
разностях;  вывод  этих  уравнений  приведен  в  приложении  6. 

1.1.4.  Закон  сохранения  энергии  для  электромагнитного  поля.  Б  рамках 
электромагнитной  теории  интенсивность  света  интерпретируется  как  поток 
энергии  поля.  Поэтому  необходимо  вспомнить  формулировку  закона  сохране¬ 
ния  энергии  в  теории  Максвелла.  Из  (1)  и  (2)  следует,  что 

Е-гоІН  —  Н-гоіЕ  =-|Ч.Е  +  7-Е-Ь  +  уН.В.  (26) 

Члены,  стоящие  слева,  с  помощью  хорошб  известного  векторного  тождества 
можнр  выразить  через  дивергенцию  векторного  произведения  Н  и  Е,  т.  е. 

Е-гоіН  —  Н-гоіЕ  =  — <1іѵ(ЕхН).  (27) 

Из  (26)  и  (27)  получим 

Ц(ЕІ)  +  НВ)+^І.Е  +  <ііѵ(ЕхН)  =  0.  (28) 

Умножив  это  равенство  на  с/ 4л,  проинтегрировав  по  произвольному  объему 
и  использовав  теорему  Гаусса,  найдем 

Цг]“(Е.б  +  Н.В)гіУ  +  ^.ЕЛ'-+^(ЕхН).п<(5=0.  (29) 

Здесь  последний  интеграл  берется  по  границе  объема,  ап  —  единичный  век¬ 
тор  внешней  нормали. 

Соотношение  (29)  непосредственно  вытекает  из  *  уравнения  Максвелла 
и  поэтому  выполняется  независимо  от  справедливости  материальных  урав¬ 
нений  (9) — (11).  Как  мы  увидим,  оно  выражает  закон  сохранения  энергии  для 


30 


ОСНОВНЫЕ  СВОЙСТВА  ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО  ПОЛЯ 


[гл  1 


электромагнитного  ноля.  Здесь  мы  рассмотрим  его  лишь  для  случая;  когда 
удовлетворяются  материальные  уравнения  (9) — (И).  Позже  (см.  гл.  14)  будет 
проведено  обобщение  этого  закона  для  случая  анизотропных  сред,  где  мате¬ 
риальные  уравнения  принимают  более  сложную  форму. 

Используя  материальные  уравнения,  найдем 

і!г  <Е  •  О)  =  4г  Е -4г  (бЕ)  =  -5Г 7Г  <вЕ*>  4-  <Е  ■  О)’ 


Полагая 


^=жЕ-°>  “'-=ін-в 

(31) 

^  ==  5  (Ые+!Л>т)сІѴ, 

(32) 

преобразуем  соотношение  (29)  к  виду 

^  Е  +  ^  (Е  х  Ну.па!5  =  0. 

(33) 

Покажем,  что  величина  II?  представляет  полную  энергию,  заключенную  вну¬ 
три  объема,  и,  следовательно,  те  можно  отождествить  с  плотностью  электриче¬ 
ской  энергии ,  а  сот—  с  плотностью  магнитной  энергии  поля  *). 

Для  отождествления  \Р  с  полной  энергией,  нужно  доказать,  что  для  замк¬ 
нутой  системы  (т.  е.  системы,  в  которой  можно  пренебречь  полем  на  граничной 
поверхности)  изменение  ѴР  обусловливается  работой,  проделанной  полем  над 
материальными  заряженными  телами,  входящими  в  систему.  Достаточно  по¬ 
казать  это  для  медленного  движения  названных  тел,  причем  мы  вправе  считать 
последние  столь  малыми,  что  можем  рассматривать  их  как  точечные  заряды 
еи(к  =  1,  2,  Обозначим  скорость  заряда  ек  через  ѵк(ѵк  с). 

Сила,  действующая  со  стороны  поля  (Е,  В)  на  заряд,  движущийся  со  ско¬ 
ростью  ѵ,  определяется  так  называемым  законом  Лорентца 

Р=е(Е  +  -1[ѵхВ]),  (34) 

который  основан  на  эксперименте.  Отсюда  следует,  что  если  все  заряды  ек 
за  время  6^  смещаются  на  бхй  (к  =  1,  2,  ...),  то  полная  проделанная  работа 
равна 

=  (е*+тТѵ*  X  В^)-6ха  =  2УаЕг6х*  =  ]ГЩе*'-  \кЫ, 

к  й  4  '  к  к  % 

так  как  бх^  —  ѵ?б/.  Если  число  заряженных  частиц  велико,  распределение 
заряда  можно  считать  непрерывным.  Введем  плотность  заряда  р  (т.  е.  полный 
заряд  единицы  объема);  тогда  последнее  равенство  примет  вид 

8Л  =  87  ^  рѵ  •  Е  сІѴ,  (35) 

х _ 

•)  В  общем  случае  этр  величины  определяются  выражениями 

Они  переходят  в  (31)*  когда  соотношение  между  Е  и  О  и  между  Н  и  В  линейно,  как  предпола¬ 
гается  едесь. 
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причем  интегрирование  проводится  по  произвольному  объему.  В  уравнениях 
Максвелла  не  содержится  в  явном  виде  скорость  ѵ,  однако  ее  можно  ввести, 
используя  полученный  Рентгеном  [7]  экспериментальный  результат,  согласно 
которому  конвекционный  ток  (т.  е.  течение  движущихся  зарядов)  создает  такой 
же  электромагнитный  эффект,  как  и  ток  проводимости  в  проволоке.  Следова¬ 
тельно,  плотность  тока  }9  фигурирующую  в  уравнениях  Максвелла,  можно 
разделить  на  две  части 

і  =  Ь+Ь.  (36) 

где  ]с=  аЕ —  плотность  тока  проводимости,  а  \ѵ~  рѵ —  плотность  конвекци¬ 
онного  тока.  Тогда  выражение  (35)  запишется  в  виде 

8Л  =  6^Ь-Е<(Ѵ.  (37) 

Определим  вектор  8  и  скаляр  <3  соотношениями 

8  =  КгЕхН,  (38) 

<2=$],-ЕЛ'  =  $оЕМ1/-  (39) 

Теперь  с  помощью  (35)  и  (36)  найдем 

^.ЕЛ'=<2  +  5і„.Е<Я/  =  <2+^,  (40) 

где  вторая  функция,  конечно,  не  является  полной  производной  от  функции 
координат  и  времени.  Уравнение  (33)  примет  теперь  вид 

?=-^-<Н8-пЛ8-  (41> 

Для  непроводящей  среды  (а  =  0)  имеем  ф  =  0.  Будем  также  считать  гра¬ 

ничную  поверхность  расположенной  так  далеко,  что  можно  пренебречь  полем 
на  ней,  вызванным  электромагнитными  процессами,  происходящими  внутри 
нее.  Тогда  ^8*п4/5  =  0и  интегрирование  выражения  (41)  дает 

И7  ф  Л  =  соп5І;.  (42) 

Следовательно,  для  изолированной  системы  увеличение  И?  в  единицу  времени 

обусловливается  работой,  проделанной  над  системой  в  течение  этого  времени. 
Полученный  результат  подтверждает  наше  определение  электромагнитной 
энергии  выражением  (32). 

Член  (2  (он  называется  джоулевым  теплом)  представляет  собой  диссипа¬ 
цию  энергии  в  проводнике  (о  Ф  0)  из-за  наличия  сопротивления.  Если  поле 
достигает  граничной  поверхности,  то,  согласно  (41),  происходит  дополнитель¬ 
ное  уменьшение  энергии.  Поэтому  поверхностный  интеграл  должен  определять 
поток  энергии  через  эту  граничную  поверхность.  Вектор  5  известен  как  вектор 
Пойнтинга  и  представляет  количество  энергии,  протекающее  за  одну  секунду 
через  единичную  площадку,  перпендикулярную  к  направлениям  Е  и  Н. 

Необходимо  отметить,  что  интерпретация  5  как  потока  энергии  (точнее, 
как  плотности  этого  потока)  вносит  известную  степень  произвола.  Согласно 
(41)  физическим  смыслом  обладает  не  сама  величина  8,  а  интеграл  от  5-п, 
взятый  по  замкнутой  поверхности.  Ясно,  что  из  значения  интеграла  нельзя 
вывести  однозначное  заключение  о  детальном  распределении  8,  поэтому  воз¬ 
можны  и  другие  определения  плотности  потока  энергии.  К  5  всегда  можно  при¬ 
бавить  ротор  произвольного  вектора,  поскольку  такой  член  не  вносит  вклада 
в  поверхностный  интеграл,  что  следует  из  теоремы  Гаусса  и  тождества 
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сііѵ  гоЬ^О  *).  Однако  при  осторожном  применении  этого  определения,  в  частно¬ 
сти  для  средних  значений  небольших,  но  конечных  интервалов  прострапсіва 
или  времени,  никакого  противоречия  с  экспериментом  не  возникает.  Поэтому 
мы  примем  приведенное  выше  определение  плотности  потока  энергии  через  век¬ 
тор  Пойптинга. 

Наконец,  отметим,  что  в  непроводящей  среде  (а  0)  в  отсутствие  механи¬ 
ческой  работы  (А  =  0)  закон  сохранения  энергии  можно  записать  в  форме 
гидродинамического  уравнения  непрерывности  для  несжимаемой  жидкости, 
а  именно 

■^  +  діѵ8=0  (ю  =  дае  +  а»я).  (43) 

Гидродинамическая  модель  часто  оказывается  полезной  при  описании  рас¬ 
пространения  света,  в  частности  в  геометрической  оптике  или  при  рассмотре¬ 
нии  скалярных  дифракционных  полей,  так  как  она  дает  картину  распростране¬ 
ния  энергии  в  простой  графической  форме.  В  оптике  наибольший  интерес  пред¬ 
ставляет  усредненный  вектор  Пойнтинга.  Величина  его  служит  мерой  интен¬ 
сивности  света,  а  направление  указывает  направление  распространения  света. 

§  1.2.  Волновое  уравнение  и  скорость  света 

Уравнения  Максвелла  связывают  между  собой  векторы  поля  системой  диф¬ 
ференциальных  уравнений.  Дифференциальные  уравнения,  которым  должен 
удовлетворять  каждый  из  векторов  в  отдельности,  можно  получить  путем  ис¬ 
ключения  остальных  векторов.  Мы  ограничимся  рассмотрением  области  поля, 
нс  содержащей  ни  зарядов,  ни  токов,  т.  е.  \  —  0  и  р=0. 

Подставим  выражение  для  В  из  материального  уравнения  (1.1.11)  **) 
во  второе  уравнение  Максвелла  (1,1.2),  разделим  обе  его  части  на  \і  и  при¬ 
меним  операцию  гоі,  Это  даеі 

гоі  (-±-гоіе)+1гоіН  =  0.  (1) 

Продифференцируем  затем  первое  уравнение  Максвелла  (1.1.1)  по  времени, 
используем  уравнение  для  О  (1.1.10)  и  исключим  гоі  Н  из  системы  двух  урав¬ 
нений,  содержащей  получающееся  уравнение  и  уравнение  (1).  Тогда  получим 

го*  (]Г  го*  Е)  =  (2) 

Если  использовать  тождества  гоі&ѵ—п  гоі  ѵ  +  (§габ  и)  X  ѵ  и  гоі  гоі  == 
—  0габ  сііѵ  —  V2,  то  (2)  примет  вид 

ѴЭЕ~  ~^Ё  +  [§га<і(1пр}]  хгоі  Е — §гас1  біѵЕ^О.  (3) 

Используя  снова  материальное  уравнение  для  В  и  применяя  тождество 
<Нѵ  мѵ=«  сііѵ  ѵ  ф-  ѵ-§гасі  и,  найдем  из  (1.1.3)  соотношение 

г  сііѵ  Е-рЕ  ^гасі  е=0.  (4) 

Следовательно,  уравнение  (3)  можно  записать  в  виде 

Ѵ3Е  — - ^  Ё  4-  [§га б  (1п  р)]  х  гоі  Е  4-  &габ  [Е •  ёгаб  (1п  г)]  =  0.  (5) 


*)  Современная  теория  поля  допускает  даже  больший  произвол,  связанный  с  возмож¬ 
ностью  добавлять  к  лагранжиану  поля  четырехмер  иую  дивері  енцию.  При  этом  допустимы 
другие  выражения  как  для  потока  энергии,  так  и  для  плотности  энергии. 

**)  Здесь  и  далее  при  ссылках  на  формулы,  приведенные  в  других  параграфах,  мы  будем 
указывать  также  номер  главы  и  номер  параграфа.  Например,  ссылка  па  формулу  (5  3,13)  озна¬ 
чает,  что  имеется  в  виду  формула,  (1®,  приведенная  в  §  3  гл,  5.  (Прим,  ред.) 
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Подобным  же  образом  получается  уравнение  для  Н 

ѴгН  -  ^  Н  Чг  [ёгаё  (1п  е)]  х  гоі  Н  +  бгасі  {Н  •  ^гасі  (1п  ц)]  =  0.  (6) 


В  частности,  если  среда  однородна,  то  §гасі  (1п  е)  =?  §гаё  (1п  р.)  —  0,  и  соот¬ 
ношения  (5)  и  (6)  принимают  вид 

Ѵ2Е— ^-Ё  =  0,  Ѵ2Н—  ^-Н  =  0.  (7) 

Это  обычные  уравнения  волнового  движения.  Они  означают,  что  существуют 
электромагнитные  волны,  распространяющиеся  со  скоростью  *) 


(8) 


Впервые  постоянная  с  была  определена  Р.  Кольраушем  и  В.  Вебером 
в  1856  г.  из  отношения  значений  емкости  конденсатора,  измеренных  в  электро¬ 
статических  и  электромагнитных  единицах.  Оказалось,  что  она  совпадает  со 
скоростью  света  в  вакууме.  Используя  этот  результат,  Максвелл  развил  свою 
электромагнитную  теорию  света,  предсказывающую  существование  электро¬ 
магнитных  волн.  Правильность  его  предсказания  была  подтверждена  знамени¬ 
тыми  экспериментами  Г.  Герца  (см.  «Историческое  введение»), 

В  любой  волновой  теории  света  элементарным  процессом  считают  гармони¬ 
ческую  волну  в  пространстве —  времени  (в  простейшей  форме  она  будет  рас¬ 
смотрена  в  §§  1.3  и  1.4).  Вели  ее  частота  лежит  в  интервале  от  4- ІО14  сек ~1 
до  7,5- 1014  сек -1  (приблизительно),  то  она  вызывает  у  человека  физиологиче¬ 
ское  ощущение  определенного  цвета.  (Обратное,  однако,  неверно:  окрашенный 
свет,  вызывающий  определенное  субъективное  цветовое  ощущение,  может 
быть  совокупностью  гармонических  волн  с  весьма  различными  частотами.) 
Действительная  связь  между  цветом  и  частотой  очень  сложна  и  не  будет  изу¬ 
чаться  в  настоящей  книге**). 

ГІервое  определение  скорости  света  было  сделано  Ремером  в  1675  г.  на 
основе  наблюдений  затмений  первого  спутника  Юпитера;  позднее  другим  спосо¬ 
бом  (путем  наблюдения  аберрации  неподвижных  звезд)  ее  измерил  Брэдли 
(1728  г.)***). 

Первые  измерения  скорости  света  с  земными  источниками  были  выпол¬ 
нены  Физо  в  1849  г.  При  таких  измерениях  необходимо  использовать  модуля¬ 
тор,  который  разбивает  пучок  на  части  ****).  Для  этой  цели  Физо  применил 
вращающееся  колесо.  В  более  поздних  измерениях  применялись  вращающиеся 
зеркала  и  электронные  прерыватели.  Метод  вращающегося  зеркала  был  пред¬ 
ложен  Уитстоном  в  1834  г.  и  его  использовал  Фуко  в  1860  г.  Позднее  в  течение 
многих  лет  Майкельсон  систематически  занимался  усовершенствованием  этого 
метода.  Среднее  значение  с,  полеченное  примерно  из  200  измерений  Майкель¬ 
сон  а,  равно  299  796  кміеек .  Метод  оптического  прерывателя,  использующий 


*)  Понятие  скорости  электромагнитной  волны  имеет  определенный  смысл  лишь  в 
связи  с  волнами  очень  простого  вида,  например  плоскими  волнами.  Очевидно,  что  ѵ  не  являет¬ 
ся  скоростью  распространения  в  случае  произвольного  решения  уравнений  (7),  поскольку  эти 
уравнения  допускают  также  решения  в  виде  стоячих  волн. 

В  настоящем  вводном  разделе  предполагается,  что  читатель  знаком  с  понятием  плоской 
волны,  и  мы  рассматриваем  ѵ  как  скорость  се  движения.  Математическое  представление  пло¬ 
ской  волны  приведено  в  <§§  1.3  и  1.4. 

**)  Однако  в  п.  4.8.1  будет  кратко  рассмотрена  чувствительность  глаза  человека  к 
различным  цветам. 

***)  Методы,  использовавшиеся  для  определения  скорости  света,  описаны,  например,  в 
[8].  Подробный  анализ  результатов,  полученных  различными  методами,  изложен  также  в  [9]. 

****)  Такие  измерения  дают,  по  существу,  і  рупповую  скорость  (см  и  1  3.4)  Различие 
между  групповой  и  фазовой  скоростями  света  в  воздухе  при  обычных  температуре  и  давлении 
примерно  равно  1 :  50  000. 
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ячейку  Керра,  был  развит  Каролусом  и  Миттельштетом  (1928  г.),  Андерсоном 
(1937  г.)  и  Хюттелем  (1940  г.).  Значения  6,  полученные  из  этих  измерений, 
находятся  в  превосходном  согласии  с  теми  значениями,  которые  найдены  не¬ 
прямыми  методами,  например  путем  определения  отношения  значений  элек¬ 
трического  заряда,  измеренных  в  электростатических  и  электромагнитных 
единицах.  Так,  Роза  и  Дорсей  (1907  г.)  нашли  последним  методом  с  = 
—  299  784  км/сек  Измерения  скорости  электромагнитных  волн  в  проволоках, 
выполненные  Мерсье  (1923  г.),  дали  значение  с,  равное  299  782  км/сек.  Ве¬ 
личина,  полученная  Бирджем  [9]  на  основании  тщательного  анализа  всех  имею¬ 
щихся  данных,  равна 

с  =  299  776  ±  4  км/сек -  (9) 

Хорошее  согласие  значений  с,  полученных  из  столь  различных  экспериментов 
(причем  в  некоторых  случаях  использовалось  излучение,  частота  которого 

в  сотни  тысяч  раз  отличалась  от  оп¬ 
тических  частот),  служит  замечатель¬ 
ным  подтверждением  теории  Мак¬ 
свелла. 

Для  прозрачных  веществ  диэлект¬ 
рическая  проницаемость  в  обычно  боль¬ 
ше  единицы,  а  р,  практически  совпа¬ 
дает  с  единицей,  и  следовательно,  со¬ 
гласно  (8),  скорость  ѵ  меньше  скоро¬ 
сти  в  вакууме  с.  Это  было  впервые 
показано  экспериментально  для  слу¬ 
чая  распространения  света  в  воде  в 
1850  г.  Фуко  и  Физо. 

Как  правило,  определяется  не  само- 
значение  ѵ,  а  лишь  его  отношение  к  с; 
для  этой  цели  используется  закон  преломления.  Согласно  закону  преломления 
при  падении  плоской  электромагнитной  волны  на  плоскую  границу,  разделяю¬ 
щую  две  однородные  среды,  отношение  синуса  угла  между  нормалью  *) 
к  падающей  волне  и  нормалью  к  поверхности  к  синусу  угла  Ѳ2  между  нормалью 
к  преломленной  волне  и  нормалью  к  поверхности  (рис.  1.3)  постоянно  и  равно 
отношению  скоростей  распространения  волн  в  двух  средах  ѵі  и  ѵ2 ,  т.  е. 

8іп  Ѳ,/зіп  Ѳ,  =  (10)6 

Этот  результат  будет  получен  в  §  1.5.  Здесь  мы  отметим  лишь,  что  он  эквива- 
лентен  следующему  предположению:  несмотря  на  изгиб  на  границе,  волновой 
фронт  остается  непрерывным,  так  что  линия  пересечения  падающей  волны  с  гра¬ 
ницей  движется  с  такой  же  скоростью  (скажем,  ѵ/)і  как  и  линия  пересечения 
преломленной  волны  с  границей.  Тогда 

03  —  0'зІПѲл,  —  у'зіпѲ2.  (11) 

Отсюда,  если  исключить  ѵ\  следует  (10).  Это  рассуждение  в  несколько  более 
развернутой  форме  часто  служит  для  иллюстрации  построения  Гюйгенса 
(см.  §  3.3). 

Значение  постоянного  отношения  (10)  обычно  обозначают  символом  пхг 
и  называют  показателем  преломления  для  преломления  из  первой  среды  во 
вторую.  Мы  определим  также  « абсолютный  показатель  преломления »  среды  п 


Рис,  1.3.  Преломление  плоской  волны. 


*)  Здесь  и  ниже  термин  нормаль  к  волне  означает  нормаль  к  волновому  фронту  этой 
волны.  Однако  для  краткости  мы  б) дем  всюду  опускать  слова  «волновой  фронт».  (Прим,  ред.'у 


§  1.3] 


СКАЛЯРИЫР  волны 
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как  показатель  преломления  из  вакуума  в  эту  среду,  т.  е. 

п  =  ф.  (12) 

Если  пг  и  п2 —  абсолютные  показатели  преломления  двух  сред,  то  относитель¬ 
ный  показатель  преломления  пи  для  преломления  из  первой  среды  во  вторую 
равен 

пш  =  пфх  =  ѵх/ѵг.  (13) 

Из  сравнения  (12)  и  (8)  получим  формулу  Максвелла 

V  щ  (14) 

Для  всех  веществ,  которыми  мы  будем  заниматься,  р  практически  не 

отличается  от  единицы  (немагнитные  вещества),  и  поэтому  показатель  прелом¬ 
ления  должен  равняться  квадратному  корню  из  диэлектрической  проницаемо¬ 
сти,  которая,  по  предположению,  является  постоянной  среды.  Вместе  с  тем  хо¬ 
рошо  известны  эксперименты  с  призмой,  впервые  выполненные  Ньютоном, 
которые  показывают,  что  показатель  преломления  зависит  от  цвета,  т.  е.  от 
частоты  света.  Если  мы  хотим  сохранить  формулу  Максвелла,  то  необходимо 
предположитъ,  что  е  не  является  постоянной  величиной,  характеризующей  сре¬ 
ду,  а  зависит  от  частоты  поля..  Зависимость  е  от  частоты  можно  объяснить, 
лишь  принимая  во  внимание  атомную  структуру  вещества.  Эта  зависимость 
кратко  будет  рассмотрена  в  §  2.3. 

Формула  Максвелла  (с  в — статической  диэлектрической  проницае¬ 
мостью)  служит  хорошим  приближенным  выражением,  например,  для  газов 
с  простой  химической  структурой,  в  которых  не  происходит  существенной 
дисперсии  света,  т.  е.  для  веществ  с  оптическими  свойствами,  слабо  зависящими 
от  цвета  света.  В  табл.  1 Л  приведены  результаты  некоторых  ранних  измерений 

Таблица  1.1  Таблица!. 2 


1 

п  (желтый 
цвет) 

ѴГ 

Воздух . 

Водород  Н3  .  .  .  . 
Двуокись  углерода  С02 
Окись  углерода  СО 

1 ,000294 
1,000138 

1 ,000449 
1,000340 

1 ,000295 
1,000132 

1 ,000473 

1 ,000345 

п  (желтый 
цвет) 

ѴГ 

Метиловый  спирт  СНдОН 

1,34 

5,7 

Этиловый  спирт  С^Н5ОН 

1,36 

5,0 

Вода  Н20  ...... 

1,33 

9,0 

для  таких  газов,  выполненные  Л  Больцманом  [  10]  Формула  (14)  представляет 
собой  хорошее  приближенное  выражение  и  для  жидких  углеводородов,  на¬ 
пример,  у  бензола  СвНв  п  =  1,482  для  желтого  света,  а 

У~е  =  1,489. 

Вместе  с  тем  для  многих  твердых  тел  (например,  стекол)  и  для  ряда  жид- 
костей  наблюдается  сильное  отклонение  от  формулы  (14)  (табл.  1.2). 


§  1.3.  Скалярные  волны 


В  однородной  среде  в  областях,  свободных  от  токов  и  зарядов,  каждая 
из  декартовых  компонент  V  (г,  і)  векторов  поля  удовлетворяет,  согласно 
(1.2.7),  однородному  волновому  уравнению 


іи 


Ниже  мы  кратко  исследуем  простейшее  решение  этого  уравнения. 


з* 
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|гл.  1 


1.3.1.  Плоские  волны.  Пусіь  г  {*,  у ,  г)  —  радиус-вектор  точки  Я,  а 
8  5^, 5г)—  единичный  вектор  с  фиксированным  направлением.  Говорят,  что 

любое  решение  уравнения  (1)  вида 

Ѵ  =  У(г-8,  і)  (2) 

представляет  плоскую  волну ,  так  как  в  каждый  момент  времени  величина  V 
постоянна  в  плоскостях 

Г*  5  “  С0П5І, 


которые  перпендикулярны  к  единичному  вектору  8. 

Удобно  выбрать  новое  положение  декартовых  осей  0|,  От],  02  так,  что¬ 
бы  ось  02  была  направлена  по  Тогда 
(рис.  1.4) 


Г- 5  =  2 


а 

дх'' 


д_ 

дг 


ду~ 

д 


$гдІ  ’ 


Рис.  1  4  Распространение  пло¬ 
ской  волны 


Отсюда  легко  получить 
Ѵ2Б  = 


д2Ѵ 

К* 


(3) 


(4) 


и,  следовательно, 

Бели  мы  положим 
то  (5)  примет  вид 


волновое  уравнение  (1)  запишется  в  таком  виде 

азѵ _ ^а*у_л 

о*  й*  * 


д*Ѵ 

дрдд 


0. 


(5) 

(6) 

(7) 


Общим  решением  этого  уравнения  служит 

I  Ѵ  =  Ѵ,  (р)  +  Ѵі(ч)  =  Ѵ1(т-&— аО  +  Г,(г-8-г»0»  (8) 

^де  Ѵг  и  Ѵ2 —  произвольные  функции. 

Мы  видим,  что  аргумент  функции  Ѵг  не  изменяется  при  замене  (2,  і)  на 
{2  4-  ѵту  і  +  т),  где  т  произвольно  Следовательно,  Ѵг  представляет  возмуще¬ 
ние,  которое  распространяется  со  скоростью  ѵ  в  положи > ельном  направлении 
оси  2-  Аналогично  Г2(2  +  ѵі)  —  это  возмещение,  распространяющееся  со  ско¬ 
ростью  ѵ  в  отрицательном  направлении  оси  2* 

1.3.2.  Сферические  волны.  Теперь  рассмотрим  решения,  представляющие 
сферические  волны,  т.  е.  решения  вида 

Ѵ=Ѵ(г,  і),  (9) 


где  г  =  |г|  =  К*2  +  Используя  соотношения  ^  =  =  и  т.  д., 

непосредственным  расчетом  найдем 


Ѵ2Ѵ  = 


■&ЛГѴ) 


з и  следовательно,  волновое  уравнение  (1)  примет  вид 

д 2  ,  !7ч  І  д 2  ,  А 

—  1гѴ' — гщі(гѴ)-0. 


(10) 


(11) 


§  КЗ] 
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Это  уравнение  совпадает  с  (5),  если  в  последнем  заменить  2;  на  г  и  V  На  гѴ. 
Следовательно,  решение  уравнения  (11)  можно  сразу  же  записать  в  виде  (8), 
т.  е.  .  •  ,;- 

у_Ѵ  і(^  — |  Ѵ2ІГ  +  УІ)  (Щ 

где  Ѵі  и  Ѵ2 —  по-прежнему  произвольные  функции.  В  правой  части  равенства 
(12)  первый  член  представляет  сферическую  волну,  расходящуюся  от  начала 
координат,  второй  —  сферическую  волну,  сходящуюся  к  началу  координат, 
причем  скорость  распространения  обеих  волн  равна  у. 

1.3.3.  Гармонические  воины.  Фазовая  скорость.  Б  точке  гп  пространства 
возмущение,  вызванное  волной,  зависит  только  от  времени,  т.  е. 

Ѵ(т99  і)  =  Р(Ц  ,  (13) 


Из  приведенных  замечаний  о  цвете  очевидно,  что  особый  интерес  представляет 
периодическая  функция  Г.  Поэтому  рассмотрим  случай,  когда  р  имеет  вид 


р(і)—асо§  ((о^-рб).  (14) 


Величина  а(Д>0)  называется  амплитудой ,  а  аргумент  косинуса  ((ді  +  ■  6)  — • 
фазой.  Величина 


ѵ  = 


ю  _ __1_ 

2  л  Т 


(15) 


называется  частотой  и  представляет  число  колебаний  в  секунду.  Величина  а> 
называется  угловой  (или  циклической)  частотой  и  дает  число  колебаний  в  2л  се- 
кѵнд  При  замене  іна  і  Т  значение  функции  Р  остается  неизменным,  поэтому 
Т  является  периодом  колебаний.  Волновые  функции  (т.  е.  решения  волнового 
уравнения)  в  форме  (14)  называют  гармоническими  относительно  времени. 

Рассмотрим  вначале  волновую  функцию,  которая  представляет  гармони¬ 
ческую  плускую  волну ,  распространяющуюся  в  направлении,  заданном  единич^ 
ным  вектором  8.  Согласно  п.  1.3.1  она  получается  при  замене  в  формуле  (14) 
і  на  і — (г  •«)/«,  т.  е. 

У  (г,  0  —  ясоз  |ю  +  б|  .  (Іб) 


Уравнение  (16)  не  изменится,  если  г-5  заменить  на  г-5  +  Ху  где 

Х  =  ѵ  —  =  ѵТ. 

<д 


(17) 


Длина  X  называется  длиной  волны.  Полезно  также  определить  приведенную 
длину  волны  Я0 

Х0  ~^сТ  =  пХ.  (18) 

Эта  длина  волны  соответствует  распространяющейся  в  вакууме  гармонической 
волне  той  же  частоты  В  спектроскопии  пользуются  также  понятием  волнового 
числа  ■*■)  /с,  которое  определяется  как  число  длин  волн  в  вакууме ,  приходящееся 
на  единицу  длины  (см) 


Удобно  также  ввести  векторы  к0  и  к,  направления  которых  совпадают 
с  направлением  распространения  $,  а  длины  соответственно  равны 

к0  =  2лк  —  2 л/Х0  =  (д/с  ( 20) 

и 

к  =  пк0  *=  2я/Х  =  псо/с  =  м/у.  (21) 

Вектор  к  =  #5  называется  волновым  вектором  или  вектором  распространения 
в  среде,  а  к0=  к{)ѣ  —  соответствующим  вектором  для  вакуума. 

*)  Мьі  будем  называть  к  «спектроскопическим  волновым  числом»,  а  термин  «волновое 
число»  оставим  для  к 0  или  к ,  определяемых  равенствами  (20)  и  (21),  как  это  принято  в  оптике. 
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[гл  1 


Вместо  постоянной  б  применяют  также  понятие  длины  пути  /,  представляю¬ 
щей  собой  расстояние,  на  которое  удаляется  волновой  фронт  при  увеличении 
фазы  на  б,  т,  е, 

(22) 


I  =~Ь- 

со 


=3-6=3*- 6. 

2я  2  кп 


Рассмотрим  теперь  гармонические  волны  более  сложной  формы.  В  общем 
случае  вещественную  гармоническую  скалярную  волну  с  частотой  со  можно 
определить  как  вещественное  решение  волнового  уравнения  вида 

V  (г,  і)  =  а  (г)  соз  [фі  ~  у  (г)] ,  (23) 

где  аС>  0)  и  ^ —  вещественные  скалярные  функции  положения.  Поверхности 

^  (г)  —  сопзі  (24) 


называют  поверхностями  постоянной  фазы ,  или  волновыми  поверхностями . 
В  отличие  от  предыдущего  случая,  поверхности  постоянной  амплитуды  волны 
(23),  вообще  говоря,  не  совпадают  с  поверхностями  постоянной  фазы.  Говорят, 
что  такая  волна  неоднородна . 

Расчеты,  связанные  с  гармоническими  волнами,  упрощаются,  если  исполь¬ 
зовать  экспоненциальные  функции  вместо  тригонометрических.  Уравнение  (23) 
можно  записать  в  виде 

Г  (г,  і)  =  Ке  {V  (г)  ехр  [ — /со/]},  (25) 

где 

ѵ  (г)  =  а  (г)  ехр  [іц  (г)] ,  (26) 

а  символ  Не  означает,  что  берется  вещественная  часть.  Подставляя  (26)  в  вол¬ 
новое  уравнение  (1),  мы  найдем,  что  /У  должно  удовлетворять  уравнению 

+  =  0.  (27) 


Величину  V  называют  комплексной  амплитудой  волны.  В  частности,  для  пло¬ 
ской  волны  имеем  *) 


§(г)  =  й>  (с?)— 6  =  *(г-8)— 6  =  к-г— 6. 


(28) 


Если  операции,  производимые  над  Г,  линейны,  то  в  выражении  (25)  можно 
опустить  символ  Не  и  оперировать  прямо  с  комплексной  функцией.  При  этом 
вещественная  часть  окончательного  выражения  будет  представлять  изучаемою 
физическую  величину.  Однако  если  приходится  иметь  дело  с  нелинейными  опе¬ 
рациями,  такими,  как  возведение  в  квадрат  и  т.  д.  (например,  при  расчетах 
плотности  электрической  или  магнитной  энергии),  то,  вообще  говоря,  необхо¬ 
димо  взять  действительные  части  и  оперировать  только  с  ними  **). 

В  отличие  от  плоской  гармонической  волны,  волна  более  общего  вида  (25) 
не  периодична  в  пространстве.  Однако  фаза  ы/  —  §  (г)  одинакова  для  (г,  /) 
и  (г  ф  йг,  і  +  йі)  при  условии,  что 

с осМ  —  (^гасі^)-й{г^0.  (29) 

Обозначив  через  ц  единичный  вектор  в  направлении  сіг  и  написав  йг  =  я  сй>, 
найдем  отсюда 

т-?#иг-  -  4  <30> 

Эта  величина  минимальна,  когда  вектор  ^  перпендикулярен  к  поверхности  по- 


*)  В  случае  плоских  волн  часто  выделяют  постоянный  множитель  ехр( — іб)  и  называют 
*  комплексной  амплитудой  только  переменную  часть  аехр(ік<г). 

**)  Это  не  обязательно,  когда  нас  интересѵет  лишь  среднее  по  времени  от  квадратичного 
выражения  (см.  уравнения  (1.4.54)  —  (1.4  оЬ)).  ѵ 


§  1.31 
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стоянной  фазы,  т.  е.  когда  ^  —  (§гаё  #)/|ёгасі  #|,  причем  тогда  значение  (30) 
•будет  равно 

■"«-гейт-  <31> 

Величина  ѵ{ р)  (г)  называется  фазовой  скоростью  и  равна  скорости,  с  которой 
распространяется  каждая  поверхность  постоянной  фазы.  Дли  плоской  электро¬ 
магнитной  волны_  из  (28)  найдем  §гасІ  §  =  к  и,  учитывая  (21),  получим 
ѵ1р}  -  ыІк  —  с!Ѵ  вр.  Для  волн  более  сложной  формы,  фазовая  скорость  ѵір)  в 
общем  случае  отличается  от  с\У ер  и  меняется  от  точки  к  точке  даже  в  одно¬ 
родной  среде.  Однако  ниже  (см.  п.  3.1.2)  мы  увидим,  что  при  достаточно 
большой  частоте  фазовая  скорость  приблизительно  равна  отношению  с/к  ер 
даже  для  волн,  у  которых  поверхности  постоянной  фазы  не  являются  плос¬ 
кими. 

Необходимо  отметить,  что  выражение  (30)  для  сІ$Ш  не  является  компо¬ 
нентой  фазовой  скорости  в  направлении  ц,  т.  е.  фазовая  скорость  не  ведет  себя* 
как  вектор.  С  другой  стороны,  величина,  обратная  ей,  т.  е.  величина 

*  цей*  (32> 

аз  со  *  4  7 

как  видно  из  этого  выражения ,  есть  компонента  вектора  (&гасІ  &)/со  в  направ¬ 
лении  4 

В  определенных  случаях  фазовая  скорость  может  превышать  с.  Для 
плоских  воли  это  осуществляется,  когда  п  —  У  ер  меньше  единицы,  как  в  слу¬ 
чае  диспергирующих  сред  в  областях  так  называемой  аномальной  дисперсии  *) 
(см.  и.  2.3  4).  Согласно  теории  относительности  сигналы  не  могут  распростра¬ 
няться  со  скоростью,  превышающей  с .  Это  означает,  что  фазовая  скорость  не 
может  соответствовать  скорости  распространения  сигнала.  В  самом  деле,  легко 
видеть,  что  фазовую  скорость  нельзя  определить  экспериментально,  и  поэтому 
следует  считать  ее  лишенной  какого-либо  прямого  физического  смысла.  Для 
измерения  фазовой  скорости  необходимо  было  бы  сделать  отметку  на  бесконеч¬ 
ной  гладкой  волне  и  измерить  скорость  этой  отметки,  что,  однако,  означало  бы 
замену  бесконечной  гармонической  волны  другой  функцией  координат  и  вре¬ 
мени. 

1.3.4.  Волновые  пакеты.  Групповая  скорость.  Монохроматические  волны,* 
рассматриваемые  в  предыдущем  разделе, —  это  идеализация,  никогда  строго  не 
реализующаяся  на  практике.  Из  теоремы  Фурье  следует,  что  любую  волну 

V  (г,  /)  (если  она  удовлетворяет  определенным,  очень  общим  условиям)  можно 
рассматривать  как  суперпозицию  монохроматических  волн  разных  частот,  а 
именно 

со  . 

V  (г,  0  =  5  «о  (г)  со$  [со^ — (г)]  йі о.  (33) 

о 

Здесь  снова  удобно  воспользоваться  комплексным  представлением,  в  котором 

V  отождествляется  с  вещественной  частью  соответствующей  комплексной 
волны  **) 

ОС 

К  (г,  і)  =  Не  ^  (г)  ехр  *  [со*— (г)] }  гіа>.  (33а) 

о 


*)  Проблема  распространения  электромагнитных  сигналов  в  диспергирующих  средах 
-очень  подробно  исследовалась  в  работах  Зоммерфельда  [1 1]  и  Бриллюэна  [  12]  Английский  пере¬ 
вод  этих  статей  включен  в  [13]  (см  также  [14]) 

**)  Комплексное  представление  вещественных  полихроматических  волн  более  полно 
«зложе&о  и  §  10.2. 
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ОСНОВНЫЕ  СВОЙСТВА  ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО  поля 


[гл.  Т 


Если  фурье-амплитуды  а *  заметно  отличаются  от  нуля  лишь  внутри*  узкого 
интервала 

со  —  у  Аш  5^ „со  ^  оо  4'  у  А(і)  (Дм/со  <^1) 


вблизи  средней  частоты  ю,  то  волну  можно  назвать  «почти  монохроматической». 

В  этом  случае  мы  обычно  говорим  о  волновой  группе ,  или  волновом  пакете  *). 

Для  иллюстрации  некоторых  основных  свойств  волновой  группы  рас¬ 
смотрим  вначале  волну,  которая  распространяется  вдоль  оси  г  и  образована 
в  результате  суперпозиции  двух  плоских  монохроматических  волн  с  одинако¬ 
выми  амплитудами  и  слегка  различными  частотами  и  волновыми  числами 

1/(2,  /)=йехр  1—і{<йі—кг)]  Ч-аехр{— /  [(оо  +  бсо)  і  —  (/?  +  6&) г]).  (34) 

В  соответствии  с  принятым  ранее  соглашением  символ  Ке  здесь  опущен.  Урав¬ 
нение  (34)  можно  записать  в  форме 

V  (2,  I)  —  <з<|ехр  [у  і  (/бсо —  гбк)  |  -ф-ехр  (/6<н —  гбй)|  |>х 

хехр  [— *  і  (со/  — кг)]  =  2 а  соз  |у  (/бсо  —  гбк) |  ехр  [—  і  (<х> і  —Ъг)]>  (35)  ' 
где 

ш  =  ©  +у  бсо,  к^к  бк  (36) 


—  средняя  частота  и  среднее  волновое  число  соответственно.  Можно  считать 
что  выражение  (35)  описывает  плоскую  волну  с  частотой  со  и  длиной  волны 
2я Ікч  распространяющуюся  в  направлении  оси  г.  Однако  амплитуда  этой  волны 
не  постоянна,  а  изменяется  во  времени  и  пространстве  от  нуля  до  значения  2а 


|ѵ\/лѵА/\А4АА7^ЛзД 

Ъ(итт) 


і(имі2) 


Рис.  1.5.  Простая  волновая  группа, 

Л— волна  «со»  (ай1  —  кг)\  Б—  волна  2а  соз  -  (г’бга  —  гбА)  ~|;  В  — волновая  группа  2а  еоз|^-~  гбй)  |  >С 

Хсов  (ю?— Аг).  Абсцисса  представляет  одну  из  дігух  нечанисимых  переменных  ((  или  г),  тогда  как  другая 

сохраняется  постоянной 


(рис.  1.5),  что  вызывает  хорошо  известное  явление  биений.  Соседние  максимумы 
функции,  описывающей  амплитуду,  находятся  на  расстояниях 


6*  = 


4л 

6(Н 


или 


бг  — 


4л 

Ж 


при  фиксированном  г 


при  фиксированном  /, 


(37) 


*)  Строго  говоря,  для  того  чтобы  функция  V  обладала  свойствами,  которые  обычно 
приписывают  волновой  группе,  необходимо  также  предположить,  что  во  всем  эффективном  ин¬ 
тервале  частот  фазовую  функцию  можно  аппроксимировать  линейной  функцией  ю. 


§  1.3] 


СКАЛЯРНЫР  волны 
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а  максимумы  функции,  связанной  с  фазой, —  на  расстояниях 

2д 

при  фиксированном  г  І 
(О  I 

или  > 

бг  =  -^-  при  фиксированном  і. 


(38) 


Следовательно,  поскольку  считается,  что  бсо/со  и  Шк  малы  по  сравнению 
с  единицей,  амплитуда  будет  менщъся  медленно  по  сравнению  с  изменением 
другого  члена 

Из  (35)  вытекает,  что  плоскости  постоянной  амплитуды  и,  в  частности', 
максимумы  амплитуды  распространяются  со  скоростью 

<39> 


тогда  как  плоскости  постоянной  фазы  распространяются  со  скоростью 

ѵ{р}  =  ш/к.  (40}’ 

Величина  ѵ ^  называется  групповой  скоростью  волны.  Поскольку  V  удовле¬ 
творяет  волновому  уравнению,  частота  со  и  волновое  число  к  связаны  друг 
с  другом,  в  среде  с  показателем  преломления  п  (см,  (21)) 

к  —  п  (со)  со/с;  (41) 

здесь  показатель  преломления  п  зависит  от  со.  Уравнение  (41)  выражает  дис¬ 
персию  волны.  В  недиспергирующей  среде  п  не  зависит  от  оо;  в  такой  среде 
и  фазовая  скорость  ѵір\  и  групповая  скорость  ѵ ^  равны  с!п.  Однако  в  дис¬ 
пергирующей  среде  эти  две  скорости  в  общем  случае  различны. 

Так  как,  по  предположению,  бсо  мало,  бсо '6 к  можно  заменить  дифферен¬ 
циальным  соотношением  с1<оШ;  тогда  выражение  для  групповой  скорости 
запишется  в  виде 

(42) 

Мы  покажем,  что  фактически  это  соотношение  выполняется  при  более  общих 
условиях.  Рассмотрим  одномерную  волновую  группу 

V (г,  і)~  ^  ашехр  [—  I  (а>(— кг)]  йч>,  (43) 

(Дю) 


где  А  со  означает  небольшой  интервал  вблизи  средней  частоты  со  (Асо/со  1), 
в  котором  заметно  отличается  от  нуля.  Пусть  к  —  п  (й)  с ѵіс  —  соответствую¬ 
щее  волновое  число.  Тогда  последнее  соотношение  можно  переписать  в  форме 

V  (2,  і)  =  А  (г,  і)  ехр  [ —  і  (со і — кг)] ,  (44)- 

где 

А(г,і)  =  ^  а^ехр  {—  і  [(со—  со)*  —  (к— к)г]}с1(а  ~ 

<Дй)> 

~(і,а“ехр [<•-«){ '-(я)**}]}*»-  <45> 

если  Асо  достаточно  мало.  Снова  V  можно  интерпретировать  как  плоскую 
волну  с  переменной  амплитудой,  частотой  со  и  волновым  числом  к ,  распро¬ 
страняющиеся  в  направлении  г .  Амплитуда  А  ( г ,  і)  представляет  суперпози¬ 
цию  гармонических  воли  с  частотами  со  —  ей.  Так  как  Асо/ш  мало  по  сравнению 
с  единицей,  А  медленно  меняется  по  сравнению  с  изменением  второго  члена. 
В  общем  случае  А  комплексно  и  дает  вклад  (аг^.4)  в  фазу  ш* —  кг .  Как  мы 
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ОСНОВНЫЕ  СВОЙСТВА  ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО  ПОЛЯ 


(гл.  \ 


.видим,  поверхности 

<-(=).-'  <“> 
играют  особую  роль:  на  каждой  такой  поверхности  А  (г,  і)  постоянно.  Следо¬ 
вательно,  скорость  перемещения  какого-либо  значения  А ,  а  также  максимума 
ИІ  определяется,  как  и  раньше,  групповой  скоростью 


Легко  показать  справедливость  следующих  соотношений  между  групповой 
и  фазовой  скоростями: 

Ѵ(*’  -  %  (ѵір,к)  =  +  к  ^  =  ѵ»'  —  к  ^ ,  (48) 

причем  все  величины  здесь  относятся  к  средней  частоте  оЗ. 

Наконец,  рассмотрим  трехмерную  группу  общего  вида 

У  (г,  0-=Ке  ^  ам(г)ехр(-/И-8т(г)]}гі®.  (49) 

<Дй>) 

Тіо  аналогии  с  (43)  выделим  член,  соответствующий  средней  частоте  іо,  и  для 
достаточно  малых  Дш  напишем 

Г  (г,  і)  =  А  (г,  Оехр{—  і  [ыі—  (Г)]},  (50) 

где 

А(т,1)=  $  а„,(г)ехр(—  г{(ы  — <“)*  —  [§ш(г)—  ^(г)]})Л>~ 

( Ао>) 

~  5  аи(г)ехр(  —  г  <{  (со  —  ш)  |<  —  })  (51) 

(Аш>  Х  Ѵ  /XI/ 

Выражение  (50)  представляет  волну  с  частотой  со,  амплитуда  которой  А  (г,  і) 
(обычно  комплексная)  меняется  и  в  пространстве,  и  во  времени,  причем  ее 
изменение  также  медленно  по  сравнению  с  изменением  второго  члена.  Можно 
•ожидать,  по  аналогии  с  (46),  что  поверхность 


будет  играть  особую  роль.  Однако  теперь  амплитудная  функция  А  не  обя¬ 
зательно  постоянна  на  каждой  такой  поверхности,  так  как  здесь  фурье-ампли- 
туды  аш  зависят  не  только  от  частоты,  но  и  от  положения.  Значение  поверх¬ 
ности,  описываемой  (52),  станет  ясным,  если  мы  будем  рассматривать  абсо¬ 
лютную  величину  амплитуды  М  -  \А  |.  Имеем 
М*( г,  і)  =  А(т,  і)-А*( г,  *)  = 

=  5  5  «ш  (г)  аю-  (г)  ехр  | (со — со')  5  -  •  г  сішсіш’.  (53) 

(Дм)  (Дм)  *  *  Г  V  ш  / 

Очевидно,  что  мнимая  часть  двойного  интеграла  равна  нулю,  так  как  вели¬ 
чина  М 3  вещественна.  (Формально  в  этом  легко  убедиться,  если  поменять 
местами  независимые  переменные  со  и  ш'  и  заметить,  что  при  этом  мнимая  часть 
.подынтегрального  выражения  меняет  знак.)  Следовательно, 

Мг(г,  і)  =  $  $  (г)  аа-  (г)  соз  і(а) — со')  \і —  (  ^гг'і-1  ]•  АоЛо'.  (54) 

(Дш)  (Дш)  I  1  Ѵ  /<*Л) 

Рассматривая  какую-нибудь  определенную  точку  г  =  г0  и  вспоминая,  что 
ам  либо  положительно,  либо  равно  нулю,  мы  видим,  что  Мг  (г0,  і)  достигает 
максимального  значения,  когда  аргумент  косинуса  равен  нулю,  т.  е.  когда 

4  =  (- Таким  образом,  соотношение  (52)  представляет  поверхности. 


$  1.4] 


ВЕКТОРНЫЕ  волны 
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на  которых  в  момент  времени  і  абсолютное  значение  амплитуды  максимально 
в  указанном  выше  смысле.  Поэтому  в  общем  случае  разумно  определить  труп* 
повую  скорость  трехмерной  волновой  группы  как  скорость,  с  которой  пере¬ 
мещаются  эти  поверхности.  Рассмотрим  малое  смещение  сіг  =  ч  ^5,  где  ч  — 
единичный  вектор  в  направлении  нормали  к  поверхности.  Согласно  (52)  соот¬ 
ветствующее  изменение  определяется  выражением 


6/  6$  §гасі 


%0-Л  і 

ОЧі>  )  0)  I 


(55) 


и,  следовательно,  в  общем  случае  групповая  скорость  трехмерной  группы 
равна 


(56) 


Это  выражение  нужно  сравнивать  с  выражением  для  фазовой  скорости  гармо¬ 
нической  волны  общего  вида  (31),  т.  е.  с 


і 


(57) 


В  частном  случае  распространения  группы  плоских  волн  в  направлении  г 
имеем  кг ,  и  (56)  переходит  в  (47) 

Как  ясно  из  предыдущего,  эффективный  интервал  частот  Ди  представляет 
собой  важный  параметр,  относящийся  к  волновой  группе;  по  существу  эта 
величина  определяет  скорость  изменения  амплитуды  и  фазы.  Если  дисперсия 
•среды  невелика,  волновая  группа  проходит  значительное  расстояние  без  за¬ 
метного  «размытия»  При  таких  обстоятельствах  групповая  скорость,  которую 
можно  считать  скоростью  распространения  группы  как  целого,  является  так¬ 
же  скоростью  распространения  энергии  (см.,  например,  115,  163).  Однако  в  об¬ 
щем  случае  это  неверно.  В  частности,  в  области  аномальной  дисперсии  (см. 
п.  2.3.4)  групповая  скорость  может  превысить  скорость  света  или  стать  отрица¬ 
тельной;  в  таких  случаях  она  уже  не  имеет  физического  смысла. 


§  1.4.  Векторные  волны 

1.4.1.  Электромагнитная  плоская  волна  общего  вида.  Простейшим  электро¬ 
магнитным  полем  является  поле  плоской  волны.  В  этом  случае,  согласно 
п.  13  1,  каждая  из  компонент  векторов  поля,  а  следовательно,  и  векторы 
Е  и  Н  зависят  лишь  от  переменной  и  =  г*$ —  ѵі,  т.  е. 

Е  =  Е(Г  -ѵі)>  Н=Н(г*8—  ѵі),  (1) 

здесь  5,  как  и  раньше,  единичный  вектор  в  направлении  распространения. 

Обозначим  точкой  дифференцирование  по  і  и  штрихом  дифференциро¬ 
вание  по  переменной  и.  Тогда 

6  — (го1  Е)*  =  =  ^  “  Е'^  = (5  Х  Е'}*  (2> 

Подставляя  эти  выражения  в  уравнения  Максвелла  (1.1.1)  и  (1.1.2)  с  }  =  0 
и  используя  материальные  уравнения  (1.1.10)  и  (1.1.11),  получим 

$ХН'  +  ^Е'  =  0,  8ХЕ'  —  -^Н'  =  0.  (3) 

Полагая  постоянную  интегрирования  равной  нулю  (т.  е.  пренебрегая  постоян¬ 
ным  полем  во  всем  пространстве)  и,  как  и  раньше,  считая  ѵ/с  =  получим 

после  интегрирования  соотношения  (3) 

Е - УЧ(ЗХН),  Н=р/|(8ХЕ). 


(4) 
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[ГЛ  1 


Скалярное  умножение  на  5  дает 

Е  *  8  =  Н  *  8  =  0.  (5> 

Это  соотношение  выражает  «поперечность»  поля,  т.  е.  оно  показывает,  что 
электрический  и  магнитный  векторы  лежат  в  плоскостях,  перпендикулярных 
к  направлению  распространения.  Из  соотношений  (4)  и  (5)  вытекает,  что  Е,  Н 
и  8  образ\ ют  правую  ортогональную  систему  векторов.  Из  равенств  (4)  следует 
также,  что 

\ /'ц  н  =  (6) 


где  Е  —  |Е|,  И  ■=-  |Н|. 

Рассмотрим  количество  энергии,  которое  протекает  в  единицу  времени 
через  элемент  площади,  перпендикулярный  направлению  распространения. 
Вообразим  цилиндр,  ось  которого  параллельна  $,  а  площадь  поперечного 
сечения  равна  единице.  Тогда  количество  энергии,  которое  протекает  через 
основание  цилиндра  в  единицу  времени,  равно  энергии,  содержащейся  в  части 
цилиндра  длиной  ѵ.  Следовательно,  поток  энергии  равен  ѵт,  где  ію  —  плот¬ 
ность  энергии.  Согласно  (6),  а  также  (1.1.31)  плотность  энергии  определяется 
выражением 


4зт  4л 


(7> 


С  другой  стороны,  вектор  Пойнтинга,  в  соответствии  с  (1.1.38),  равен 

<8> 

Сравнивая  выражения  (7)  и  (8),  получим 

5  =  ■  С-  о ѵѣ  —  ѵт.  (9) 

Мы  видим,  что,  в  согласии  с  п.  1.1.4,  вектор  Пойнтинга  представляет  собой 
поток  энергии  и  по  величине,  и  по  направлению  распространения. 

1.4.2.  Гармоническая  электромагнитная  плоская  волна.  Особый  интерес 
представляет  случай  плоской  волны  гармонической  во  времени,  т.  е.  случай, 
когда  каждая  из  декартовых  компонент  векторов  Е  и  Н  имеет  вид 

асоз(т-{-6)  =  Ке{а  ехр  [—  і  (т  +  6)]}  (а  >  0).  (10) 

Здесь  т  обозначает  переменную  часть  фазового  множителя,  т.  е. 

т  =  —  к •  г .  (II)- 

Выберем  ось  г  в  направлении  8.  Тогда  отличными  от  нуля  будут  лишь 
х-  и  «/-компоненты  Е  и  Н,  поскольку,  в  соответствии  с  (5),  поле  поперечно. 
Ниже  мы  рассмотрим  характер  кривой,  которую  описывает  конец  электри¬ 
ческого  вектора  в  произвольной  точке  пространства.  Эта  кривая  является 
геометрическим  местом  точек,  координаты  которых  (ЕХУ  Еу)  равны 

Ех=агс 05(т  +  б,),  Еу  =  аъ  соз(т  +  бг),  Ег^  0.  (12> 

а .  Эллиптическая  поляризация  Для  того  чтобы  исключить  т  из  первых, 
двух  уравнений  (12),  перепишем  их  в  виде 

Ех/аг  =  соз  т  соз  6Л — зіптзіпб,,  Еу/ай  —  соз  т  соз  62 — зіптзіп62,  (13). 

Следовательно, 

%  >  Еѵ  \ 

— ^зіпба - -  зіп  61  =  соз  т  зі п  (6л  —  6Л, 

а1  !  /  ,  4  ѵ 

Е  Еѵ  ^  0^ 

—  С03б2 - -  СОЗ  6,  =  5111  Т  51П  (6,  —  6,).  і 

ад  ) 
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Возводя  з  квадрат  и  складывая,  получим 

©Ч$)’ 


2  —  —  С05  6  = 
а\  а2 


:ЗІП26, 


(15) 


где 


б-б2 — бг.  (16) 

Соотношение  (15)  является  уравнением  конического  сечения.  Оно  имеет  форму 
эллипса,  так  как  соответств>ющий  детер-  п 

минант  неотрицателен,  т.  е. 


1 

СОЗ  6 

аі 

а1а2 

__  1 

СО  5  & 

1 

2  2 
а\а2 

а\ 

-соз2 6)  == 


8ІП3  б 


>0. 


V 

г 

А 

-+-Х 

Т 

А 

-*■ — - 2И] - —  ■  » 

Рис.  1.6.  Эллиптически  поляризован 
ная  волна 

Эллипс  соответствующий  кв  лебанию 
электрического  вектора 


Этот  эллипс  вписан  в  прямоугольник,  сто¬ 
роны  которого  параллельны  осям  коорди¬ 
нат  и  имеют  длины  и  2 аг  (рис  1.6). 

Эллипс  касается  сторон  прямоугольника  в 
точках  С+аь  ±а2  соь  6)  и  (±Ді  соз  6,  :±гя2). 

В  этом  случае  говорят,  что  волна, 
описываемая  (12),  эллиптически  поляри¬ 
зована.  Легко  видеть,  что  волна,  связанная  с  магнитным  вектором,  также 
поляризована  эллиптически.  Из  (4)  и  (12)  следует 

Нх  =  — -  К е/р,  Еу  =  —  а2  соз(т  +  62),  1 
Ну  —  V е/р  Ех  =  V е/р  ах  соз  (т  +  бх),  [  (17) 

0.  ) 

Конец  маггіитного  вектора  описывает  эллипс,  который  вписан  в  прямоугольник 
■со  сторонами  длиной  21/~е/ра2  и  21^8/ра^  параллельными  осям  х  и  у. 


'В  общем  случае  оси  эллипса  не  параллельны  осям  Ох  и  Оу.  Пусть  0$  и  Ог\  — • 
новые  оси,  направленные  по  осям  эллипса,  а  ф  (0  ^  ф  <  л)  —  угол  между  Ох 
и  направлением  главной  оси  0|  (см.  рис.  1.6).  Тогда  компоненты  Ег  и  Е  будут 
связаны  с  Ех  и  Еч  соотношениями 

=  Ех  соз ф  +  Еу  зіп ф,  = —  Ех  зіпф-}-і?у  соз  ф.  (18) 

Если  2 а  и  2 Ь  (а  А  Ь)  —  длины  осей  эллипса,  то  уравнение  эллипса  относительно 
осей  0^,  Оц  будет  иметь  вид 

Е^  —  а  соз  (т  +  б0) ,  ЕГ  =  ±Ь  зт(т  +  60).  (19) 


Наличие  двух  знаков  указывает  на  возможность  двух  направлений  движения 
конца  электрического  вектора,  описывающего  эллипс. 

Чтобы  определить  а  и  Ь ,  сравним  (18)  и  (19)  и  используем  (13);  тогда 


а  (соз  т  соз  60  —  зіп  т  зіп  6„)  — 

=  ах  (соз  т  соз  6Х  —  зіп  т  зіп  6Х)  соз  ф  +  а2  (соз  т  соз  62  —  зіп  т  зіп  62)  зіп  ф, 
±  б  (зіп  т  соз  60  +  соз  т  зіп  б0)  = 

=  —  ах  (соз  т  соз  бх — зіп  т  зтбх)  зіпф-{-а2  (соь  тсозб2 —  зіп  т  зіп  63)  созф. 


Приравнивая  коэффициенты  при  соз  т  и  зіп  т,  получим 

а  соз  60  =  ах  соз  соз  ф  а,,  соз  62  зіп  ф,  (20а) 

а  зш  60  =  ах  зіп  бх  соз  ф  -4 -а2  зіп  62  зт  ф,  (206) 

Чг  Ь  соз  60  —  ах  зіп  6,  зіп  ф — и2  зіп  62  соз  ф,  (21а) 

±  Ь  зш  б0  =  —  ах  соз  6Х  зіп  ф  +  а2  соз  6а  со$  ф,  (216) 
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|гл  * 


Возводя  в  квадрат,  складывая  (20а)  и  (206)  и  используя  (16),  находим 
а-  =г=  а\  соз3  яр  +  а\  зіп2  яр  4-  2 аха%  соз  яр  зш  яр  соз  6,  ) 
аналогично  из  (21а)  и  (216)  имеем  г 

Ъ 2  —  а\  зіп2  яр  +  а\  соз2  яр  —  2а1аа  соз  яр  $т  яр  соз  6.  ) 


Следовательно, 


а2  +  Ь*  =  а!+аІ 


Умножим  теперь  (20а)  на  (21а),  (206)  на  (216)  и  сложим.  Это  даст 

±  аЬ^агаг  зіп  6. 


Деля  (21а)  на  (20а)  и  (216)  на  (206),  получим 

Ь  аг  зш  6Х  зш  яр . а  зш  б2  сок  яр  —  аг  соз  зш  яр  Д-  а „  соз  б2  соз  яр 

^  ~а  в  ах  соз  соз  яр+  а3  соз  62  зіп  яр  ~  ах  зш  6і  соз  яр  -г  а2  зш  Ь>  зш  яр 

Отсюда  находим  следующее  уравнение  для  яр* 

(€% — а\)  зш  2яр  =  2 ага2  соз  6  соз  2яр 

Удобно  ввести  такой  вспомогательный  угол  а  (0  ^  а  <;  я/2),  чтобы 

йг/а^Х^  а. 


(22) 

(23) 

(24) 


(25> 


Тогда  предыдущее  уравнение  примет  вид 


2ща2 


с  2І&СС  с 

соз  о  =  - — соз  о. 


т.  е. 


аі — а о  1—  а 

(§  2яр  =  (1§  2а)  соз  6. 
Из  (23)  и  (24)  мы  найдем  также 


2  аЬ 


2ахаг 
а?  -р  б2  0-т  Д-  оІ 


зіп  6  =  (зіп  2а)  зіп  6. 


(26) 

(27) 


Пусть  х  ( — ^  ^  я/4)  —  другой  вспомогательный  угол,  такой  что 

(28) 

Численное  значение  х  определяет  величину  отношения  осей  эллипса,  а  знак 
при  х  характеризует  два  варианта,  которые  можно  использовать  при  описании 
эллипса.  Перепишем  уравнение  (27)  в  виде 


зіп2%  —  (зш2а)  зш  6.  (29) 

Полезно  кратко  просуммировать  результаты  Если  заданы  а1у  а2  и  раз¬ 
ность  фаз  6,  относящиеся  к  произвольному  положению  осей,  и  если  а  (0  ^ 
^  а  ^  я/2)  —  угол,  определяемый  соотношением 

а  =  аг/а19  (30} 


то  главные  полуоси  эллипса  а  и  Ь  и  угол  яр  (0  ^  яр  <  я),  который  большая  ось 
образует  с  осью  Ох ,  находятся  из  формул 

а2Н-62  =  а?  +  а1,  (31а) 

2тр  --  (1§  2а)  соз  6 ,  (316) 

зіп2х  —  (зіп2а)зіп  6,  (31  в) 

где  х  ( — я/4  <С  X  ^  я/4)  —  вспомогательный  угол,  определяющий  форму 
и  ориентацию  эллипса  колебаний,  а  именно* 

(32> 

Наоборот,  если  известны  длины  осей  а  и  Ь  и  ориентация  эллипса  (т  е  заданы 
а,  Ь  и  яр),  то  эти  формулы  позволяют  найти  амплитуды  аи  а2  и  разность  фаз  6. 
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В  гл.  14  будут  описаны  устройства,  которые  дают  возможность  определять  эти 
величины  прямым  способом. 

Прежде  чем  перейти  к  обсуждению  некоторых  важных  специальных 
случаев,  необходимо  сказать  несколько  слов  о  терминологии.  Мы  различаем, 
две  поляризации  в  соответствии  с  направлением,  в  котором  конец  электричес¬ 
кого  вектора  описывает  эллипс.  По-видимому,  естественно  было  бы  называть- 
поляризацию  правой  или  левой  в  соответствии  с  тем,  образует  ли  вращение  Б 
и  направление  распространения  правый  или  левый  винт.  Однако  принята  пря¬ 
мо  противоположная  терминология:  она  основана  на  картине  поведения  век¬ 
тора  Е,  когда  его  движение  «рассматривается»  наблюдателем  со  стороны  по¬ 
ложительного  направления  движения.  В  настоящей  книге  мы  будем  следовать 
именно  такому  определению.  Итак,  будем  называть  поляризацию  правой , 
когда  наблюдателю,  смотрящему  навстречу  световому  лучу,  кажется,  что  конец 
электрического  вектора  описывает  эллипс,  двигаясь  по  часовой  стрелке.  Если 
для  этого  случая  мы  найдем  значения  величин  (12)  для  двух  моментов  времени, 
отличающихся  на  четверть  периода,  то  увидим,  что  зіп  б  >  0,  или,  согласно 
(29),  О  <С  %  ^  л/4.  Для  левой  поляризации  справедливо  обратное,  т.  е.  наблю¬ 
дателю,  смотрящему  навстречу  световому  лучу,  кажется,  что  электрический 
вектор  описывает  эллипс,  двигаясь  против  часовой  стрелки.  В  этом  случае 
5іп  6  <  О,  так  что  —  л/4  ^  %  <С  0. 

По  причинам  исторического  характера,  направление  магнитного  вектора 
часто  называют  направлением  поляризации,  а  плоскость,  в  которой  лежат 
магнитный  вектор  и  направление  распространения, —  плоскостью  поляриза¬ 
ции.  Однако  такая  терминология  совсем  не  общепринята;  некоторые  авторы 
определяют  эти  величины  не  относительно  магнитного,  а  относительно  элек¬ 
трического  вектора.  Нарушение  единообразия  возникает  частично  из-за  от¬ 
сутствия  одного -единственного  физического  понятия,  которое  можно  было  бы 
однозначно  считать  «световым  вектором».  Когда  особое  внимание  уделяется 
физическому  действию  векторов  поля,  действительно  имеются  некоторые  ос¬ 
нования  считать  световым  вектором  век  тор  Е.  В  самом  деле,  любое  действие  есть 
следствие  движения  элементарных  заряженных  частиц  (электронов,  ядер), 
приведенных  в  движение  электромагнитным  полем.  В  этом  случае  механи¬ 
ческая  сила  Р,  действующая  на  частицу  со  стороны  поля,  определяется  законом. 
Лорентца  (см.  (1.1.34)) 

Р  =  е(Е  +  і[ѵхН]), 

где  е  —  заряд,  ѵ  —  скорость  частицы.  Следовательно,  электрический  вектор 
будет  действовать  даже  на  покоящуюся  частицу.  Вместе  с  тем  магнитный 
вектор  влияет  лишь  на  движущуюся  частицу.  Однако  обычно  ѵіс  очень  мало 
по  сравнению  с  единицей,  и  этим  эффектом  часто  можно  пренебречь.  Тем  не 
менее  «направление  поляризации»  и  «плоскость  поляризации»,  как  правило, 
связывают  с  магнитным  вектором.  Причина  выбора  такой  терминологии  станет 
ясной  в  следующем  разделе  при  рассмотрении  поляризации  при  отражении. 

Чтобы  избежать  путаницы,  мы,  в  соответствии  с  практикой  последнего 
времени,  не  будем  пользоваться  терминами  «направление  поляризации»  или 
«плоскость  поляризации»,  а  будем  говорить  о  направлении  колебаний  и  плоско¬ 
сти  колебаний ,  чтобы  указать  направление  вектора  поля  и  плоскость,  содер¬ 
жащую  вектор  поля  и  направление  распространения,  причем  в  каждом  случае 
будем  оговаривать,  о  каком  именно  векторе  идет  речь. 

б.  Линейная  и  круговая  поляризации.  Наиболее  важны  два  специальных, 
случая,  когда  эллипс  поляризации  вырождается  либо  в  прямую,  либо  в  окруж¬ 
ность. 

Согласно  (12)  эллипс  перейдет  в  прямую  при 

6  =  ба  — б х  =  тп  =  0,  -Е 1 ,  ±2,  ...), 


(33> 
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[пГ  1 


Тогда 


Ех  (іл 


(34) 


и  мы  говорим  о  линейной  поляризации  *)  Е.  Одну  из  координатных  осей,  на* 
цример  х,  можно  выбрать  вдоль  *пѵ  \  нр  імой  Тома  остается  лишь  одна  ком¬ 
понента,  а  именно  Ех,  Более  того,  поскольку  электрический  и  магнитный  век¬ 
торы  ортогональны  и  лежат  в  плоскости,  перпендикулярной  к  направлению  г, 
компонента  II х  тоже  исчезает,  и,  следовательно,  вектор  Н  линейно  поляризо¬ 
ван  в  направлении  у . 

Другой  важный  специальный  случай  —  случай  круговой  поляризации 
волны,  когда  эллипс  вырождается  в  круг.  Ясно,  что  необходимое  условие 
этого  заключается  в  превращении  описанного  прямоугольника  в  квадрат,  т.  е. 


а3=а2  —  а.  (35) 

Кроме  того,  одна  из  компонент  вектора  Е  должна  равняться  нулю,  когда  дру¬ 
гая  достигает  максимального  значения;  отсюда  следует,  что 

б  =  дя — Ъ1—2~  (тп  ±  1 ,  ±3,  ±5,  ...)  (36) 


и  уравнение  (15)  переходит  в  уравнение  окружности 
В  случае  правой  поляризации  зіп  6  >  О,  так  что 


(37) 


6  =  — -  +  2 пгк  (т  =  0,  ±1,  ±2,  . ..)» 


(38) 


Ех  ~  асоз  (т  +  бі),  Еу  =  а  соз  (ъ  +  бг  +  у ^  =  —  а  зт  (т  +  б,).  (39) 

Д ля^левоц  поляризации  зіп  б  <;  0,  так  что 

§  =  —  *^-+2 тпп  (т  =  0,  ±1,  ±2,  ...),  (40) 

|  Ех  =  а  соз  (т  +  б Д,  Еу  —  а  со$  ~а  зіп  (т-|~  6Х).  (41) 


Если  вместо  вещественного  представления  используется  комплексное 
<т.  е.  если  вместо  косинусов  в  (12)  написаны  экспоненциальные  функции),  то 


ехР  И6*— 


(42) 


и  из  значения  этого  отношения  сразу  же  можно  определить 'характер  поляри¬ 
зации. 

а)  Линейная  поляризация  электрической  волны  (б  =  /тал,  т  —  0,  ±1, 

±2,  ...) 


-(-IV 


ая 


б)  Правая  круговая  поляризация  электрической  волны  **)  (аі=  д2,  б  =  л/2) 

Еу 

тг-  =  ехр  (ш/2)  і. 

в)  Левая  круговая  поляризация  электрической  волны  ( а А=  а2,  б  —  — л/2) 

Еу 

р-  =  ехр(— т/2)  =  —  к 


*)  Употребляется  также  менее  подходящий  термин  плоская  поляризация , 

**)  Правая  по  традиционной*  а  не  по  естественной  терминологии. 
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В  более  общем  случае  можно  показать,  что  для  правой  эллиптической 
поляризации  мнимая  часть  отношения  ЕУ!ЕХ  положительна,  тогда  как  для 
левой  эллиптической  поляризации  она  отрицательна. 

На  рис.  1.7  показаны  эллипсы  поляризации  при  разных  значениях  6. 
в.  X  ар  актер  истика  состояния  поляризации  с  помощью  параметров  Стокса. 
Для  характеристики  эллипса  поляризации  необходимы  три  независимые 
величины,  например  амплитуды 
ах  и  аг  и  разность  фаз  б  или  ма¬ 
лая  и  большая  оси  а,  Ь  и  угол 
ф,  характеризующий  ориентацию 
эллипса.  Для  практических  це¬ 
лей  состояние  поляризации  удоб¬ 
но  охарактеризовать  некоторы¬ 
ми  параметрами,  обладающими 
одинаковой  физической  размер¬ 
ностью;  они  были  введены  Сток¬ 
сом  в  1852  г.  при  его  исследо¬ 
ваниях  частично  поляризован¬ 
ного  света.  В  общем  виде  мы 
определим  их  позднее  (см.  п. 

10.8  3).  Там  мы  покажем  также,  что  для  любой  заданной  волны  эти  пара¬ 
метры  можно  определить  из  простых  экспериментов. 

Параметрами  Стокса  для  плоской  монохроматической  волны  служат 
четыре  величины: 

5о  =  °і  +  Оз>  51^а\~~а%у  5й  =  2а,а2  созб,  53  =  20^51116.  (43) 

Лишь  три  из  них  независимы,  так  как  справедливо  тождество 


Ш 

Рис.  1.7.  Эллиптическая  поляризация  при  различ¬ 
ных  значениях  разности  фаз  б. 


6  —  тС 


$о  —  4"  “г  $3  •  (44) 

Очевидно,  что  параметр  50  пропорционален  интенсивности  волны.  Пара¬ 
метры  $і,  $г  и  $з  простым  образом  связаны  с  углом  ф  (0  ^  ф  <;  я),  характери¬ 
зующим  ориентацию  эллипса,  и  углом  % 
( — я/4  ^  л/4) ,  характеризующим  эл¬ 

липтичность  и  направление  вращения.  Вы¬ 
полняются  следующие  соотношения: 

=  50  соз  2 %  соз  2ф,  (45а) 

50  —  $0  соз  2%  зіп  2ф,  (456) 

53-50зіп2х.  (45в) 

Выражение  (45в)  следует  из  (25)  и  (29).  Для 
вывода  двух  других  соотношений  заметим, 
что,  согласно  уравнению,  предшествующе¬ 
му  (26)„ 

5а  —  51  2ф.'  (46) 

Соотношение  (45а)  получается,  если  выраже¬ 
ния  (46)  и  (45в)  подставить  в  (44).  Наконец, 
(456)  получается  при  подстановке  (45а)  в  (46). 

Выражения  (45)  указывают  простое 
геометрическое  представление  различных 
состояний  поляризации:  5Ь  и  можно  рассматривать и  как  декартовы 
координаты  точки  Р  па  сфере  2  радиуса  причем  2х  и  2ф  являются  сфериче¬ 
скими  угловыми  координатами  этой  точки  (рис.  1.8).  Таким  образом,  каждому 
возможному  состоянию  поляризации  плоской  монохроматической  волны  заданной 
интенсивности  (б0  =  сопД)  соответствует  одна  точка  на  сфере  2  и  наоборот. 
Так  как  угол  %  положителен  или  отрицателен  в  зависимости  от  того,  имеем  ли 


ляризации  монохроматической  волны 
по  Пуанкаре  (сфера  Пуанкаре). 
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мы  дело  с  правой  или  левой  поляризацией,  то  из  (45в)  следует,  что  правая 
поляризация  представляется  точками  на  2,  лежащими  выше  экваториальной 
плоскости  (плоскости  ху ),  а  левая  —  точками  на  2,  лежащими  ниже  этой  пло¬ 
скости.  Далее,  для  линейно  поляризованного  света  разность  фаз  равна  нулю 
или  целому  кратному  л;  согласно  (43)  параметр  Стокса  53  равен  тогда  нулю, 
так  что  линейная  поляризация  представляется  точками  на  экваториальной 
плоскости.  Для  круговой  поляризации  аі=  й2  и  8  -  я/2  или  6  —  * — я/2  в  со* 
ответствии  с  тем,  имеем  ли  мы  дело  с  правой  или  левой  поляризацией.  Следо¬ 
вательно,  правая  круговая  поляризация  представляется  северным  полюсом 
(5і=  з2=  $з—  50),  а  левая  поляризация  —  южным  полюсом  ($)  —  $.>  —  0, 

$з=  — 5 о) *  Такое  геометрическое  представление  различных  состояний  поляри¬ 
зации  точками  на  сфере  было  предложено  Пуанкаре  [17].  Оно  чрезвычайно 
полезно  в  кристаллооптике  для  определения  влияния  кристаллических  сред  па 
состояние  поляризации  проходящего  через  них  света  *).  Сфера  2  называется 
сферой  Пуанкаре . 

1.4.3.  Гармонические  векторные  волны  произвольной  формы.  Основные  ре¬ 
зультаты  предыдущих  разделов  легко'  распространить  на  гармонические 
волны  более  сложной  формы. 

Вещественная  гармоническая  векторная  волна  общего  вида  V  (г,  і)  яв¬ 
ляется  решением  векторного  волнового  уравнения.  Проекции  V  на  оси  коор¬ 
динат  ѴХ9  Ѵу,  Ѵг  представляются  выражениями  вида  (1.3.23),  т.  е. 

Ѵх  (г,  /)  =  ах  (г)  со$  [аі—ёг  (г)] ,  ] 

ѴДг,  0  =  а8(г)со5[»і— $Дг)1,  >  (47) 

Ѵг(г,  0  =  аа(г)со8[<вг— я,  (г)],  ) 

где  а8  и  (5  =  1,  2,  3)  —  вещественные  функции  координат.  Для  плоской 
гармонической  волны,  рассмотренной  в  предыдущем  разделе,  величины  а 
постоянны  и  §3(г)  =  к- г — 6Д. 

Удобно  записать  (47)  в  виде 

Уд.  (г,  /)  =  Рх  (г)  СОЗ  (йІ  +  <7*  (г)  ЗІП  ю/  и  т.  д.,  (48) 

где 

/>*(!•)==  а,  (Г)  соз&(г),  дя  (г)  =  а,  (г)  8іп  <7,  (г).  (49) 

Если  выбрать  другое  положение  осей,  то  каждая  компонента  V  в  новой  системе 
вновь  примет  форму  (47),  так  как  каждая  новая  компонента  будет  линейной 
комбинацией  старых  и  может  поэтому  равняться  лишь  сумме  членов  с  соз  ой 
и  зіп  со/. 

Мы  можем  рассматривать  (рХУ  руу  рг)  и  (</т,  цг)  как  компоненты  двух  ве¬ 
щественных  векторов  р  и  Тогда 

V  (г,  /)  =  р(г)  соз  со/  +  ц  (г)  зіпш/.  (50) 

С  помощью  разложения  Фурье  можно  выразить  произвольную  векторную 
волну  в  виде  суперпозиции  волн  такого  типа. 

Как  и  в  случае  скалярных  волн,  часто  удобно  пользоваться  комплексным 
представлением.  Запишем  (50)  в  форме 

V  (г,  *)  =  Ке{Щг)е (51) 
где  Ы  —  комплексный  вектор  вида 

Ч  (г)  =  Р  (г)  +  іц  (г),  (52) 

а  символ  Не  означает,  что  берется  вещественная  часть.  Мы  можем,  как  и  в  со¬ 
ответствующем  случае  скалярных  волн,  оперировать  прямо  с  комплексной 
величиной,  опуская  символ  Не,  если  операции  над  V  линейны.  Вещественная 

г)  Примеры,  иллюстрирующие  этот  метод,  и  ссылки  на  соответствующую  литературу 
даны  в  работе  [181  (см.  также  [19,  20]). 
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часть  окончательного  выражения  тогда  представляет  рассматриваемую  физи¬ 
ческую  величину. 

Действия  с  комплексными  векторами  производятся  по  обычным  правилам 
векторной  алгебры  и  алгебры  комплексных  чисел.  Например,  вектор,  сопря¬ 
женный  с  II,  имеет  вид 

и*  —  р — іц. 

Аналогичным  образом 

Ц2  =  I)  -  I)  =  ра  —  ч2  +  2ф  •  ч,  13 .  ІГ  =  (р  -[-  /я) ,  (р  —  щ)  —  ра  4- 

и  т.  д. 

Для.  иллюстрации  расчетов  с  комплексными  векторами  выведем  фор¬ 
мулы,  которые  понадобятся  нам  в  дальнейшем,  для  плотностей  энергии  и  век¬ 
тора  Погінтинга  в  случае  гармонического  электромагнитного  поля.  Электри¬ 
ческий  и  магнитный  векторы  запишутся  в  виде 
Е(г,  і)  —  Ке  {Е0  (г)  ехр  ( — іЫ)\  = 

’  ={[Ео(г)ехр  (— (г)ехр(шО], 

Н  (г,  ()  =  Яе  (г)  ехр  ( — ш()\  = 

=  у  [Н„  (г)  ехр  (— ісоО  +  Н0’  (г)  ехр  (ш/)], 

где  Е0  и  Но —  комплексные  векторные  функции  координат.  Так  как  оптические 
частоты  очень  велики  (со  порядка  ІО15  тс-1)»  нельзя  наблюдать  мгновенные 
значения  ни  одной  из  таких  быстро  осциллирующих  величин.  Можно  говорить 
лишь  об  их  значениях,  усредненных  по  времени  за  интервал  (скажем,  — V  ^ 
^  Т')л  который  велик  по  сравнению  с  основным  периодом  Т  =  2л/со. 
В  частности,  средняя  по  времени  плотность  электрической  энергии  равна 

Т' 

<“>,>=  2уг  |  = 

-Г 

г 

=  ШЪг  1  7 (ЕЗ  ехР  ( — 2Ш)  +  2Е„ •  Е„*  +  Е„,г  ехр  (2 Ш)) Л. 

-Т' 

Но 

г 

~  ^  ехр( — 2Ш)<іі  = —  Ыр  [ехр( — 2іЫ)\Т-г  =4^р5'п2«)7’'- 

-Г 

Так  как,  по  предположению,  интервал  V  велик  по  сравнению  с  7\  величина 
Т/Т'  мала  по  сравнению  с  единицей,  и  поэтому  можно  пренебречь  интегралом, 
содержащим  ехр  ( — 2ші).  Подобным  же  образом  можно  пренебречь  интегралом, 
содержащим  ехр  (2Ш)>  и  окончательно  мы  получим 

^  ТШГ  ‘  Ео  ♦  (54) 

Аналогично  средняя  по  времени  плотность  магнитной  энергии  запишется 
в  виде 

(55) 

Среднее  значение  вектора  Пойнтинга  равно 

Т'  Т' 

<3>=4Г  I  ^Г(Е  х  =  I  |(Е0  х  Н0ехр(-2шП  + 

-Г'  -Г' 

+  Ев  х  Н  Л-  Е;  х  Н04-Е;  X  Щ  ехр  (2 Ш))  йі  » 

«  о  X  Щ  +  Е0*  х  Н0)— ^Ке{Е0  X  Щ}.  (56) 


V  (53) 


4* 
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Простую  форму  принимает  также  закон  сохранения  энергии.  Для  непро¬ 
водящей  среды  (а  ==  0),  где  не  производится  механическая  работа,  находим, 
усредняя  по  времени  уравнение  (1.1.43), 

6іѵ<$>  =  0.  (57) 

Если  проинтегрировать  (57)  по  произвольному  объему,  который  не  содержит 
ни  источника,  ни  поглотителя  энергии,  и  применить  теорему  Гаусса,  то  получим 

$<8>пгі5  =  0.  '  •  (58) 

Здесь  п  —  вектор  внешней  нормали  к  граничной  поверхности,  по  которой  про¬ 
водится  интегрирование.  Таким  образом,  среднее  значение  полного  потока 
энергии  через  любую  замкнутую  поверхность  равно  нулю. 

Вернемся  теперь  к  гармонической  векторной  волне  общего  вида  (50) 
и  исследуем  поведение  V  в  точке  пространства  г  “  г0.  В  общем  случае  при 
изменении  времени  конец  вектора  V  описывает  эллипс.  Поэтому  волна  вида 
(50),  как  и  плоская  волна,  в  общем  случае  также  эллиптически  поляризована. 
Чтобы  показать  это,  отметим  прежде  всего,  что  с  изменением  времени  конец 
вектора  V  описывает  кривую  в  плоскости,  определяемой  векторами  р  (г„) 
и  ч  (го).  Из  периодичности  V  следует,  что  эта  кривая  должна  быть  замкнутой. 
Мы  можем  положить 

р  -р  щ  =  (4  +  ДЬ)  ,  (59) 

где  е  —  произвольная  скалярная  величина.  Выразим  а  и  Ь  через  р,  ч  и  в. 

а  =  Р  С05  8  +  Ч  ЗІП  е,  Ь  —  — Р  8ІП  8  +  Ч  СОН  8 .  (60 ) 

Выберем  8  так,  чтобы  векторы  а  и  Ь  оказались  перпендикулярными  друг 
к  другу,  и  допустим,  что  |  а  |  X  Ь|.  Чтобы  а  и  Ь  были  ортогональны,, е  должно 
удовлетворять  уравнению 

(р  сон  е  +  ч  зіп  е)  *  ( — р  зіп  «  -Ь  ч  соз  Е)  ===  О,  (61) 

т.  е. 

=  (62) 

В  качестве  параметров,  определяющих  волну,  вместо  шести  компонент 
векторов  р  и  ч  будем  рассматривать  пять  независимых  компонент  ортогональ¬ 
ных  векторов  а  и  Ь  и  соответствующий  фазовый  фактор  е.  Тогда  из  соотноше¬ 
ний  (51),  (52)  и  (59)  находим 

V  =^Ке{(а  +  Лэ)  ехр  [ — і(Ы — е)]}  =  а  соз  (о)^ — е)  +  Ь$іп(а>? — е).  (63) 

Взяв  декартову  систему  координат  с  началом  в  г0  и  с  осями  хи  у,  направлен¬ 
ными  по  а  и  Ь,  получим 

Кх  =  асоз(со^ — е),  Ѵу  —  Ь  $іп(со^— е),  Ѵг  —  0.  (64) 

Это  уравнение  эллипса  (эллипс  поляризации) 

]/ 2  1/2 

р  +  (66) 

длины  полуосей  которого  равны  а  и  Ь,  а  направления  осей  совпадают  с  осями 
координат  хн  у.  С  помощью  элементарной  геометрии  можно  показать,  что 
р  и  ч  являются  парой  сопряженных  полудиаметров  эллипса. 

Как  и  в  случае  плоских  волн,  конец  вектора  может  описывать  эллипс 
В  двух  направлениях,  соответствующих  левой  и  правой  поляризации;  они 
различаются  знаком  смешанного  произведения  [а,  Ь,  Ѵе]  —  Ір,  ч,  Ѵе]. 

Длины  полуосей  эллипса  поляризации  легко  найти  из  выражений  (60) 
и  (62).  Согласно  (60) 

а%  =  р2  соз2  е  +  <72  5іп38  +  2р*ч  зіп  е  соз  е  = 

*=  у (Р2  +  Я2)  +  у (Р2— Я2)со$  2е  +  р*  ч  зіп  2е. 
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Из  (62)  имеем 
5іп  2е  = 
Следовательно, 


2р  я 


У"  (Р1-  V)2  И(р  я)2 


соз  2е  = 


]/■  (^— ^)а  +  4(р  я)3 


•  [р2  +  д2  +  Ѵ{р2 — <?2)2  +  4  (р  •  я)2] . 


(66) 


Аналогично  получим  ѵ  1 

Ь*  =  у  |>2  +  4*  ■ —  К (Р3  —  42)3  4-  4  (р  -  я  )2] .  | 

Чтобы  найти  выражение  для  угла  между  а  и  р,  запишем  уравнение  эллипса 
в  параметрической  форме 

Ѵ*  =  асозф,  Ѵу  —  Ьз\пц},  (67) 


где  (р — вспомогательный  угол,  показанный  на  рис.  1.9.  Из  элементарной 
геометрии  известно,  что  этот  угол  связан  с  полярным  углом  Ѳ  точки  (V*,  Ѵѵ) 
соотношением 


=  (68) 

Сравнение  (64)  и  (67)  показывает,  что  в  дан¬ 
ном  случае  ф  =  с аі —  е.  Согласно  (50)  V  =  р, 
когда  і  ~  0,  так  что  угол  ф  для  вектора  р 
равен  — е.  Следовательно,  угол  ф  между  р  и  а 
определяется  выражением 

{г^  =  _4ёе.  (69) 

Если  угол  между  р  и  я  обозначить  через  у 
и  ввести  вспомогательный  угол  [3,  определив 

его  соотношением 

=  Р.  (70) 


то  (62)  примет  вид 

*82е  =  ^І=^С08Ѵ  =  {§  20  соз  7. 


(71) 


Рис.  1.9.  К  выводу  уравнений  (67) 
и  (68). 


Суммируем  сказанное.  Если  векторы  р  и  я  заданы,  у  —  угол  между  ними, 
ар —  вспомогательный  угол,  определяемый  равенством  (70),  то  главные  по¬ 
луоси  эллипса  и  угол  ф,  который  большая  ось  образует  с  р,  задаются  соотно¬ 
шениями 


а2  =  у  [р2  +  У (р!  —  ?2)2  4р2?2  со$2  у] , 

6а  =  т  08  +  <73  —  V (р2— ?3)а  +  4рѴс08аѵ], 


(72) 


где 


2в  —  2р  со  з  у. 


(73) 


Как  и  для  плоских  волн,  особый  интерес  представляют  два  случая,  а  имен¬ 
но  случаи,  когда  эллипс  вырождается  в  окружность  или  прямую.  Для  волны, 
поляризованной  по  кругу ,  а  и  Ь,  а  следовательно,  и  е  не  определены.  Согласно 
(62)  для  этого  необходимо,  чтобы 

Р'Ч  =  Р3  —  Ч2=0.  (74) 

Для  линейно  поляризованной  волны  малая  ось  равна  нулю  (62=  0),  и  тогда  из 
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(66)  находим 

Р’<б  =  (  Р-4)9-  (75) 

В  заключение  мы  хотим  подчеркнуть,  что  понятие  « поляризация »  относится 
к  поведению  волны  в  данной  точке  поля,  и  поэтому  состояние  поляризации 
будет,  вообще  говоря,  неодинаковым  в  различных  точках  поля.  Таким  обра¬ 
зом,  волна  может  быть  поляризованной  линейно  или  по  кругу  в  одних  точках 
и  эллиптически  поляризованной  в  других  *).  Только  в  специальных  случаях, 
например  для  однородной  плоской  волны,  состояние  поляризации  одинаково 
во  всех  точках  поля. 


§  1.5.  Отражение  и  преломление  плоской  волны 

В  п.  1.1.3  были  получены  соотношения,  которым  должны  удовлетворять 
ректоры  поля  на  поверхностях,  где  физические  свойства  среды  претерпевают 
разрыв.  Применим  теперь  эти  формулы  к  исследованию  распространения 
плоской  волны,  падающей  на  плоскую  границу,  разделяющую  две  однородные 
изотропные  среды. 

1.5.1.  Законы  отражения  и  преломления.  Если  на  границу  двух  однородных 

сред  с  разными  оптическими  свойствами  падает  плоская  волна,  она  разделяется 
на  две  волны:  проходящую  во  вторую  среду  и  отраженную.  Существование 
двух  волн  вытекает  из  граничных  условий,  так  как  легко  видеть,  что  последние 
невозможно  удовлетворить,  если  не  постулировать  наличия  как  проходящей, 
так  и  отраженной  волн.  Предположим,  что  эти  волны  также  являются  пло¬ 
скими,  и  выведем  выражения  для  их  амплитуд  и  направлений  распространения. 

Плоская  волна,  распространяющаяся  в  направлении  единичного  вектора 
5(П**),  полностью  определена,  если  известно  поведение  возмущения  во  времени 
в  одной  точке  пространства,  ибо  если  Р  ( і )  представляет  зависимость  возмуще¬ 
ния  от  времени  в  какой-то  одной  точке,  то  эта  зависимость  в  другой  точке, 
отстоящей  от  первой  на  г,  будет  Р  [і —  (г*$)/у].  На  границе  двух  сред  вто¬ 
ричные  поля  будут  так  же  изменяться  во  времени,  как  и  первичное  поле  па¬ 


дающей  волны.  Следовательно,  если  $° 


и  $ 


О)  . 


единичные  векторы  в  на¬ 


правлении  распространения  отраженной  и  прошедшей  волн,  то,  приравнивая 
аргументы  трех  волновых  функций  в  точке  г  на  граничной  плоскости  г  ~  О, 
получим 


і - 


Ѵі 


»<*> 


(1) 


где  Ѵі  и  ѵ2 —  скорости  распространения  в  одной  и  другой  средах.  Учитывая,  что 
г  =  (х,  у ,  0},  находим  из  (1) 


ѵг  Ѵъ 


(2) 


Равенства  (2)  должны  выполняться  для  любых  значений  х  и  у  на  границе, 
и  поэтому 


до 


Л) 

8У 


до 

5і/ 


А. 

«а 


(3) 


Плоскость,  определяемая  вектором  5и<>  и  нормалью  к  границе,  называется 
Плоскостью  падения .  Соотношения  (3)  показывают,  что  и  эи),  и  лежат  в  этой 
плоскости. 


*■)  Общие  свойства  гармонических  электромагнитных  волн  произвольной  формы,  но  с 
линейной  поляризацией  по  крайней  мере  одного  из  векторов  поля,  исследовались  в  работе  [21]. 

**)  Индексы  і,  г  в  і  относятся  соответственно  к  падающей,  отраженной  и  проходящей 
(преломленной)  волнам. 
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Считая  плоскость  хг  плоскостью  падения  и  обозначая  через  Ѳ*,  Ѳг  и  Ѳ* 
углы,  которые  8и\  з(г>  и  образуют  с  осью  Ог,  получим  (рис.  1Л0) 

$2*  —  ЗІП  8^  =  0,  5^  —  СОЗ  Ѳ/#  \ 

5І°=зіпѲГ,  5^  =  0,  5І°  =  созѲг,  У  (4) 

8?*  =  5ІПѲ4,  4/5=0,  5р_соз0*.  ) 


Если  волна  распространяется  из  первой  среды  во  вторую,  компонента  вектора 
$  вдоль  оси  г  положительна;  если  волна  распространяется  в  противоположном 


направлении,  эта  компонента  отрица¬ 
тельна,  т.  е. 


5^>  =  СОБ  0,^0,  4°  =  С05  Ѳг  ^  0, 

4**  —  созѲ^О.  (5) 

Подставляя  значения  (4)  в  первую  си¬ 
стему  равенств  (3),  получим 

5ІП  Ѳ,'  __  5ІП  Ѳг  _  5ІП  0^  ,лч 

Ѵг  ~~  Ѵі  Ѵ2  '  ' 

Следовательно,  зіп  біп  Ѳ*.  Исполь¬ 
зуя  (5),  мы  находим,  что  соз  Ѳг—  — соз  Ѳг-, 
поэтому 

ѲГ  —  л — Ѳ^.  (7) 


Рис.  1.10.  Преломление  и  отражение  пло¬ 
ской  волны.  Плоскость  падения. 


Это  соотношение  вместе  с  утверждением,  что  нормаль  з(г>  к  отраженной  волне 
лежит  в  плоскости  падения,  составляет  закон  отражения . 

Используя  соотношение  Максвелла  (1.2.14),  связывающее  показатель 
преломления  и  диэлектрическую  проницаемость,  из  (6)  найдем  также 


5іп  0/  ѵг  , /~  82щ  _  /га  _  п 

5ІП  ѵ2  ~  Г  бііы,  /Ц  І2' 


(8) 


Соотношение  зіп  Ѳг/зіп  0,=  п2/пг  вместе  с  утверждением,  что  нормаль  зш  к  пре¬ 
ломленной  волне  лежит  в  плоскости  падения,  составляет  Закон  преломления 
(или  закон  Снеллиуса). 

Если  п2  >  пи  то  Пі2>  1,  и  мы  говорим,  что  оптическая  плотность  второй 
среды  больше,  чем  первой.  В  этом  случае,  учитывая  (8),  имеем  і 

зіп  Ѳ,  =  —  зіп  Ѳ-  <  зіп  0,-,  (9) 

Пи 


так  что  для  каждого  угла  падения  существует  вещественный  угол  преломле¬ 
ния  Ѳ,.  Однако  если  вторая  среда  оптически  менее  плотна,  чем  первая  (т.  е. 
если  «12<  1),  то  вещественное  значение  Ѳ*  мы  получим  лишь  для  таких  углов 
падения  0;,  для  которых  зіп  Ѳ*  ^  п12.  Для  больших  значений  Ѳ*  имеет  место  так 
называемое  полное  внутреннее  отражение .  Оно  будет  рассмотрено  ниже  в 
п.  1.5.4. 


1.5.2.  Формулы  Френеля.  Здесь  мы  рассмотрим  амплитуды  отраженной  и 
преломленной  волн.  Предположим,  что  обе  среды  (однородные  и  изотропные) 
обладают  нулевой  проводимостью  и,  следовательно,  совершенно  прозрачны; 
их  магнитные  проницаемости  фактически  будут  отличаться  от  единицы  на  пре¬ 
небрежимо  малые  величины,  и  поэтому  мы  положим  рі  =  4и2=  Ь 

Пусть  А  —  амплитуда  электрического  вектора  моля  падающей  волны, 
будем  считать  ее  комплексной  величиной  с  фазой,  равной  постоянной  части 
аргумента  волновой  функции.  Переменная  ее  часть  имеет  вид 

/  >  Г*5(/)\  X  5ІП  Ѳ,-  +  гС05  ѲЛ  МЛч 


56 


ОСНОВНЫЕ  СВОЙСТВА  ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО  ПОЛЯ 


[гл.  I 


Разложим  каждый  вектор  на  компоненты  —  параллельную  (снабдим 
ее  индексом  ||)  и  перпендикулярную  (индекс  _[_)  плоскости  падения.  Выбор 
положительных  направлений  для  параллельных  компонент  указан  на  рис.  1.10. 
Перпендикулярные  компоненты  располагаются  перпендикулярно  к  плоскости, 
рисунка. 

Тогда  компоненты  электрического  вектора  поля  падающей  волны  запи¬ 
шутся  в  виде 

Ер  =  — А  и  соз  Ѳ/  ехр  ( — пд),  Ер  —  А  х  ехр  ( — /т,), 

Ер  =  А и  зіп  Ѳ,- ехр  ( — іту). 


Компоненты  магнитного  вектора  сразу  же  получаются  из  соотношения  (1.4.4) 
(при  р  =  1)  ' 

Н=Ѵе$хЕ.  (12) 

Отсюда 

Ир  —  — А±  соз  Ѳ/  V е1  ехр  ( — и;/),  Ир  —  — А  ц  У  гг  ехр  ( — и:*), 

Ир  —  Ах  зіп  Ѳ/  V ег  ехр  ( — Н(). 

Аналогично,  если  Т  я  И  —  комплексные  амплитуды  прошедшей  и  отра¬ 
женной  волн,  то  соответствующие  компоненты  электрического-  и  магнитного 
векторов  равны  следующим  величинам. 

Поле  прошедшей  волны 

Ер  =  — Т  и  соз  Ѳ*  ехр  ( — іхг)\  Пр  =  — Т±  соз  Ѳ*  ]/ег  ехр  ( — іх *);  ) 


Еу*  =  Т і.  ехр  ( — «,); 

■-—Т и  Ке, ехр (— іт,); 

\  (И) 

Ер  =  Т  |,  зіп  Ѳ*  ехр  ( — щ). 

=  Т зіп  Ѳ,  |/е2  ехр  ( — гг(),  ^ 

1 

где 

=  <а 

х  зіп  Ѳ*  +  г  соз  Ѳ*  \ 

(15) 

Т<-(ЙС  0,  ) 

)  • 

Поле  отраженной  волны 

Ер  -=  — Н  ц  соз  0Г  ехр  ( — іхг)\ 

--/?і  соз  0,  КД  ехр  ( — і'тг); 

1 

=  р(—іхг); 

нр  = 

— К и  Ке,  ехр(— <т,);  ! 

і  (16) 

Ер  -=  #  и  зіп  Ѳг  ехр  (—  іхг),  " 

нр  = 

/?х5іпѲг^ехр(— аг);  ) 

1 

где 

(  .  Г-5<П\ 

=  со  (^і- 

х  зіп  (К.  Л- г  со  $  Ѳ-\ 

(17) 

Т'  =  ШК - —) 

ѵі  )  ’ 

Граничные  условия  (1.1.23)  и  (1.1.25)  требуют,  чтобы  на  границе  танген¬ 
циальные  составляющие  векторов  Е  и  Н  были  непрерывны.  Следовательно» 
должны  выполняться  соотношения 


ЕР -р  Ер  ^  Ер,  Ер  -}-  Ер  =  Ер,  ^ 

нррнр^нр,  нр-унр=нр,  \  (1й> 

при  этом  условия  для  нормальных  компонент  В  и  В  (1.1.15)  и  (1.1.19)  будуг 
удовлетворяться  автоматически.  Подставляя  в  (18)  значения  всех  компонент 
и  используя  тот  факт,  что  соз  Ѳг—  соз  (я‘ —  Ѳ*)  —  — соз  Ѳ*,  получим  четыре 
соотношения 

соз  Ѳ;  (А  ||  —  И  п )  —  соз  О,  Г  ц ,  Ах  ^ Ху 

V  Д  соз  ѳ,.  (А  ±— /?х)  =  КД  СОЗ  Ѳ,  Гх,  КД  (А  „  +  Я  „)  =  КДУ  „ . 

Заметим,  что  уравнения  (19)  делятся  на  две  группы,  одна  из  которых  содержит 
лишь  компоненты,  параллельные  плоскости  падения,  а  другая  —  только 
компоненты,  перпендикулярные  ей,  Следовательно ,  волны  этих  двух  типов 
независимы  друг  от  друга , 


§  1.5] 


ОТРАЖЕНИЕ  И  ПРЕЛОМЛЕНИЕ  ПЛОСКОЙ  ВОЛНЫ 


57 


Можно  решить  уравнения  (19)  относительно  компонент  отраженной  и  про¬ 
шедшей  волн,  выразив  их  через  компоненты  падающей  волны.  Вновь  используя 
соотношение  Максвелла  п  =  V  получим 


Т  —  2яі  со8  А 

11  П2  С06  Ѳ*  +  С05  Ѳ*  1 1  ' 

П  _  пг  ео5  Ѳ|  — Лі  со&  . 

К[|  п.г  С05  Ѳ/Н-Яі  С05  Ѳ*  М’ 


гр  _  (2п1  С05  Ѳ,- _  л 

пх  С05  Ѳ*  +  пг  С05  О*  Х 

р  пх  С05  Ѳ, — п2  со  5  - 

“  Л,  СО 5  Ѳ/4“Ла  С05  Ѳ*  -*■ 


(20> 

(Щ 


Уравнения  (20)  и  (21)  называются  формулами  Френеля.  Впервые  они 
были  выведены  Френелем  в  несколько  менее  общем  виде  в  1823  г.  на  основе 
его  теории,  рассматривавшей  свет  как  колебания  упругой  среды.  Эти  соотно¬ 
шения  пишутся  обычно  в  другой  форме,  которую  можно  получить  из  (20) 
и  (21),  используя  закон  преломления  (8),  а  именно  в  форме 


Т  „  = 


2  5ІП  С05  Ѳ/ 


11  за!  і-Ѳ*)  соз  (Ѳ,— - Ѳ*) 


гг  2  5ІП  0/  СО 5  0/  Л 

х_  зт(Ѳ,-+ѳ«)  л±’ 


(20а)' 


р  <в(Ѳ,— ѳ<) 

ів(Ѳ/+Ѳ<) 


^11» 


5ІП  <Ѳ/  —  Ѳ^)  - 

зіп(Ѳ/  +  Ѳ*)  -1-* 


(21а) 


Так  как  Ѳ;  и  вещественны  (случай  полного  внутреннего  отражения 
пока  исключаем),  то  тригонометрические  функции,  стоящие  в  правой  части 
уравнений  (20а)  и  (21а))  также  вещественны.  Следовательно,  фаза  каждой 
компоненты  отраженной  и  прошедшей  волн  либо  равна  фазе  соответствующей 
компоненты  падающей  волны,  либо  отличается  от  нее  на  л.  Так  как  знаки  Т\\ 
и  7Д  совпадают  со  знаками  А\  и  Л^  ,  фаза  прошедшей  волны  равна  фазе  па¬ 
дающей.  В  случае  же  отраженной  волны  фаза  будет  зависеть  от  относительных 
значений  Ѳ*  и  Ѳ*.  Если  оптическая  плотность  второй  среды  больше,  чем  первой 
(е2>е1),  то0,<О*;  поэтому,  согласно  (21),  знаки  и  Лх  различны  и  фазы 
отличаются  друг  от  друга  на  я.  При  тех  же  обстоятельствах  значение  (Ѳ,-  — 
—  Ѳ*)  положительно,  но  знаменатель  ід  (Ѳ*+  Ѳ*)  становится  отрицательным 
для  Ѳг+  Ѳ,;>  л/2,  и  в  этом  случае  фазы  и  Лц  отличаются  друг  от  друга  *) 
на  л.  Аналогичное  рассмотрение  можно  провести  для  случая,  когда  вторая  сре¬ 
да  оптически  менее  плотна,  чем  первая. 

Для  нормального  падения  0  и,  следовательно,  Ѳ*=  0;  тогда  соотноше¬ 
ния  (20)  и  (21)  примут  вид 


.  2  уі 

Лг-И  ІГ’ 


(22> 


-  —  Л 


(23): 


где  п  =  Пъіпх. 

1.5.3.  Отражательная  и  пропускательная  способности;  поляризация  при 
отражении  и  преломлении.  Рассмотрим  теперь,  как  энергия  поля  падающей 
волны  распределяется  между  двумя  вторичными  полями. 

Интенсивность  света  (снова  считаем  р  =  1),  согласно  (1.4.8),  равна 


3  =  ±ѴъЕ*  =  %Г&. 


4  л 


(24> 


*)  Из  (11)  и  (16)  следует,  что  в  плоскости  2=0 

МГУ  $  МП  0 

Еу}  Ах  ’  Ех  ' 

Этот  результат  означает,  что  в  плоскости  2—0  фазы  Ер  ц  Ер  отличаются  на  я,  а  фазы  Ер* 
и  Ех  равны  друг  другу.  Указанная  разница  в  поведении  фаз  у -  и  .г- компонент  формальна  ц. 
возникает  из-за  способа  определения  угла  отражения  0^  (см.  рис.  1.10). 
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Поэтому  количество  энергии  в  первичной  волне,  которое  попадает  на  единицу 
площади  поверхности  раздела  за  1  сек ,  будет  равно 

У'Л  =  5«>оо8Ѳ,  =  ^-|ЛІ*созО(.  (25) 

Для  отраженной  и  преломленной  волн  энергия,  покидающая  единицу  площади 
поверхности  раздела  за  1  сек,  определяется  подобными  же  выражениями, 
а  именно: 

=  $<г)  соз  ѳ,  =  ^  [  соз  Ѳ, ,  /«>  =  5<»  соз  Ѳ,  =  2Н  |  Т  |3  соз  Ѳ,.  (26) 

^Отношения 

^  “л3  созѲ,  I  лр 

называют  соответственно  отражательной  и  пропускательной  способностью  *). 
Легко  проверить,  что  в  соответствии  с  законом  сохранения  энергии 

+  =  (28) 

Отражательная  ’  и  пропускательная  способности  зависят  от  поляризации 
падающей  волны.  Их  можно  выразить  через  соответствующие  отражательную 
и  нропу  с  нательную  способности  для  света,  поляризованного  параллельно 
и  перпендикулярно  плоскости  падения. 

Пусть  вектор  Е  падающей  волны  образует  с  плоскостью  падения  угол  оц. 
Тогда 


Пусть,  далее, 


А[{~А  соза4-,  А^  —  А&та;. 


^  сЛк  |  а , ,  (2  сой  Ѳг  -  У<‘>  соз2  а;,  ^  |  А х  |2  соз  Ѳ,  =  зіп2  а,  (30) 


/?и  I*  соз  ѳ„  УТ  =  ^  |  |г  соз  ѳ,. 


Тогда 

/{Рч-Дг)  '  /Ф 

~  соз2  а,  +  -4-"  зіп2  а,  = 
/<*>  /а)  /{{> 


=  5$  и  соз2  а,  +  52  х  зіп2  а,,  (32) 


«  -4Г  -  1*11  И  _^2(Ѳ,-Ѳ,)  I 

11  /((>  Ми  И  +  ( 

«  1ДХ  8  МП»  (8/- ѳ«)  [ 

Х  ”  /О  “  |  1  ~  81П2  (Ѳ,-+6<)  •  ] 

Подобным  же  образом  получим 

&  =  “тг “ II  СОЗ2  а^  +  сГх  5іп3аг, 


у  _'ІР 

__  п%  соз  Ѳ* 

|Г«  I2 

зіп  2Ѳг-  зіп  2Ѳ| 

п л  соз  Ѳ4 

1  4,1  Іа  ~ 

зіп2  (Ѳ,  +  Ѳ*)  соз2  (Ѳ,  —  Ѳ*) 

./<<> 

бг  _  X 

п2  сое  0/ 

|Гир 

зіп  2Ѳ,  ып  2ѲГ 

пг  соз  Ѳ, 

мщ" 

5Ш2  (Ѳ,  +  6^) 

*)  Как  видно  из  (1-4.8),  если  1,  множитель  й.г/пг  в  выражении  для  ^Гсдедует  заменить 
•величиной 

Ѵч/р* 

V  еі/Щ  * 
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•Снова  можно  показать,  что 

5$ц  -Ь  оГ ||=1,  31 _і_  ъГ _і_  =  I. 


(36) 


Для  нормального  падения  различие  между  параллельной  и  перпендикуляр¬ 
ной  компонентами  исчезает,  и  из  (22),  (23)  и  (27)  находим 

4  п 


31 


\п+и ' 


Отсюда  следует,  что 


Ііш  31- 

п-*  1 


=  0, 


Ііш , 

п-  1 


‘іп+іу9 


(37) 


(38) 


Аналогичные  результаты  получаются  также  для  предельных  значений  <5?ц , 
<^Гц  и  Зі±,  оГ Это  легко  увидеть  из  (33)  и  (35),  если  учесть,  что,  согласна 
закону  преломления,  Ѳг  при 

л  -►  1 .  Следовательно,  чем  меньше  раз¬ 
личие  в  оптической  плотности  обеих 
сред,  тем  меньше  энергии  уносится 
отраженной  волной. 

Знаменатели  в  (33)  и  (35)  конечны, 
за  исключением  случая  Ѳг-|-  Ѳ*=  л/2. 

Тогда  (Ѳг  +  Ѳ^)  =  оо  и,  следователь¬ 
но,  Зі\\  —  0.  В  этом  случае  (рис.  1.11) 
отраженный  и  преломленный  лучи 
перпендикулярны  друг  другу,  а  из 
закона  преломления  следует  (так  как 
теперь  5Іп  в*—  зіп  {я/2  —  Ѳ*}  =соз  Ѳ4), 
что 

*§  ѳ,  =  «■  (39) 

Угол  Ѳг,  определяемый  этим  выраже¬ 
нием,  называется  углом  полной  поляри¬ 
зации  или  углом  Брюстера.  Его  важность  была  впервые  отмечена  в  1815  г. 
Давидом  Брюстером  (1781 — 1868  гг.).  Если  свет  падает  под  этим  углом,  элек¬ 
трический  вектор  отраженной  волны  не  имеет  составляющей  в  плоскости 
падения.  Мы  обычно  говорим  в  этом  случае,  что  свет  поляризован  «в  плоскости 
падения».  Таким  образом,  согласно  традиционной  терминологии,  плоскостью 
поляризации  называется  плоскость,  в  которой  лежат  магнитный  вектор  и  на¬ 
правление  распространения.  Однако  по  уже  упомянутым  в  п,  1.4.2  причинам 
лучше  не  пользоваться  этим  термином. 

Полученный  выше  результат,  часто  называемый  законом  Брюстера, 
можно  пояснить  следующим,  более  прямым  рассуждением.  Поле  падающей 
волны  вызывает  колебания  электронов  в  атомах  второй  среды,  которые  совер¬ 
шаются  в  направлении  электрического  вектора  прошедшей  волны.  Колеблю¬ 
щиеся  электроны  вызывают  отраженную  волну,  которая  распространяется 
обратно  в  первую  среду.  Но  линейно  колеблющийся  электрон  излучает  в  ос¬ 
новном  в  направлении,  перпендикулярном  к  направлению  колебаний  (см.  ниже, 
п.  2.2.3),  так  что  в  последнем  направлении  поток  энергии  излучения  отсути- 
вует.  Отсюда  следует,  что  когда  отраженный  и  прошедший  лучи  перпендику¬ 
лярны  друг  другу,  то  в  отраженном  луче  энергия  колебаний  в  плоскости  паде¬ 
ния  равна  нулю. 

На  рис.  1.12  показана  зависимость  отражательной  способности  стекла  с  по¬ 
казателем  преломления  1,52  от  угла  падения  Ѳг.  Числа  над  верхней  горизон¬ 
тальной  линией  относятся  к  углу  преломления  Ѳ*.  Нулевое  значение  ^  ца 
кривой  в  соответствует  углу  поляризации  агсі§  1,52  56°40\ 

В  оптическом  диапазоне  показатели  преломления  по  отношению  к  воздуху 
обычно  порядка  1,5,  но  в  радиодиапазоне  они  значительно  больше,  поэтому 


Рис.  1.11.  К  определению  угла  полной  поля¬ 
ризации  (угол  Брюстера) 
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там  соответственно  велики  и  углы  поляризации.  Например,  для  оптических 
длин  волн  показатель  преломления  воды  примерно  равен  1,3  и  угол  поляриза¬ 
ции  53е.  В  радиодиапазоне  значение  показателя  преломления  достигает  при¬ 
мерно  9,  а  угол  поляризации  близок  к  84°.  ,  ^ 

Легко  видеть,  что,  согласно  (32),  кривая  б  ші  рис.  1.12  соответствует 
а  =  45°.  Как  сейчас  будет  показано,  та  же  кривая  представляет  также  отража- 


&  I 


го 

0,3 

цв 

0,7 

0,6 

0,5 

0,4 

цз 

0,2 

0,1 


м 

і 

і . 

Л 

д 

і 

аі 

т 

у 

Л 

(а) 

/ 

/ 

г: 

— 

тельную  способность  51  для  естественного  света, 
т.  е.  для  света,  испускаемого  нагретым  телом. 
Направление  колебаний  в  естественном  свете 
быстро  изменяется  беспорядочным,  случайным 
образом.  Соответствующую  отражательную  спо¬ 
собность  5і  можно  получить  путем  усреднения 
по  всем  направлениям.  Так  как  средние  значе¬ 
ния  зіп’3  а  и  соз2  а  равны  1/2,  то  для  средних 
значений  ^{^)  и  Р 


іу  получим 


(40> 


Однако  для  отраженного  света  обе  компоненты 
в  общем  случае  неодинаковы.  В  самом  деле,  ис¬ 
пользуя  (40),  найдем 


0^0°  Юа  20°  30°  40°  50°  60°  70°  80°  00° 

Рис.  1.12.  Зависимость  отража¬ 
тельной  способности  от  угла  па¬ 
дения  [22] 

«>52х;  б)  —(5211  +  5^);  е)  5і\\. 


_  .  г  (О 

^іп  =  —  -  ^и)  - 

11  /-2  т  (я 

«ЧІ 


-•Ям/(г>, 


лг) 

* 


(41) 


При  этом  говорят,  что  отраженный  свет  частично  поляризован, 
его  поляризации  Р  можно  определить  следующим  образом  *): 

%\\  ~51± 


и  степень 


5І\\ 

Отражательная  способность  определится  теперь  выражением 


51 


Рг> 


7 * 


—  ~  (^м 


(42) 


(43) 


и  поэтому  она  по-прежнему  будет  описываться  кривой  б  на  рис.  1.12.  Степень 
поляризации  теперь  можно  выразить  в  виде 

51  2 


выражением  в  фигурных  скобках  определяют  иногда  поляризованную  часть 
отраженного  света. 

Аналогичные  результаты  можно  получить  и  для  проходящего  света.  Для. 
естественного  света  мы  также  найдем , 

5  +  У=1.  ,  (44> 

Возвращаясь  к  случаю  линейно  поляризованного  падающего  света,  мы 
видим,  что  отраженный  и  прошедший  свет  останется  линейно  поляризованным, 
так  как  их  фазы  либо  не  изменяются,  либо  изменяются  на  л.  Однако  направ* 


*)  Более  общее  определение  степени  поляризации  дается  в  п.  10.8.2,  где  рассматривается 
также  физическим  смысл  эюи  величины. 
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ления  колебаний  в  отраженном  И  проходящем  свете  изменяются  относительно 
направления  колебаний  в  падающем  свете  в  противоположные  стороны.  Это 
можно  показать  следующим  образом. 

Угол,  который  мы  обозначили  через  а,  т.  е,  угол  между  плоскостью  коле¬ 
баний  и  плоскостью  падения,  называют  азимутом  колебания.  Мы  будем  счи¬ 
тать  его  положительным,  когда  плоскость 
колебаний  поворачивается  по  часовой  стрел- 
ке  вокруг  направления  распространения  (рис* 

1.13).  Можно  предполагать,  что  азимут  из- 


Рис.  Д.13.  К  определению  знаков  азиму¬ 
тальных  углов. 


Рис.  1.14.  Зависимость  азимуталь¬ 
ных  углов  от  угла  падения  [221 


меняется  в  пределах  от  — я/2  до  я/2.  Для  падающей,  отраженной  и  прошед¬ 
шей  электрических  волн  имеем  I 


(45) 


Используя  формулы  Френеля  (20)  и  (21),  найдем 


аг  = 


ера  (Ѳ|‘ е^) 

С05  (Ѳг  — г*  Ѳ^) 


‘г  «о 


(46) 


‘К  »і  =  соз  (Ѳ,— Ѳ*Н@а,..  (47) 

Так  как  О^Ѳ^я/2,  0<Ѳ,<я/2,  то 

Р8«г|^|1§а,|.  (48) 

(49) 

Знак  равенства  в  соотношении  (48)  справедлив  лишь  при  нормальном  или  сколь¬ 
зящем  падении  (0,—  0*-=  0  или  Ѳг  =  я/2),  в  соотношении  (49)  —  лишь  при  нор¬ 
мальном  падении.  Эти  неравенства  показывают,  что  при  отражении  угол  между 
плоскостью  колебаний  и  плоскостью  падения  увеличивается,  тогда  как  при  пре¬ 
ломлении  он  уменьшается.  Па  рис.  1.14  показано  поведение  аг  и  а*  для  п  — 
1 ,52  и  а,—  45е.  Мы  видим,  что  когда  0*  равно  углу  Брюстера  56с40',  то  аг— 
-90  .  В  самом  деле,  согласно  (46)  аг=  оо  (т.  е.  аг=  я/2)  для  0*+  я/2 

при  любом  значении  угла  аг. 

Из  закона  Брюстера  следует,  что  свет  можно  поляризовать,  просто  заставив 
его  отразиться  под  углом  Брюстера.  Один  из  старейших  приборов,  основанный 
па  таком  принципе, —  это  так  называемый  отражательный  прибор  Нюррен- 
берга  (Нюрренберг,  1787 — 1862  гг.).  Его  основные  части — две  стеклянные 
пластинки  (рис.  1.15),  на  которые  лучи  падают  под  углом  Брюстера.  Первая 
пластинка  играет  роль  поляризатора ,  т.  е.  приспособления,  создающего  линей- 
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но  поляризованный  свет  из  неполяризованного  света.  Вторая  служит  анализа- 
тором ,  т.  е,  устройством,  которое  детектирует  линейно  поляризованный  свет. 
Однако  этот  прибор  обладает  рядом  недостатков,  из  них  наиболее  существенны 
сравнительно  малая  доля  света,  отраженного  под  углом  Брюстера,  и  довольно 
сложный  путь  лучей  через  прибор.  Предпочтительнее  использовать  устройства, 
которые  поляризуют  падающий  свет  без  изменения  направления  его  распро¬ 
странения.  Это  можно  сделать,  например,  с  помощью  стопы  тонких  плоскопа¬ 
раллельных  пластинок.  Если  на  стопу  падает  пучок  неполяризованного  света, 
гп  то  при  каждом  преломлении  он  частично  поляризуется,  и  по¬ 

этому  можно  достичь  достаточно  высокой  степени  поляриза¬ 
ции  даже  при  небольшом  числе  пластинок.  Для  отношения 
интенсивностей  двух  компонент  волны  после  прохождения 
через  обе  поверхности  пластинки  имеем 


И 


у. 


=  С05*  (Ѳ,—  Ѳ()  <  I, 


(50) 


(51) 


что  получается  из  (35).  Таким  образом,  при  выходе  из  плас¬ 
тинки  параллельная  компонента  преобладает  над  перпенди¬ 
кулярной,  причем  степень  поляризации  тем  больше,  чем  боль¬ 
ше  угол  Ѳг.  Если  Ѳ*  равно  углу  Брюстера,  то  Ѳ,+  Ѳ*=  л/2, 
Ѳг—  /г,  и  мы  получим 

Для  п  =  1,5  это  выражение  равно  0,73.  Следовательно,  если 
свет  проходит,  например,  через  пять  пластинок,  мы  получим 
отношение,  равное  (0,73)5,  т.  е.  около  0,2. 

Раньше  поляризованный  свет  получали,  как  правило,  с 
помощью  двойного  лучепреломления  в  кристаллах  исланд¬ 
ского  шпата  или  кварца,  как  описано  в  и.  14.4.1.  Теперь 
наиболее  удобный  метод  заключается  в  использовании  так 
называемых  поляроидных  пленок.  Их  действие  основано  на  свойстве,  известном 
как  дихроизм .  Вещества,  обладающие  этим  свойством,  имеют  различные  коэф¬ 
фициенты  поглощения  для  света,  поляризованного  в  различных  направлениях. 
Например,  можно  изготовить  пленки  из  поливинилового  спирта  с  внедренным 
иодом,  которые  пропускают  почти  80%  света,  поляризованного  в  одной  пло¬ 
скости,  и  менее  1  %  света,  поляризованного  в  перпендикулярном  направлений. 
Теория  этого  эффекта  кратко  будет  рассмотрена  в  п.  14.6.3. 

1.5.4.  Полное  внутреннее  отражение.  До  сих  пор  мы  исключали  случай, 
когда  закон  преломления 

.  л  51  п  Ѳг  ,  спч 

8іпѲ4  =  — -і  (52) 


Рис.  1.15.  Схе¬ 
ма,  иллюстри¬ 
рующая  прин¬ 
цип  отража¬ 
тельного  прибо¬ 
ра  Нюрренберга 
Р  —  поляризую¬ 
щая  стеклянная 
пластинка  3  —  от¬ 
ражающее  зерка¬ 
ло,  Л  — анализа- 
тор,  (—падающий 
пучок,  р  —  поля¬ 
ризованный  пу¬ 
чок,  Г  —  ТІѴЧОК, 
отраженный  от  А 


не  дает  вещественного  значения  для  угла  преломления  Ѳ*.  Сейчас  мы  исследуем 
этот  случай.  Он  осуществляется  при  распространении  света  из  оптически 
более  плотной  среды  в  среду  с  меньшей  оптической  плотностью,  т.  е.  когда 

^12  “  ^2/^1  ^  V ^аИг/^іМ'і  ^  1  у 

при  условии,  что  угол  падения  Ѳ*  превосходит  критическое  значение  Ѳп  опре¬ 
деляющееся  выражением 

зіпѲ,  —  п12  (53) 

Если  Ѳг,  то  зіп  1,  т.  е.  ()*=  90°,  так  что  направление  распространения 
света  касательно  к  поверхности  раздела.  Если  Ѳ,  превышает  предельное значе- 
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ние  свет  не  входит  во  вторую  среду.  Весь  падающий  свет  отражается  обрат¬ 
но  в  первую  среду,  и  мы  говорим  о  полном  внутреннем  отражении. 

Тем  не  менее  электромагнитное  ноле  во  второй  среде  не  равно  нулю, 
отсутствует  лишь  поток  энергии  через  границу.  Действительно,  если  в  фазовом 
множителе  (15)  прошедшей  волны  мы  положим 

5ІП  Ѳ,  =  ,  соз  Ѳ(  =  ±  (  У —  1  (54). 

(индекс  12  у  Пи  опущен),  то  получим 

=  «55,- 

Выражение  (55)  описывает  неоднородную  волну,  которая  распространяется 
вдоль  поверхности  раздела  в  плоскости  падения  (т.  е.  в  направлении  х )  и  ме¬ 
няется  экспоненциально  с  изменением  расстояния  г  от  этой  поверхности.  Ко¬ 
нечно,  физический  смысл  имеет  лишь  отрицательный  знак  перед  квадратным 
корнем  в  (55),  в  противном  случае  при  увеличении  расстояния  амплитуда  росла 
бы  неограниченно.  Как  мы  видим,  амплитуда  очень  быстро  уменьшается  с  глу¬ 
биной  проникновения  г,  причем  эффективная  глубина  проникновения  порядка 
ѵ2і(й  =■  Я.2/2я,  т.  е.  порядка  длины  волны.  Эта  волна  не  является  поперечной, 
поскольку,  как  будет  показано  ниже,  компонента  электрического  вектора  в  на¬ 
правлении  распространения  не  равна  нулю. 

Экспериментальная  проверка  наличия  возмущения  во  второй  (менее 
плотной)  среде  представляет  довольно  трудную  задачу,  ибо  любое  устройство, 
используемое  для  обнаружения  возмущения,  будет  нарушать  граничные  усло¬ 
вия.  Грубое  подтверждение  можно  получить,  если  поместить  вторую  прелом¬ 
ляющую  среду  на  расстоянии  около  четверти  длины  волны  от  поверхности 
раздела,  на  которой  происходит  полное  внутреннее  отражение,  и  наблюдать 
проникновение  излучения  во  вторую  среду.  Изящный  способ  наблюдения  этого 
явления  описан  в  работе  [23],  где  использовались  волны  длиной  1,25  см*). 

Чтобы  применить  формулы  Френеля  (21а)  к  случаю  полного  внутреннего 
отражения,  перепишем  их  в  виде 


Р  —  5ІН  О/  С 05  0/—5ІП  0/  С05  0/  д 

11  5ІП  0{'  С05  О/  —  зіп  Ѳ*  соз  Ѳ*  я' 

..  чіп  О.-  глч  ГК — чіп  А*  гпч  п. 


Р,  =- 


(56) 


Подставив  в  эти  выражения  значения  величин  (54)  и  помня,  что  перед  квадрат¬ 
ным  корнем  необходимо  брать  верхний  знак,  получи  і 

п  _  п2  СОЗ  Ѳ/ —  І  У  5ІП2  —  п 2  Л 

” «  ~~  Щ  -л  г  >  и  =?  А  и 

п 1  С05  Ѳ/4 -і  у  8ІПЛ  6,*—  п2 
р  _  СОЗ  0 і—І  У 5ІП2  б/ —  П'2  д 

■*"  С08  Ѳ;  +  І  У  8ІП2  Ѳ/  —  П2  ^ 

Следовательно, 

|Я,|=Ы.|,  |/?хі  =  Иі|.  (58)- 

т.  е.  для  каждой  компоненты  интенсивность  света,  отраженного  при  полном 
внутреннем  отражении,  равна  интенсивности  падающего  света. 

Хотя  во  второй  среде  поле  отлично  от  нуля,  легко  видеть,  что  поток  энер¬ 
гии  через  поверхность  отсутствует.  Точнее,  можно  показать,  что  хотя  в  общем 


*)  Проникновение  поля  во  вторую  (менее  плотную)  среду  наблюдалось  в  очень  тонких 
опытах  Л,  И.  Мандельштама  еще  в  1914  г,  [47*].  (Прим,  ред .) 
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■случае  компонента  вектора  Пойнтинга  в  направлении,  нормальном  к  границе, 
конечна,  ее  значение,  усредненное  по  времени,  равно  нулю.  Это  означает,  что 
не  существует  постоянного  потока  во  вторую  среду,  а  энергия  течет  туда  и  об¬ 
ратно. Запишем  для  г=0  компоненты  поля  прошедшей  волны  вдоль  осей  х  и  у 
и  используем  (54).  (Тут  необходимо  брать  вещественные  выражения  для  Е  и  Н, 
так  как  поток  энергии  является  квадратичной  функцией  компонент.)  Отмечая 
сопряженную  комплексную  величину  звездочкой,  получим  из  (14) 

—  —  у  (Г  „  соз  Ѳ*  ехр  (—  іт?)  7^-соз*  Ѳ*  ехр  (+  гг?))  = 

=  -тѴ ^  -  1  с Г ,  ехр  (-  ехр  (+  іт?)), 

ЕУ  —  ^(Т х  ехр  ( —  »т?)  +  Т]_  ехр  (+  мф), 

НУ  —  —  Т(7’1  соя  Ѳ(  У е2  ехр  (—  і'т?)  +  Т\  со$*  Ѳ(Г 82  ехр  (  +  «?))  = 

— -  у  Ѵь  У  ^  -  1  (Т'х  ехР  (-  ІА)-Т\ ехр  (+  іт?)), 
Я«>  =  —  у  ГД  (Г  и  ехр  <—  ітП  +  ГГ,  ехр  (+  «»,)), 

гдет?  =  ш(/  —  -  д”— ) .  Если  мы  рассмотрим  среднее  по  времени  значение 
величины 

в  интервале  — V  ,  где  V  велико  по  сравнению  с  периодом  Т  =  2л/<о, 

то  увидим,  что  оба  члена  исчезают  при  2  =  0.  Действительно,  один  из  них  со¬ 
держит  множитель 

І  (77і  ехр  (-  2лП~(ПУ  ехр  (+  2іт?))  йі  = 

=  {П  ехр  (+  ~(ЧГ  ехр  (-  О  (^)  , 

-который  пренебрежимо  мал  при  Т ;  другой  содержит  подобный  же  множи¬ 
тель  с  Т±  вместо  Гц . 

Вместе  с  тем  расчет  показывает,  что  средние  по  времени  значения  двух 
других  компонент  вектора  для  г  —  0,  а  именно  и  в  общем  случае 
оказываются  конечными.  Поэтому  энергия  не  проникает  во  вторую  среду,  а  те¬ 
чет  вдоль  поверхности  раздела  в  плоскости  падения. 

Проведенный  выше  анализ  относился  к  стационарному  состоянию  и  осно¬ 
вывался  на  предположении,  что  граничная  поверхность  и  волновые  фронты 
бесконечны.  Он  не  выясняет,  как  энергия  первоначально  попала  во  вторую 
•среду.  В  реальном  эксперименте  падающая  волна  ограничена  и  в  пространстве, 
и  во  времени  *).  В  начале  процесса  небольшое  количество  энергии  будет  про¬ 
никать  во  вторую  среду  и  создавать  там  поле.  , 

Наконец,  вычислим  изменение  фаз  компонент  отраженной  и  падающей 
волн.  На  основании  (58)  мы  можем  положить 

=  <**»,  ^  =  (59) 

Л  II  Л_|_  . 

*)  Полное  внутреннее  отражение  лучка  света  конечного  поперечного  сечения  рассматри¬ 
валось  в  работе  [24]. 
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Согласно  (57)  каждая  из  величин  #  „/Л  и  и  і  имеет  форму  г  (г*)  "С  Следо¬ 
вательно,  если  а  - 


аргумент  г  (т.  е.  г  • 
еІЬ ~  г 


и  поэтому 


ч- 


У  5ІГ12  Ѳ/- 


аеи ,  где  а  и  а  вещественны),  то 
т.  е.  = 

6 


п г  СО  5  Ѳ/ 


ч 


'Д У ЗІПд0; —  п 2 

2  “  ~~  со5  Ѳ/ 


(60) 


Отсюда  видно,  что  обе  компоненты  испытывают  скачки  фаз  разной  величины. 
Вследствие  этого  линейно  поляризованный  свет  при  полном  внутреннем  отра¬ 
жении  окажется  поляризованным  эллиптически. 

Мы  можем  теперь  записать  выражение  для  относительной  разности  фаз 
6  =  —  б*,  в  виде 

1 

_ _ 

2  " 


в.  в„ 


і  + 


У  біпа  0/ — п 2 

С05  Ѳг 

5Ш2  Ѳ/ —  п1 
п2  С052  Ѳ/ 


т.  е.  _ 

^  6  собѲ/К~ 8Іп 2  0,- — п1 

&  2  5Іп2  Ѳ/ 


(61) 


Это  выражение  обращается  в  нуль  при  скользящем  падении  (6*=  я/2)  и  при 
падении  под  критическим  углом  Ѳг  (зіп  Ѳг-^=  п ).  Между  этими  двумя  углами  ле¬ 
жит  угол,  соответствующий  максимуму  относительной  разности  фаз.  Он  опре¬ 
деляется  уравнением 

й  6  ^  2«а  —  (1  5Іп*-Ѳ/ 

(ІО/  V  ^  2  )  5ІП3  Ѳ/  ^51П20/—  пг 


Это 


уравнение 


удовлетворяется,  когда 


5ІП2Ѳ/ 


2  я2 

1  ’ 


(62) 


Подставляя  (62)  в  (61),  мы  получим  для  максимума  б^  относительной  разности 
фаз  б  выражение 


1—па 
2  п 


(63) 


Из  (61)  видно,  что  при  заданном  п  существуют  два  значения  угла  падения 
для  каждого  значения  б. 

Изменение  фазы  при  полном  внутреннем  отражении  можно  использовать 
(как  было  показано  еще  Френелем)  для  получения  света,  поляризованного  по 
кругу,  из  линейно  поляризованного  света.  Амплитуды  компонент  падающего 
света  уравнивают  (|ЛП|  =  |Лд|),  выбирая  направление  поляризации  падаю¬ 
щей  волны  под  углом  45°  к  нормали  к  плоскости  падения  (т.  е.  аг=  45°).  Тогда, 
согласно  (58),  получим  |/?ц  |  —  |І?±  |.  Затем  п  и  Ѳг  подбирают  таким  образом, 
чтобы  относительная  разность  фаз  б  была  равна  90°.  Для  получения  такого 
значения  6  при  одном  отражении  необходимо,  согласно  (63),  чтобы 

*8Т=1<ТІГ~’  т'  е‘  «=я«<К2  — 1=0,414. 

Отсюда  следует,  что  показатель  преломления  я21=  1/п  более  плотной  среды 
относительно  менее  плотной  должен  равняться  по  крайней  мере  2,41.  Это  зна¬ 
чение  довольно  велико,  хотя  непоглощающие  вещества,  показатель  преломле¬ 
ния  которых  приближается  или  даже  превышает  его,  существуют.  Френель 
использовал  два  полных  внутренних  отражения  в  стекле.  Когда  п2\  ~  1,51, 
то,  согласно  (62)  и  (63),  максимальная  относительная  разность  фаз  Ьт  = 
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=  45°56'  получается  при  угле  падения  Ѳ?:,  равном  5Г20Ч  Поэтому  значение 
6  =  45°  можно  получить  с  одним  из  следующих  углов  падения: 

Ѳ,  =  48°37',  Ѳ,  =  54°37\ 


Разность  фаз  в  90°  возникает  в  результате  двух  последовательных  полных  вну¬ 
тренних  отражений  при  любом  из  приведенных  углов.  Для  получения  такой 

разности  фаз  применяется 
стеклянный  «блок,  известный 
как  ромб  Френеля  (рис.  1.16). 

Разумеется,  ромб  Френе¬ 
ля  можно  использовать  также 
для  получения  эллиптически 
поляризованного  света.  В  этом 
случае  азимут  падающего  (ли¬ 
нейно  поляризованного)  све¬ 
та  должен  отличаться  от  45°. 
Можно  также  получать  по¬ 
средством  ромба  Френеля  ли- 


Рис.  1.16.  Ромб  Френеля. 


нейно  поляризованный  свет  из  света,  поляризованного  эллиптически. 

Измерение  критического  угла  Ѳ*  позволяет  удобно  и  точно  определять 
показатель  преломления  п  =  зіп  Ѳ*.  Приборы,  используемые  для  этой  цели,, 
называются  рефрактометрами . 


§  1.6.  Распространение  воли  в  слоистой  среде. 

Теория  диэлектрических  пленок 

Среда,  свойства  которой  постоянны  на  каждой  плоскости,  перпендику¬ 
лярной  к  фиксированному  направлению,  называется  слоистой  средой.  Если 
считать  это  специальное  направление  осью  г  декартовой  системы  координат,  то 

8  =  е  (г).  |*  =  |*(г).  (1) 

Рассмотрим  распространение  плоской  гармонической  электромагнитной  волны 
через  такую  среду.  Это  естественное  обобщение  простого  случая г  рассмотрен¬ 
ного  выше. 

Теория  слоистых  сред  приобретает  важное  значение  в  оптике  в  связи 
с  многослойными  системами ,  т,  е.  с  системами  тонких  плоскопараллельных 
пленок.  Такие  пленки  можно  изготовлять  методом  напыления  в  высоком 
вакууме,  а  их  толщину  можно  контролировать  с  очень  большой  точностью.  Они 
находят  множество  полезных  приложений.  Например,  ниже  будет  показано, 
что  их  можно  применять  в  качестве  просветляющих  пленок ,  т.  е.  в  качестве  по¬ 
крытий,  которые  уменьшают  отражение  от  данной  поверхности.  Вместе  с  тем 
тонкие  пленки  при  соответств\ющих  условиях  будут  увеличивать  отражение. 
Нанесенные  па  поверхность  стекла  пленки  можно  использовать  для  разделения 
пучка;  такие  устройства  применяются  в  интерферометрии  для  разделения  пада¬ 
ющего  пучка  на  две  части.  При  определенных  условиях  многослойная  система 
может  служить  фильтром,  который  пропускает  (или  отражает)  лишь  выделен¬ 
ные  участки  спектра.  Многослойные  системы  употребляются  также  в  качестве 
поляризаторов. 

Вопрос  о  диэлектрических  и  металлических  пленках  очень  широко  обсуж¬ 
дался  в  научной  литературе.  Было  предложено  много  схем  для  расчета  оптиче¬ 
ских  свойств  многослойных  систем.  Мы  изложим  общую  теорию,  развитую- 
в  превосходных  и  важных  исследованиях  Абеле  [251  *),  и  подробно  рассмотрим 


*)  Более  детальное  изложение  вопроса  о  тонких  пленках  можно  найти  в  специализиро* 
ванных  монографиях,  например  в  [26,  27]  иля  [28]> 
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некоторое  специальные  случаи,  представляющие  особый  интерес.  Естественно, 
ист  необходимости  пользоваться  общей  теорией  при  рассмотрении  проблем,  воз¬ 
никающих  в  случае  небольшого  чікла  пленок.  Поэтому  позднее  (см.  §  7.6)  мы 
изложим  второй,  более  старый  метод,  основанный  на  многократном  отражении. 

Здесь  мы  будем  заниматься  лишь  диэлектрической  слоистой  средой.  Рас¬ 
пространение  этого  анализа  на  проводящие  среды  проведено  в  §  13.4. 

1.6.1.  Основные  дифференциальные  уравнения.  Рассмотрим  плоскую 
гармоническую  электромагнитную  волну,  распространяющуюся  через  слои- 
сіую  среду.  В  частном  случае,  когда  волна  поляризована  линейно  и  ее  элек¬ 
трический  вектор  перпендикулярен  к  плоскости  падения,  мы  будем  говорить 
о  поперечной  электрической  волне  (обозначаемой  ТЕ );  если  она  поляризована 
л  пнейтто  и  ее  магнитный  вектор  перпендикулярен  к  плоскости  падения,  мы  будем 
говорить  о  поперечной  магнитной  волне  (обозначаемой  ТМ)  *).  Любую  произ¬ 
вольно  поляризованную  плоскую  волну  можно  разложить  на  две  волны,  одна 
из  которых  является  волной  ТЕ -типа,  а  другая  —  ТМ-тшіа.  Так  как,  согласно 
§  1.5,  граничные  условия  на  поверхности  раздела  для  перпендикулярной  к  ней 
и  параллельной  компонент  не  зависят  друг  от  друга,  то  эти  две  волны  также 
будут  взаимно  независимы.  Болес  того,  если  поменять  местами  Е  и  Н  и  одно¬ 
временно  е  и  —  |х,  то  уравнения  Максвелла  не  изменятся.  Поэтому  любую  тео¬ 
рему,  относящуюся  к  7714-волнам,  сразу  же  можно  вывести  из  сооівеіствую- 
щего  результата  для  ТЕ- волн  с  помощью  такой  замены.  Таким  образом,  до¬ 
статочно  изучить  подробно  лишь  ТЕ -волны. 

Возьмем  в  качестве  плоскости  падения  плоскость  **)  уг ,  причем  г —  на¬ 
правление  поперек  слоев.  Для  волны  ТЕ- типа  Еу—  Ег~  0,  и  уравнения  Макс¬ 
велла  переходят  в  следующие  шесть  скалярных  уравнений  (зависимость  от 
времени  предполагается  в  виде  ехр  ( — ІЫ)\ 


дНг 

ду 


дЛг+1ЛЕ  -О 

дг  1  .  с 


ьпх 

дг 

0Иу 

дх 


дНг 

дх 

ду 


-О, 
=  0, 


(Іа) 

=  (2а) 

(16) 

дЕх 

дг 

—!&Н,*=0,  (26) 

(Іо) 

дБ* 

ду 

+  *ИІЯ,  =  0.  (2в) 

Эти  уравнения  показывают,  что  Нт  Нг  и  Ех  зависят  только  от  у  и  г.  Исключая 
Ну  и  Нг  из  (Іа),  (26)  и  (2в)  (или  определяя  компоненту  вдоль  оси  х  волнового 
уравнения  (1.2.5)  для  Е),  найдем 


д*Ех 
ду 2 


-г  пПг1Ех  = 


4  (1п  дЕх 
йг  ~дг~  г 


(3) 


где 


/г2  =  ер,  =  а>/с=2яД0, 


(4) 


Будем  искать  решение  (3)  в  виде  произведения  двух  функций,  одна  из  ко¬ 
торых  зависит  лишь  от  */,  а  другая  только  от  г: 


Ех  (У* 


(5) 


Тогда  уравнение  (3)  примет  вид 

1  д}Ѵ  1  <РѴ  2,2  й(Іпн4  1  (Ш 

У  сіу2  ~  V  йг*  дг  V  дг  ' 


(6) 


Левая  его  часть  зависит  лишь  от  у ,  тогда  как  правая  —  лишь  от  г.  Следова¬ 
тельно,  (6)  может  выполняться  лишь  в  том  случае,  если  каждая  его  часть  равна 


*)  Используются  также  термины  «Е -поляризованная»  и  «Я-поляризоваиная»  (см,  п. 
И  4  1).  Нужно  упомянуть,  что  в  теории  волноводов  термины  «поперечная  электрическая  полна» 
и  <поперечная  магнитная  волна»  имеют  др>юс  значение. 

4  '*')  А  не  плоскость  хг,  как  в  предыдущем  разделе. 
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ОСНОВНЫЕ  СВОЙСТВА  ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО  ПОЛЯ 


[ГЛ.  1 


постоянной  (скажем,  — іС2),  т.  е. 

1  (РУ 
У  <іф  - 
&Ц  сі  (1п  |д.)  (Ш 

йг'1  <іг  йг 

Удобно  положить 


Тогда  уравнение  (7)  дает 


а\ 


У  =  сопзі  •  ехр 

и,  следовательно,  Ех  имеет  вид 

ЕХ~ІІ  (г)  ехр  [і  {к0<ху — со^)],  (10) 

где  І/  (г)  —  функция  г  (возможно,  комплексная).  Из  (26)  и  (2з)  мы  видим,  что 
выражения  для  Ну  и  Нг  имеют  такую  же  форму,  т.  е* 

Ну~Ѵ(г)ыр[і{Кау-іЩ,  (П) 

Нг  —  (г)  ехр  [і  (к0<ху — со?)]*  (12) 

Амплитудные  функции  V ,  V  и  \Ѵ  на  основании  (Іа),  (26)  и  (2в)  связаны  сле¬ 
дующими  уравнениями; 

У'  =  1к0(а\У  +  еи),  (13а) 

Ц’^ІЬорѴ,  (136) 

а/7  +  рГ-0;  (13в) 

здесь  штрих  означает  дифференцирование  по  г.  Подставляя  ІГ  из  ( 1 3 в)  в  (13а), 
мы  получим  вместе  с  (136)  систему  из  двух  дифференциальных  уравнений  пер¬ 
вого  порядка  *)  относительно  V  и  V 

Ѵ  =  ікау.Ѵ,  Ѵ'=ік0  (е-20  И.  (14) 

Переходя  к  уравнениям,  содержащим  лишь  по  одной  неизвестной  функции, 
окончательно  получим  следующие  линейные  дифференциальные  уравнения 
второго  порядка  для  Ц  и  V: 

^-Ё1ГЙё-  +  ^(«а-«а)У  =  0.  (15) 

^'П  §  +  кІ(п^)Ѵ  =  0.  (16) 

В  соответствии  с  правилом  замещения,  которое  является  следствием  сим¬ 
метрии  уравнений  Максвелла,  сразу  же  можно  написать,  что  для  волны  ТМ- 
пгипа  (Ну—  Нг~  0)  неисчезающие  компоненты  векторов  поля  имеют  вид 

Нх  =  1)  (г)  ехр  [і  {к„ау — во/)],  (17) 

'Еѵ  — —  V  (г)  ехр  [і  (киау — о>/)],  (18) 


причем 


Ег  =  —  IV7  (г)  ех  р  [»'  ( к^ау —  о»/)]  > 

.  Ѵг  =  1 А„еѴ,  Ѵ'=ік0(а— *)С/, 


*)  Фарма  уравнений  (14)  совпадает  с  формой  уравнений  электрической  линии  передачи, 
дУійг  -  —  7/,  йІ(йг  =  —  ѴТ, 

где  У  —  падение  напряжения  вдоль  линии,  I  —  ток  в  линии,  7.  —  импеданс,  а  У  —  прозоди- 
мостъ.  Поэтому  теорию  слоистых  сред  можно  развить  совершенно  аналогично  теории  электри¬ 
ческих  линий  передачи,  что  и  было  сделано  рядом  авторов  (см.,  например,  [29 — 30]), 
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а  ѴР  и  Ц  связаны  соотношением 


а*У-[~&1^=0.  ^21) 

Функции  V  и  V  удовлетворяют  следующим  линейным  дифференциальным  урав¬ 
нениям  второго  порядка: 


<РѴ 

йг2 


<іг2 

^[іп 


й  (1п  в)  йѴ 
йг 


+  Ь1  (па— а>)*/  =  О, 


Ч-А8(л* — а2)Ѵ-0. 


(22) 

(23) 


В  общем  случае  Ц,  V  и  117  являются  комплексными  функциями  г .  Поверх¬ 
ности  постоянной  амплитуды  определяются  из  уравнения 

I  V  (2)1  =  СОП5І, 


поверхности  постоянной  фазы  —  из  уравнения 

ср  (г)  +  К  аУ  —  сопзі, 

где  ф  (г)  —  фаза  V .  Оба  семейства  поверхностей  в  общем  случае  не  совпадают, 
так  что  Ех  (и  аналогично  Ну  и  Нг)  будет  неоднородной  волной.  Для  небольшого 
смещения  (сіу,  сіг)  вдоль  поверхности  постоянной  фазы  имеем 

Ф'  (г)  йг~\-кцыс1у^0\ 


следовательно,  если  через  Ѳ  обозначить  угол  между  нормалью  к  поверхности 
посіоянной  фазы  и  О-г,  то  получим 


сіг  __  к0а 
ср'  (г)  ‘ 


В  специальном  случае  однородной  плоской  волны  имеем 

Ф  (г)  —  кйп%  соз  Ѳ,  а  =  /гзіпѲ.  (24) 

Следовательно,  соотношение  а  =  сопзі  с  условием  (9)  можно  рассматривать 
как  обобщение  закона  преломления  Снеллиуса  для  слоистых  сред. 

1.6.2.  Характеристическая  матрица  для  слоистой  среды.  Решения  только 
что  выведенных  дифференциальных  уравнений,  подчиняющиеся  соответствую¬ 
щим  граничным  условиям,  и  различные  теоремы,  относящиеся  к  слоистым  сре¬ 
дам,  удобнее  представлять  в  матричной  форме.  Поэтому  перед  тем,  как  рас¬ 
сматривать  следствия  из  наших  уравнений,  мы  кратко  изложим  основные  опре¬ 
деления,  относящиеся  к  матрицам. 

I.  Под  матрицей  мы  понимаем  совокупность  вещественных  или  комплекс¬ 
ных  чисел,  расположенных  в  виде  прямоугольной  или  квадратной  таблички 

Г«11  «12  •••  «1*1 

1  а22  *  *  *  п 


[_®т1  &т2  *  *  * 

Символ  обозначает  элемент  в  і- й  строке  /-го  столбца.  Матрица  обозначается 
символом  А  или  [а^].  Если  матрица  содержит  т  строк  и  п  столбцов,  то  говорят, 
что  это  матрица  т  на  п  (или  т  х  /г-матрица).  В  специальном  случае,  когда 
т  -=  пу  А  называют  квадратной  матрицей  порядка  т .  Если  А  —  квадратная 
матрица,  то  определитель,  который  состоит  из  таких  же  элементов  в  тех  же  по¬ 
ложениях,  что  и  элементы  матрицы  А,  называегся  определителем  матрицы  А, 
Он  обозначается  через  |А|  или  |  аі}  |.  Если  |А|  —  1,  то  говорят,  что  матрица  А 
унимодулярна . 
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основные  свойства  электромагнитного  го л я 


{гл.  1 


По  определению  две  матрицы  равны ,  только  если  оии  имеют  одинаковое 
число  строк  т  и  одинаковое  число  столбцов  п  и  если  равны  их  соответствующие 
элементы.  Если  А  =  [аи]  и  В=з  [Ьи]  —  две  матрицы  с  равным  числом  строк 
и  равным  числом  столбцов,  то  их  сумма  А  ~В  определяется  как  матрица  С, 
элементы  которой  равны  си  ~~  а  и  +  Ьц.  Аналогично  их  разность  А — В  опре¬ 
деляется  как  матрица  Д  с  элементами  сіи  ~  —  Ьи. 

Матрица,  у  которой  все  элементы  равны  нулю,  называется  нулевой  матри¬ 
цей.  Квадратная  матрица  с  элементами  а ц  ~  0  при  і  Ф  /  и  а.ц  ~  1  для  всех 
значений  і  называется  единичной  матрицей  и  обозначается  через  I. 

Произведение  матрицы  А  и  числа  X  (вещественного  или  комплексного) 
определяется  как  матрица  В  с  элементами  =  Ха^. 

Произведение  двух  матриц  АВ  определено  лишь  для  случая  равенства 
числа  столбцов  в  А  числу  строк  в  В.  Если  А  —  это  т  X  р-матрица,  а  В  — 
это  р  х  п-матрица,  то  их  произведение  по  определению  будет  т  х  /г -матрицей 
с  элементами  '  р 

сц—  ЪаікЬкі. 

к—  I 


Таким  образом,  операция  умножения  двух  матриц  аналогична  умножению  оп¬ 
ределителей  равных  порядков,  когда  строка  умножается  на  столбец.  В  общем 
случае  АВ  Ф  ВА.  Например, 


тогда  как 


В  специальном  случае  АВ  =  ВА  матрицы  А  и  В  называют  коммутирующими - 
Приведенных  определений  и  свойств  маіриц  достаточно  для  наших  целей, 
и  поэтому  мы  можем  вновь  возвратиться  к  обсуждению  распространения  элек- 
тромагнигных  воли  через  слоистую  среду. 

II .  Поскольку  функции  I/  (?)  и  V  (г)  в  п.  1.6.1  удовлетворяют  линейным 
дифференциальным  уравнениям  второго  порядка  [типа  (15)  и  (16)1,  каждую 
из  них  Можно  выразить  в  виде  линейной  комбинации  двух  частных  решений, 
скажем  Ѵ2  и  Ѵіу  Ѵг.  Эти  частные  решения  не  могут  быть  произвольными; 
они  должны  быть  связаны  дифференциальными  у  равнениями  первого  порядка 
(14),  а  именно „ 

1/[  -  | 

Ѵ\  =  ік,(гф)  Ѵг.  ) 

Отсюда  следует,  что 

так  что 


с/вѵ;— ѵ;г/я=о. 


(25) 


<іг 


(УіѴ9-и9Ѵг)=о. 


О- 


Это  соотношение  означает,  что  определитель 

Ѵг  Ѵп  | 

и,  ѵ2\  * 

соответствующий  любым  двум  произвольным  решениям  системы  (14),  постоя¬ 
нен,  т.  е.  что  Л  является  инвариантом  нашей  системы  уравнений  *). 


(26) 


*)  Это  следует  также  из  хорошо  известного  свойства  вронскиана  для  линейных  дифферен¬ 
циальных  уравнений  второго  порядка.  Более  того,  нетрудно  также  показать,  что  если  СД  из¬ 
вестно,  то  0 2  можно  получить  с  помощью  интегрирования  из  соотношения 

ѵг=ти^  Г — лг 


(см.  126],  стр.  003), 


§  1.6] 
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Для  наших  целей  наиболее  удобно  выбрать  такое  частное  решение: 


і/і  =  Дг),  і/г  =  Р(г),  V,  •=*(*),  Ѵя- 

чтобы 

ДО)  =  О  (0)  —  0  и  Р(0)  =  §  (0)  = 

Тогда  решение  с 

ѵ(  0)  =  г/.,  Т(о)=кр 

можно  выразить  в  виде 

•  У  =  ЛУ0  +  /Г0,  1/  =  С(У0  +  §К„ 
или  в  матричной  форме 

а^ьга0, 

где 


г=а<у0+|?к(). 


Г6'(2)1  о  Г*7.] 
ІТ(Л-Г  0  Щ-Г 


~Р(г)  /(г) 
1-0  (г)  і?(2) 


Из  соотношения  О  =  сопзі  следует,  что  определитель  квадратной  мат¬ 
рицы  N  постоянен.  Значение  этой  постоянной  сразу  же  можно  получить, 
полагая  г  —  0.  что  дает 

/0-1. 

Обычно  удобнее  выражать  V*  и  1/0  как  функции  Ц  (г)  и  V  (г).  Разрешая  от* 
носительно  О0  и  Ѵ0і  получим 

О0  =  МО,  (32) 

где 

М_Г  в  (2)  -/(2)1  '  Ш) 

1-0(2)  Р(г)У  (  ^ 

Эта  матрица  также  унимодул  яр  на,  т.  е. 

|М|-1.  (34) 

Смысл  матрицы  М  ясен:  она  связывает  х -  и  (/-компоненты  электрического 
(или  магнитного)  векторов  на  плоскости  г  —  0  с  этими  компонентами  на  произ¬ 
вольной  плоскости  а  -  сопзі.  Таким  образом,  мы  видим,  что  для  полного 
определения  поля  достаточно  знать  V  и  V.  Следовательно,  для  того  чтобы  уз¬ 
нать ,  как  распространяется  плоская  монохроматическая  волна  через  слоистую 
среду ,  последнюю  необходимо  охарактеризовать  лишь  соответствующей  унимо¬ 
дулярной  2  X  2-матрицей  М.  По  этой  причине  мы  будем  называть  М  характе¬ 
ристической  матрицей  слоистой  среды.  Постоянство  определителя  |М  |  можно 
показать  с  помощью  закона  сохранения  энергии  *). 

Ниже  рассматривается  форма  характеристической  матрицы  для  случаев, 
представляющих  особый  интерес. 

а.  Однородная  диэлектрическая  пленка .  В  этом  случае  величины  е,  р  и 
п  —  Кер  постоянны.  Если  0  —  угол  между  нормалью  к  волне  и  осью  2,  то, 
согласно  (24),  имеем 

а  =  п  5іп  Ѳ.ч 

Для  волны  ТЕ- типа  получим  в  соответствии  с  (15)  и  (16) 


(Агя2  соз2  Ѳ)  и  =  О,  ~+  (М;Г-  соз2  Ѳ)К  =  0.  (35) 

Легко  видеть,  что  решения  этих  уравнений,  удовлетворяющие  соотношениям 
(14),  имеют  вид  > 

Ц  (г)  —  А  соз  (к0пг  соз  0)  +  В  зіп  (к0пг  соз  0),  | 

і  /Т  ^  (36) 

V  (г)  =  —  у  —  соз  0  {В  соз  ( к0пг  соз  Ѳ)  —  А  зіп  (кйпг  соз  0)}.  ] 


~+  (к%п2  соз2  Ѳ)  И  =  0. 


•)  Чтобы  показать  это,  выразим  отражательную  и  пропускательную  способности  (51) 
через  матричные  элементы.  Если,  далее,  учесть,  что  для  непоглощающей  среды  характеристи¬ 
ческая  матрица  имеет  вид  (45),  то,  как  мы  видим,  закон  сохранения  6І  йоГ-І  будет  удовлет¬ 
воряться  при  условии 
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Следовательно,  частное  решение  (27),  удовлетворяющее  граничным  условиям 
(28),  запишется  следующим  образом: 

Ѵі  =  /(*)  =  ѴуЛ  зіп  (к„пг  сог  Ѳ),  1 

=  8  (г)  =  сов  (к„пг  соз  Ѳ),  і  (37) 

и2~Р  (г)  =  соз  (к0пг  соз  Ѳ) ,  і 

Ѵ2  =  О  (г)  —  і  V Е/р  соз  Ѳ  зіп  (кипг  соз  Ѳ) .  ) 


Если  мы  положим 


р^і/в/іГсозѲ, 


(38) 


то  получим  характеристическую  матрицу  в  виде 

соз  (к0пг  соз  Ѳ)  — —  зіп  (к0пг  соз  Ѳ) 

—  ір  зіп  (к0пг  соз  Ѳ)  соз  (к/іг  соз  Ѳ) 

Те  же  уравнения  будут  справедливы  для  волны  ТМ- типа,  если  р  заменить  на 

д=  ]//  '“  СОЗ  Ѳ.  (40) 

б.  Слоистая  среда ,  состоящая  из  тонких  однородных  пленок .  Рассмотрим 
две  смежные  слоистые  среды,  первая  из  которых  занимает  пространство  от 
г  =  0  до  г  =  гь  а  вторая  —  от  г  —  гх  до  г  =  г2.  Если  Мх(г)  и  М,(г)  —  характе¬ 
ристические  матрицы  двух  сред,  то 

О  „ — М !  (г)  О  (г0 ,  О  (г±)  =М2  (г2 —  г±)  О  (га) , 
так  что  О0— М  (г2)0  (г2),  где  М  (г2)  =М1(г1)М2(гг—  гх) , 

Этот  результат  немедленно  можно  обобщить  на  случай  непрерывного  ряда 
слоистых  сред,  расположенных  в  областях  0<г<гь  гі<г<г2,  . . гм_ і^г^гіѴ. 
Если  Мі,  М2,  « . МіѴ —  характеристические  матрицы  сред,  то 


где 


а0=М(2^)О(гЛ,),  \ 

М  (2іѵ)  “  (^4)  М2  (22  2Х)  •  .  -  .  (2дг  | 


(41) 


С  помощью  последнего  соотношения  легко  вывести  соответствующее 
выражение  для  характеристической  матрицы  любой  слоистой  среды  *):  мы 
разбиваем  эту  среду  на  очень  большое  число  тонких  пленок  толщиной 
&г2,  б?3,  &2п.  Если  их  максимальная  толщина  достаточно  мала,  можно  счи¬ 

тать,  что  е,  ц  и  п  постоянны  в  каждой  пленке.  Из  (39)  видно,  что  в  этом  случае 
характеристическая  матрица  /*-й  пленки  приближенно  равна 


М/- 


1 


I — ір^к^пІ  бгуСОзѲ^  1 


—  ~к0п/дг/  созѲу 


Следовательно,  характеристическая  матрица  всей  среды,  рассматриваемой 
как  совокупность  тонких  пленок,  приблизительно  равна 

где 

А  -  Е  р,п,Ьгі со3  ѳ/ = Е  (Е/  -  §)  Ьгр 

/-1  /= і 

В  =  І7/^С03Ѳ/  =  І1^ 

_ _ _  /- 1  '  /=і 

Более  подробное  рассмотрение  слоистых  сред  с  непрерывно  меняющимся  показателем 
преломления  проведено  в  работе  [31]. 


§  1.6] 


РАСПРОСТРАНЕНИЕ  ВОЛН  В  СЛОИСТОЙ  СРЕДЕ 


73' 


Здесь  также  оставлены  лишь  члены  до  первого  порядка  по  включительно* 
Переходя  к  пределу  при  N  -*■  сю  таким  образом,  чтобы  максимум  1 6^- )  стре¬ 
мился  к  нулю,  получим 


М  = 


(43) 


где 


Л  —  ^  (е — ёг,  йг. 


(44) 


а  интегрирование  проводится  по  всему  интервалу  изменения  г*  Выраже¬ 
ние  (43)  дает  первое  приближение  для  характеристической  матрицы  произ¬ 
вольной  слоистой  среды.  Оставляя  в  разложении  величин  соз  (к0пЬг  соз  Ѳ)  и 
3111  (кцпбг  соз  Ѳ)  и  в  произведении  (42)  члены  более  высоких  порядков,  можно 
получить  следующие  приближения  *).  . 

Поскольку  для  непоглощающей  среды  е  и  р  вещественны,  то  видно  также, 
что  характеристическая  матрица  непоглощающей  слоистой  среды  имеет  вид 


где  а,  Ь,  с  и  д,  вещественны. 

1.6.3.  Коэффициенты  отражения  и  пропускания.  Рассмотрим  Плоскую 
волну,  падающую  на  слоистую  среду,  которая  занимает  область  от  г  —  0  до 
г  —  и  с  обеих  сторон  граничит  с  однородными  полубесконечными  средами* 
Выведем  выражения  для  амплитуд  и  интенсивностей  оі раженной  и  прошедшей 
волн  **). 

Пусть  Л,  Я  и  Т обозначают,  как  и  раньше,  амплитуды  (возможно,  комплекс¬ 
ные)  электрических  векторов  падающей,  отраженной  и  преломленной  волн. 
Далее  пусть  еь  рь  и  ег,  щ —  диэлектрические  и  магнитные  проницаемости  пер¬ 
вой  и  последней  сред,  а  Ѳх  и  —  углы  между  нормалями  к  падающей  и  про¬ 
шедшей  волнам  и  направлением  оси  г  (направлением  стратификации). 

Граничные  условия,  приведенные  в  §  1.1,  требуют,  чтобы  тангенциальные 
компоненты  векторов  Е  и  Н  были  непрерывны  на  каждой  из  двух  поверхностей 
раздела  слоистой  среды.  Вместе  с  соотношением  (1.4.4) 

Н  —  У  е/р  8  X  Е 


это  приводит  к  следующим  соотношениям  для  волны  ТЕ-ттес 


где 


Ц0^А  +  Я,  */(*!)  =  Г,  V 
Ѵ0  =  рАА-Я),  Ѵ(г1)  =  р1Т,  / 


Рі  =  КЧ/І*! соз  01,  Рі=*у  ѴИ/С03  ѳг- 


(46) 


(47) 


Четыре  величины  (У0,  Ѵ0у  V  и  Г,  определяемые  равенствами  (46),  связаны 
основным  соотношением  (32);  следовательно, 

А  + Я  =  (т'гі -Г т'і2р[)  Т ,  рг  (Л— Я)  =  (т*  '+'т\&г)  Т,  (48) 


где  ти —  элементы  характеристической  матрицы  среды  при  г  =  г*. 

Из  (48)  мы  найдем  коэффициенты  отражения  и  пропускания  пленки 


.Я  _(*яіі  +  тізРг)Рі  —  (тді  +  тга^) 

А  (лііі  +  тіъРі)  Р і  +  Оп2і  +  т^Рі)  ’ 

Т_^  *Рі _ 

А  (%!  -Г  Щ* Рі)  Рі  +  (™21  -Ь  ™22 Рі)  * 


(49) 

(50) 


*)  Это  подробно  рассматривается  в  работе  [25],  стр.  611. 

**1  Мы  рассматриваем  амплиіуды  электрических  векторов,  когда  изучаем  волны  ТЕ- типа» 
а  амплитуды  магнитных  векторов,  когда  изучаем  волны  ГЛІ-типа. 
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Отражательная  и  пропускательная  способности ,  выраженные  через  г  и  і, 
имеют  вид 

Я--=\г\\  <Ѵ  =  %\  і\К  (51) 

Фазу  бг  величины  г  можно  назвать  изменением  фазы  при  отражении ,  а  фазу 
величины  I  —  изменением  фазы  при  пропускании.  Изменение  фазы  отнесено 
к  первой  поверхности  раздела,  тогда  как  —  к  плоской  границе  между  слоистой 
средой  и  последней  иолубесконечной  средой. 

Соответствующие  формулы  для  волны  ГМ-типа  сразу  же  получаются 
из  (49)  —  (51)  путем  замены  величины  рх  и  рь  на  величины 

Яі  —  V Рі/ех  соз  Ѳі,  ць  =  V РчЦгі  соз  (52) 


В  этом  случае  ги  /  являются  отношениями  амплитуд  магнитных,  а  не  электри¬ 
ческих  векторов . 

1.6.4.  Однородная  диэлектрическая  пленка*).  В  оптике  особый  интерес 

представляют  свойства  однородной  диэлектрической  пленки,  расположенной 
между  двумя  однородными  средами.  Поэтому  этот  случай  мы  рассмотрим 
более  подробно.  Все  среды  будем  считать  немагнитными  (р,~1). 

Характеристическая  матрица  однородной  диэлектрической  пленки  имеет 
вид  (39).  Обозначая  через  Іг  толщину  пленки  и  приписывая  индексы  1,  2  и  3  ве¬ 
личинам,  которые  относятся  к  трем  сре¬ 
дам  (рис. 


где 


1.17),  получим 
>  =  соз  р ,  т\%  —  - 

т‘п  =  —  <>,5Іпр, 


В  =  2^-  п2Н  соз  Ѳ2 
л0 


ЗІ11  р, 


(53) 


Рис.  1.17.  Распространение  электромаг¬ 
нитной  волны  через  однородную  пленку. 


Ру  —  Пу  СОЗ  Ѳу, 


/=  1,  2,  3.  (54) 


Коэффициенты  отражения  и  пропускания  г  и  і  можно  получить,  подставляя  эти 
выражения  в  (49)  и  (50)  и  считая  I  =  3.  Окончательные  формулы  для  них  удобно 
записать,  используя  соответствующие  коэффициенты  гі2і  /і3  и  гіи  і2 3,  связанные 
с  отражением  и  пропусканием  на  первой  и  второй  поверхностях  раздела  соот¬ 
ветственно.  Согласно  формулам  Френеля  (1.5.20)  и  (1.5.21)  получим  для  волны 
77: -типа 


^12 

*і. 


пх  С05  Ѳі  —  п2  С05  Ѳ2  _ Рі — р2 

ПХ  С05  0!  4-  П2  С05  Ѳ2  ~~  Р\  +  Рі  ' 

2пх  со 5  Ѳг  _  2 рх 

пг  С08  0Х -{- «2  соз  Ѳ2  “  Р\-\-Рг  ’ 


(55) 

(56) 


и  аналогичные  выражения  для  г23  и  Если  в  формулы  для  г  и  і  подставить 
эти  величины,  то  они  примут  вид  **) 


г  __ 

1  +  г1аггзе2/? 


(57) 

(58) 


*)  Другой  вывод  основных  формул,  относящихся  к  свойствам  одиночной  диэлектриче¬ 
ской  пленки,  встретится  в  п.  7.6.1.  Эти  формулы,  разумеется,  можно  вывести  непосредственно, 
использовав  ірапичные  условия,  приведенные  в  п.  1.1  3,  на  каждой  границе  пленки  (см.  [32| 
или  [26]). 

*+>  Впервые  эти  формулы  были  получены  другим  способом  в  работе  Эйри  [33];  см. 
также  [34]. 
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Поэтому  отражательная  и  пропускательная  способности  запишутся  следующим 
образом: 

=г  I  г  |2=  /'гт  +  2^і^аэ  СОЗ  2Р 

1  Н-  ''іа'І)  +  %гігггъ  со&  20 
Я 

,  Дз  С05  Оз _ 'і2  & _  ^0^ 


|  ^  іа  _ _ _ _ 

р,  Пѵ  С05  Ѳд  1  _р  Г?2/гІз+  2г18ГМ  СОЗ  2(5  * 


Прямой  расчет,  как  и  следовало  ожидать,  дает 

&  +  &  =  1. 

Из  (57)  и  (58)  легко  также  рассчитать  изменения  фазы.  Они  определяются 
,  выражениями 


*ёА=Щ(аг§ф 

{§б{  =  4§(аг§  0  = 


Гй9  (1  — г|2)  5ІП  2(5 


г і2  (1  ~Ь^2з) -}-  г 23  (1  -(-/Га)  соз  2(5 


1  — 


(61) 

(62) 


1+^2* 

Рассмотрим  кратко  некоторые  выводы  из  этих  формул.  Во-первых,  заме¬ 
тим,  что  выражения  (59)  и  (60)  остаются  неизменными  при  замене  р  па  |і  л;, 
т.  е.  при  замене  к  на  к  +  А  А,  где 

Д/г  = Х°  ,,  .  (63) 

2я3  соз  Ѳа  ѵ  ' 

Следовательно,  диэлектрические  пленки ,  которые  различаются  по  толщине 

на  величину ,  кратную  Х0і2п,  соз  0>,  обладают  одинаковыми  отражательными 

и  пропускательными  способностями. 

Определим  теперь  оптическую  толщину,  для  которой  коэффициент  отра¬ 
жения  достигает  максимума  или  минимума.  Если  положить 

Н  ~плку  (04) 

то  из  (59)  мы  найдем 


43 

<ш 


т.  е.  когда 


=  0,  когда  зіп2р  =  0, 

Н=-г^ч-  (т  —  О,  1,  2,  ...)• 


'  4 соз  0^ 

Необходимо  различать  два  случая: 

1.  т  нечетно ,  т.  е.  Н  принимает  значения 

гг  ____  Я0  За^  5Я. 

4  €05  (К  ’  4  соз  бо 

тогда  соз  2р  =  —  1  и  (59)  переходит  в 


4  €05  03  ‘  '  * 


31 


-(т 


Г 12 Г 23  А2 


I 


В  частности,  для  нормального  падения  мы  получим  из  (55) 

«I —  «а 


Г13  — 


и  (65)  примет  вид 


Я,  |  п 


Г  -  пъ  —  п* 

20  ля  +  «а’ 


и 


31 


ПіП3~П2  • 


2\  2 


\ПдЛ3  п  2/ 

2.  т  четно ,  т.  е.  оптическая  толщина  принимает  значения 
^ _  Ы)  2Яц  ЗЯ() 


(65) 

(06) 

(67) 


2  соз  *  2  соз  Ѳ2  ’ 

тогда  соз  2(5  ==  1  и  (59)  переходит  в 

ІА  Сііі±ім 


2  соз  03 


V 1  -]-  Гѵг'ті  / 


(68) 
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В  частности,  для  нормального  падения  получим 


и,  как  мы  видим,  31  не  зависит  от  п2.  Единственное  отличие  в  случае  наклонного 
падения  состоит  в  том,  что  во  всех  формулах  п3  заменяется  на  я7  со$Ѳ;(/—  1, 
2,  3),  Следовательно,  пластинка  с  оптической  толщиной  тл0! 2созѲ2,  где  т  — 
=  1,  2,  3,...,  не  влияет  на  интенсивность  отраженного  (или  прошедшего) 
света. 

Нам  нужно  определить  характер  этих  экстремальных  значений.  После 
простого  расчета  мы  найдем,  что  при  Н=-тк0і 4созѲ2  (т^  1,  2,  ♦  ..) 

-С_.Д..  —а  о  1 

сШ‘  ~~  I  (70) 

„  в  соответствии  с  |  ѵ  7 

( - 1)ОТ  Т  12г 23  (1  +  Г®2Г23  г|3)  ^  0.  ) 

Верхний  знак  соответствует  минимуму,  нижний  —  максимуму.  В  частности, 
при  нормальном  падении  г12  и  г2 3  определяются  выражениями  (66),  и  мы  имеем 

максимум >  если  ( — 1)^  (/гх — л2)  (/т2 — па)  >  0,  ^ 
минимум ,  если  (— '1)т(н, — я2)  (п3— * я3)  <  0.  ] 


Обычно  первой  средой  является  воздух  (ях  ~  1),  и  мы  видим,  что  для  пленки 
с  оптической  толщиной  Ѵ'4,  ЗЯ0/4,  Бдп/4,  отражательная  способность 


Рис.  1.18.  Отражательная  способность  ди¬ 
электрической  пленки  с  показатеіем  прелом¬ 
ления  п2  как  функция  ее  оптической  толщи¬ 
ны  [36]. 

Ѳ1-0,  1,  л4=Ь5. 


достигает  максимума  или  минимума 
в  зависимости  оттого ,  превышает  ли 
показатель  преломления  пленки  пока¬ 
зателъ  преломления  последней  среды 
ила  он  меньше  его.  Для  пленки ,  с  опти¬ 
ческой  толщиной  А,0/2,  2^0/2,  ЗХ»/2,*.. 
справедливо  обратное . 

Эти  результаты,  которые  иллю¬ 
стрируются  рис.  1.18,  оказались  в  хо¬ 
рошем  согласии  с  экспериментом  (см., 
например,  [35]). 

Из  предыдущего  анализа  ясно, 
что  пластинку  с  достаточно  низким 
показателем  преломления,  оптическая 
толщина  которой  составляет  четверть 
длины  волны,  можно  использовать  в 
качестве  просветляющей  пленки ,  т.  е. 
пленки,  уменьшающей  отражательную 
способность  поверхности.  Чаще  всего 
для  этой  цели  применяются  два  ве¬ 
щества:  криолит  (я- 1,35)  и  фтори- 
с  гыи  м агн и й  (М§Р2 ,  я  ^  1 , 38) . 

Согласно  (67)  отражательная  спо¬ 


собность  при  нормальном  падении  был§  бы  точно  равна  нулю,  если  бы 


При  Яі  —  1,  Яз  —  1,5  это  требует,  чтобы  я*  примерно  равнялось  1,22,  условие, 
которому  практически  нельзя  удовлетворить.  Однако  более  полный  анализ  вы¬ 
ражения  (59)  показывает,  что  при  наклонном  падении  можно  получить  равную 
нулю  отражательную  способность  для  волны  75Ѵ1-типа  (электрический  вектор 
параллелен  плоскости  падения),  но  не  для  волны  ТЕ- типа  (электрический  век¬ 
тор  перпендикулярен  плоскости  падения),  т.  е,  при  благоприятных  условиях 
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можно  получить  одновременно  5&(,  =  0  и  ЗІ^ФО.  Следовательно,  тонкая  пленка 
из  подходящего  диэлектрика  способна  служить  поляризатором ,  работающим  на 
отражение.  Такой  поляризатор  можно  считать  более  общим  вариантом  простого 
устройства,  обсуждавшегося  ранее  в  связи  с  углом  Брюстера.  Чтобы  получить 
большое  значение  для  31 1  (при  31 
должен  быть  по  возможности  боль¬ 
шим  [37].  Например,  при  пг —  1, 

«2  =  2,5,  «3=1,53  мы  получим 

31  и  =  0,  ^х=0,79,  когда  0:= 

=  74°30\ 

Если  стеклянную  поверхность 
покрыть  материалом  с  достаточно 
высоким  показателем  преломления, 
то  отражательная  способность  по¬ 
верхности,  согласно  предыдущему 
анализу,  сильно  увеличится  (см* 
рис.  1.18  и  1.19).  Такая  поверх¬ 
ность  будет  действовать  как  хоро¬ 
ший  делитель  пучка.  Для  этой  цели 
очень  подходят  покрытия  из  дву- 
окиси  титана  (ТЮ2,  /г~2,45)  или 
сернистого  цинка  (2п5,  «~2,3), 
которые  дают  максимальную  отра¬ 
жательную  способность,  примерно 
равную  0,3.  Существуют  и  другие 
вещества,  обладающие  высокими 
показателями  преломления,  но  они  поглощают  часть  падающего  света.  Напри¬ 
мер,  пользуясь  покрытием  из  стибнита  (5Ь28з,  /г~2,8),  можно  достичь  значений 
31= ІГ  —  0,46,  но  при  этом  8%  падающего  света  поглощается  пленкой. 

Интересно  также  исследовать  случай  полного  внутреннего  отражения  на 
первой  поверхности  раздела.  При  этом  получим 

і  «1зіпѲ1>пг,  «15ІпѲ1<«3 

и  (см.  уравнение  (1.5.54)) 

п2  СОЗ  Ѳ2  =  —І  Ѵп\  5ІП2  0! — п%.  (73) 


и  =  0)  показатель  преломления  пленки  па 


Рис.  1.19.  Отражательная  способность  четверть¬ 
волновой  пленки  (яаА=А,0/ 4)  при  нормальном 
падении  как  функция  показателя  преломления 
пленки  п2  [35]. 


Коэффициенты  отражения  для  обеих  поверхностей  раздела  теперь  будут  равны 
(см.  (1.5.21)) 


Если  положить 


/*12  - 


Пі  С05  Ѳх  —  І  V  п\  5ІГ12  0! — п\ 

Пі  СО 5  Ѳх  +  І  У  п\  ЗІП2  0Х  —  п\ 

—  і  V  П\  ЗІП3  О,  — п\ —  ГЦ  С05  Ѳ3 

—  іУ  п\  ЗІП2  Ѳх  —  п\  +/г3  со$  Ѳ3 


) 


(74) 


где,  согласно  (73), 


кцщк  С05  Ѳ2  =  іЬ , 

Ь  =  —  ^  кѴ п\  зіп2  Ѳ3 — л|. 

Ад 


(75) 

(76) 


то  для  коэффициента  отражения  мы  получим  вместо  (57)  выражение 

г_ 

1+Аі2г23е-26' 

Так  как  Іг12  |  =  |г2з  |  =  1,  то  г1г  и  ггз  имеют  вид 

лгІ2=^ехр(і'ф12),  гм=ехр(іф23). 


(77) 


(78) 
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{гл.  І 


где  величины  <р  вещественны.  Следовательно,  отражательная  способность  равна 


^  _  I  г  |2  е2*  +  е~2Ь+2с05  (фда  —  ф23)  ^ 

сов  (фів  +  фад)  * 


(79) 


В  отличие  от  предыдущего  случая,  91  уже  не  является  периодической  функцией 
толщины  пленки.  Выражение  (76)  показывает,  что  если  пренебречь  зависимо* 
стью  показателя  преломления  от  длины  волны,  то  величина  Ь  обратно  пропор¬ 
циональна  длине  волны.  Так  как  для  достаточно  больших  значений  Ь  величина 
91  практически  равна  единице,  то  более  короткие  длины  воли  не  будут  пропу¬ 
скаться,  В  этом  случае  пленка  действует  как  фильтр  нижних  частот, 'т.  е.  как 
фильтр,  пропускающий  лишь  длинные  волны. 

Мы  видели,  что  с  помощью  диэлектрических  пленок  из  подходящего  мате¬ 
риала  можно  получить  много  полезных  эффектов.  Из  дальнейшего  станет 
ясно,  что,  применяя  систему  из  нескольких  таких  пленок,  можно  еще  больше 
усилить  нужные  свойства.  Х  арактеристическую  матрицу  подобной  многослойной 
системы  можно  получить  с  помощью  теоремы,  выраженной  в  виде  (41)  *)* 
Мы  рассмотрим  подробно  лишь  случай  периодической  многослойной  системы. 

1.6.5.  Периодические  слоистые  среды.  Слоистая  периодическая  среда  с 
периодом  к  характеризуется  диэлектрической  проницаемостью  в  и  магнитной 
проницаемостью  и,  зависящими  только  от  г\  они  имеют  вид 

г (г  +  /А)  =  е  (г),  р  (г  +  /А)  =  р  (г), 


где  /  — *  любое  целое  число  из  некоторого,  фиксированного  интервала  1  N. 

Пусть  М  (к)  —  характеристическая  матрица,  соответствующая  одному  пе¬ 
риоду.  Запишем  **) 


М(й)  = 


Г ти  т1: 
т. 


(ВО) 


В  этом  случае,  в  соответствии  с  (41)  и  с- учетом  периодичности  среды,  получим 
м  (М)  =  М  (к)  М  (/г)  . . .  М  (к)  =  [М  (А)] м.  (81) 

N  раз 


Для  определения  элементов  матрицы  М  (А !к)  воспользуемся  результатом,  по¬ 
лученным  в  теории  матриц,  согласно  которому  N-я  степень  унимодулярной, 
матрицы  М  (к)  равна***) 


где 


тп%н_г 

^21^-1 


(а)— Чх-Ла) 
(а) 


тѵ/и^г{а)  "I 


(В2> 

(83) 


а  Чіу —  полиномы  Чебышева  второго  рода: 


ДѵЬ)  = 


5ІП  [(Лг  4-  1)  ЙГСС08 


(84) 


*)  Формулы,  относящиеся  к  многослойным  системам,  были  получены  многими  авто¬ 
рами,  см.,  например,  [38,  39]. 

**)  Здесь  мы  опускаем  штрих  у  элементов  матрицы. 

***)  В  правильности  этою  результата  можно  щться  методом  индукции,  используя 
рекуррентное  соотношение 

(*), 

которое  следует  как  тождество  из  определения  полиномов  Чебышева.  Прямое  доказательство, 
основанное  на  теории  матриц,  приведено  в  работе  [251. 
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Эти  полиномы 
шіровки: 


*)  удовлетворяют  следующим  условиям  ортогональности 


+  1 

5  <ит(х)‘ип(х)ѴТ=7*ах= 

-І 


О  При  Пф  ГПу 
У  при  п^т. 


и  нор- 


Для  удобства  выпишем  ^  явном  виде  первые  шесть  полиномов; 

Ко  (х)  -1.  (х)  =  8а3 — Ах, 

Щ  ( х )  =  2х,  (л:)  —  Юл'4  — 12*2  + 1, 

41 2  (х)  —  4х2 —  1,  ( х )  =  32л5  —  32л3  +  6т. 


Многослойная  система  обычно  состоит  из  чередующихся  однородных 
слоен  с  низким  и  высоким  показателями  преломления  п2  и  п3  и  толщинами 


Рис,  1.20.  Периодическая  многослойная  система. 


Іц  и  А3,  расположенных  между  двумя  однородными  средами  с  показателями 
преломления  і%\  и  п[  (рис.  1.20).  Мы  снова  считаем  среду  немагнитной  (р.^  1)и 
полагаем 

Рг  =  ^аА2  соз  Ѳ2,  Рз  ^  ^дА3  соз  Ѳ3, 

р2  =  п2  соз  Ѳ2,  Р3  =  пѣ  соз  Ѳ3, 

А-Аа  +  А3. 


Согласно  (39)  и  (41)  в  этом  случае  характеристическая  матрица  М2(А)  одного 
периода  имеет  вид 


М2(А): 


СО$Рз 

— Д>2ЗІП  Р2 


- - -  ЗІП  р2 

Р2  1  2 

СОЗ  р2 


соз  рз 

ЗІП  рз 


- зіп63 

Рз  Рз 
СОЗрд 


СОЗ  Р2  соз  р„  — “  5ІП  р2  ЗІП  Рз 
Р  2 


—  Ір2  5ІП  р2  соз  Рз  — %  СОЗ  р2  ЗІП  Рз  соз  р2  соз  р3  —  ~~  ЗІП  р2  ЗІП  р. 


~  С05  Р2  5ІП  Р.,  —  ^5ІП  Р2  С05Ра 

Еѣ  с 


(86) 


Следовательно,  в  соответствии  с  (81)  характеристическая  матрица  М2іѴ  (МА) 
многослойной  системы  (с  полным  числом  пленок  2Ы)  определяется  следующими 
формулами,  полученными  Абеле: 


М2іѵ(МА)  = 


(87) 


*)  Таблицы  полиномов  Чебышева  были  опубликованы  Национальным  Бюро  Стандартов 
140];  там  же  приведена  сводка  их  наиболее  важных  свойств  (см.  также  [41]), 


80 


ОСНОВНЫЕ  СВОЙСТВА  ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО  ПОЛЯ 


[ГЛ.  1 


<Мп  =  (сОЗ  р8  С05  Рз  —  ^  8ІП  Ра  8ІП  Р3)  ^N-1  (а)  —  <Кдг_,  (а),  ' 

=  —  «•(іс05ра5ІпР3  +  І5Іп|ЗаС05Рз)‘Мл,.1(в).  1 

«^21  =  *  (Рі  5ІП  Р2  СОЗ  р3  +  ра  СОЗ  Р2  51Г1  Рз)  “Идг-І  (а),  I  '"'У> 

=  (соз  р2  СОЗ  рз— ^  зіп  Р2  зіп рз)  %ы_г  {а)—%м_г  (а) 

II 

а  =  соз  р2  соз  рз  — 4  (^+^)  5ІП  Ра зіп  Рз-  (89) 

Коэффициенты  отражения  и  пропускания  многослойной  системы  сразу  же 
получаются  при  подстановке  этих  выражений  в  (49)  и  (50). 

Особый  интерес  представляет  случай,  когда  два  основных  слоя  имеют  одну 
и  ту  же  оптическую  толщину  (обычно  Я0/4),  т,  е,  когда 

=  (90) 

и  падение  нормально  (Ѳх=  0).  Тогда 

Ра  =  Р»=-г«Л^«А;  <9]) 

/ѵ0  ‘'■'О 

если  эту  общую  для  обоих  слоев  величину  обозначить  через  р,  то  аргумент 
полиномов  Чебышева  примет  вид 


а=со52  Р- 


Видно,  что  величина  а  не  может  превышать  единицу,  но  для  некоторых  значений 
р  она  может  стать  меньше  —  1,  В  этом  случае  агссоза — мнимая  величина,  а  так 
как  для  любого  % 

•  .  .1  .6^ — в  ~  & 

5  - 2 - ’ 

то,  следовательно,  ЧІ#  будет  вести  себя  как  экспонента.  Отсюда  следует,  что 
отражательная  способность  такой  многослойной  системы  быстро  увеличивается 
с  ростом  числа  периодов. 

Для  четвертьволновых  пленок  (п2Н2  =  п3Н3~  Х0/4)  при  нормальном  падении 
(вновь  считая  среды  немагнитными)  имеем 

Р  =  я/2,  рг  =  пг,  рг  —  п3,  (93) 

и  (86)  переходит  в 

о  1 

М2(й)=  "а  „  .  (94) 

0  —2а 

I  пзЛ 

Характеристическая  матрица  (87)  многослойной  системы,  основным  периодом 
которой  служит  такой  двойной  слой,  имеет  вид 

|7-2Гр  о  1 

М.ДЛГА)-  Ѵ  Пі]  г  „ч«  .  (95) 


(-ГГ 


что  можно  подтвердить,  умножая  матрицу  (94)  саму  на  себя  N  раз.  Согласно 
(49)  и  (50)  отражательная  способность  рассматриваемой  системы  равна 


г\~^~ 

«1 

и; 

1 +Л. 

,  1  «1 

{  «2  ^  2/Ѵ" 
Ѵ"з )  * 
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Отсюда  следует,  что  для  фиксированного  числа  двойных  слоев  *)  N  отража¬ 
тельная  способность  31  т  увеличивается  при  увеличении  п+;п3,  а  для  фиксиро¬ 
ванного  значения  этого  отношения  ^2іѴ  увеличивается  с  ростом  N. 

Иногда,  например,  при  покрытии  пластин  интерферометра  Фабри  - —  Перо 
(см,  §  7.6)  слои  располагают  так,  что  их  показатели  преломления  образуют  сле¬ 
дующую  последовательность:  пя>  пъ  п5)  ***,  пг>  п3 ,  /г2.  Характеристическая 

матрица  такой  многослойной  системы 
равна 


М0 


М2ѴМ, 


(97) 


где  М2/Ѵ  определяется  выражением 
(87),  а  М  —  характеристическая  мат¬ 
рица  последней  пленки  этого  ряда. 
Для  четвертьволновых  пленок  при 
нормальном  падении  М2іѴ  переходит 
в  (95),  я/2,  и  (97)  примет  вид 

М9 


Таблица  1,3 

Отражательная  способность  бЗзЛ'-м  мно¬ 
гослойных  систем,  состоящих  из  периодиче¬ 
ской  совокупности  четвертьволновых  пленок 
сернистого  цинка  и  криолита,  при  нормаль¬ 
ном  падении  (л,  =  1,  я2  =  2,3,  п,г=1,35, 
пг~  1 ,52,  пЖ,  =  113Н  5  =  ^0/4,  Л„  гг  5460  А. 
Ѳ1  =  0). 


гад+і : 


0 


(-1)' 


«.V 

п2\  Пъ) 


Подстановка  в  (49)  и  (50) 
жательную  способность 


даст 


1  «г 

\Ъ) 

Г) 

1 1-|-—  —  1 
V  .«I  1 

Г/гЛ 

\,Пп) 

2  N  1 

(98) 
отра- 

(99) 


N 

0 

0,306 

1 

0,676 

2 

0,872  (0,865) 

3 

0,954  (0,945) 

4 

0,984  (0,97) 

В  скобках 

приведены  эксперимента  ль- 

ные  результаты,  полученные  в  работе  [43}. 

Как  мы  видим,  отражательная  способность  быстро  увеличивается  с  увели¬ 
чением  отношения  «2/п3  и  N  (см.  табл.  1.3), 
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ГЛАВА  2 


ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ  ПОТЕНЦИАЛЫ 
И  ПОЛЯРИЗАЦИЯ 


В  предыдущей  главе  влияние  вещества  на  электромагнитное  поле  выража¬ 
лось  через  ряд  макроскопических  постоянных.  Однако  область  их  применения 
ограничена  и  фактически,  пользуясь  ими,  нельзя  адекватно  описать  такие  про- 
цессы.  как  излучение,  поглощение  и  дисперсия  света.  Полное  описание  этих 
явлений  потребовало  бы  подробного  изучения  атомистики  и  поэтому  выходит 
за  рамки  настоящей  книги. 

Можно,  однако,  адекватно  описать  взаимодействие  поля  и  вещества  при 
помощи  простой  модели,  вполне  применимой  для  большинства  разделов  оптики. 
Для  этой  цели  каждый  из  векторов  О  и  В  выражают  в  виде  суммы  двух  членов 
Один  из  них  считают  равным  соответствующему  вектору  поля  в  вакууме  и  по¬ 
лагают,  что  другой  описывает  влияние  среды.  Таким  образом,  мы  приходим 
к  необходимости  ввести  два  новых  вектора  для  описания  влияния  вещества: 
электрическую  поляризацию  Р  и  магнитную  поляризацию ,  или  намагничение 
М.  Вместо  материальных  уравнений  (1.1.10)  и  (1.1.11),  связывающих  О  и  В 
с  Е  и  Н,  теперь  появятся  уравнения,  связывающие  Р  и  М  с  Е  и  Н.  Эти  новые 
уравнения  имеют  более  прямой  физический  смысл  и  приводят  к  следующей  кон¬ 
цепции  распространения  электромагнитного  поля  в  среде. 

Электромагнитное  поле  создает  в  данном  элементе  объема  известные 
степени  поляризации  Р  и  М,  которые  в  первом  приближении  пропорциональны 
полю,  причем  коэффициент  пропорциональности  служит  мерой  реакции  поля. 
Тогда  каждый  элемент  объема  становится  источником  новой  вторичной,  или 
рассеянной,  волны,  амплитуда  ‘которой  простым  образом  связана  с  Р  и  М. 
Все  вторичные  волны  комбинируются  друг  с  другом  и  с  падающим  полем  и  об¬ 
разуют  полное  поле,  причем  именно  оно  и  считается  основным.  Формализуя 
сказанное  выше,  мы  получим  два  интегральных  уравнения *)  **),  которые,  как 
легко  показать,  эквивалентны  дифференциальным  уравнениям  Максвелла,  но 
описывают  распространение  электромагнитного  поля  способом,  более  ясно  свя¬ 
занным  с  атомным  строением  вещества. 

Из  теории  будут  получены  следующие  два  основных  результата:  1)  формула 
Лорентц — Лоренца  ***),  которая  связывает  макроскопические  оптические 
свойства  среды  с  числом  и  свойствами  рассеивающих  частиц,  и  2)  так  называе¬ 
мая  теорема  погашения  Эвальда  и  Озеена,  которая  показывает,  каким  образом 
внешнее  электромагнитное  возмущение,  распространяющееся  со  скоростью 
света  в  вакууме,  точно  компенсируется  и  заменяется  в  веществе  вторичным  воз¬ 
мущением,  распространяющимся  с  соответственно  меньшей  скоростью. 

*)  Согласно  замечанию  на  стр.  24  правильнее  было  бы  писать  Н  вместо  В.  Отступление 
от  общей  теории  делается  здесь  просто  ради  удобства  иметь  положительные  знаки  в  правой 
части  уравнения  (2.2.2),  как  это  обычно  принято. 

**)  В  случае  немагнитных  веществ  остается  лишь  одно  интегральное  уравнение.  Второе 
уравнение  переходит  в  относительно  простое  выражение  для  магнитного  поля,  и  его  можн$ 
найти,  коіда  получено  решение  первого  уравнения.  Рассматриваемые  здесь  «материальные» 
интегральные  уравнения  необходимо  отличать  от  «геометрических»  интегральных  уравнений, 
которые  применяются  при  изучении  некоторых  дифракционных  проблем  (см.  кл.  11). 

***)  В  русской  литературе,  фамилии  обоих  ученых  (ЬогегНг  и  Ьогепг)  обычно  транскриби¬ 
руются  одинаковым  образом’ —  Лоренц.  Однако  поскольку  в  тексте  встречаются  ссылки  на 
каждого  из  авторов  в  отдельности,  мы  сочли  целесообразным  принять  тоже  встречающуюся  в 
ряде  случаев  разную  транскрипцию.  (Прим,  ред.) 
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Теория  дает  и  другой  математический  подход  к  рассмотрению  некоторых 
проблем  электромагнитной  теории.  Мы  проиллюстрируем  его  выводом  законов 
преломления  и  отражения  и  формул  Френеля,  а  затем  решением  более  сложной 
проблемы  в  гл.  12.  4 

Вывод  этих  результатов  потребует  несколько  другого  математического 
аппарата.  Поэтому  вначале  мы  рассмотрим  представление  электромагнитного 
поля  через  так  называемые  запаздывающие  потенциалы,  которые  являются 
обобщениями  хорошо  известных  статических  потенциалов.  Выражение  потенци¬ 
алов  через  векторы  поляризации  приводит  к  необходимости  ввести  другие 
вспомогательные  величины,  известные  как  векторы  Герца.  В  §§  2.1  и  2.2  мы 
рассмотрим  математические  предпосылки,  а  в  §  2  3  кратко  изложим  исходные 
физические  понятия.  Интегральные  уравнения  и  упоминавшиеся  выше  две  ос* 
новные  теоремы  будут  выведены  в  §  2.4. 

§2.1.  Электродинамические  потенциалы  в  вакууме 

2.1.1.  Векторные  и  скалярные  потенциалы.  Рассмотрим  электромагнитное 
поле  в  вакууме,  обусловленное  заданным  распределением  зарядов  р  (г,  і)  и  то¬ 
ков  }  (г,  і).  Оно  удовлетворяет  уравнениям  Максвелла  (1.1.1) — (1.1.4).  В  ваку¬ 
уме  0=  Ей  В=Н,  и  эти  уравнения  можно  переписать  в  виде 

гоі  В  —  —  Е  =  -^3,  (1) 

го1Е  +  ^-В  =  0,  (2) 

діѵ  Е  =  4яр,  (3) 

<ііѵВ  =  0.  (4) 

Так  как  дивергенция  ротора  любого  вектора  равна  нулю,  то  уравнение  (4) 
будет  удовлетворяться,  если  положить 

В  —  гоі  А,  (5) 

где  А  — *  произвольная  векторная  функция  координат  и  времени.  Если  соотно¬ 
шение  (5)  подставить  во  второе  уравнение  Максвелла,  мы  получим 

гоі  А  )  =0.  (6) 

Уравнение  (6)  будет  удовлетворяться,  если 

Е  =  —  —  А  —  §гас1  ф;  (7) 

здесь  ф  —  произвольная  скалярная  функция.  Величины  А  и  <р  необходимо  оп¬ 
ределить  таким  образом,  чтобы  удовлетворить  оставшимся  уравнениям  Макс¬ 
велла. 

Подставляя  (5)  и  (7)  в  (1)  и  (3)  и  используя  тождества 
гоі  гоі  =  сфаб  сііѵ  —  V2  и  сііѵ  §гасІ  ^  V3* 

получим 

ГА— ~А— §га<і(<ііѵА+і-ф)  =  —  ^  (8) 

И 

ѵ2<р— ^-ср+4^(<И\гА  -|~Гф)  =  —  4яр.  (9) 

Если  связать  А  и  ф  соотношением 

«ІіѵА  т-Гф  =  01 


(10) 


§  2.11 
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то  (8)  и  (9)  перейдут  в  неоднородные  волновые  уравнения 


11 

1 

< 

4л; . 

(П) 

Ѵ2Ф— ^ф  = 

— 4лр, 

еі2) 

Функции  А  и  ф,  из  которых  посредством  соотношений  (5)  и  (7)  можно  опреде¬ 
лить  В  и  Е,  известны  как  магнитный  векторный  потенциал  и  электрический 
скалярный  потенциал  соответственно.  Соотношение  (10),  связывающее  оба  по¬ 
тенциала,  называется  условием  Лорентца.  Заметим,  что  оно  согласуется  с  урав¬ 
нением  непрерывности  (1.1.5) 

р+сііѵ}=0.  (13) 

Легко  показать,  что  выражения  (11),  (12)  и  (10)  нс  определяют  потен¬ 
циалы  однозначно.  Действительно,  если  мы  добавим  к  А  вектор  ^га<і  %,  где  % 
произвольно,  то  В  не  изменится,  а  если,  кроме  того,  ф  заменить  на  ф — %/с, 
то  Е  также  не  изменится.  Другими  словами,  В  и  Е  инвариантны  при  преобра¬ 
зовании 


А'  =  А  +  ^гасІх, 

(14а) 

<Р'  =  ф— уХ* 

(146) 

Из  (10)  и  (14)  получим 

сііѵ  А'  +  -~  ф'  Л-  (ѵ2х—^*х)  =  0* 

(15) 

Следовательно,  А'  и  ф'  будут  удовлетворять  соотношению  Лорентца,  если  на  % 
наложить  условие 

Ѵ2% — /гх  =  0.  (16) 

Уравнения  (14),  подчиняющиеся  условию  (16),  выражают  так  называемое 
калибровочное  преобразование .  Калибровочное  преобразование  можно  исполь¬ 
зовать  для  упрощения  записи  векторов  поля.  Например,  в  области  с  нулевой 
плотностью  заряда  р  величина  <р  удовлетворяет  однородному  волновому  урав¬ 
нению 

Ѵ2Ф-^гФ  =  0;  (17) 

тогда  величину  %  можно  выбрать  так,  чтобы  скалярный  потенциал  оказался 
равным  нулю.  Согласно  (146)  и  (16)  для  этого  необходимо  положить 

Х=с$фЛ.  (18) 

Поле  можно  найти  с  помощью  одного  лишь  векторного  потенциала  посредством 
соотношений  *)  (штрих  над  А  опущен) 

В  =  гоі  А,  Е  =  ~А,  (19) 

тогда  как  условие  Лорентца  переходит  в 

сііѵ  А  — 0.  (20) 

2.1.2.  Запаздывающие  потенциалы.  Рассмотрим  решения  неоднородных 
волновых  уравнений  (11)  и  (12)  дли  векторного  и  скалярного  потенциалов,  под* 
чиияющиеся  соотношению  (10),  и  покажем  вначале,  что  этим  уравнениям 

* )  Уравнение  (19)  описывает  поле  в  свободной  от  зарядов  области  в  вакууме  тремя  ска¬ 
лярными  волновыми  функциями  (декартовы  компоненты  вектора  А).  Из-за  соотношения  (20), 
их,  однако,  нельзя  считать  независимыми.  Нетрудно  показать,  что  фактически  в  такой  области 
поле  определяется  двумя  вещественными  скалярными  волновыми  функциями  (см.,  например, 
11—3]). 
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удовлетворяют  следующие  функции: 

А  (Г,  (21) 

Ф(г,  і)  =  ^{'г''і~К!с)йѴ'.  (22) 

Здесь 

/?  =  |г-г'|=]/'(х-л:')г  +  (г/-1/')2  +  (г-гТ  (23) 

1 —  расстояние  между  точкой  г  (х,  у ,  г)  и  точкой  г' (л:',  у\  г’)  элемента  объема 
<іѴ'.  Интегрирование  проводится  по  всему  пространству. 

Чтобы  убедиться  в  том,  что  (22)  удовлетворяет  неоднородному  волновому 
уравнению  для  скалярного  потенциала,  мы  вообразим,  что  точка  г  окружена 
сферой  радиуса  а  с  центром  в  этой  точке,  и  разделим  (22)  на  две  части 

Ф  =  Фі  +  ф3,  (24) 

где  (рі —  вклад  в  интеграл  от  внутренней  части  сферы,  а  ф2 —  вклад  от  осталь¬ 
ной  части  пространства.  Так  как  для  каждой  точки  г'  (х\  у гг)  вне  сфе¬ 

ры,  то  фа  можно  продифференцировать  под  знаком  интеграла.  Тогда  прямым 
расчетом  легко  убедиться,  что  ф2  удовлетворяет  однородному  волновому  урав¬ 
нению 

Ѵ2Ф2-р-Ф2  =  0.  (25) 

При  этом  ясно,  что  ф2  представляет  суперпозицию  ряда  сферических  волн  (см. 
уравнение  (1.3.12)).  В  случае  <рх  мы  должны,  однако,  поступить  иначе,  так  как 
подынтегральное  выражение  имеет  особенность  в  центре  сферы  =  0. 

Заметим,  что,  выбрав  радиус  сферы  достаточно  малым,  можно  добиться 
того  (при  условии,  что  р  —  непрерывная  функция  г  и  /),  чтобы  для  всех  точек  г' 
внутри  сферы  р(г\  і — Яіс)  отличалось  от  р(г,  і)  на  величину,  меньшую  любого 
наперед  заданного  значения.  Следовательно,  когда  радиус  а  стремится  к  нулю, 
Ѵ2Фі  будет  все  более  и  более  приближаться  к  значению,  соответствующему 
электростатическому  потенциалу  равномерно  заряженной  сферы  с  плотностью 
заряда  р;  т.  е.  для  достаточно  малых  а  имеем 

Ѵ2Ч>!  =  —  4яр  (г,  і).  (26) 

Аналогично  фі->  0,  когда  а->  0.  В  самом  деле,  если  а  достаточно  мало,  мы  мо- 
жем  написать 

Фі  =  Р(г>  і)  |  ~  =  4яр  \  Р>йг  =  2ла2р,'  (27) 

/?<  а  0 

а  эта  величина  стремится  к  нулю  при  уменьшении  а.  Следовательно,  из  (24) — *■ 
(26)  вытекает,  что  при  0 

ѵ2ф— |-ф  =  ѵ2(фі  +  <р2)-^(ф1  +  фа)— 4др(г,  (),  (28) 

так  что  (22)  удовлетворяет  неоднородному  волновому  уравнению  для  скаляр¬ 
ного  потенциала.  Совершенно  аналогичным  способом  можно  показать,  что  каж¬ 
дая  из  декартовых  компонент  вектора  (21)  является  решением  соответствую¬ 
щего  скалярного  волнового  уравнения,  неоднородный  член  которого  содержит 
вместо  р  соответствующую  компоненту  вектора  )!с.  Следовательно,  (21)  удовле¬ 
творяет  неоднородному  волновому  уравнению  для  векторного  потенциала.  Бо¬ 
лее  того,  в  силу  справедливости  уравнения  непрерывности  (13)  эти  решения 
удовлетворяют  также  условию  Лорентца  (10). 

Выражения  (21)  и  (22)  допускают  простую  физическую  интерпретацию. 
Они  показывают,  что  мы  можем  считать  А  и  <р  состоящими  из  вкладов  от  каж¬ 
дого  элемента  объема  пространства,  причем  вклады  от  произвольного  элемента 
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ЛѴ*  в  А  и  ф  составляют  соответственно 


1  }(г\  і—НЮ)  „  9{т\і~кіс) 

с  Р  П  Д 


Величина  Яіс  в  точности  равна  времени,  необходимому  для  распространения 
«вега  от  точки  г'  до  г,  так  что  каждый  вклад  должен  «покинуть»  элемент  в  такой 
предыдущий  момент  времени,  чтобы  «достичь»  точки  наблюдения  в  требуемое 
время  і.  По  этой  причине  (21)  и  (22)  называют  запаздывающими  потенциа¬ 
лами  *).  ,■ 

Выражения  (21)  и  (22)  представляют  собой  частное  решение  волновых 
уравнений  (11)  и  (12),  а  именно  такое,  которое  получается  при  заданных  заря¬ 
дах  и  токах.  Общее  решение  можно  найти,  если  добавить  к  нему  общее  решение 
однородных  волновых  уравнений 


?2А— 

>А=0, 

(29) 

ѵч— 

4гф=°. 

(30) 

также  подчиняющееся  условию  Лорентца. 


§  2.2.  Поляризация  и  намагничение 


2.2.1.  Выражение  потенциалов  через  поляризацию  и  намагничение. 

В  гл.  1  мы  привлекали  к  изучению  поля  материальные  уравнения  П—еЕ 
и  В  —  рН.  Они  означают,  что  поля  Е  и  Н  в  каждой  точке  среды  вызывают  некие 
смещения  О  и  В,  пропорциональные  Е  и  Н.  Вместо  того  чтобы  описывать 
взаимодействие  поля  и  среды  посредством  таких  «мультипликативных  соот¬ 
ношений»,  мы  будем  описывать  его  с  помощью  «аддитивных  соотношений» 


О  =  Е4-  4л;Р,  (1) 

В  —  Н  +  4яМ.  (2) 

Величина  Р  называется  электрической  поляризацией ,  а  М  —  магнитной  поля¬ 
ризацией  или  намагничением .  Физический  смысл  этих  величин  выяснится  поз¬ 
же;  здесь  мы  заметим  только,  что  и  Р  и  М  равны  нулю  в  вакууме,  и  поэтому  они 
отражают  влияние  среды  на  поле  простым,  интуитивно  понятным  способом. 

Предположим,  что  среда  является  непроводящей  (а=-0),  и  рассмотрим 
поле  в  области,  где  плотности  тока  и  заряда  равны  нулю  (р  =  )  =  0).  Исключая 
I)  и  Н  из  уравнений  Максвелла  (1.1.1) — (1.1.4)  посредством  (1)  и  (2),  получим 


гоІВ — -Ё  = 

С 


(3) 


гоіЕ+тВ  =  0,  (4) 

сііѵЕ  =  4яр,  (5) 

сііѵ  В  —  0,  (б) 

где  плотность  свободного  тока )  и  плотность  свободного  заряда  р~  определяются 
соотношениями 

І  ^=Р  +  сгоШ, 
р  —  —  сП  ѵ  Р. 


(7) 

(8) 


*)  Можно  сконструировать  решения  также  в  форме  опережающих  потенциалов  (с  (і~]г  Р/с) 
вместо  (і— Р/с)).  Они  представляют  влияние  приходящих  сферических  волн,  тогда  как  запазды¬ 
вающие  потенциалы  отражают  влияние  уходящих  сферических  волн. 

За  счет  некоторой  формальной  асимметрии  мы  можем  ограничиться  решениями  в  виде 
одних  запаздывающих  потенциалов.  При  термодинамическом  рассмотрении  взаимодействия 
излучения  с  веществом  оказывается,  что  асимметрия  присуща  физической  ситуации.  Это  оправ¬ 
дывает  наш  выбор  (ем.  [4],  особенно- стр.  26), 
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Уравнения  (3) — (б)  формально  идентичны  уравнениям  для  поля  в  вакууме  , 
рассмотренным  в  предыдущем  разделе.  Следовательно,  как  и  в  случае  вакуума, 
мы  можем  ввести  такие  векторный  потенциал  А  и  скалярный  потенциал  <р,  что 


В  =  гоі  А,  (9) 

Е  =  — -і- А— -^гадф.  (10) 

Кроме  того,  если  наложить,  как  и  ранее,  условие  Лорентца 

сііѵ  А  +Т  ф  =0,  (11) 

то  по  аналогии  с  (2.1.11)  и  (2.1.12)  мц  получим  следующие  уравнения  для  А  »ср: 

ѴгА-Ц-А  =  -^],  (12) 

Ѵ2ф— • ^-Ф  =  —  4яР-  (13) 

Условие  (11)  согласуется  с  (12)  и  (13),  если 

•^  +  с1іѵІ=0.  (14) 


Это  соотношение  удовлетворяется  тождественно,  что  легко  получить  из  (7> 
и  (8),  использовав  векторное  тождество  біѵгоі===0. 

Согласно  (2.1.21)  и  (2.1.22),  а  также  (7)  и  (8)  решения  уравнений  (12) 
и  (13)  можно  выразить  через  поляризацию  и  намагничение  в  виде 

Ч>  =  —  [гііѵ'Р]  Л",  (15) 

А  =  |Т  [гоі'м  +  Тр]  ОѴ'.  (16) 

Здесь  дифференциальные  операторы  сііѵ'  и  гоі'  берутся  для  координат  (х\  у\ 
г')  точки  интегрирования  г'  в  элементе  объема  сІѴ\  а  квадратные  скобки  озна¬ 
чают  запаздывающие  значения,  т.  е.  внутри  каждой  скобки  аргумент  ^заменяется 
на  і — /?/с.  « 

Прямой  расчет  позволяет  получить  следующие  тождества: 


«Иѵ'  [Р]  =  [сііѵ'  Р]+ЪК-[Р]. 

(17а) 

тѴ  [М]  =  [гоі'М]+^Кх[М], 

(1 76) 

Следовательно, 

К -г— г'. 

(15)  и  (16)  можно  записать  в  виде 

(18) 

(19) 

А  =  Я і  гоі'  [М]  - Ш  к  х  [М]  +  ^  [Р]  }  от. 

(20) 

Из  первого  члена  каждого  интеграла  можно  выделить  интеграл  по 
ной  поверхности.  Для  этого  воспользуемся  векторными  тождествами 

гранич¬ 

сПѵ  (~Р)  =  ^*<1іѵР  +  Р*§га(1~-, 

на) 

гоі  =  -р-  гоі  М — Мх§гад-“. 

(21б> 
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и  используя  теорему  Гаусса,  получим 

^  (п-Р) 43  =  ^(Л<ііѵР  +Р-§гай-і-|гіК,  (22а) 

|  -Ь  (п  х  М)  45  =  Л  -Ь  гоШ— М  X  §гасі  }  ОѴ.  (226) 

Интегралы  слева  берутся  по  поверхности,  ограничивающей  эту  область, 
п — единичный  вектор  внешней  нормали  к  поверхности. 

Предположим,  что  вещество  (т.  е.  область  пространства,  где  РиМ  отличны 
от  нуля)  находится  внутри  конечной  замкнутой  поверхности.  Если  интегралы 
(19)  и  (20)  берутся  по  объему,  заключенному  внутри  этой  поверхности,  то  по¬ 
верхностные  интегралы  в  (22)  равны  нулю,  а  (19)  и  (20)  можно  записать  в  виде 

Ф  =  |{[Р]-ёгай'-і-+ЛгК.[І»]}<іѴ'.  (23) 

А  =  Л  [М]  хегай'  -р-ар  к  X  [М]  +П  [Р]  }аѵ\  (24) 

Последние  выражения  позволяют  понять  физический  смысл  величин  Р 
и  М.  В  самом  деле,  рассмотрим  случай,  когда  РиМ  равны  нулю  всюду,  кроме 
исчезающе  малого  элемента  объема  вблизи  точки  г0(^0,  Уо,  г0).  Формально  это 
можно  записать  с  помощью  дельта-функции  Дирака  (см.  приложение  4)  в  виде 


Р(Г\  0  =  РС)6(г'— г0),  (25) 

М(г\  0  =  т(/)6(г'— г0).  (26) 

Тогда  (23)  и  (24)  перейдут  в 

Ф=  [р].§га60-Ь+^»Е-[р].  (27) 

А  =  [ш]  Х§га40  -^-—^2  Кх[ш]+^  [р],  (28) 

где 

К  =  г— г0,  /?  =  |  г — г0 1,  (29) 


а  §гас1с  означает,  что  оператор  берется  относительно  координат  х0і  у0і  г0  точки  г0. 

Уравнения  (27)  и  (28)  допускают  простую 
интерпретацию.  Рассмотрим  электростатический 
потенциал  двух  фиксированных  электрических 
зарядов  — е  и  -\-еу  расположенных  в  точках, 
радиусы-векторы  которых  относительно  фикси¬ 
рованной  точки  фс(Го)  равны  —  а/2  и  а/2  соответ¬ 
ственно.  Кулоновский  потенциал  ср  (К),  связан¬ 
ный  с  этими  зарядами,  равен  (рис.  2.1) 

е  ,  е  Рис.  2.1.  К  расчету  потенциалов 

ф  =  — - .  (30)  электрического  диполя. 

Если  а  достатбчно  мало,  можно  разложить  1  /і?3  по  степеням  компонент  а; 
имеем 

±  =  ±-+а.ёгай±  +  ...,  (31) 

где  операция  дгасі  берется  по  координатам  точки,  в  которой  расположен  заряд 
— е.  Пренебрегая  в  (31)  членами  более  высоких  порядков,  получим  вместо  соот¬ 
ношения  (30) 

Ф=.еа-§гаіі  =  (32) 

Пусть  а  постепенно  уменьшается,  а  е  неограниченно  увеличивается  таким 


$0 
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образом,  что  еа  стремится  к  конечному  значению  р,  т.  е. 

іішга^р.  (33) 

а  о 

Тогда  /?*  приближается  к/?,  ив  пределе  (32)  примет  вид 

Ф  =  р-§гасі0-Ь.  (34) 

В  частном  случае,  когда  р  не  зависит  от  времени,  это  выражение  идентично  (27). 

Если  заряды  зависят  от  времени,  но  в  каждый  данный  момент  различаются 
лишь  знаком,  то  вместо  (30)  получим 

„  е(1—%ъіс)  еіі—ХгІс) 

- — - - - *  (сіо; 

Снова  переходя  к  пределу,  найдем 

Ф  =  [Р]  •  8гасі0  -Ь  К  ■  [р] , 

что  совпадает  с  (27).  Итак,  (23)  можно  интерпретировать  как  скалярный  по¬ 
тенциал  распределения  электрических  диполей  с  моментом  Р  в  единице  объема . 
Легко  показать,  что  последний  член  в  (28)  является  магнитным  потенциалом, 
создаваемым  этими  диполями. 

Аналогично  можно  показать,  что  (28)  является  векторным  потенциалом 
магнитного  диполя  с  моментом  т(і),  причем  такой  диполь,  конечно,  эквива¬ 
лентен  бесконечно  малому  замкнутому  контуру  с  площадью  Л,  нормальному 
к  ш  и  несущему  ток  *),  равный  сан1  Л.  Следовательно,  два  первых  члена  в  (24) 
можно  интерпретировать  как  векторный  потенциал  распределения  магнитных 
диполей  с  моментом  М  в  единице  объема . 

2.2.2.  Векторы  Герца.  Вместо  того  чтобы  использовать  потенциалы  А  и 
<р,  мы  можем  выразить  поле  через  другую  пару  потенциальных  функций  Пе 
и  Пт,  зависимость  которых  от  Р  и  М  имеет  значительно  более  простой  вид. 
Они  известны  как  векторы  Герца ,  или  поляризационные  потенциалы  **),  и 
вводятся  посредством  соотношений 

А  =  ^Пе+то1Пи,  (36) 

Ф  =  —  сііѵ  Пе.  (37) 

Как  мы  видим  Пе  и  Пт связаны  с  А  и  ф  такими  же  соотношениями,  как  поля¬ 
ризации  Р  и  М  с  \!с  и  р. 

Условие  Лорентца  при  этом  автоматически  выполняется,  а  уравнения 
<12)  и  (13)  для  А  и  <р  также  будут  удовлетворяться,  если  Ив  и  Цт  являются  ре¬ 
шениями  неоднородных  волновых  уравнений 

Ѵ2Пе— Гпг  =  — 4пР,  (38) 

Ѵ2Пта-Д-Пи  =  -4яМ.'  (39) 

Согласно  §  2.1  частйые  их  решения  можно  выразить  через  запаздывающие 


г)  Бесконечно  малые  токи  Ампера  рассматриваются  в  любом  учебнике  по  электричеству» 
а  также  в  книге  [5]  на  стр.  305 — ЗОЬ  (в  русском  переводе  на  стр.  411 — 412). 

**)  Векторы  П*>  и  Ит  преобразуются  аналогично  векторам  Е  и  В  (или  О  и  Н),  т.  е.  об¬ 
разуют  6 -вектор  (антисимметричный  тензор  второго  ранга).  Они  являются  обобщениями  покой 
потенциальной  функции,  введенной  Г.  Герцем  для  электромагнитного  поля  осциллирующего 
диполя  [6І-  Векторный  характер  потенциала  Герца  был  замечен  А.  Ричи  [71,  которыя  ввел 
-соответствующий  магнитный  потенциал  Общая  теория  векторов  Герца  и  соответствующего 
калибровочною  преобразования  развита  б  работах  [8]  (см.  также  [9]). 


§  2.2] 
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потенциалы  в  виде 

=  (40) 

Пя  =  ^л".  (41) 

Векторы  поля  можно  выразить  непосредственно  через  Пй  и  Пт  простым 
дифференцированием.  Из  (9)  и  (36)  получим 

3  =  го*(і-П,  +  го1Пя),  (42) 

а  из  (10),  (36)  и  (37)  найдем 

е =  -  ті  (г й‘ +' гоШ'») + «гасі  аіѵ  П*  = 

=  гоі(— ІПи  +  готв)  +  (ѵ2П,-і-Пг).  (43) 

где  использовано  тождество  &га<і  сііѵ=гоі:го1: +Ѵ2.  Согласно  (38)  член  во  вто¬ 
рых  скобках  равен  — 4л Р.  Следовательно,  используя  (1),  находим 

О  =  гоі(— і.Пв  +  ГО(Пе).  (44) 

Наконец,  из  (2),  (42)  и  (39)  имеем 

н=го1  п'»)+(у2П«— ^-ііи)= 

=4І(-тй-+гоШ^)+§гасіс1іѵ11-  <45> 

В  §  2.1  было  показано,  что  потенциалы  А  и  гр,  связанные  с  данным  полем,  не¬ 
однозначны;  любая  другая  пара  (А',  ф'),  которую  можно  получить  из  возмож¬ 
ной  пары  (А,  (р)  посредством  калибровочного  преобразования  (2.1.14),  будет 
представлять  то  же  поле.  Векторы  Герца  также  неоднозначны.  Их  можно  под¬ 
вергнуть  следующему  преобразованию,  которое  оставит  векторы  поля  неиз¬ 
менными: 

П;  =  П/+гоі;Р—  §гас!  О,  Пт^=Пт — І-Р,  (46) 

где  векторная  функция  Р  и  скалярная  функция  О  —  произвольные  решения 
однородных  волновых  уравнений 

Ѵ2Р— 4^  =  0,  Ѵ20— 4  6  =  0.  (47) 

Инвариантность  векторов  поля  относительно  такого  преобразования  легко  по¬ 
казать,  подставляя  (46)  в  (36)  и  (37).  Величины  А  и  ф  при  этом  преобразуются 
в  А'  и  ф'  согласно  (2.1.14)  с 


Кроме  того,  подстановка  (46)  в  (38)  и  (39)  показывает,  что  Щ  и  также 
удовлетворяют  неоднородным  волновым  уравнениям  для  векторов  Герца. 

2.2.3.  Поле  линейного  электрического  диполя.  Для  дальнейшего  полезно 
записать  в  явном  виде  полные  решения  уравнений  поля  в  вакууме  для  поля, 
создаваемого  линейным  электрическим  диполем,  расположенным  в  точке  г0 
и  колеблющимся  в  фиксированном  направлении,  определяемом  единичным  век¬ 
тором  п.  Такой  диполь  характеризуется  электрической  поляризацией 

Р(г,  ()  =  р(і)Ь(г— г(1)п,  (48) 

где  р  —  функция  времени,  а  6  —  дельта-функция  Дирака,  В  общем  случае 
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■п, 


(49) 


диполь  с  ориентацией  п,  также  зависящей  от  времени,  эквивалентен  трем  ли¬ 
нейным  диполям,  дипольные  моменты  которых  ориентированы  вдоль  трех  вза¬ 
имно  перпендикулярных  направлений. 

Согласно  (40)  электрический  вектор  Герца,  связанный  с  (48),  равен 

рЦ-НІс). 

Я 

где  Я  —  расстояние  точки  г  от  точки  г0. 

Так  как  ІІт  =  0,  а  Пс  удовлетворяет  всюду  (кроме  начала  координат) 
однородному  волновому  уравнению  для  вакуума,  уравнения  (42) — (45)  сво¬ 
дятся  к 

Е  ^ В  —  гоі  гоі  П,,,  (50) 

(51) 


Используя  тождество  гоі  гоі 
но  переписать  (50)  в  виде 

Е  —  О 


в  =  н  =  гоі  ие. 

с  е 

=  §гасІ  сііѵ — V3  и  соотношение  Ѵ2Пг 


1 


і  К 


^гасі  сііѵ  Пе 
Из  (49)  после  простого  .расчета  получим 

йіѵПе  =  -{И+Ді}  (п-К), 
егасі  <1  іѵ Пг  =  (п-Я)К' 


Пе,  мож- 


(52) 


М+Щп 

сЯ2)  Г  ’ 


гоі  П_ 


і[рь 
'I*3  ' 


м 

сЯ 


^}(ПХК), 


где,  как  и  раньше,  величины  в  квадратных  скобках  соответствуют  запаздываю¬ 
щим  значениям.  ПоДставляя  эти  выражения 
в  (52)  и  (51),  получим  искомые  формулы  для 
векторов  поля,  а  именно 


\  Яь~  "*■  сЯ 4 


й}(п'К)К- 


-{»+$+&}“•  (53) 

в=н=®+й}(пхК)*  (54) 

Позже  нам  понадобятся  также  выражения 
для  Ей  Н  в  сферических  координатах.  Выби¬ 
рая  направление  п  в  качестве  оси  г  (рис.  2.2) 
и  обозначая  через  і^,  ц  и  іи  единичные  век¬ 
торы  в  направлении  увеличения  Ѳ  и  ф, 
получим 

К  =  п  =  (созѲ)Ід — (зіпѲ)іб,  п  К  =  і?со$Ѳ,  п хК  —  {Я  зіп Ѳ)  іф.  (55) 
Тогда  (53)  и  (54)  дают 

“  "  -  +  ЕЬ\%,  Н^ЯфІф,  (56) 


Рис.  2.2.  Расчет  поля  линейного 
электрического  диполя  с  диполь¬ 
ным  моментом  вдоль  оси  г. 


Е  =  Я 


Я'Я 


где 


-2  ([р] 


+ 


[РІ\ 

сЯЧ 


СО  5  Ѳ 
[Р] 


Р  —  [  М  1  № 
6  \  /?*>  сЯ 2 


8ІПѲ’  I 


,  \р) 
сЯ 2  с*Я 


зіпѲ, 


(57> 


$  2.2} 
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Таким  образом,  электрический  вектор  лежит  в  меридиональной  плоскости, 
проходящей  через  ось  диполя,  а  магнитный  вектор  перпендикулярен  этой  лло- 
скости. 

Особый  интерес  представляет  поле  в  области,  которая  настолько  удалена 
от  диполя,  что  в  приведенных  выше  уравнениях  можно  пренебречь  всеми  чле¬ 
нами,  кроме  членов  первого  порядка  относительно  1/#„  Эта  волновая  (или 
радиационная)  зона  характеризуется  тем,  что  для  нее 


* 

К>сІ4І 

,  к§>с  4  . 

(58) 

В  этой  области 

1  р  1 

я9~яф 

Р 

~-М.зіпѲ, 

(59) 

а  другие  компоненты  пренебрежимо  малы.  Следовательно,  в  волновой  зоне  век¬ 
торы  Е  и  Н  по  величине  равны  между  собой  и  перпендикулярны  друг  к  другу 
и  к  радиусу -вектору  К,  который  совпадает  там  с  направлением  вектора  Мойн- 
гинга.  Поэтому  в  этой  зоне  структура  поля  линейного  электрического  диполя 
подобна  структуре  поля  плоской  волны.  Однако  в  случае  диполя  на  каждой 
«волновой  поверхности»  (сфере  с  центром  в  точке  г0)  векторы  поля  меняются 
от  точки  к  точке,  уменьшаясь  по  величине  от  экватора  к  полюсам,  причем  на 
оси  осциллятора  они  равны  нулю.  Поэтому  диполь  не  излучает  энергии  в  на¬ 
правлении  своей  оси. 

Рассчитаем  количество  энергии,  излучаемой  за  1  сек  через  каждую  сфери¬ 
ческую  волновую  поверхность  Оно  равно  интегралу  от  величины  вектора 
Пойнтинга  5,  взятому  по  этой  поверхности.  В  волновой  зоне 

5  =  ^|ЕхН|  =  ^|ЕеЯф|=5М1.зт^.  (60) 

Следовательно,  общее  количество  энергии,  протекающее  через  сферическую 
поверхность  в  секунду,  равно  (йо  обозначает  элемент  поверхности) 

я 

|5йа  =  іІ^1зіпаѲ'2я^і!8ІпѲгіѲ  =  ^1*  <61> 


Рассмотрим  специальный  случай,  когда  р  (і)  является  периодической  функ¬ 
цией  і  с  угловой  частотой  со,  т.  е. 

р(і)=р<>е-ш,  (62) 

где  рц —  комплексная  постоянная.  Будем  считать,  что  вещественная  часть  (62) 
представляет  р.  Два  условия  (58)  теперь  сводятся  к  одному 

%/2п  (к  ~  2зтс/со) ,  (63) 

а  (59)  дает  для  неисчезающих  компонент  поля  в  волновой  зоне  выражение 

п  гг  /  со  V  •  лехр{— и»<*  — Д/с)}- 

Е$  —  ^  5  (64:) 

предполагается,  что  берется  вещественная  часть  выражения,  стоящего  в  правой 
части  (64).  Количество  энергии,  проходящее  в  секунду  через  единичную  пло¬ 
щадь  сферической  поверхности  в  волновой  зоне,  равно 


(т)4  зіп2Ѳсоз3  [<»  (і — Я  Іо) — а]. 


где  а  фаза  р0 - 

Отсюда,  усредняя  по  времени  за  интервал  времени,  большой  по  сравне¬ 
нию  с  периодом  Т  =  2я/сй,  получим 

<5>  =  Ы^МпаѲ.  (66) 

4  '  &ІІ?2  с3 
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Поэтому  энергия  (усредненная  по  времени),  проходящая  в  секунду  через  всю 
поверхность,  равна 

=  (67) 

§2.3.  Формула  Лорентц  —  Лоренца  и  элементарная  теория  дисперсии*) 

2.3.1.  Диэлектрическая  и  магнитная  восприимчивости.  Интерпретация 
потенциалов  при  помощи  поляризации  и  намагничения  имеет  фундаментальное 
значение  в  теории  атомного  строения  вещества.  В  рамках  такой  теории  адди¬ 
тивные  соотношения  (2.2.1)  и  (2.2.2),  связывающие  поле  Е  с  О  и  Р  и  поле  Н 
с  В  иМ,  имеют  более  ясный  физический  смысл,  чем  мультипликативные  соот¬ 
ношения  (материальные  уравнения  (1.1.10)  и  (1.1.11)). 

В  этой  теории  вещество  рассматривается  как  совокупность  взаимодейст¬ 
вующих  частиц  (атомов  и  молекул),  находящихся  в  вакууме.  Такие  частицы  об¬ 
разуют  поле,  которое  испытывает  большие  локальные  колебания  внутри 
вещества.  Эго  внутреннее  поле  видоизменяется  любым  полем,  которое  прикла¬ 
дывается  извне,  и  свойства  вещества  находят  путем  усреднения  по  полному 
полю  внутри  него.  Поскольку  область,  по  которой  проводится  усреднение, 
велика  по  сравнению  с  линейными  размерами  частиц,  их  электромагнитные 
свойства  можно  отождествить  со  свойствами  электрического  и  магнитного  ди¬ 
полей;  тогда  вторичное  ноле  совпадает  с  полем  таких  диполей  (с  запаздывани¬ 
ем).  Фактически  именно  это  мы  только  что  описали,  рассматривая  вещество  как 
некое  непрерывное  распределение,  взаимодействующее  с  полем:  такой  подход 
соответствует  первому  приближению  теории  атомного  строения  (для  медлен¬ 
ного  изменения  в  пространстве).  В  этом  приближении  для  достаточно  слабых 
полей  **)  мы  можем  предположить,  что  РиМ  пропорциональны  соответственно 
Е  и  Н,  т.  е. 

Р  =  *ПЕ,  М-ХН.  (1) 

Множитель  г]  называю!'  диэлектрической  восприимчивостью ,  ах  —  магнитной 
восприимчивостью ,  причем  последняя  является  понятием,  которое  широко  при¬ 
меняется  в  практических  приложениях  магнетизма.  Сравнивая  (1),  (2.2.1) 
и  (2.2.2)  с  материальными  уравнениями  (1.1.10)  и  (1.1.11),  получим,  что  ди¬ 
электрическая  проницаемость  &  и  магнитная  проницаемость  р  связаны  с  ди¬ 
электрической  и  магнитной  восприимчивостями  соотношениями 

б^1-р4л^,  р,  =  1  -і-  4л;х-  (2) 

Посредством  (2)  обеспечивается  полная  формальная  эквивалентность  «мульти¬ 
пликативного»  и  «аддитивного»  подходов.  Но  при  таком  формальном  сравнении 
постоянных  не  используются  никакие  следствия  из  факта  атомного  строения 
вещества.  Детальное  рассмотрение,  учитывающее  результаты  теории  атомного 
строения,  выходит  за  рамки  настоящей  книги,  однако  будет  полезно  ввести  ряд 
необходимых  понятий  и  формул.  С  их  помощью  мы  достигнем  более  ясного 
понимания  физического  содержания  интегральных  уравнений,  которые  будут 
введены  в  §  2.4  вместо  обычных  дифференциальных  уравнений  теории  Мак¬ 
свелла. 

*)  В  настоящем  разделе  мы  отклонимся  от  нашей  дедуктивной  схемы,  чтобы  достичь  белее 
ясного  понимания  явлений  перед  тем,  как  сформулировать  интегральные  уравнения,  которые 
будут  введены  в  §  2.4  вместо  дифференциальных  уравнений  Максвелла.  Рассмотрение  здесь 
носит  скорее  иллюстративный,  чем  строгий  характер,  так  как  строгая  теория  включала  бы 
большую  часть  теории  атомного  строения  материи  и  увела  бы  нас  далеко  за  разумные  границы 
этой  книги. 

**)  Поле  считается  сильным  на  атомном  уровне,  если  электростатическая  энергия  элект¬ 
рона  меняется  на  заметную  долю  ионизационного  потенциала  атома  на  расстоянии,  равном  диа¬ 
метру  атома,  т.  е.  к  сильным  относят  поля  в  миллионы  вольт  на  сантиметр.  В  действительности 
же  в  реальных  веществах  электрический  пробой  наступает  при  значительно  меньших  полях. 


§  2.31 
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Простейшее  предположение,  служащее  первым  шагом  учета  атомной  струк¬ 
туры  вещества,  заключается  в  рассмотрении  вещества  как  совокупности  опре¬ 
деленных  физических  объектов  — -  молекул,  которые  могут  поляризоваться  и, 
следовательно,  приобретать  под  действием  внешнего  поля  электрический 
и  магнитный  моменты.  Б  первом  приближении  можно  предположить,  что  ком¬ 
поненты  этих  моментов  являются  линейными  функциями  компонент  поля; 
в  общем  случае  направление  вектора  момента  не  совпадает  с  направлением 
поля.  Из  этого  предположения  вытекает  много  следствий,  на  которых  здесь  мы 
остановимся  лишь  очень  кратко.  Мы  ограничимся  изотропными  немагнитными 
веществ  аліи  и  рассмотрим  вначале  зависимость  электрических  постоянных  от 
плотности  для  вещества,  состоящего  из  одинаковых  молекул.  Мы  исследуем  так¬ 
же  зависимость  показателя  преломления  от  частоты.  Здесь  мы  приведем  лишь 
несколько  упрощенные  рассуждения,  а  строгий,  хотя  и  более  формальный,  вы¬ 
вод  главного  результата  (формулы  Лорентц  — -  Лоренца)  будет  изложен  в  §  2.4. 

2.3.2.  Эффективное  поле.  Прежде  всего  необходимо  различать  эффек¬ 
тивное  поле  Е',  Н\  действующее  на  молекулу,  и  среднее ,  или  наблюдаемое , 
поле  Е,  Н,  полученное  усреднением  по  области,  которая  содержит  множество 
молекул.  Различие  между  этими  двумя  полями  обусловлено  промежутками 
между  молекулами  и  зависит  от  числа  молекул  в  единице  объема  (их  концент¬ 
рации  А?). 

Для  того  чтобы  оценить  разность  Е' —  Е,  рассмотрим  отдельную  молекулу 
и  вообразим,  что  она  окружена  небольшой  сферой,  радиус  которой,  тем  не  ме¬ 
нее,  велик  по  сравнению  с  ее  линейными  размерами.  Мы  отдельно  рассмотрим 
влияние  на  центральную  молекулу  вещества,  находящегося  снаружи  и  внутри 
этой  сферы. 

При  определении  влияния  среды,  расположенной  вне  сферы,  очевидно, 
можно  пренебречь  молекулярной  структурой  и  считать  среду  непрерывной. 
Тогда  мы  имеем  право  предположить,  что  вне  сферы  поляризация  Р,  создавае¬ 
мая  средним  электрическим  полем,  постоянна.  Мы  предположим  далее,  что  мо¬ 
лекулы,  находящиеся  внутри  сферы,  не  создают  какого-либо  результирующего 
поля  вблизи  центральной  молекулы.  Это  можно  показать  для  ряда  важных  спе¬ 
циальных  случаев,  в  том  числе  для  случая  хаотического  распределения.  Следо¬ 
вательно,  мы  имеем  право  считать,  что  молекула  расположена  в  такой  сфериче¬ 
ской  области,  внутри  которой  вакуум,  а  вне  —  равномерно  поляризованная 
среда.  Теперь  нужно  определить  потенциал  ф  подобной  конфигурации,  т.  е. 
потенциал,  создаваемый  свободными  зарядами,  находящимися  на  сферической 
поверхности  разрыва,  на  которой  величина  Р  меняется  от  значения,  равного 
нулю  внутри  сферы,  до  постоянного  значения  вне  сферы. 

Для  этой  цели  рассмотрим  потенциал  ф  «дополнительной»  конфигурации* 
а  именно  однородно  поляризованной  сферы,  находящейся  в  вакууме.  Супер¬ 
позиция  таких  двух  конфигураций  дает  равномерно  поляризованную  среду* 
свободную  от  всяких  границ.  Следовательно,  потенциал,  обусловленный 
границей,  равен  нулю,  и  мы  имеем 

Ф  +  ф  =  0.  (3) 

Потенциал  ф  можно  сразу  получить  из  (2.2.23),  считая  Р  постоянным,^ 

Ф  = —  ф  =  —  Р  ^гасГ  —  ^ѴД  (4) 

Так  как  _ 

Я  —  Ѵ(х— х')2+  (у— у')2  +  (г— г')2, 

мы  можем  в  (4)  заменить  §гад'  на  — &гасі  и  написать 

Ф^  —  ф  =  Р-2гас!  =  —  Р.§гасіф0,  (5> 
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где 

*.=-Рт-  <*> 

Последнее  выражение  можно  рассматривать  как  потенциал  однородно  заря¬ 
женной  сферы  с  плотностью  заряда,  равной  — 1.  Следовательно,  оно  удовлетво¬ 
ряет  уравнению  Пуассона 

Ѵ3<р0  =  4я.  (7) 

Теперь  компоненты  поля,  связанного  с  потенциалом  (5),  запишутся  в  виде 


дер _  д_ 

Ш  дх 


р  д“фо  I  р  д2Ф» 

Гх~д&~~х~^Удхду 


+  Р 


дгЧ>о 

*дхдг 


и  т.  д.  Из  условия  симметрии  в  центре  шля  имеем 

^Фо  _  ^Фо  _  ^фо  __  0 
дх  ду  ду  дг  дг  дх 

И 

д3Фо  д2ф0  __  д2<р0 

дхг  ду(  дг 2  * 


(8) 

(9) 

(Ю) 


Используя  (7),  находим,  что  каждый  член  равенств  (10)  равен  4л/3;  тогда  вы¬ 
ражение  (8)  показывает,  что  искомый  вклад  в  эффективное  поле  равен 


—  Ѵф  — 


(П) 


Полное  поле  внутри  сферы,  которое  представляет  собой  эффективное  поле, 
действующее  на  центральную  молекулу,  получается  при  добавлении  к  этой 
величине  среднего  поля  Е,  т.  е. 

Е'  =  Е  +  4рР.  (12) 

Соответствующее  соотношение  между  НС  Ни  М  существует  и  для  магнитных 
веществ.  Однако,  поскольку  нас  интересуют  лишь  немагнитные  вещества,  мы 
всегда  будем  полагать  Н'=  Н. 

Далее  свяжем  поляризацию  Р  с  плотностью. 

2.3.3.  Средняя  поляризуемость.  Формула  Лорентц  —  Лоренца.  Как  уже 

говорилось  выше,  мы  будем  предполагать,  что  для  каждой  молекулы  электри¬ 
ческий  дипольный  момент  р,  возникающий  под  влиянием  поля,  пропорционален 
эффективном}  полю  *)  Е',  т.  е. 

Р  =  аЕ'.  (13) 

Здесь  предполагается,  что  рассматриваемая  нами  молекула  изотропна  **), 
но  поскольку  нас  интересует  лишь  эффект,  усредненный  по  всем  возможным 
ее  ориентациям,  нет  необходимости  считать  каждую  отдельную  молекулу  изо¬ 
тропной.  В  этом  случае  а  будет  представлять  среднюю  поляризуемость ,  а  так 
как  р  имеет  размерность  [а/І,  Е' —  размерность  Ш~2\  ( е —  заряд,  I  —  длина), 
то  а  будет  иметь  размерность  I/3],  т.  е.  размерность  объема. 

Если,  как  и  раньше,  N  —  число  молекул  в  единице  объема,  то  полный 
электр инеский  момент  Р  единицы  объема  будет  равен 

Р  =  Лгр=^іѴаЕ'.  (14) 

Исключая  Е'  из  уравнений  (12)  и  (14),  получим  первую  из  формул  (1),  причем 


*)  Мы  ограничимся  здесь  рассмотрением  так  называемых  неполярных  молекул,  не  обла¬ 
дающих  постоянным  дипольным  моментом  в  отсутствие  поля. 

**}  В  общем  случае  поляризуемость  а  является  тензором  второго  ранга. 
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выражение  для  диэлектрической  восприимчивости  запишется  в  явном  виде  сле¬ 
дующим  образом: 


П  = 


N  а 


4л; 


Аа 


(І5) 


Подставляя  это  значение  і]  в  первую  из  формул  (2),  находим  для  диэлектриче¬ 
ской  проницаемости 


в  = 


.  ,  8л 

4л  " 


(іб) 


В  свою  очередь  (16)  дает  зависимость  средней  поляризуемости  рт  8  к  N  ила 
(если  использовать  соотношение  Максвелла  е  =  я3)  от  п  и  АГ,  а  именно: 

3  8 — і _  3  п2  —  1 

а  4лА'е4-2  4лАя3Н-2*  И'/ 


По  удивительному  совпадению  соотношение  (17)  было  получено  независимо 
и  практически  одновременно  двумя  учеными  с  почти  идентичными  фамилиями» 
Лорентцом  [10]  и  Лорейном  [11],  и  поэтому  называется  формулой  Лоренпщ — - 
Лоренца  *).  Как  мы  видим,  она  служит  мостом,  связывающим  феноменологиче¬ 
скую  теорию  Максвелла  с  теорией  атомного  строения  вещества. 

Вместо  средней  поляризуемости  а  часто  пользуются  другой  величиной  Л, 
называемой  молекулярной  рефракцией  (в  случае  одноатомных  веществ  она  назы¬ 
вается  также  атомной  рефракцией).  Это,  по  существу,  полная  поляризуемость 
моля  вещества  **),  определяемая  как 

А=Ц-Мта.  (18) 


Здесь  Мт~  6,02*  ІО23 —  число  Авогадро,  равное  числу  молекул  в  одном  моле. 
Если  ѴР —  молекулярный  вес,  р  —  плотность,  р  —  давление  и  Т —  абсолют¬ 
ная  температура,  то  молярный  объем  равен 


М  р  р 


(19) 


где  использован  закон  Бойля.  Следовательно,  молекулярную  рефракцию  можно 
записать  в  двух  формах 


V?  я*—і  _  НТ  л2  —  1 
р  п2Ц~2  ~~  р  2  ' 


■(20) 


Выражение  (20)  показывает,  что  А  имеет  размерность  и  порядок  величины  мо¬ 
лярного  объема. 

Для  газа  пг  почти  равно  единице,  так  что 


ЯГл*  — і 

~  ШГ  *  Л  ~  р  3  ~  “  ~ 


(21) 


*)  Аналогичная  формула  для  статических  полей  была  раньше  получена  в  работах  [12] 
и  [13].  Их  авторы  пытались  объяснить  диэлектрические  с вобства  изоляторов,  предположив Д что 
атомы  являются  небольшими  проводящими  сферами,  взаимное  расстояние  между  которыми 
велико  по  сравнению  с  их  диаметрами;  они  получили  следующее  соотношение  между  концент¬ 
рацией  сфер  §  и  диэлектрической  проницаемостью: 

е —  1 

**)  Молем  или  грамм-молекулой  называется  такое  количество  вещества,  вес  которого  в 
граммах  равен  молекулярному  весу  этого  вещества. 

7  М.  Борн,  Э.  Вольф 
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Формула  (20)  дает  в  явном  виде  зависимость  показателя  преломления  от 
плотности  для  света  какого-то  определенного  цвета.  Она  должна  выполняться 

при  изменении  плотности  при  условии, 
что  сохраняется  изотропия.  В  случае 
газов  мы  действительно  обнаруживаем, 
что  гі1 —  1  и  р  почти  пропорциональны 
друг  другу,  как  это  следует  из  второй 
формулы  (21).  И  даже  при  высоком  давле¬ 
нии,  когда  п  заметно  отличается  от  едини¬ 
цы,  молекулярная  рефракция  остается 
по  существу  постоянной,  что  видно  из 
табл.  2.1.  Оказывается,  что  молекуляр¬ 
ная  рефракция  остается  также  практиче¬ 
ски  постоянной  и  при  конденсации  газа 
в  жидкость  (табл.  2.2). 

Используя  (20),  можно  показать,  что» 
молекулярная  рефракция  смеси  двух 
веществ  в  хорошем  приближении  равна  сумме  вкладов  от  каждого  вещества. 
Таким  образом,  если  смешиваются  две  жидкости  с  рефракциями  Аг  и  Д2  и  если 


Таблица  2.1 

Молекулярная  рефракция  А  воздуха  при 
температуре  около  14,5°  С  для  различных 
давлений  (0-линия  натрия) 


Давление 

атм 

п 

А 

1,00 

1 ,0002929 

4,606 

-  42,13 

1,01241 

4,661 

96,16 

1,02842 

4,713 

136,21 

1,04027 

4,743 

176,27 

1,05213 

4,772 

Таблица  2.2 


Молекулярная  рефракция  А  различных  соединений  для  0-линии  натрия 


Вещество 

Формула 

п 

р 

А 

Кислород 

о2 

32 

1,221 

1,124 

4,00 

1,000271 

4,05 

Соляная  кислота 

на 

36,5 

1,245 

0,95 

5,95 

1,000447 

6,68 

Вода 

нго 

18 

1,334 

1,00 

3,71 

1,000249 

3,72 

Сероуглерод 

с$2 

76 

1,628 

1,264 

21,33 

1,00147 

21,99 

Ацетон 

сянво 

58 

1,3589 

0,791 

16,14 

1,00108 

16,16 

В  столбцах,  в  которых 

приведены 

величины 

п  и  А,  первое 

значение 

относится  к 

жидкости,  второе  к  пару.  Плотности  паров  неизвестны,  но  рассчитаны  на  основе  зако-  | 

н  а  идеальных  газов  из  известной  плотности  водорода 

единичный  объем  первой  жидкости  содержит  N1  молекул, 
молекул,  то  молекулярная  рефракция  смеси  будет  равна 

л  _ Л 1А1  |-Л2Л2 

Лг ,  +  ІѴ3  • 


а  второй  — 

(22) 


Таблица  2.3 


Молекулярная  рефракция  для  0-линии  натрия  смеси  воды  и  серной  кислоты  при  15°  С 


Относитель¬ 
ное  содержа¬ 
ние  Н250^, 
вес  % 

№ 

п 

р 

А 

{получено 
по  (22)} 

А 

(рассчитано 
по  (2  0» 

Мx  +  N!і 

0 

0 

18,00 

1,3336 

0,9991 

3,72 

3,72 

19,98 

0,044 

21,52 

1,3578 

1,1381 

4,19 

4,15 

39,76 

0,109 

26,72 

1,3817 

1,2936 

4,80 

$.81 

-  59,98 

0,216 

35,28 

1,4065 

1,4803 

5,86 

5,86 

80,10 

0,425 

52,00 

1,4308 

1,6955 

7,95 

7,93 

100 

1 

98 

1 ,4277 

1,8417 

13,68 

13,68 
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Этот  результат  также  оказывается  в  достаточно  хорошем  согласии  с  экс¬ 
периментом  (табл.  2.3). 

Наконец,  рассмотрим  зависимость  молекулярной  рефракции  А  соединения 
от  атомных  рефракций  составляющих  его  атомов.  Если  молекула  состоит  из 
сАГі  атомов  с  рефракцией  Аи  оі\Г3  атомов  с  рефракцией  Аг  и  т.  дм  то,  очевидно, 

А  =  <№ гАг  4-  <2ДГ2Л2.  (23) 

Эта  формула  также  довольно  хорошо  согласуется  с  экспериментом,  как  видно 
из  табл.  2.5.  Рефракции  составляющих  атомов  приведены  в  табл.  2.4. 

Таблица  2.4  Таблица  2.5 

Молекулярные  рефракции  различных 

Атомные  рефракции  различных  элементов  соединений  для  0- линии  натрия 

для  0-линии  натрия 


Согласие,  полученное  в  этом- случае,  лучше,  чем  можно  было  бы  ожидать, 
исходя  из  нашего  простого  рассмотрения.  В  других  случаях  действительно 
нужно  учитывать  некоторые  другие  соображения,  например,  при  исследовании 
азота  мы  должны  приписать  атому  азота  различные  атомные  поляризуемости 
в  зависимости  от  того,  в  какие  соединения  он  входит.  Вводя  необходимые  моди¬ 
фикации,  мы  видим,  что  а  служит  хорошо  определенным  атомным  параметром, 
который  можно  использовать  также  при  изучении  других  явлений,  таких,  как 
силы  сцепления  Ван-дер-Ваальса,  поверхностная  адсорбция  и  т.  д.  Эти  явле¬ 
ния,  однако,  удовлетворительно  объясняются  лишь  с  помощью  квантовой 
механики. 

2.3.4.  Элементарная  теория  дисперсии.  В  §  1.2  указывалось,  что  фазовая 
скорость  и,  следовательно,  показатель  преломления  не  могут  быть  постоянными 
среды,  как  мы  предполагали  вначале  при  формальном  рассмотрении.  Эти 
величины  должны  зависеть  от  частоты.  Изменение  показателя  преломления 
с  частотой  составляет  явление  дисперсии.  Для  адекватного  описания  диспер¬ 
сии  необходимо  сильно  углубиться  в  теорию  атомного  строения  материи,  но 
можно  дать  упрощенную  модель  диспергирующей  среды,  используя  один  или 
два  основных  результата,  касающихся  структуры  молекул. 

Молекула  состоит  из  нескольких  тяжелых  частиц  (ядер  атомов,  образую¬ 
щих  молекулу),  вокруг  которых  обращаются  легкие  частицы  (электроны). 
Электроны  несут  отрицательный  заряд,  а  ядра  —  положительный.  В  нейтраль¬ 
ных  молекулах  заряды  электронов  точно  компенсируют  заряды  ядер.  Однако 
центры  положительных  (ядерных)  и  центры  отрицательных  (электронных) 
зарядов  могут  не  совпадать;  такая  система  является  электрическим  диполем 
и  называется  полярной.  Для  простоты  мы  здесь  не  будем  рассматривать  поляр¬ 
ные  молекулы,  хотя  они  играют  огромную  роль  во  многих  физических  и  химиче¬ 
ских  явлениях. 

Если  неполярную  молекулу  поместить  в  электрическое  поле,  то  электроны 
и  ядра  смещаются  и  возникает  дипольный  момент.  Векторная  сумма  всех  ди¬ 
польных  моментов  молекул  в  единице  объема  является  по  существу  вектором 
поляризации  Р,  введенным  формально  в  предыдущем  разделе. 
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Для  того  чтобы  определить  зависимость  поляризации  и  показателя  прелом¬ 
ления  от  частоты  поля,  нам  прежде  всего  необходимо  найти  смещение  г  каждой 
заряженной  частицы  относительно  ее  положения  равновесия.  Мы  можем  пред¬ 
положить»  что  на  каждый  электрон  действует  сила  Лорентпа  Р  (см.  уравнение 
(1.1.34)),  равная 

р  =  <ЕЧ|хВ'), 

где  е —  заряд  электрона,  а  ѵ  —  его  скорость.  Пусть  скорость  электрона  мала 
по  сравнению  со  скоростью  света  в  вакууме  с,  и,  следовательно,  в  выражении 
для  силы  Лорентца  можно  пренебречь  вкладом  магнитного  поля.  Строгое  опре¬ 
деление  эффективного  смещения  ядер  и  электронов  под  действием  электриче¬ 
ской  силы  является  сложной  проблемой  квантовой  механики.  Однако  представ¬ 
ляется  правдоподобным  (и  действительно  подтверждается  строгой  теорией), 
что  с  хорошим  приближением  электроны  ведут  себя  так,  как  если  бы  при  откло¬ 
нении  от  положения  равновесия  на  них  действовала  квазиупругая  возвращаю¬ 
щая  сила  0=^ — ?г.  Следовательно,  если  через  т  обозначить  массу  электро¬ 
на,  то  уравнение  его  движения  запишется  в  виде 

тіг-^дг  =еЕ\  (24) 

Пусть  ю  —  циклическая  частота  поля  падающей  волны,  т.  е* 

Е'  =  Е'ехр( — ші);  (25) 

будем  искать  решение  (24)  в  виде 

г  —  г0  ех  р  ( — ш  ^) .  (26) 


Тогда  искомое  стационарное  решение  уравнения  (24)  запишется  следующим 
образом: 


еЕ' 

т  (соо — со2)  * 


(27) 


где 


(28) 


называется  резонансной  частотой .  Согласно  (27)  электрон  колеблется  с  частотой 
поля  падающей  волны. 

Каждый  электрон  вносит  в  поляризацию  момент  р  =  ег.  Ядра  также  вносят 
свой  вклад  в  нее,  но  так  как  массы  ядер  велики  но  сравнению  с  массой  электро¬ 
нов,  их  вкладом  в  первом  приближении  можно  пренебречь.  Предположим  сна¬ 
чала,  что  в  молекуле  имеется  лишь  один  эффективный  электрон  с  резонансной 
частотой  <д)0;  тогда  для  полной  поляризации  Р  мы  получим  выражение 


р  =Л/р=ІѴег  =  ІѴ 


е2  Е' 


Сравнение  (29)  с  (14)  дает 


Nа  =  N 


т  («у§ — ш*)  * 


(29) 

(30) 


что  выражает  «плотность  поляризуемости»  через  атомные  параметры.  Таким 
образом,  оказывается,  что  величина  а  непостоянна,  как  это  было  бы,  если  бы  е 
в  (17)  означало  статическую  диэлектрическую  проницаемость  Удобно  ввести 
понятие  зависящей  от  частоты  диэлектрической  проницаемости  е  (со),  которая 
определяется  соотношением  Максвелла  е  —  я2,  где  п  —  показатель  преломле¬ 
ния,  являющийся  функцией  от  со,  т.  е.  п  (со).  Тогда  статическая  диэлектриче¬ 
ская  проницаемость  равна  величине  е  (0)  =  я2(0);  согласно  (17)  она  соответст¬ 
вует  предельному  значению  Мх(0),  которое  в  соответствии  с  (30)  имеет  вид 


іѴа(О) 


N6* 

лга>о 


§  2.3] 
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Подставив  это  значение  в  (16),  мы  получим  статическую  диэлектрическую  про¬ 
ницаемость  е(0). 

Для  (офО  функция  Ма(ю),  согласно  (30),  монотонно  увеличивается  с  ро¬ 
стом  со  и  обращается  в  бесконечность  (резонансная  точка)  при  со  =  со0;  для 
со^>со0  при  увеличении  со  она  стремится  к  нулю  с  отрицательной  стороны. 
Подставляя  (30)  в  (17),  мы  найдем  зависимость  показателя  преломления  от 
частоты  в  явном  виде 

п 2  —  1  4л  Хе* 

п2  +2  3  тМ_0)2)  * 


Для  газа  п  близко  к  единице  *),  и  поэтому  в  знаменателе  левой  части  мы 
можем  положить-  п2-\-  2  ~  3;  тогда 

п=  —  1»4яУа  =  ;1лД-  .  (32) 

т(соо— со2) 

Как  мы  видим,  п  растет  с  увеличением  частоты.  Говорят,  что  в  этом  случае 
имеет  место  нормальная  дисперсия.  Далее,  п  больше  или  меньше  единицы  в  за¬ 
висимости  от  того,  меньше  со,  чем 
со0,  или  больше  нее,  и  п  прибли¬ 
жается  к  единице  при  увеличении 
со  (рис.  2.3)  **). 

На  самом  же  деле  при  резонан¬ 
сной  частоте  (со  =  оо0)  п  и  а  не  бес¬ 
конечны,  как  утверждает  наша  фор¬ 
мула.  Возникает  лишь  формальная 
особенность,  так  как  мы  пренебре¬ 
гали  влиянием  затухания.  Факти¬ 
чески  затухание  служит  сущест¬ 
венным  фактором  во  всем  процессе, 
поскольку  колеблющиеся  электро¬ 
ны  излучают  электромагнитные 
волны,  которые  уносят  энергию. 

Имеются  и  другие  причины  дис¬ 
сипации  энергии  (например,  со¬ 
ударения  между  атомами).  Фор¬ 
мально  затухание  можно  учесть  путем  добавления  в  уравнение'  движения 
(24)  члена  §т,  представляющего  тормозящую  силу 

тг-}-§г  +  дг  =  еЕ;.  (33) 

Тогда  вместо  (27)  мы  получим 


Рис.  2.3.  Диперсионные  кривые  для  газа. 
Сплошная  крипа  я  —  влияние  затухания  не  учитывается? 
пунктирная  кривая  — с  учетом  затухания.  В  последнем 
случае  по  оси  ординат  отложены  вещественные  части 
величин  и  4яЛга. 


Г  — 


еЕ' 


т  (ш^  — со2) — 


(34) 


Поляризация,  а  следовательно,  и  Ма  становятся  комплексными.  Можно  по¬ 
казать  (аналогичная  ситуация  возникает  и  в  теории  металлов,  где  используется 
комплексный  показатель  преломления,  см.  гл.  13),  что  вещественная  часть  этой 
комплексной  функции  является  истинной  «плотностью  поляризуемости».  Она 
показана  пунктирной  кривой  на  рис.  2.3.  Кривая  имеет  резкий  максимум 
при  значении  со,  несколько  меньшем  а>0,  и  резкий  минимум  при  значении, 
несколько  большем  со0.  Между  максимумом  и  минимумом  функция  умень- 


*)  Речь  идет  здесь  о  частотах,  не  слишком  близких  к  частоте  оу  При  ю-*  со0,  как  видно 
из  (32),  п  — >  со .  (Прим,  персе.) 

**)  Поскольку  здесь  идет  речь  о  вещественном  показателе  преломления  п,  формула  (32), 
в  которой  не  учтено  затухание,  не  может  правильно  передавать  поведение  п  вблизи  частоты  го0. 
В  самом  деле,  из  (32)  при  ш0  следует,  что  п2  <  0  и,  значит,  величина  п  должна  быть  Комплекс 
сной.  (Прим,  перев.) 
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шается  с  увеличением  частоты,  и  мы  говорим  об  области  аномальной  диспер¬ 
сии.  В  этом  случае  лучи  с  более  короткой  длиной  волны  преломляются  меньше, 
чем  лучи  с  большей  длиной  волны,  что  приводит  к  обращению  обычного  поряд¬ 
ка  чередования  призматических  цветов.  Для  наших  целей  область  аномальной 
дисперсии  не  представляет  большого  интереса,  так  как  резонансные  частоты 
свободных  атомов  лежат  почти  исключительно  в  ультрафиолетовой  области 
спектра.  Показатель  преломления  в  видимой  области  спектра  в  таком  случае 
всегда  больше  единицы. 

До  сих  пор  мы  предполагали,  что  у  системы  имеется  лишь  одна  резонансная 
частота.  В  общем  случае  будет  существовать  много  таких  частот  даже  в  системе, 
состоящей  из  молекул  одного  сорта;  тогда  (31)  и  (32)  придется  заменить  более 
общими  выражениями.  Вновь  пренебрегая  временно  движением  ядер,  мы  полу¬ 
чим  вместо  (31)  соотношение 


П2  —  1 
п2~\~  2 


4л, 

3 


(35) 


где  —  число  электронов  для  соответствующей  резонансной  частоты  со*., 
Для  газов  (л —  1)  последнее  соотношение  можно  переписать  в  виде 


где 

Используя  тождество 
получим  вместо  (36) 

где 


™  пт  ’ п 


У  Р  к 

__  Ра 

(36) 

*  — V2 

I 

к* 

1 

& 

2  я  Яй 

ѵ=  — =  ^ 

’  2я  Я 

(37) 

я* 


яі 


Ьк 


я2-яГ 


(38) 

(39) 


Для  представления  показателя  преломления  во  всей  видимой  области 
спектра  обычно  достаточно  учесть  лишь  одну  или  две  резонансные  частоты 
в  ультрафиолетовой  области  Кох  [14],  например,  нашел,  что  в  интервале  от 
Х  =  0,436  мк  до  \  =  8,68  мк  для  водорода,  кислорода  и  воздуха  выполняется 
следующее  соотношение: 

(40) 

постоянные  а,  Ь  и  А*  приведены  в  табл.  2.6. 

Таблица  2.6 


Дисперсионные  постоянные  для  кислорода,  водорода  и  воздуха 
в  области  0,436  —  8,68  мк  при  0°С  и  760  мм  ргп.  ст. 


Газ 

а-1Ѳ* 

й*10»4,  см г 

к2 

10”*  см.г 

ѵ0, 

)01Я  сел:-» 

Водород 

27,216 

211,2 

0,007760 

3,40 

Кислород 

52,842 

369,9 

0,007000 

3,55 

Воздух 

57,642 

327,7 

0,005685 

3,98 

§  2.31 
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В  спектральном  интервале,  который  не  содержит  резонансных  частот, 
выражение  (38)  с  хорошей  точностью  можно  заменить  более  простым.  Для  всех 
веществ,  которые  кажутся  глазу  прозрачными,  таким  интервалом  является 
видимая  область  спектра.  Обозначим  через  резонансные  частоты  с  коротко¬ 
волновой  (фиолетовой)  стороны  нашего  интервала,  а  через  ѵг —  частоты  с  длин¬ 
новолновой  (красной)  его  стороны;  тогда  дисперсионная  формула  (36)  при  раз¬ 
ложении  в  степенные  ряды  относительно  ѵ  и  %  соответственно  примет  вид 

л!—  1  =  Л  +  Вѵа+Сѵ'+...—  К— 1 


С-2Ѵ"\ 

ѵ  ѵ  ѵ  К  (42) 

я' =2 (V,  С'=2рл?.  ... 

ГГ  / 

В  такой  области,  свободной  от  поглощения,  значение  п  для  газов  так  мало  отли¬ 
чается  от  единицы,  что  мы  можем  заменить  пг —  1  на  2  (п —  1).  Кроме  того,  члены 
с  В' ,  С',  . . возникающие  из-за  резонансных  частот,  соответствующих  ультра¬ 
фиолетовой  области,  обычно  не  оказывают  заметного  влияния.  Тогда,  оставив 
только  члены  до  1/Ѵ,  увидим,  что  (41)  переходит  в  формулу  Коши  [151 

*-1=Л,  (і+§),  (43) 


А  =  4>  =  (44) 

В  табл.  2.7  приведены  значения  Аг  и  Вг  для  наиболее  важных  газов.  Для  ил¬ 
люстрации  точности  формулы  (43)  в  табл.  2.8  сравниваются  друг  с  другом 


Таблица  2.7 


Значения  постоянных  Ах  и  В1  в  дисперсионной  формуле  Коши  для  различных  газоя 


Газ 

А±-\0Ъ 

Вг-  10я,  см* 

Г  ЭЗ 

л*.  10* 

В|-10в,  см * 

Аргон 

27,92 

5,6 

Кислород 

26,63  - 

5,07 

Азот 

29,19 

7,7 

Воздух 

28,79 

5,67 

Гелий 

3,48 

2,3 

Этан 

73,65 

9,08 

Водород 

13,6 

7,7 

Метан 

42,6 

14,41 

Таблицѣ  2.8 


Наблюдаемые  значения  показателя  преломления  для  воздуха  и  значения, 
даваемые  дисперсионной  формулой  Коши  (43) 
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наблюдаемые  значения  показателя  преломления  для  воздуха  и  значения,  давае¬ 
мые  формулой  Коши. 

«  В  случае  веществ  с  большой  плотностью,  т.  е.  для  жидкостей  или  твердых 
тел,  нельзя  заменять  я  на  единицу  в  знаменателе  второго  члена  (35).  Тем  не 
менее  можно  привести  (35)  к  той  же  форме,  что  и  выше.  Так  как 


я2— 1=7 


4л М*  =  —  У  -ф—  =  У  •  (46) 

к  к 

Как  правило,  достаточно  учитывать  лишь  конечное  число  резонансных  частот. 
Отсюда  следует,  что  величина  я2 —  1,  определяемая  формулой  (45),  представляет 
собой  рациональную  функцию  ѵ2,  и  поэтому  ее  можно  разложить  на  элементар¬ 
ные  дроби.  Для  этой  цели  мы  должны  найти  значения,  при  которых  знамена¬ 
тель  обращается  в  нуль,  т.  е.  корни  уравнения 

3 — 4лтѴа  =  3 — У  ■  Т*  .=0.  (47) 


Обозначив  их  через  ѵ*,  можно  привести  (45)  к  виду 


Это  выражение  идентично  по  форме  с  формулой  (36)  для  газов. 

Например,  при  наличии  лишь  одной  резонансной  частоты  Ѵі  она  будет  кор¬ 
нем  уравнения 

3 - геЧ-  =  0.  (49) 

Ѵі—  V2 

откуда 

ѵ?  =  ѵ?  — Др„  р,  =  р,.  (50) 

Уравнение  (48),  которое  можно  также  переписать  в  форме  (38),  известно 
как  дисперсионная  формула  Зельмейера. 

До  сих  пор  мы  пренебрегали  влиянием  движения  ядер.  В  действительности 
оно  существенно  лишь  при  очень  длинных  волнах  (инфракрасная  область). 
Причину  этого  легко  понять.  Электрический  момент  и  среднюю  поляризуемость 
приближенно  можно  разложить  на  две  части  —  одну,  связанную  с  электронами, 
и  другую,  связанную  с  ядрами,  т.  е. 

Р  =  Рг  +  Р„.  (51) 

где 

ре  =  агЕ',  р„=а„Е'.  (52) 

Электроны  почти  мгновенно  будут  следовать  за  полем  вплоть  до  довольно 
высоких  частот,  включая  во  многих  случаях  частоты  всего  видимого  спектра. 
Масса  же  ядер,  так  велика,  что  при  высоких  частотах  они  не  могут  следовать  за 
полем,  т.  е.  для  видимого  света  ап~  0.  Эго  видно  также  из  дисперсионной  фор¬ 
мулы  (41),  где  я2 —  1  представляется  двумя  группами  членов —  одной,  связан¬ 
ной  с  высокочастотными  («фиолетовыми»)  колебаниями  ѵѵі  и  другой  —  с  низко¬ 
частотными  («красными»)  колебаниями  ѵг-  Разумно  предположить  (и  это  строга 
следует  из  квантовой'  механики),  что  квазиупругие  силы,  связывающие  ядра 
и  электроны,  одинаковы  по  порядку  величины;  следовательно,  по  порядку 


§  2.4] 
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величины  частоты  будут  связаны  соотношением 

тѵ|  —  Л4ѵ*,  (53) 

где  т  —  масса  электрона,  М  — -  масса  ядра,  ѵв  и  ѵп —  частоты  колебаний  элек¬ 
тронов  и  ядер  соответственно.  Для  того  чтобы  обобщить  формулы  (41)  и  (42) 
и  учесть  движение  ядер,  мы  можем  просто  предположить,  что  «фиолетовые»” 
колебания  обусловлены  электронами,  а  «красные»  колебания  —  ядрами.  Тогда 
придется  также  различать  два  типа  коэффициентов  определяемых  выраже¬ 
нием  (37)  —  одни  коэффициенты  будут  связаны  с  электронными,  другие  —  с 
ядерными  колебаниями.  При  этом  по  порядку  величины  выполняется  соотно¬ 
шение 

і  тре  ~  Мрп.  (54) 


Следовательно,  значения  коэффициентов  (42)  дисперсионных  формул  будут 
равны  по  порядку  величины 


Г'  ~  Аѵ 4 
^  М  ЛѴе’ 


(55) 


,  Г  ѵ“  V’ 

■  А\\+а—+Ь  — 

\  Че  ѵе 


+  т+ •••)}.  (56) 


где  а ,  Ь ,  ...,  а',  Ь' ,  ... —  численные  постоянные  порядка  единицы.  Первая 
группа  членов  соответствует  электронной  части  поляризуемости  ае,  вторая 
группа  —  ядер  ной  части  <х„.  Мы  видим,  что,  поскольку  величина  тіМ  мала 
(«1/1840),  члены  второй  группы  пренебрежимо  малы  при  условии,  что  частота 
ѵ  составляет  не  очень  малую  долю  «фиолетовых»  резонансных  частот  ѵ*. 

Следовательно,  для  оптической  частоты  (т.  е.  частоты,  соответствующей 
видимому  свету)  поляризация  выражается,  по  существу,  только  через  ав 
(как  предполагалось  в  наших  предыдущих  расчетах),  тогда  как  для  статиче¬ 
ского  поля  она  выражается  через  ае+а„. 

Рассмотрение  в  настоящем  разделе  основывалось  исключительно  на  клас¬ 
сической  механике.  Когда  подобные  расчеты  выполняются  на  основе  квантовой 
механики,  взаимодействие  поля  с  веществом  по-прежнему  можно  описывать 
при  помощи  виртуальных  осцилляторов,  но  число  их,  даже  при  наличии 
лишь  одного  электрона,  оказывается  бесконечно  большим.  И  хотя  уравнение 
(35)  все  еще  остается  применимым,  но  силы  осцилляторов  [к  определяют  теперь 
не  число  электронов  некоторого  типа,  а  скорее  число  виртуальных  осциллято¬ 
ров,  принадлежащих  одному  электрону  или  группе  электронов.  В  большинстве 
случаев  заметную  величину  имеет  лишь  конечное  число  значений  [к,  тогда  как 
остальными  можно  пренебречь.  Фактически  полная  формальная  теория  почти 
не  меняется  при  введении  квантовой  механики,  но  с  ее  помощью  мы  можем 
рассчитать  величины  ]\  для  данной  электронной  системы. 


§  2.4.  Описание  распространения  электромагнитных  волн 
с  помощью  интегральных  уравнений*) 

В  начале  настоящей  главы  был  намечен  подход,  позволяющий  описывать 

распространение  электромагнитных  волн  с  помощью  интегральных  уравнений, 
а  в  последующих  разделах  были  введены  вспомогательные  величины,  необхо¬ 
димые  для  этой  цели.  Теперь  мы  сформулируем  эти  интегральные  уравнения 
и  рассмотрим  некоторые  их  следствия,  что  можно  сделать,  оставаясь  полностью 

*)  Излагаемая  здесь  теория  была  развита  главным  образом  в  работах  [16—19].  Полное 
изложение  теории  приведено  в  { 20]  См  также  [21,  22]  ] 

Некоторые  обобщения  этой  теории,  учитывающие  нелинейное  поведение  среды  (проявляю-” 
щееся  при  исключительно  сильных  полях),  рассмотрены  в  работе  [23]. 
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в  рамках  макроскопической  теории,  излагаемой  на  протяжении  данной  книги. 
В  рамках  этой  теории  интегральные  уравнения  эквивалентны  уравнениям  Макс¬ 
велла  и  представляют  собой  математическое  описание  электромагнитных 
явлений  с  помощью  взаимодействий  на  конечных  расстояниях  (им,  конечно, 
необходимо  время  для  распространения).  Определенные  преимущества  такого 
подхода,  который  в  ряде  случаев  оказывается  мощнее  обычного  подхода,  осно¬ 
ванного  на  дифференциальных  уравнениях,  заключаются  в  том,  что  он  связы¬ 
вает  макроскопические  явления  с  молекулярными,  рассмотренными  в  преды¬ 
дущем  разделе. 

Как  мы  уже  говорили  выше,  можно  считать,  что  молекулы,  составляющие 
вещество,  ведут  себя  в  поле  падающих  волн  подобно  диполям.  При  этом  все 
излучаемые  диполями  волны  действуют  на  любой  другой  диполь  с  эффективной 
силой  и  определяют  среднее  измеряемое  поле.  Предположим,  что  диполи  равно¬ 
мерно  распределены  по  среде,  и  среднее  значение  их  электрического  момента 
в  единице  объема  Р  будем  рассматривать  как  основную  величину.  На  самом  же 
деле  распределение  молекул  в  среде  никогда  не  бывает  совершенно  равномер¬ 
ным  (т.  е.  имеются  флуктуации  плотности)  и,  следовательно,  электрический  мо¬ 
мент  отдельных  частиц  флуктуирует  около  среднего  значения.  Возникающие 
явления  настоящая  теория  может  объяснить,  проводя  расчеты  несколько 
дальше,  т.  е.  рассчитывая  не  только  средние  величины,  но  и  их  среднеквадра¬ 
тичные  отклонения.  Подобные  расчеты  важны  для  некоторых  проблем,  напри¬ 
мер  для  объяснения  голубого  цвета  неба,  впервые  данного  Рэлеем  *).  Но  такое 
распространение  теории  здесь  провести  невозможно  **). 

2.4.1.  Основное  интегральное  уравнение.  Рассмотрим  распространение 
электромагнитной  волны  в  однородной  изотропной  немагнитной  среде.  Элек¬ 
трическое  и  магнитное  поля  Е'  и  Н^,  которые  действуют  на  /-й  диполь  внутри 
среды,  можно  разделить  на  поля  падающей  волны  Е(0,  Н(г)  (распространяю¬ 
щиеся  со  скоростью  света  в  вакууме  с)  и  вклад,  создаваемый  всеми  диполями, 
т.  е. 

е;  =  е“>+2'  н;.=  н“->+2'н;г;  (і) 


здесь  суммирование  распространяется  на  все  диполи,  кроме  /-го.  В  точке  г?, 
где  расположен  /-й  диполь,  поле  от  /-го  диполя  можно  определить  из  формул 
(2.2.49)  —  (2.2.51),  а  именно 


Еуі  «  гоі  гоі 


Р і  {і~НпІс) 


(2) 


где  р,(0  —  момент  /-го  диполя,  /?/*=  1 1/ — г,|  и  операция  гоі  производится 
относительно  координат  хІУ  у]ч  г/  /-го  диполя. 

Как  мы  уже  говорили,  распределение  можно  с  хорошим  приближением 
считать  непрерывным,  т.  е.  момент  диполей  можно  рассматривать  как  непре¬ 
рывную  функцию  координат  (и  времени)  р-^р(г,  /).  Концентрацию  N  также 
будем  считать  непрерывной  функцией  координат  N  (г).  В  этом  случае  полный 
электрический  дипольный  момент  Р  единицы  объема  определяется  формулой 
(2.3.14),  т.  е. 

Р  =  Л/р  =  МхЕ' .  (3) 


*)  Позже  мы  будем  вновь  ссылаться  на  теорию  Рэлея  в  §  13.5,  где  рассматривается  рас¬ 
сеяние  света  сферическими  частицами,  находящимися  в  вакууме.  Если  частицы  малы,  зависи¬ 
мость  интенсивности  рассеянного  излучения  от  длины  волны  совпадает  с  этой  зависимостью  в 
рассматриваемом  случае  спонтанных  флуктуаций  плотности  в  однородной  среде  (а  именно, 
обратная  пропорциональность  четвертой  степени  длины  волны).  Однако,  кроме  этого  резуль¬ 
тата,  флуктуационная  теория  дает  также  зависимость  интенсивности  рассеянного  излучения  от 
флуктуаций  плотности 

**)  Эта  теория  рассматривается,  например,  в  §  81  книги  [5], 


§  2.41 
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По  причинам,  изложенным  в  §  2.3,  мы  пренебрегли  вкладом  в  (3)  силы,  созда¬ 
ваемой  магнитным  полем.  Поскольку  допускается  также,  что  вещество  немаг¬ 
нитно  (т.  е  М  —  0),  в  устанавливаемые  ниже  условия  динамического  равновесия 
не  будет  входить  эффективное  поле  Н'. 

Если  подставить  (2)  в  (1)  и  перейти  к  непрерывному  распределению,  ис¬ 
пользуя  (3),  то  получим  *) 

Е'(г,  ()  =  Е«>  + 1  гоі  го*  Д'«  -  аѵ,  (4) 

И'  (г,  і)  -  Н<->  +  4~  |  гоі  Уа  -  — д-"-- ■  (5) 

где  /?  —  |  г — г'|. 

Если  точка  наблюдения  г  находится  вне  рассматриваемой  среды,  интеграл 
берется  по  всей  среде.  Если  она  расположена  внутри  среды,  то  необходимо  вна¬ 
чале  исключить  небольшую  область,  занятую  атомом;  будем  считать  эт>  об¬ 
ласть  небольшой  сферой  о  радиуса  а.  В  конечном  счете  мы  обычным  образом 
перейдем  к  пределу  а— >~0. 

Уравнение  (4)  представляет  собой  интегро-дифферендиальное  уравнение 
относительно  Е' .  Если  решить  его,  то  можно  получить  Н'  из  (5).  Эти  два  урав¬ 
нения,  по  существу,  эквивалентны  уравнениям  Максвелла  для  изотропных  не¬ 
магнитных  веществ.  Обобщение  на  магнитные  среды  можно  провести  с  помощью 
второго  вектора  Герца. 

2.4.2.  Теорема  погашения  Эвальда  —  Озеена  и  строгий  вывод  формулы 
Лорентц  —  Лоренца.  Уравнение  (4)  связывает  довольно  сложным  образом 
эффективное  электрическое  поле  с  электрическим  полем  падающей  волны.  Это 
уравнение  решается  в  явном  виде  лишь  в  специальных  случаях.  Тем  не  менее 
из  него  можно  получить  ряд  основных  результатов,  таких,  как  формула  Ло¬ 
рентц —  Лоренца,  законы  преломления  и  отражения  и  формулы  Френеля.  Пе¬ 
ред  тем  как  показать  это,  выведем  одно  важное  общее  следствие  решения. 

Пусть  2  обозначает  границу  рассматриваемой  среды.  Для  точек  наблюде¬ 
ния,  находящихся  внутри  среды,  основное  уравнение  (4)  можно  записать  в  виде 

Р  =  Мх(Е(‘}  +  Е^>),  (6) 

где  —  вклад  от  диполей,  равный 

1  Е,й>  =  ^  гоі  гоі  (7) 

О 

Здесь  мы  явно  указали  границу  объема,  по  которому  проводится  интегриро¬ 
вание. 

Будем  считать,  'что  поле  Еи)  создается  падающей  монохроматической  вол¬ 
ной  с  угловой  частотой  ш,  т.  е. 

ЕІІ)  =  Аи)(т)е-Ш'  (8) 

В  качестве  пробного  решения  для  Р  выберем  волну,  которая  также  монохрома- 
тячна  и  имеет  ту  же  частоту,  но  обладает  другой  скоростью  распространения 
(скажем,  сіп ) 

Р  =  (я2  —  1)^(Г)е"^,  (9) 

где,  как  и  раньше,  к0=  со/с  и 

ѵ2й+п*т^о.  (Ю) 


*)  Мы  должны  суммировать  поля,  а  не  потенциалы,  т.  е.  в  (4)  оператор  гоі  гоі  должен 
стоять  под  знаком  интеграла,  а  не  вне  его.  В  самом  деле,  поле,  действующее  на  молекулу  и  вы¬ 
раженное  в  виде  (3),  получается  суммированием  всех  индивидуальных  полей.  Наличие  особен¬ 
ности  у  полей  вблизи  источников  ведет  к  различию  между  суммой  полей  и  полем,  связанным  с 
полным  потенциалом  (суммой  потенциалов,  связанных  с  индивидуальными  полями).  См.  ниже 
соотношение  (15). 
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Постоянный  множитель  (я3—  1)  к\  в  (9)  введен  для  упрощения  последующих 
формул.  Постоянную  п  следует  рассматривать  как  неизвестную  величину,  при¬ 
чем  ее  определение  является  одной  из  главных  задач  настоящего  анализа. 

Предположим  также,  что  внутри  среды 

сііѵ  а =о.  ап 

На  первый  взгляд  возможность  решения  основного  интегро-дифференци- 
ального  уравнения  (6)  в  форме  нашего  пробного  решения  может  показаться  до 
некоторой  степени  странной,  так  как  Е0)  представляет  волну,  распространяю¬ 
щуюся  со  скоростью  света  в  вакууме  с ,  тогда  как  Р,  по  предположению,  распро¬ 
страняется  со  скоростью  с'п.  Однако  будет  показано,  что  поле  диполей  Е(а0 
можно  выразить  в  виде  суммы  дзух  членов,  один  из  которых  удовлетворяет 
волновому  уравнению  в  вакууме  и  в  точности  гасит  падающую  волну,  тогда 
как  другой  удовлетворяет  волновому  уравнению  для  распространения  со  ско¬ 
ростью  сіп.  Поэтому  можно  считать,  что  падающая  волна  гасится  в  любой 
точке  внутри  среды  в  результате  интерференции  создаваемого  ею  поля  с  полем 
диполей;  при  этом  появляется  новая  волна  с  иной  скоростью  распространения 
(а  в  общем  случае  и  с  иным  направлением  распространения).  Найденный  ре¬ 
зультат  известен  как  теорема  погашения: ;  он  был  установлен  вначале  для  кри¬ 
сталлических  сред  Эвальдом  [24]  и  для  изотропных  сред  Озееном  [173. 

Чтобы  доказать  теорему  погашения,  перепишем  (6)  в  форме,  не  зависящей 
от  времени 

1 +  }  (12) 

\(п3-1)Й  Г 

где 

і 

Е(й?)  ~  (п2  —  \)  к*АШ)е~ ,  \Ы)  =  $  гоі  гоі  О  (г')  О  (Я)сІѴ'  (13) 

а 

И 

д  ехр  (ік0К) '  ^ 


В  приложении  5  показано,  цто  если  радиус  сферы  о  достаточно  мал,  то 


2 

{ гоі  гоі  О  (г')  О  (Я)  аѵ 

ст 


2 

=  гоі  гоі  о  (г')  а  (Ю аг—ЗЦ-щт). 

а 


(15) 


Здесь  функция  О  представляет  сферическую  волну  в  вакуум^  и  поэтому  удов¬ 
летворяет  волновому  уравнению 

+  0.  (16) 

Таким  образом,  из  уравнений  (10)  и  (16)  следует,  что  член,  стоящий  под  знаком 
интеграла  в  правой  части  (15),  можно  записать  в  виде 

<17> 


При  интегрировании  с  помощью  теоремы  Грина  это  дает 
2 


$в(г')0(Д)^'  = 


о 


1 

(Я2-  1)й 


дО _ р  <?0  1 

идѵ'} 


(18) 


где  символ  д!дѵг  означает  дифференцирование  вдоль  внешней  нормали  к  гра¬ 
нице  2.  Прямой  расчет  показывает  (см*  п,  8.3,1),  что  предел  поверхностного 
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интеграла  по  а  при  а-^0  равен  —  4яО(г)  и,  следовательно, 

!  « (О  О  ,*1Л"  -  55ГІЩ  {|  К- о  Э) **  +  «1}  • 

В  пределе  из  (13),  (15)  и  (19)  получим 


А,л  =  $  гоі  гоі  О  (г')  О  (Я)  аѴ’  = 

О 

=  [4" гот  +  гоі  гоі  |  -О *  } 08’ ]  -Щ-  О  (Г).  (20) 

Используем  далее  тождество 

гоі:  гоі  Ц  =  дгасі  сііѵ  Ц  —  ?2СЬ  . 


Первый  члей  в  правой  части  исчезает  из-за  условия  (И),  а  второй,  согласно 
(10),  равен  пгк10. .  Следовательно,  при  подстановке  их  в  (20)  окончательно 
получим  следующее  выражение  для  поля  диполей: 


Согласно  (10)  первый  член  в  правой  части  представляет  волну,  распростра¬ 
няющуюся  со  скоростью  сіп,  тогда  как  второй  —  волну,  которая,  подобно  С, 
распространяется  со  скоростью  света  в  вакууме  с.  Следовательно,  как  мы  и  ожи¬ 
дали,  основное  уравнение  (12)  разделяется  на  две  группы  членов,  каждая  из 
которых  представляет  волну,  распространяющуюся  со  своей  скоростью.  Это 
возможно,  только  если  каждая  группа  в  нем  равна  нулю,  и,  следовательно. 


я2- 1 

/і24-2 


(22) 


и 


А®  +  гоі  гоі  0^-0  = 


(23) 


Соотношение  (23)  выражает  погашение  падающей  волны 

Е«>  =  дед  0-  ІіЛІ 

в  любой  точке  внутри  среды,  возникающее  вследствие  интерференции  с  частью 
поля  диполей.  Падающая  волна  заменяется  другой,  а  именно  волной  вида 

Е'  =  Р  =  Ш <я2 ' - 1 )  к№~  ші  = X  ^ + : 2)  к№~  Ш’  <24> 

которая  распространяется  внутри  среды  со  скоростью  с!п .  Величина  п  выра¬ 
жается  в  (22)  через  концентрацию  N  и  поляризуемость  а.  В  этом  выражении  мы 
узнаем  формулу  Лорешпц  —  Лоренца ,  введенную  предварительно  в  п.  2.3.3. 
Нужно  отметить,  что  погашение  падающей  волны  осуществляется  исключитель¬ 
но  диполями,  расположенными  на  границе  среды,  а  поляризация  Р  возникает 
только  вследствие  взаимодействия  соседних  диполей. 

В  принципе  общее  решение  интегро-дифференциального  уравнения  (23) 
можно  получить,  приведя  его  к  системе  двух  связанных  интегральных  уравне¬ 
ний  Фредгольма  для  О  и  дОі!дѵ'  на  поверхности.  Тогда  величину  О  в  любой 
точке  внутри  среды  можно  получить,  решая  уравнение  (10)  при  условии, 
что  О  принимает  указанные  значения  на  границе.  Это  нетрудно  сделать  обыч¬ 
ными  методами,  используя  функции  Грина  или  интегральную  формулу  Гельм¬ 
гольца  —  Кирхгофа  (см,  уравнение  (8,3,7)).. 


по 
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Мы  должны  теперь  связать  эффективное  поле  Е'  с  обычным  полем  Е 
теории  Максвелла.  Для  этого  запишем  два  определения  электрического  сме¬ 
щения  О,  а  именно 


и 

Исключая  из  них  О,  найдем 


О  =  еЕ  —  пг  Е 

(25а) 

О  -  Е-МяР. 

(256) 

р  _  .. 4п  р 

Ь  л2— 1  * 

(26) 

Теперь  из  (3)  и  (22)  получим 


4я  пН 2_ 

3  л2— 1  Г 


и,  следовательно,  используя  (26),  имеем 

е'  =  е+4^р, 


(27> 


что  согласуется  с  (2.3.12).  Наконец,  из  (26)  и  (9)  следует,  что  поле  Е  внутри 
среды  {пф\)  задается  формулой 

Е  =  4  пкЦХе-^К  (28) 

Для  нахождения  электрического  поля  вне.  среды  мы  должны  вернуться 
к  уравнению  (4).  Интегралы,  входящие  в  уравнения  (4)  и  (5),  теперь  берутся 
по  всей  среде,  так  что  оператор  гоі  гоі  можно  вынести  из-под  знака  соответст¬ 
вующего  интеграла.  Далее,  так  как  вне  среды  О  =  Е,  то  Р  —  0  и,  следовательно, 
согласно  (27),  мы  формально  получим  Е'  =  Е.  Вместо  (6)  теперь  мы  находим 

Е  =  е(Л  +  Е°\ 
где 

Е<"  =  гоі  гоі  аѵ’ . 

Для  рассматриваемого  здесь  случая  гармонической  зависимости  от  времени 
получим,  подставляя  сюда  выражение  (9)  и  используя  (17)  и  теорему  Грина, 
соотношение 

І?і/>  __  д<г>  е~ш, 

а  О  —  та  же  функция  на  поверхности  2,  что  и  раньше. 

До  сих  пор  мы  занимались  только  электрическим  полем.  Для  нахождения 
магнитного  поля  нужно  лишь  подставить  Е'  в  (о)  и  взять  интеграл.  Это  можно 
сделать  методом,  аналогичным  приведенному  выше,  но  такая  операция  сейчас 
несколько  проще,  так  как  оператор  гоі:  в  (5)  можно  вынести  из-под  знака  ин~ 
теграла,  что  следует  из  результатов,  изложенных  в  приложении  5.  При  срав¬ 
нении  получающихся  выражений  для  Н  и  для  Е  мы  увидим,  что  найденные  ре¬ 
шения  согласуются  с  уравнениями  Максвелла.  Мы  не  будем  приводить  здесь 
эти  расчеты,  поскольку  они  довольно  просты  и  не  вносят  каких-либо  важных 
новых  особенностей. 

Чрезвычайно  интересно  отметить,  что  подход,  основанный  на  физическом 
соображении  о  том,  что  поле  в  среде  более  естественно  характеризовать  поля¬ 
ризацией,  чем  вектором  смещения,  очень  изящно,  через  интегродифференциаль- 
ное  уравнение  (4),  приводит  к  строгому  выводу  формулы  Лорентц  —  Лоренца 
и  теоремы  погашения.  Этот  мощный  метод  до  сих  пор  слабо  использовался  при- 
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рассмотрении  более  частных  проблем  *);  пример  его  применения  будет  дан 
в  гл.  13. 

2.4.3.  Рассмотрение  преломления  и  отражения  плоской  волны  с  помощью 
теоремы  погашения  Эвальда  —  Озеена.  Применим  теперь  теоремѵ  погашения 
Эвальда  —  Озеена,  выраженную  формулой  (23),  к  случаю  плоской  монохрома¬ 
тической  волны,  входящей  в  однородную 
среду,  которая  заполняет  полупростран¬ 
ство  г<0.  Покажем,  что  из  этой  теоремы 
вытекают  законы  преломления  и  отра¬ 
жения,  а  также  формулы  Френеля. 

Падающую  волну  запишем  в  форме 
Е(°  —  Аи)  (г)  е~ Іи}1  — 

=  А?’  ехр.  {і  [к„  (г-*1'1)— со/]},  (31) 

где  60  ~  ю/с,  А|,г> — постоянный  вектор 
и  8{і) —  единичный  вектор  в  направлении 
распространения. 

Выберем  ось  г  так,  чтобы  она  про¬ 
ходила  через  точку  наблюдения  р,  кото¬ 
рую  мы  вначале  считаем  находящейся 
внутри  среды  на  расстоянии  г  от  границы 
2  (рис.  2.4).  Ось  х  выбираем  так,  чтобы  вектор  8СІ)  лежал  в  плоскости  хг.  Сле¬ 
довательно,  обозначая  угол  падения  через  Ѳг,  мы  получим 

—  зіпѲ,,  в«  =  0,  — созѲ,.  (32) 

В  соответствии  с  результатами  предыдущего  раздела,  предположим,  что 
прошедшая  волна  имеет  ту  же  частоту,  что  и  падающая,  но  другую  скорость 
г/я,  где  я  выражается  через  поляризуемость  и  плотность  с  помощью  формулы 
Лорентц  —  Лоренца.  В  качестве  пробного  решения  для  прошедшей  волны  вы¬ 
берем  плоскую  волну,  распространяющуюся  в  направлении  единичного  век¬ 
тора  который,  по  предположению,  лежит  в  плоскости  хг: 

=  —  5ІП  8^  —  0,  5?  —  —  СОЗ  Ѳ*.  (33) 

Тогда  выражение  (28)  примет  вид 

Е  —  ЬякІ<Хе~ 1ш1  —  4л#§С10  ехр  {і  [к0п  (г-5(0)— о)?]},  (34) 

где  Оо —  постоянный  вектор,  который,  согласно  (11),  ортогонален  &<г>. 

Решение  интегро-дифференциального  уравнения  легко  получить,  если  рас¬ 
сматривать  лишь  точки  наблюдения  р,  отстоящие  от  границы  г  =  0  на  расстоя¬ 
ниях,  больших  по  сравнению  с  длиной  волны,  т.  е.  если 


Рис.  2.4.  Проникновение  волны  в  однот 
родную  среду,  рассматриваемую  как  си¬ 
стема  диполей. 


2 яг /К  —  1 . 


(35) 


Это  условие  наложено  лишь  для  упрощения  расчетов  и  не  соответствует  огра¬ 
ничению  физической  обоснованности  интегро-дифференциального  уравнения. 
Производные,  входящие  в  интеграл  по  2,  теперь  имеют  вид 


Ы  (П 
дѵ' 


=  ехр  {іпк0  (г'  •$<")}  =  іпк„ 
да  (Я) 


дг' 
дѵ'  ‘ 


д\ ' 


дѵ'  р  —1*одѵ'Ѵ 


і  + 


)  Оо  ехр  {іпк„  (г'  -8И>)}.  (36а) 

тдг)  •  (3бб) 


Последним  членом  в  (366)  можно  пренебречь  из-за  условия  (35),  и  интеграл. 


*)  Этот  метод  был  применен  к  исследованию  распространения  электромагнитных  вола 
через  слоистую  среду  в  работе  [251. 
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входящий  в  (23),  записывается  следующим  образом: 


I  (Ѵп30  .  А  Г  ідК  п/дт'  „Л  )  ехр{.і„[й  +  л(г'  5<«)]} 

1 = Наз7-°  ъ? ) аз  =  3  {з?-*  (я»  •  •  ) ; - 2? - 6(5  * 

(37) 


Компоненты  векторов  г,  г'  и  К  равны  (см.  рис.  2.4) 

г:  0,  0,  — г , 

г':  х\  у\  О, 

К:  —  х\  —у\  —г, 

следовательно,  _ 

/?— УѴ*-|-  #'8  +  /*2,  г'  •  5(П  =  —  5ІП  Ѳ 

0/? _ ^ 

дѵ'  ~  Я  ’  дѵ 


Интеграл  (37)  после  подстановки  примет  вид 


+  ОС  +  00 

і  =  ^0Оо  |  ^  "^•(“^’  +  ^созѲ^  ехр  {ік^іН  —  пх'  $\п%)}  йх’ йу' . 


(38) 


(39) 


Удобно  ввести  угол  ф  и  соответств у ющи й  единичный  вектор  5,  определяе¬ 
мые  выражениями 

П5ІпѲ*  =  5іпср,  (40) 

$х  =  —  ЗІПф,  5у  =  0,  8г= — С05  ф.  (41) 

Так  как,  по  предположению,  6Г/  велико  по  сравнению  с  единицей,  показатель 
степени  экспоненциального  члена  в  (39)  также  велик  по  сравнению  с  единицей 
и  этот  член  будет  быстро  осциллировать  и  много  раз  менять  знак,  когда  точка 
(х\  у')  будет  пробегать  область  интегрирования.  При  таких  условиях  хорошее 
приближение  к  значению  і  получается  путем  применения  следующей  формулы, 
которая  является  следствием  принципа  стационарной  фазы  (см.  прило¬ 
жение  3): 


$5  §(х',  у')ехр[ік0/(х’,  у')]  йх'  йу' 


-- 8 (*'/.  іОехр  [ікЛх,,  у’)}.  (42) 


^  2т  ®  ] 

~К 

Здесь  (х),  у))  —  точки  в  области  интегрирования  О,  для  которых  /  постоянна. 


«,-№\ 


(43а) 


(  +1  когда  а,Ру  >  у*,  а,  >  0,  \ 
о  —  |  —К  когда  аД  >  у®,  а,  <  0,  |  (436) 

(  — 'Г,  когда  сеД  <у)  ) 

Бели  использовать  соотношения  (40)  и  (41),  то  в  данном  случае  мы  получим 


=т  (т+ 


$ш  ср 
зт  Ѳ+ 


СОЗ  0ѵ 


/  =  Я  —  X '  5ІП  Ф, 


(44) 


л,  следовательно, 
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Для  постоянства  ?  необходимо,  чтобы 

дх'  ду' 

Следовательно,  как  легко  показать  (отметим,  что  при  вычислении  частных 
производных  необходимо  брать  положительный  квадратный  корень),  /  будет 
постоянна,  только  если 

У*  =  У'и 

где 

ф,  “0.  (45) 

В  этой  точке  выражения  (43)  и  (44)  принимают  следующие  значения? 

«,-СЙ'і  -2?*.  И.-Г-Й1  -"Я'.  V,-».  («■> 


а,  =  1, 


Теперь  (42)  примет  вид 


НК,  Уд  —  г  СО$ф  =  Г-5, 

^ч__СО®ф81П(ф  +  0/) 

^14»  Ух)  7  атѲ* 


+  со  +  да 

I  I  І(-Іг+«созѲ0  «р{»,(#  — «я'  зіп  Ѳ*)}  йу* : 


2ш8Іп(<р+Ѳ/)  г..  , 

к0  совфбіпѲі  ХР  іі/г°'Г  $'Ь 

так  что  (39)  равно 

М  0  = -2л  «.  “р  №  <г-5»-  <47> 


Подставив  теперь  это  выражение  в  интегро-дифференциалъное  уравнение 
(23),  которое  выражает  погашение  падающей  волны,  получим 

гоЮ0  ехр  [ік0  (г-*)]  —  ік„  (8Х0„)  ехр  [ік„  (г-*)], 
гоігоі  ехр  [ік„  (г-8)]  =  — ^8Х(8Х<30)  ехр  [<&0  (г-8)]. 

Следовательно,  (23)  перейдет  в 

Ао>  ехр  [ік0  (г  •  8(|1)]  =  —  2пк\  ^ 8 X (8  х 0„)  ехр  {ік0  (г •  8)] .  •  (48) 

Это  соотношение  должно  тождественно  выполняться  для  всех  точек  г  на  гра¬ 
нице.  Следовательно, 

$  =  $и>  (49) 

и 

А»й  =  -2л^  і*<0  X  (*'"  X  в.)}-  <50> 

Уравнение  (49)  выражает  закон  преломления  (1.5.8).  В  самом  деле,  он  оз¬ 
начает,  что 

9  =  Ѳ„  (51) 

или,  в  соответствии  с  (40), 

язіпѲ*  —  зІпѲ,.  (52) 

Более  того,  соотношения  (41)  и  (32)  показывают,  что  вектор  лежит  в  пло¬ 
скости,  определяемой  вектором  $<г)  и  нормалью  к  границе  2* 


8  М  Ьппн.  Я  ВплыЪ 
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ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ  ПОТЕНЦИАЛЫ  И  ПОЛЯРИЗАЦИЯ 


[гл.  2 


Уравнение  (50)  связывает  амплитуды  падающей  волны  (31)  и  прошедшей 
врлны  (34)^  Обозначая  амплитуду  (векторную)  прошедшей  волны  через  То, 


Т0  —  4я&о00> 


(53> 


и  раскрывая  тройное  векторное  произведение,  получим  вместо  (50) 


д  а> _ ^  біп  (Ѳ;  Ѳр 

0  2  СО 5  Ѳ;  5ІП  Ѳі 


[Т0— 8а>  (5^-Т0)]. 


(54) 


Пусть  А±,  А  и  и  Т±1  Т составляющие  А?>  и  Т0  в  направлениях,  перпендику¬ 
лярном  и  параллельном  плоскости  падения.  Тогда,  вспоминая,  что  вектор  \{01> 

и  ЧТО  и  5СІ)  составляют  друг  с  другом 


ортогонален  з(й,  а  Т0  ортогонален  5' 
угол  (Ѳ;—  Ѳ*)>  найдем  из  (54) 

Лд 


1  зіп  (Ѳ|  Ѳ*)  / 


л„  = 


2  СО 5  Ѳ/  8ІП 

8ІП  {Ѳ,-  Ѳ^)  С05  (Ѳ;- 


С08  Ѳ*  8ІП  Ѳ* 


(55а> 

(55б> 


В  этих  соотношениях  мы  узнаём  ' формулы  Френеля  для  преломления  (см* 
(1,5.20а)). 

Наконец,  рассмотрим  случай,  когда  точка  наблюдения  находится  вне 
среды  (г>0).  Расчеты  совершенно  аналогичны,  только  теперь  в  соответствую¬ 
щих  формулах  = —  г  следует  заменить  на  г‘  =  г.  Это  эквивалентно  замене 
-на  — $2  в  (46г),  т.  е.  замене  ф  =  Ѳ*  на  ф  —  Ѳг,  где 


Ѳг  —  я— Ѳ,*, 


Вместо  единичного  вектора  $  =  $(|)  введем  теперь  единичный  вектор  8СГ>  с 
понентами 

$<п  =  — 5іп  ѳг  =  — зіп  ѳ,.,  81р  —  0^  4°  =  — еоз  Ѳг  —  соз 


и  получим  вместо  (47)  соотношение 


К 


^01 

дѵ'[ 


(іЗ'  —  — 2  л 


5ІП  (в[  —  Ѳ^) 
СО 5  0,  ЗІП  0* 


0,-ехр  [ік0  (г-5<г|)].. 


(56  > 
ком- 

(57> 

(58> 


Из  выражения  (30)  для 'не  зависящей  от  времени  части  отраженной  волны  на¬ 
ходим 

Аі°ехр  [ік,  (г- «<'•>)]  =  2л к\  {*(г'  х  (5й-'  х0„)}  ехр  [ік0  (г •«<")].  (59) 


Выражение  (59)  представляет  плоскую  волну,  распространяющуюся  в  направ¬ 
лении,  определяемом  единичным  вектором  $<г),  причем  это  направление  связано- 
с  направлением  8(1)  падающей  волны  соотношением  (56).  Соотношение  (56) 
выражает  закон  отражения  в  согласии  с  (1.5.7).  Амплитуда  А5>°  отражен¬ 
ной  волны,  выраженная  через  амплитуду  прошедшей,  записывается  в  виде 


Аі°“ 


8Іп  (Ѳ/— Ѳ;) 
2  С08  0/  5ІП  О* 


[Т, -•«(■«'».  Т,)]. 


(60) 


Обозначая  через  і?х  и  7?  „  составляющие  А'0°  в  направлениях,  перпендикуляр¬ 
ном  и  параллельном  плоскости  падения,  и  используя  (55),  получим 


1  5Іп(Ѳ;—  Ѳ;)  гр 

2  €05  Ѳ/  ЗІП  Ѳ*  -1- 


5ІП  (Ѳ/  Ѳ^)  д 

зіп  (Ѳ^  +  Ѳ*) 


(61  а) 


И' 


1  зіп  (0,-  —  0/)  соз  (0/  — Ѳ/)  Т  __  і§-(0;— 0^)  д 
%  собѲ/зіпѲ*  н  ^(Ѳ,-НѲі)  и 


(61б> 


Соотношения  (6.1)  совпадают  с  формулами  Френеля  для  отражения  (Іг5,21а), 
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ГЛАВА  3 


ОСНОВЫ  ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ  ОПТИКИ 


§  3.1.  Приближение  очень  коротких  длин  волн 

Электромагнитное  поле  видимого  света  характеризуется  очень  быстрыми 
колебаниями  (с  частотой  порядка  ІО14  сек~1),  или,  что  то  же,  малостью  длин 
волн  (порядка  Поэтому  можно  ожидать,  что  для  законов  распрост¬ 

ранения  видимого  света  получится  хорошее  первое  приближение,  если  пол¬ 
ностью  пренебречь  конечностью  длин  волн.  Оказывается,  что  такая  процедура 
справедлива  при  решении  многих  оптических  задач;  более  того,  физические 
явления,  которые  не  описываются  этой  приближенной  теорией  (так  называемые 
дифракционные  явления,  рассматривающиеся  в  гл.  8),  можно  обнаружить  лишь 
с  помощью  очень  тонких  экспериментов. 

.  Раздел  оптики,  в  котором  пренебрегают  конечностью  длин  волн,  что 
соответствует  предельному  переходу  Х0— >-  0,  называется  геометрической  опти¬ 
кой  *),  поскольку  в  этом  приближении  оптические  законы  можно  сформулиро¬ 
вать  на  языке  геометрии.  В  рамках  геометрической  оптики  считается,  что  энер¬ 
гия  распространяется  вдоль  определенных  кривых  (световых  лучей).  Физиче¬ 
скую  модель  пучка  световых  лучей  можно  получить,  если  пропустить  свет  от 
источника  пренебрежимо  малого  размера  через  небольшое  отверстие  в  непро¬ 
зрачном  экране.  Свет,  выходящий  из  отверстия,  заполняет  область,  граница 
которой  (край  пучка  лучей)  кажется  на  первый  взгляд  резкой.  Однако  более 
тщательное  исследование  показывает,  что  интенсивность  света  около  границы 
изменяется  хотя  и  быстро,  но  непрерывно,  от  нуля  в  области  тени  до  максималь¬ 
ного  значения  в  освещенной  области.  Это  изменение  не  является  монотонным, 
а  носит  периодический  характер,  что  приводит  к  появлению  светлых  и  темных 
полос,  называемых  дифракционными.  Размер  области,  в  которой  происходит 
это  быстрое  изменение  интенсивности  света,  порядка  длины  волны.  Следова¬ 
тельно,  если  длина  волны  пренебрежимо  мала  по  сравнению  с  размерами  отвер¬ 
стия,  то  можно  говорить  о  пучке  световых  лучей  с  резкой  границей  **).  При 
уменьшении  размеров  отверстия  до  величины,  сравнимой  с  длиной  волны,  воз¬ 
никают  эффекты,  для  объяснения  которых  требуется  более  тонкое  исследова¬ 
ние.  Однако  если  ограничиться  рассмотрением  предельного  случая  пренебре¬ 
жимо  малых  длин  волн,  то  на  размер  отверстия  не  накладывается  никакого 
ограничения  и  можно  считать,  что  из  отверстия  исчезающе  малых  размеров  вы¬ 
ходит  бесконечно  тонкий  пучок  света —  световой  луч.  Будем  показано,  что  из¬ 
менение  поперечного  сечения  пучка  световых  лучей  служит  мерой  изменения 
интенсивности  света.  Кроме  того,  мы  увидим,  что  с  каждым  лучом  можно  свя¬ 
зать  состояние  поляризации  и  исследовать  его  изменение  вдоль  луча. 

Далее  будет  показано,  что  для  коротких  длин  воли  общий  характер  поля 
такой  же,  как  и  в  случае  плоской  волны;  более  того,  законы  преломления  и  от¬ 
ражения,  установленные  для  плоской  волны,  падающей  на  плоскую  границу, 
остаются  в  приближении  геометрической  оптики  справедливыми  и  при  более 
общих  условиях.  Следовательно,  если  на  резкую  границу  (например,  поверх- 


*)  История  развития  геометрической  оптики  описана  в  работах  [1 — 3]. 

**)  ‘Тот  факт,  что  граница  становится  резкой  в  пределе  был  впервые  установлен 

Кирхгофом  [4].  См.  также  [5,  6], 
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ность  линзы)  падает  луч  света,  то  он  разделяется  на  отраженный  и  преломлен¬ 
ный  лучи,  а  изменение  состояния  поляризации  и  отражательною,  и  пропуска- 
•іельную  способности  можно  вычислить  из  соответствующих  формул  для  пло¬ 
ских  волн. 

Из  приведенных  выше  рассуждений  следует,  что  для  достаточно  коротких 
длин  волн  полное  объяснение  оптических  явлений  можно  получить  из  геометри¬ 
ческих  соображений  путем  определения  пути  световых  лучей  и  соответствую¬ 
щих  им  интенсивности  и  состояния  поляризации  Сформулируем  теперь  соот¬ 
ветствующие  законы,  переходя  в  уравнениях  Максвелла  к  пределу  *)  0. 

3.1.1.  Вывод  уравнения  эйконала.  Рассмотрим  гармонически  меняю¬ 
щееся  со  временем  поле  общего  вида 

Е  (г,  0  =  Мг)в-Ч  Н  (г,  і)  =  Н0  (г)е~ІШІ  (1) 

в  непроводящей  изотропной  среде.  Е0  и  Н0  являются  комплексными  вектор¬ 
ными  функциями  положения  и,  как  показано  в  п  1 .4  3,  вещественные  части 
стоящих  справа  выражений  (1)  описывают  физические  поля. 

Комплексные  векторы  Е„  и  Н0  удовлетворяют  уравнениям  Максвелла 
в  форме,  не  зависящей  от  времени,  которые  получаются  при  подстановке 
выражений  (1)  в  уравнения  (1  1  1) — (1  1  4)  В  областях,  свободных  от  токов 
и  зарядов  0=Р  =  0),  уравнения  Максвелла  имеют  вид 


гоі  Н0  +  ^0еЕ0  =  0, 

(2) 

гоі  Е0  —  і7г0рН^=Ѳ, 

(3) 

сііѵе  Е0  —  0, 

(4) 

сііѵ  рН0  =  0. 

(5) 

При  выводе  этих  уравнений  были  использованы  материальные  соотношения 
0  =  еЕ,  В  — р-Н,  и,  как  и  раньше,  соотношения  60=  со/с=  2яМ,о,  где  Я0 — 
длина  волны  в  вакууме 

Ранее  было  показано,  что  однородная  плоская  волна,  распространяющаяся 
в  среде  с  показателем  преломления  п  =  ]/ер  в  направлении,  определяемом  еди¬ 
ничным  вектором  з,  описывается  следующими  выражениями: 

Е0  =  е  ехр  (ік0п  (з<  г)),  Н0  —  Ь  охр  ( ік0  п  (з-г)),  (6) 

где  е  и  Ь  —  постоянные  векторы,  в  общем  случае  комплексные.  Для  монохро¬ 
матического  поля  электрического  дицоля  в  вакууме  было  найдено  (см.  §  2  2) 

Е0  =  еехр  (ік0г),  Н0  =  Ьехр  (ік0г),  (7) 

где  г  —  расстояние  от  диполя.  Здесь  векторы  е  и  Ь  уже  не  являются  прстоян- 
ными,  но  на  достаточно  больших  расстояниях  от  диполя  (г^>Я0)  и  при  соответ¬ 
ствующей  нормировке  дипольного  момента  они  не  зависят  от  к0. 

На  основании  этого  разумно  предположить,  что  в  областях,  расположен¬ 
ных  на  расстояниях  многих  длин  волн  ог  источника,  поля  более  общего  типа 
можно  представить  в  виде 

Е„  ^  е  (г)  ехр  (ік,// (г)),  Н0  =  Ь  (г)  ехр  (ік^(ѵ)),  (8) 

где  с5Дг)  — «оптический  путь»  —  вещественная  скалярная  функция  положения, 
а  е  (г)  и  Ь  (г)  —  векторные  функции  положения,  в  общем  случае  комплексные* *), 


*)  Зоммерфедьд  и  Рунге  [7],  используя  идею  Дебая  впервые  показали,  что  основное 
уравнение  геометрической  оптики  (Сравнение  эйконала  (156))  можно  вывести  из  скалярного 
волнового  уравнения  при  л,()~+0  Обобщение  этого  вывода,  учитывающее  векторный  характер 
электромагнитного  поля,  проведено  в  работах  [8 — 14] 

*“*)  е  и  Ь  обязательно  дочжны  быть  комплексными  сети  необходимо  учесть  все  возможные 
состояния  поляризации  Вещественные  е  и  Н,  согласно  (1  4  75),  соответствуют  линепно  поляри¬ 
зованному  свету. 
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Подстановка  (8)  в  качестве  пробного  решения  в  уравнения  Максвелла  дает  не¬ 
сколько  соотношений  между  е,  Н  и  Будет  показано,  что  в  случае  больших 
ко  (малых  К)  из  этих  соотношений  вытекает  требование,  чтобы  величина  & 
удовлетворяла  некоторому  дифференциальному  уравнению,  не  зависящему 


от  векторных  амплитуд  е  и  К. 

Используя  хорошо  известные  векторные  тождества,  получив  из  (8) 

гоі  Н0  =  (гоі  Ь  +гік0ц габ  0  х  Н)  ехр  (ік0^)у  (9) 

сііѵ  р  Н0  =  (р  ёіѵ  Ь  4*  Ь  •  §габ  р  +  ік0\іЪ  *  §гасі  &)  ехр  (ік0&)  (10) 

и  аналогичные  выражения  для  гоі  Е0  ».<ііѵеЕ0.  Следовательно,  уравнения 
(2)  —  (5)  примут  вид 

^габ^х  К+ее=  —  ігоііі,  (1 1) 

^габёУхе  —  рЬ=  — -—гоіе,  (12) 

С'ЕгасІ  — іт-*(е-§гасІ  1п  в  +  сііѵ  е),  (13) 

Ь*§гасі  <§?  =  —  4-  (Ь-^гасі  1п  р  +  сііѵ  Ь).  (14) 

'«о  • 


Нас  интересует  решение,  соответствующее  случаю  очень  больших  к0.  Поэтому 
правыми  частями  уравнений  (11) — (14)  можно  пренебречь,  если  выражения, 
которые  умножаются  на  1  /ік0і  не  будут  чрезвычайно  большими,  В  этом  случае 


уравнения  (11) — (14)  запишутся  следующим  образом: 

§габ  <§^хЬ  +  ее  — 0,  .  (11а) 

§габ  ^хе  —  рЬ  =  0,  (І2а) 

е*§габ^^0,  (13а) 

й-  §гас1  е/  —  0.  (14а) 


Ограничимся  изучением  лишь  уравнений  (11а)  и  (12а),  так  как  (13а) 
и  (14а)  получаются  из  них,  если  первые  скалярію  умножить  на  §гас!  & .  Урав¬ 
нения  (11а)  и  (12а)  можно  рассматривать  как  совместную  систему  шести  одно¬ 
родных  линейных  скалярных  уравнений  относительно  декартовых  компонент 
ех,  кх, . . .  векторов  е  и  Ь.  Эта  система  имеет  нетривиальное  решение  лишь  в  слу¬ 
чае  выполнения  условия  совместности  (равенство  нулю  соответствующего  опре¬ 
делителя).  Последнее  легко  получить,  исключая  е  или  К  из  (11а)  и  (12а).  Под¬ 
ставляя  Ь  из  (12а)  в  (11а),  находим  . 

—  {(е-  §гасі  &)  $габ  е  (§гас1  <Е02}  +  ее  —  0. 

г 


Первый  член  обращается  в  нуль  на  основании  (13а),  и  поскольку  е  не  равно 
нулю  во  всем  пространстве,  находим 


(ёгаеі  ^)2  =  п2, 


или  в  явном  виде 


Ш 


+ 


\ду) 


+ 


т 


-  п*(х,  у ,  2), 


(15а) 

(156) 


где,  как  и  ранее,  п=]/г  &и  —  показатель  преломления.  Функцию  3*  часто  на¬ 
зывают  эйконалом  *),  а  соотношение  (156)  —  уравнением  эйконала',  оно  является 


*)  Термин  «эйконал»  (от  греческого  слова  е/жоѵ  —  изображение)  был  введен  в  1895  г. 
Брунсом  для  обозначения  некоторых  связанных  функций  (см.  стр.  І38),  однако  в  дальнейшем 
он  стал  применяться  в  более  широком  смысле. 
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основным  уравнением  геометрической  оптики*);  Поверхности  &  (г)  *='  соші 
называются  геометрическими  волновыми  поверхностями  или  геометрическими 
волновыми  фронтами  **). 

Уравнение  эйконала  было  выведено  нами  из  уравнений  Максвелла  (диф¬ 
ференциальных  уравнений  первого  порядка),  однако  его  можно  получить  и  из 
волновых  уравнений  (уравнений  второго  порядка)  для  векторов  электрического 
или  магнитного  полей.  Для  этого  следует  подставить  выражения  (1)  и  (8) 
в  волновое  уравнение  (1.2.5),  и  тогда  после  простых  преобразований  получим 

К(е,  п)  +  ~Ие,  й^)  +  -[ЩгМ(е»  И)  =  °?  (1б) 

где  - 

К  (е,  п)  =  {д2  —  (§габ  ^)й}  е, 

1(е,  <ЕР,  п,  .ц)  =  {8гай^-ёга(1  Іпр. — Ѵ2с^}е  — 

—  2  {е-^гасі  Іпя}  &ай'§Р— 2  (^гасі  §7-^гас1)е, 
М(е,  е,  р)  =  гоіех§гасі  Іп  р  —  Ѵ2е —  §га6  (е^гасі  1п  е). 

Соответствующее  уравнение,  содержащее  Ь  и  получающееся  после  подстановки 
выражения  для  Н  в  (1.2.6)  (либо,  проще,  используя  то  обстоятельство,  что  урав¬ 
нения  Максвелла  остаются  неизменными  при  одновременной  замене  Е  на  Н 
и  е  на  — р),  имеет  вид  / 

К(Н,  ■&,  .п)+і^У(Ь.  У,  п,  е)+-~ -М(Ь,  41,  е)  =  0.  (17) 

В  случае  достаточно  больших  к()  вторыми  и  третьими  членами  в  (16)  и  (17) 
обычно  можно  пренебречь;  тогда  К  =  0,  откуда  сразу  же  следует  уравнение 
эйконала.  Позднее  будет  показано,  что  члены  в  (16)  и  (17),  содержащие  1  Іікй 
б  первой  степени,  также  имеют  физическое  истолкование. 

Можно  показать,  что  во  многих  важных  случаях  векторы  Ев  и  Н0  можно 
разложить  в  асимптотические  ряды  вида  ***) 

Е0  =  ехр  ^  -ттру?  ’  Н° =  ехР  Ш  Жітй  •  (18) 

где  еШ)  и  Ь(я*^функции  координат,  а  —  та  же  функция,  что  и  раньше  ****)♦ 
Геометрической  оптике  соответствуют  первые  члены  этих  разложений. 

З.І. 2.  Световые  лучи  и  закон  интенсивности  в  геометрической  оптике. 
Из  соотношений  (8),  (1.4.54)  и  (1.4.55)  следует,  что  усредненные  по  времени 
плотности  электрической  <ше>  и  магнитной  <шт>  энергии  записываются 


*)  Уравнение  эйконала  можно  считать  также  характеристическим  уравнением  волновых 
уравнений  (5)  и  (6)  из  5  1.2  для  Би  Н.  Оно  дает  строгое  описание  распространения  разрывов 
решений  этих  уравнений.  Однако  в  геометрической  оптике  интересуются  не  распространением 
разрывов/а  решениями,  гармонически  {или  почти  гармонически)  меняющимися  со  временем. 
В  приложении  6  показана  формальная  эквивалентность  этих  двух  интерпретаций. 

Уравнение  эйконала  можно  рассматривать  также  как  уравнение  Гамильтона  — ~  Якоби 
для  вариационной  задачи  б  /  п  <і&~ 0,  впервые  поставленной  применительно  к  оптике  Ферма 
(см.  п.  3.3.2  и  приложение  1). 

**)  В  дальнейшем  в  тех  местах, 'где  это  не  вызовет  недоразумений,  мы  будем  опускать 

пр  и  л  а  г  ате  л  ь  н  ое  «геометр  ически  й» . 

***)  Здесь  мы  предполагаем,  что  через  каждую  точку  проходит  только  один  геометриче¬ 
ский  волновой  фронт.  В  некоторых  случаях,  например,  при  наличии  в  среде  отражающих  пре¬ 
пятствий,  через  каждую  точку  может  проходить  несколько  волновых  фронтов.  Тогда  резуль¬ 
тирующее  поле  получается  сложением  нескольких  рядов  подобного  типа. 

****)  Теория  таких  асимптотических  разложений  была  впервые  развита  главным  обра¬ 
зом  а  работе  Луисберга  116].  См.  также  [17а],  [18]  и  [221-  Исчерпывающий  обзор  теории  приве¬ 
ден  в  [17]. 
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в  виде 


16я 


4-н. 

16л 


ь*. 


Подставляя  сюда  е*  из  (Па)  и  И  из  (12а),  получим 

<теУ  =  Саот>  =  1~[е,  И*,  §гасЗ  Д, 


(19) 

(20) 


где  квадратные  скобки  обозначают  смешанное  произведение.  Следовательно, 
в  приближении  геометрической  оптики  усредненные  по  времени  плотности 
электрической  и  магнитной  энергии  равны  друг  другу . 

Среднее  по  времени  значение  вектора  Пойнтинга  можно  получить  с  по¬ 
мощью  (8)  и  (1.4.52);  имеем 

<5>  =  8ІКе<ехЬ*>- 

Используя  (12а),  получим 

<5>=  2га<1  V— (е •  ёгасі  &) е* ). 

На  основании  (13а)  последний  член  в  этом  выражении  равен  нулю;  выражая 
затем  е*е*  через  <ше>  и  используя  соотношение  Максвелла  ер,  — я2,  находим 

<$>  =  |з  <®*>  бга  <1  (21) 


Поскольку  =  От>  член  2  <ше>  определяет  среднюю  по  времени  плот¬ 
ность  полной  энергии  <ю>  (<ау>  —  <ше>  +<^т»«  Выражение  же  (^гасі іР)іп 
на  основании  уравнения  эйконала  является  единичным  вектором  (ска¬ 
жем,  $),  і.  е. 


егасі  _  ^гасі  , 

п  ~  іегаа^і  ’ 


(22) 


тогда  из  (21)  следует,  что  вектор  5  направлен  вдоль  усредненного  вектора 
Пойнтинга.  Полагая,  как  и  раньше,  с!п  =  ѵу  выражение  (21)  можно  переписать 
в  виде 


<$>  =  V  <№>  в. 


(23) 


Следовательно,  направление  усредненного  по  времени  вектора  Пойнтинга 
совпадает  с  нормалью  к  геометрическому  волновому  фронту ,  а  абсолютная 
его  величина  равна  произведению  средней  плотности  энергии  на  скорость  ѵ  =■ 
—  сіп.  Этот  результат  аналогичен  соотношению  (1.4.9)  для  случая  плоских  волн 
и  свидетельствует  о  том,  что  в  приближении  геометрической  оптики  средняя 
плотность  энергии  распространяется  со  скоростью  ѵ  =  сіп. 

Геометрические  световые  лучи  можно  теперь  определить  как  траектории, 
ортогональные  к  геометрическим  волновым  фронтам  сопя!.  Мы  будем  при¬ 
писывать  этим  линиям  направление,  полагая,  что  оно  совпадает  в  каждой  точке 
с  направлением  усредненного  вектора  Пойнтинга  *).  Если  радиус-вектор  г(з) 
точки  Р%  расположенной  на  луче,  рассматривать  как  функцию  длин  5  дуги  луча, 
то  йгійв=^ву  и  уравнение  луча  запишется  в  виде 

1  (24) 


Из  (13а)  и  (14а)  видно,  что  векторы  электрического  и  магнитного  полей  в  каждой 
точке  ортогональны  лучу . 


*)  Такое  определение  световых  лучей  справедливо  лишь  для  изотропных  сред  Позже, 
в  гл.  14  мы  увидим,  что  в  анизотропной  среде  нормаль  к  волновому  фронту  б  общем  случае  не 
совпадает  с  направлением  вектора  Пойнтинга, 


§  3.1] 


ПРИБЛИЖЕНИЕ  ОЧЕНЬ  КОРОТКИХ  ДЛИН  ВОЛН 


121 


Смысл  уравнения  (24)  можно  пояснить  следующим  образом.  Рассмотрим 
два  соседних  волновых  фронта  соп$і  и  е^-М<^==  сопьі  (рис.  ЗЛ).  Тогда 

Ж  =  Ж^а^  =  «.  '  (25) 

Следовательно,  расстояние  йз  между  точками  пересечения  нормали  с  этими  вол¬ 
новыми  фронтами  обратно  пропорционально  показателю  преломления,  а.  е» 
прямо  пропорционально  ѵ , 


Рис.  3  1.  Чертеж,  поясняющий  смысл 
соотношения  ц$— дгасі 


Рис  3  2  К  выводу  закона  интенсивности  в 
геометрической  оптике 


Интеграл  )  пѣ  вдоль  кривой  С  называется  оптической  длиной  этой  кривой. 

Показывая  квадратными  скобками  оптическую  длину  луча ,  соединяющего 
точки  Р і  и  Рм  получим 

р* 

[РгР*]  -  і  =  '  (26) 

Рг 

Как  мы  установили,  средняя  плотность  энергии  распространяется  вдоль 
луча  со  скоростью  ѵ  =с/п,  поэтому 


п  ѣ  —  —  йз  =  с  йі, 

где*#  —  время  прохождения  энергией  расстояния  ѣ  вдоль  луча;  следовательно,. 

Рг 

[ЯЛ]  =с  5  Л(,  (27) 

Рі 

т.  е.  оптическая  длина  [РАЗ  равна  произведению  скорости  света  в  вакууме 
на  время  распространения  света  от  Рг  к  Р2. 

Интенсивность  света  /  была  определена  нами  как  абсолютное  значение 
от  среднего  по  времени  вектора  Пойнтинга.  Поэтому  из  (23)  следует,  что 

/  =  |<8>|  =  *><»>,  (28) 

а  закон  сохранения  (1.4.57)  дает 

(ііѵ  (/$)  =  0.  '  (29) 

Для  того  чтобы  понять  смысл  этого  соотношения,  рассмотрим  узкую  трубку, 
образованную  световыми  лучами,  выходящими  из  элемента  волнового  фрон¬ 
та  &  (г)  =  аг  (где  аі —  постоянная),  и  обозначим  через  й32  соответствующий  эле¬ 
мент,  который  пересекают  эги  лучи  на  другом  волновом  фронте  &  (г)  —  аг 
(рис.  3.2).  Интегрируя  (29)  по  объему  трубки  и  применяя  теорему  Гаусса,  по- 

лучим  $/з.^5  =  0,  (30) 

где  ѵ  —  внешняя  нормаль  к  поверхности  трубки.  Поскольку 
(  1  на  й8 2, 

$ .  ѵ  ~  \  —  1  на  (13г, 

V  0  на* остальной  поверхности, % 
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<30)  сводится  к  выражению 

14^=14^  (зі) 

где  Іх  и  /и—  интенсивности  на  (ІЗі  и  й32  соответственно.  Следовательно,  вели¬ 
чина  ІйЗ  остается  постоянной  вдоль  трубки  лучей.  Это  соотношение  выражает 


метрической  оптике  для  прямолинейны*  лучей 


закон  интенсивности  в  геометри¬ 
ческой  оптике 

Позже  будет  показано,  что  в 
однородной  среде  световые  лучи 
имеют  вид  прямых  линий*  Закон 
интенсивности  в  этом  случае  мож¬ 
но  представить  в  несколько  иной 
форме.  Предположим  сначала,  что 
сіЗіу  а  следовательно,  и  сІ32  огра¬ 
ничены  отрезками  линий  кривизны 
(рис.  3  3).  Если  Ві  и  —  главные 
радиусы  кривизны  отрезков  АгВі 
и  В1С1>  то 

А1В1  =  В1С1  = 


где  <2Ѳ  и  —  углы,  под  которыми  видны  А1В1  и  ВгСі  из  соответствующих  цент¬ 
ров  кривизны  ^  и  (ЗѴ  Следовательно, 

45г  =  АгВг .  В1С1  =  4Ѳ  Жр.  (32) 


Аналогичное  выражение  получается  для  элемента  й32,  который  выделяется 
пучком  лучей,  прошедших  через  сіЗ і,  из  другого  волнового  фронта  семейства, 


т.  е. 

йз2  =  а2в2  .  в2с2  =  ад;  дѳ  Жр.  (зз) 


Если  2 расстояние  между  <1$!  и  <25  2,  измеренное  вдоль  луча,  то 

==/?!+ Л  = 

и  окончательно  получим 

7 2  а$1  _  __  ад; 

>1  -  (/?, + о  (/?;+/) ' 


(34) 


Если  площадки  <25г  и  й32  ограничены  произвольными  кривыми,  то  формула 
(34)  все  равно  остается  справедливой.  Б  этом  легко  убедиться,  если  разбить 
площадки  на  большое  число  элементов,  ограниченных  линиями  кривизны,  а  за¬ 
тем  просуммировать  вклады  от  всех  элементов. 

Если  #і</,  то  (34)  сводится  к 


^2  _ 

Л  “  I2 


(35) 


Этой  формулой  иногда  пользуются  при  изучении  рассеяния  света. 

Величина  1/ЯЯ',  обратная  произведению  двух  главных  радиусов  кривиз¬ 
ны,  называется  гауссовой  (или  второй)  кривизной  поверхности.  Из  (34)  следует, 
что  в  любой  точке  прямолинейного  луча  интенсивность  пропорциональна 
гауссовой  кривизне  волнового  фронта,  проходящего  через  эту  точку  В  частности, 
если  все  (прямолинейные)  лучи  имеют  одну  общую  точку,  го  волновые  фронты 
имеют  вид  сферических  поверхностей  с  центром  в  этой  точке,  тогда  = 

В 2 ~=  #2»  и  мы  получим  (опуская  индексы)  закон  обратного  квадрата  расстоя¬ 
ния,  т.  е. 


СЛ15І 


(36) 
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Возвращаясь  к  общему  случаю  произвольного  пучка  лучей  (искривленных 
или  прямых),  мы  можем,  воспользовавшись  функцией  записать  в  явном  виде 
соотношения  для  изменения  интенсивности  вдоль  каждого  луча.  Подставляя  з 
из  (22)  в  (29)  и  используя  тождества  сііѵ  иѵ  =  и  сііѵ  ѵ+ѵ§га(1  и ,  біѵ  ^гасі  = 
получим 

і  ^3^+8га(1<Г-а:га(3  4  =  0. 

Это  можно  переписать  следующим  образом: 

У2^  +  8га^^-игас1 1пТ  =  0.  (37) 

Введем  теперь  оператор 

■^  =  §гас)^-0-асі,  (38) 


где  т  —  параметр,  характеризующий  положение  вдоль  луча,  Тогда  (37)  примет 
вид 


_д_ 

дѵ 


Іп~  —  — 


и  после  интегрирования  находим 

/  =  п  ехр  |  —  ^  у2  &  <іт  | . 
Однако  из  (38),  (15)  и  (25)  следует,  что 


сіх~ 


СІ0<Г 


(йгасі  ' 


±4У=*±.<Ь, 


(39) 


и  мы  получим  окончательное  выражение  для  отношения  интенсивностей  в  двух 
произвольных  точках  луча  в  виде 


здесь  интегрирование  проводится  вдоль  луча  *). 

3.1.3.  Распространение  векторных  амплитуд.  Мы  видели,  что  в  случае 
достаточно  коротких  длин  волн  распространение  энергии  можно  описать 
с  помощью  простой  гидродинамической  модели,  полностью  характеризующемся 
вещественной  скалярной  функцией  которая  служит  решением  уравнения 
эйконала  (15)  По  традиции  считается,  что  в  геометрической  оптике  рассматри¬ 
вается  именно  такая  приближенная  картина  распространения  энергии,  в  кото¬ 
рой  использовались  понятия  луча  и  волновых  фронтов.  Другими  словами, 
поляризация  света  не  рассматривалась  Это,  без  сомнения,  объясняется  тем, 
что  простые  законы  геометрической  оптики,  относящиеся  к  лучам  и  волновым 
фронтам,  были  известны  из  экспериментов  задолго  до  появления  электромаг¬ 
нитной  теории  света  Однако  можно,  и  с  нашей  точки  зрения  вполне  естественно, 
расширить  рамки  геометрической  оптики,  включив  в  нее  некоторые  геометри¬ 
ческие  законы,  связанные  с  распространением  векторных  амплитуд  е  и  Ь.  Эти 
законы  легко  получить  из  волновых  уравнении  (16)  и  (17). 

Поскольку  функция  &  удовлетворяег  уравнению  эйконала,  К  —  0,  и  мы 
видим,  что  при  достаточно  больших  ко  (малых  ?,0)  в  уравнениях  (16)  и  (17) 
остаются  лишь  члены,  содержащие  Следовательно,  в  рассматриваемом 
приближении  векторные  амплитуды  и  эйконал  связаны  между  собой  соотноше- 


*)  Клейн  [20]  показал,  что  отношение  интенсивностей  (40)  можно  выразить  через  интег¬ 
рал,  содержащий  главные  радиусы  кривизны  соответствующих  волновых  фронтов  Формула 
Клеииа  является  естественным  оообіденнем  соотношения  (34)  для  неоднородной  среды.  См. 
также  [17]. 
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ниями  |_  =  0.  Если  снова  воспользоваться  оператором  дідх ,  определенным 
(38),  то  уравнения  =  0  примут  вид 

§+4-  (  Ѵ2е?— е  +  (е-§га(і  1п «)  §гас! ^  =  0,  (41) 


4  ѵ2^- 


-)  Ь  +  (Н  •  0гас1 1п  п)  §гас1  &  —  0. 


Это  и  ссгь  искомые  уравнения  переноса ,  описывающие  изменения  е  и  Ь  вдоль 
каждого  луча  Чтобы  лучше  понять  их  физический  смысл,  необходимо  отдельно 
рассмотреть  изменения  этих  векторов  по  величине  и  направлению. 

Умножим  (41)  скалярно  на  е*  и  к  полученному  уравнению  прибавим  комп¬ 
лексно  сопряженное.  Это  дает 

|(е  е*)  +  (  Ѵ2^-^)е-е*  =  0.  (43) 


е-е*  =  0. 


Учитывая  тождество  біѵ  и  ѵ  =  и  <ііѵ  ѵ  +  ѵ  •  §габ‘ «,  разность  (ѵ3е^—  д  (1п  р)/  дт) 
можно  записать  следующим  образом 

Ѵ2^ — — ^гасІ^-^гасі  1п  р  =  р  сііѵ  ^гасі  .  (44) 

Интегрируя  (43)  вдоль  луча,  получим  для  отношения  величин  е«е*  в  любых 
двух  точках  луча  соотношение 

/  -  ^2  \ 

И  =  ехР  ~  і  М.ѵ^вгаЛУ)*  = 


«2  _ 


Это  соотношение  можно  представить  и  в  форме 

/е  е*\  /ее*\  _  (  Г 


1- 


которая  получается,  если  (43)  записать  в  виде 

іИт)]'-" 

и  интегрировать  вдоль  луча  Фактически  соотношение  (45а)  является  лишь  иной  формой  выра* 
жепия  (40)  для  изменения  интенсивности  и  следует  из  него,  если  использовать  выражение 

2с  ,  се  .  .. 

/  =  —  <«»,>>  =  5— <е  е*) 


:<ш,‘>==Ш(е  е*> 


и  формулу  Максвелла  ер— п3 

Аналогичным  образом  получим 


Рассмотрим  теперь  изменение  комплексных  единичных  векторов 

с  К  / 1  м  ъ 

и  ^  ,  ѵ  —  — =—  (47) 

)Ае  е*  У  Ь  Н* 

вдоль  каждого  луча  Подстановка  в  (41)  дает 

Й  +  +у2^-^]  и  +  (и.§гаё1пп)§га(1^=0. 

Согласно  (43)  выражение  в  квадратных  скобках  равно  нулю,  и  мы  имеем 

—  (и  8гаё  1п  п)  §гас!  Ц>,  (48) 


Зі  ==«$  =  — (и  йгай1пп)§га8^. 
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и  аналогично 

пТз  =  ~  (ѵ  1п  «)  §га  н  <5^-  (49) 

Эти  соотношения  и  представляют  законы  изменения  и  и  ѵ  вдоль  луча  *).  В  част¬ 
ности,  для  однородной  среды  (п  =>  сопзі)  (48)  и  (49)  сводятся  к  выражениям 
длхіёз  =  сЫ/сІ$  =  0,  т.  е.  векторы  и  и  ѵ  в  этом  случае  остаются  постоянными  , 
вдоль  каждого  луча . 

Наконец,  отметим,  что  для  гармонической  по  времени  однородной  плоской 
волны  в  однородной  среде  пь ■  г,  а  е,  Ь,  &  и  р  постоянны;  следовательно, 
в  уравнении  (І6)  К  =  I.  —  М  ==  0.  Поэтому  такая  волна  (независимо  от  ее  ча¬ 
стоты)  строго  подчиняется  законам  геометрической  оптики. 

3.1.4.  Обобщения  геометрической  оптики  и  пределы  ее  применимости. 
Выводы  предыдущих  разделов  относились  к  строго  монохроматическому  полю. 
Такое  поле,  которое  можно  рассматривать  как  фурье-компоненту  произволь¬ 
ного  поля,  создает  гармонический  осциллятор  или  набор  подобных  осциллято¬ 
ров  с  одинаковой  частотой. 

В  оптике  обычно  имеют  дело  с  источником,  излучающим  свет  в  узком,  но 
конечном  диапазоне  частот.  Такой  источник  можно  рассматривать  как  набор, 
большого  числа  гармонических  осцилляторов,  частоты  которых  попадают  в  ука¬ 
занный  диапазон.  Для  вычисления  интенсивности  света  в  какой-то  точке  Р 
необходимо  просуммировать  все  поля,  созданные  каждым  осциллятором  (эле¬ 
ментом  источника),  т.  е. 

е=2ел,  н  =  2н„.  (50) 

п  п  4  / 

Тогда  интенсивность  определяется  (в  вещественном  представлении)  соотно¬ 
шением 

/(Р)  =  |<$>|=^|<ЕХН>|  =  ^|2:  <ЕЯХНИ>|  = 

п ,  т 

^|Е<Е»хН“>+  Е  <е"ХЮ>|-  (5і) 

п  пфт 

Во  многих  оптических  ,задачах  можно  допустить,  что  вторая  сумма  в  (51) 
равна  нулю  (в  этих  случаях  говорят,  что  поля  некогерентны) ;  тогда 

ПР)  =  іі  Х<ЕЯХНЛ>|  =  |^<3„>|,  (52) 

п  п 

где  $п —  вектор  Пойнтинга,  соответствующий  л-му  элементу  источника.  Сей¬ 
час  мы  еще  не  в  состоянии  выяснить  условия,  при  которых  оправдано  пренебре¬ 
жение  вторым  членом  в  формуле  (51),  однако  мы  это  сделаем  позже  при  рассмот¬ 
рении  частичной  когерентности  (см  гл  10). 

Пусть  65  —  небольшая  часть  волнового  фронта,  соответствующего  какому- 
то  определенному  элементу  источника.  Через  55  проходят  трубки  лучей,  исхо¬ 
дящих  от  каждого  элемента  источника,  центральные  лучи  этих  трубок  запол¬ 
няют  конус  с  телесным  углом  (рис.  3.4).  Если  угол  раствора  конуса  достаточ- 

*)  Выражения  (48)  и  (49)  интересно  интерпретируются  в  неевклидовой  геометрии.  Если 
рассмотреть  соответствующее  неевклидово  пространство,  в  котором  элемент  длины  дается  соот¬ 
ношением 

с і$г =по$=п  У 

то  геометрические  световые  лучи  в  этом  пространстве  совпадают  с  геодезическими  линиями,  а 
соотношения  (48)  и  (49),  как  можно  показать,  свидетельствуют  о  том,  что  векторы  и  и  ѵ  пере¬ 
мещаются  вдоль  каждою  луча  параллельно  (в  смысле  Леви-Чивита)  самим  себе  (см.  [15],  [17], 
стр  180-183  и  [21]). 
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но  мал,  то  можно  пренебречь  зависимостью  от  направления  и  записать  (52) 
в  виде 

/(Р)=2|<5„>Н2Д.  (53) 

п  п 

Теперь  положим,  что  число  элементов  (осцилляторов)  настолько  велико,  что 
их  распределение  без  существенной  ошибки  можно  считать  непрерывным. 
Вклад  от  каждого  элемента  бесконечно  мал,  однако  суммарный  эффект  коне¬ 
чен.  В  этом  случае  сумма  (интеграл)  пропорциональна  60,  т.  е,  I  (Р)  =  В60, 


Рнс.  3.4,  К  выводу  закона  интенсивности  в  геометрической  оптике  для  не  когерентно  го  источ¬ 
ника  конечных  размеров. 


и  полный  (усредненный  по  в  'вмени)  поток  энергии  ЬР,  проходящий  через  эле¬ 
мент  65  в  единицу  времени,  равен 

6Р  =  65,  (54) 

Последняя  формула  играет  важную  роль  в  фотометрии  и  будет  использована 
позже. 

Рассмотрим  теперь  кратко  пределы  применимости  геометрической  оптики. 
Уравнение  эйконала  было  получено  в  предположении,  что  членами,  стоящими 
в  правых  частях  соотношений  (11)  и  (12),  можно  пренебречь.  Если  допустить 
что  безразмерные  величины  е,  р,  и  І^габеУІ  порядка  единицы,  то,  как  мы  видим, 
пренебрежение  указанными  выше  членами  оправдано,  когда  изменения  е  и  Ь  на 
расстояниях,  сравнимых  с  длиной  волны.  Малы  по  сравнению  с  самими  вели¬ 
чинами  е  и  Н.  Это  условие  нарушается,  например,  на  границах  тени,  так  пактам 
интенсивность  (а  следовательно,  е  и  Н)  резко  меняется.  Нельзя  также  ожидать, 
что  геометрическая  оптика  даст  правильное  описание  полей  вблизи  точек, 
где  интенсивность  имеет  резкий  максимум  (например,  в  фокусе,  см.  §  8  8). 

Уравнения  переноса  (41)  и  (42)  для  комплексных  векторных  амплитуд 
е  и  Ь  были  выведены  в  предположении,  что  функция  &  удовлетворяет  урав¬ 
нению  эйконала,  а  члены  Х0\  М(е,  е,  р|  и  А,Г)|М(Ь,  р,  е)  |  малы  по  сравнению  с 
I  Ь  (е,  іР,  п ,  р)  |  и  |  Ь  (Н,  /г,  в)  |  соответственно.  Эти  предположения  накла¬ 

дывают  некоторые  дополнительные  ограничения  не  только  на  первые,  но  и  на 
вторые  производные  от  е  и  Ь.  Соответствующие  условия  довольно  громоздки, 
и  мы  их  рассматривать  не  будем. 

Можно,  конечно,  получить  более  точное  приближение,  оставляя  в  разло¬ 
жениях  для  полей  некоторые  члены  более  высоких  порядков  *).  Однако  прак¬ 
тическая  ценность  такой  процедуры  для  решения  задач  инструментальной 
оптики  весьма  сомнительна,  поскольку  чем  ближе  мы  подходим  к  особым 
областям,  тем  больше  членов  в  разложениях  надо  оставлять,  а  в  точках,  пред¬ 
ставляющих  наибольший  интерес  (в  фокусе  или  на  каустической  поверхности), 


*)  Келлер  [23]  предположил,  что  вклад  от  членов  высшего  порядка  можно  изучить  с 
помощью  модели  являющейся  обобщением  обычной  геометрической  оптики  В  этой  теории  вво¬ 
дится  понятие  дифрагировавшего  луча ,  подчиняющегося  обобщенному  принципу  Ферма  Каж¬ 
дому  такому  лучу  соответствует  поле,  и  предполагается,  что  последнее  подчиняется  тем  же 
общим  законам  распространения,  что  и  поля  в  геометрической  оптике.  Были  рассмотрены 
некоторые  приложения  этой  теории  [24,  25]  (см  также  [17]), 
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эти  разложения,  как  правило,  расходятся.  Для  изучения  распределения 
интенсивности  в  таких  областях  более  эффективны  методы,  которые  будут 
рассмотрены  в  главах,  посвященных  дифракции.. 

Наконец  подчеркнем,  что  простота  геометрической  оптики  связана  в  основ¬ 
ном  с  тем,  что  обычно  в  каждой  точке  поле  представляет  собой  плоскую  волну. 
В  оптическом  диапазоне  частот  области,  в  которых  простая  геометрическая 
модель  оказывается  несправедливой,  встречаются  весьма  редко;  фактически 
в  большинстве  оптических  задач  эта  модель  дает  по  крайней  мере  хорошее 
нулевое  приближение  для  более  тонкого  исследования. 

§3.2.  Общие  свойства  лучей 

3.2.1,  Дифференциальное  уравнение  для  световых  лучей.  Световые  лучи 
были  определены  как  траектории,  ортогональные  к  геометрическим  волновым 
фронтам  $  (ху  у  у  г)  =  сопзі,  и  мы  показали,  что  если  г  есть  радиус-вектор 
произвольной  точки  луча,  а  ^  длина  луча,  отсчитываемая  отстой  точки  на 
нем,  то 

аг 

п^=егас1^.  (1) 

Уравнение  (1)  описывает  поведение  лучей  с  помощью  функции  однако 

из  него  легко  получить  дифференциальное  уравнение,  характеризующее  лучи 
непосредственно  показателем  преломления  п  (г). 

Дифференцируя  (1)  по  5,  получим 

г(л1)=й^гас1^)  =  |-2гай^гас1^)  = 

=  ~  йгасі  І^-ёгасі  (§гас!  =  §гасі  (§гай  =4г  8га бп*. 

При  этих  преобразованиях  использовано  соотношение  (3.1.15)*  Таким  об¬ 

разом,  ' 

|-(яІ)=вгаі,и*  (2) 

Последнее  соотношение  представляет  собой  векторную  форму  дифференциаль¬ 
ных  уравнений  для  световых  лучей..  В  частности,  в  однородной  среде  п  =соп$і 
и  (2)  принимает  вид 


откуда 

г  =  5а  +  Ь;  (3) 

здесь  а  и  Ь  —  постоянные  векторы.  Соотношение  (3)  —  это  векторное  уравнение 
прямой  линии,  направленной  по  а  и  проходящей  через  точку  г  —  Ь,  Следова¬ 
тельно,  в  однородной  среде  световые  лучи  являются  прямыми  линиями. 

В  качестве  примера,  представляющего  известный  интерес,  расмотрим  по¬ 
ведение  лучей  в  среде,  обладающей  центральной  симметрией,  т.  е.  в  среде, 
показатель  преломления  которой  зависит  только  от  расстояния  г  до  фиксиро¬ 
ванной  точки  О: 

п  =  п{г).  (4) 

Подобные  условия  приближенно  выполняются  в  земной  атмосфере,  еслц  учи¬ 
тывается  кривизна  Земли. 

Рассмотрим  изменение  вектора  гХІл(г)8І  вдоль  луча.  Имеем 
^(ГХЯ8)=,|ХЙЗ  +  ГХ^{Л8). 


(5) 
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Поскольку  йтШ  —  з,  первый  член  в  правой  части  (5)  обращается  в  нуль. 
Второй  член  можно  на  основании  (2)  переписать  в  виде  г  х  ^гасі  п ■  Далее  из  (4) 
получим 

§гасі  п  = 


Ап  " 
Аг  ’ 


таким  образом,  второй  член  в  правой  части  (5)  также  обращается  в  нуль. 
Следовательно, 

ГХ/№  =  СОП$І.  (6) 

Отсюда  следует,  что  все  лучи  являются  плоскими  кривыми,*  лежащими  в  пло- 


Рис,  3  5.  К  выводу  формулы  Бугера  пА~ 
сопйі  для  лучей,  распространяющихся  в 
сферически  симметричной  среде. 


скости,  проходящей  через  начало  коорди¬ 
нат,  и  вдоль  каждого  луча  выполняется 
условие 

пг  зіп  <р  е=  сопзі,  (7) 

где  ер  —  угол  между  радиусом -вектором 
г  и  касательной  в  точке  Р  (рис.  3.5). 
Так  как  величина  г  зіп  ф  равна  расстоя¬ 
нию  от  начала  координат  до  касатель¬ 
ной,  выражение  (7)  можно  записать  в 
виде 

ті  =  сопзі;.  (8) 


Это  соотношение  иногда  называют  формулой  Бугера;  она  является  аналогом 
известной  формулы  динамики,  выражающей  закон  сохранения  углового  мо¬ 
мента  частицы,  движущейся  под  действием  центральной  силы. 

Чтобы  получить  в  явном  виде  уравнения  световых  лучей  в  сферически 
симметричной  среде,  вспомним  из  элементарной  геометрии,  что  если  (V,  Ѳ)  — 
полярные  координаты,  то  угол  ф  между  радиусом-вектором  точки  Р  на  плоской 
кривой  и  касательной  в  этой  точке  дается  соотношением  (см.,  например,  [26]) 


Из  (7)  и  (9)  найдем 


31Пф  =  - 


г  (В) 


ѵ> 


Г*  (Ѳ)  + 


йг  V 

!в 


5" 


-с% 


(9) 

(10) 


где  с  —  постоянная.  Тогда  уравнение  лучей  в  сферически  симметричной  среде 
можно  записать  в  виде 


'«І7 


йг 


У  П*ГЪ - с2 


(И) 


Вернемся  теперь  к  обсуждению  общего  случая  и  рассмотрим  вектор  кри¬ 
визны  луча,  т,  е.  вектор 

’  "  (12) 


К=і5  =  -ѵ, 
аз  р  ’ 


длина  которого  1/р  равна  величине,  обратной  радиусу  кривизны;  ѵ  • 
ный  вектор  главной  нормали  в  произвольной  точке  луча. 

Из  соотношений  (2)  и  (12)  следует,  что 

пК 


=  2га<1л— 


единич- 


(13) 


Это  соотношение  показывает,  что  градиент  показателя  преломления  лежит 
в  соприкасающейся  плоскости  луча . 

Умножив  (13)  скаляр  но  на  К  и  воспользовавшись  (12),  получим 

<  ]  К  ]  =  ”"  =  ѵ  •  §гас!  1п  пг 


(И) 
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Поскольку  величина  р  всегда  положительна,  отсюда  следует,  что  вдоль  главной 
нормали  показатель  преломлении  возрастает,  т.  е.  луч  « загибается »  в  область 
с  большим  показателем  преломления  (рис.  3.6). 

3.2.2.  Законы  преломления  и  отражения.  До  сих  пор  предполагалось, 
что  показатель  преломления  п  —  непрерывная  функция.  Рассмотрим  теперь  по¬ 
ведение  лучей,  пересекающих  поверхность,  разделяющую  две  однородные  сре¬ 
ды  с  различными  показателями  преломления.  Зоммерфельд  и  Рунге  [7 1  показа¬ 
ли,  что  его  легко  установить  с  помощью  рассуждений,  сходных  с  рассуждени¬ 
ями,  которые  проводились  при  выводе  граничных  условий  для  векторов  полей 
на  поверхности  раздела  (см.  п.  1.1.3). 


Рис.  3.6.  Искривление  луча  в  не¬ 
однородной  среде. 


Рис.  3.7.  К  выводу  законов  преломления 
и  отражения. 


Учитывая  тождество  го*  §гасі  ==  0,  находим,  что  в  соответствии  с  (1)  вектор 
п$  п  йг/сЬ,  называемый  иногда  лучевым  вектором ,  удовлетворяет  соотно¬ 
шению 

го* /15  =  0.  (15) 

Как  и  в  п.  1.1.3,  заменим  поверхность  раздела  Т  переходным  слоем,  в  котором 
величины  е,  (.іи  п  меняются  быстро,  но  непрерывно  от  своих  значений  около  Т 
с  одной  стороны  поверхности  до  значений  около  Т  с  другой  ее  стороны  Далее 
рассмотрим  плоский  элемент  поверхности,  стороны  которого  Рі(2і  и  Р><22  парал¬ 
лельны,  а  РіР3  и  (3^2  перпендикулярны  к  Т  (рис.  3.7).  Если  обозначить  через 
Ь  единичный  вектор  нормали  к  этому  элементу,  то,  интегрируя  (15)  по  площади 
элемента  и  используя  теорему  Стокса,  получим 

5  (го* п&)  Ьй8  =  =  0,  (16) 

где  второй  интеграл  берется  по  ограничивающему  элемент  контуру  Рі<2іС}2Рй. 
Переходя  к  пределу,  когда  высота  6Н->  0,  совершенно  таким  же  способом,  как 
и  при  выводе  (1.1.23),  найдем 

^12  У  (^2®2  /Ід5^)=0,  (17) 

где  п12 —  единичный  вектор  нормали  к  поверхности  раздела,  направленный  из 
первой  среды  во  вторую.  Из  (17)  следует,  что  тангенциальная  составляющая 
лучевого  вектора  пѣ  непрерывна  при  переходе  через  поверхность  раздела ,  или,  что 
то  же  самое,  вектор  N  =  пл в2 —  л±8 х  перпендикулярен  к  этой  поверхности. 

Пусть  Ѳх  и  Ѳ2 —  углы,  которые  образуют  падающий  и  преломленный  лучи 
с  нормалью  к  поверхности  п12  (рис.  3.8,  а).  Тогда,  согласно  (17),  имеем 

Я-2  (^18  X  ®г)  “  (*Ѵіз  (18) 

ИЛИ 

п2  5ІП  Ѳ2  =  пг  зіп  Ѳі-  (19) 

Смысл  формулы  (18)  состоит  в  том,  что  преломленный  луч  лежит  в  плоскости , 
образованной  падающим  лучом,  и  нормалью  к  поверхности  раздела  (плоскости 
падения ),  а  формулы  (19)  —  в  том,  что  отношение  синуса  угла  преломления  к  си¬ 
нусу  угла  падения  равно  отношению  показателей  преломления  пх /ла.  Эти  два  ре- 
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зультата  выражают  закон  преломления  (закон  Снелиуса).  Он  был  выведен  нами 
ранее  в  §  1.5  для  частного  случая  плоских  волн.  Однако  если  прежний  вывод 
справедлив  для  случая  падения  плоской  волны  с  произвольным  значением 
на  плоскую  отражающую  поверхность,  настоящий  относится  к  волнам  и  отра¬ 
жающим  поверхностям  более  общей  формы  при  условии,  что  длина  волны 
достаточно  мала  (л0^  0).  Последнее  условие  практически  означает,  что  радиу¬ 
сы  кривизны  волнового  фронта  падающей  волны  и  поверхности  раздела  должны 
быть  велики  по  сравнению  с  длиной  волны  падающего  света. 

Как  и  в  случае,  рассмотренном  в  §  1 .5,  следует  ожидать,  что  и  здесь  появит¬ 
ся  другая  отраженная  волна,  возвращающаяся  обратно  в  первую  сред  у.  Полагая 

Ъг\ 


V  0--  к 

Рит.  3.8.  К  выводу  законов  преломления  (а)  и  отражения  ((5), 

в  (18)  и  (19)  п2—  пх  (см.  рис.  3.8,  б)',  получим,  что  отраженный  луч  лежит  в  пло¬ 
скости  падения ,  а  $іп  Ѳ2=  зій  Ѳі  и,  следовательно, 

Л  Ѳ2  =  л — Ѳг.  (20) 

Последние  два  результата  выражают  закон  отражения.  . 

3.2.3. Конгруэнции  лучей  и  фокальные  свойства.  Соотношение  (15),  а  именно 

,  <  '  гоі  И5  0,  ••  •  (21) 

определяет  все  системы  лучей,  которые  могут  существовать  в  изотропной  среде, 
и  выделяет  их  из  более  общих  семейств  кривых.  В  однородной  изотропной  среде 
показатель  преломления  п  постоянен,  и  поэтому  (21)  принимает  вид 

Ѵ:Ѵ  1  гоі  &  •  0.  (22): 

В  неоднородной  изотропной  среде  лучи  также  можно  описать  соотношением,, 
не  зависящим  от  п .  Его  можно  получить  из  (21),  если  воспользоваться  тождест¬ 
вом  гоі  /18  =  п  гоі  8  -г  (ёгасі  п)  X  8,  а  затем  умножить  соотношение  (21)  скалярно 
на  $.  В  результате  получим,  что  система  лучей  в  любой  изотропной  среде  должна, 
удовлетворять  соотношению 

5*  ГОІ  8=0.  (23} 

Система  кривых,  заполняющих  некоторую  часть  пространства  так,  что- 
через  каждую  точку  данной  области  в  общем  случае  проходит  одна  кривая* 
называется  конгруэнцией.  Говорят,  что  конгруэнция  нормальна ,  если  сущест¬ 
вует  семейство  поверхностей,  пересекающих  каждую  кривую  под  прямым 
углом:  если  такого  семейства  нет,  то  говорят  о  косой  конгруэнции.  В  обычной 
геометрической  оптике  (распространение  света)  рассматривают  только  нормаль¬ 
ные  конгруэнции,  однако  в  электронной  оптике/см.  приложение  2)  важную  роль 
играют  и  косые  конгруэнции.  .  ..  . 

,  Если  все  линии,  составляющие  конгруэнцию,  имеют  вид  прямых,  то  такая 
конгруэнция  называется  прямолинейной ;  формулы  (23)  и  (24)  служат  иеобхо- 
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димыми  и  достаточными  условиями  того,  что  конгруэнция  является  соответст¬ 
венно  нормальной  и  нормальной  прямолинейной  *). 

Выберем  па  одной  из  ортогональных;  поверхностей  Ш  (а  ,  у>  г)  =  сопзі 
систему  криволинейных  координат  и ,  ѵ  Каждой  точке  ( и ,  ѵ)  на  этой  поверх¬ 


ности  соответствует  одна  кри¬ 
вая  конгруэнции,  а  именно 
кривая,  пересекающая  дан¬ 
ную  поверхность  в  точке  С} 
Пусть  г — радиус-вектор  точки 
Ру  расположенной  на  такой 
Кривой  ВсЛИЧИхЧу  г  можно 
рассматривать  как  функцию 
координат  (ц,  о)  и  длины  дуги 
5  от  точки  (I  до  Ру  измерен¬ 
ной  вдоль  кривой  (рис  3  9). 


Рис.  3  9  К  введению  понятия  нормальной  конгру¬ 


энции 


Рассмотрим  две  соседние  кривые  из  конгруэнции,  пересекающие  поверх¬ 
ность  =  сопзі  в  точках  ( и ,  о)  и  ( и  +  йи,  ѵ  -г  сІѵ),  и  выясним,  имеются  ли  на 


этих  кривых  такие  точки,  расстояние  между  которыми  второго  или  более  вы¬ 


сокого  порядка  малости  (говорят,  что  кривые  в  таких  точках  имеют  пересечение 
первого  порядка)  Точки  подобного  типа  называются  фокусами  и  удовлетворяют 


уравнению 

г  (а,  о,  5)  —  г  {и-\-йи,  ѵ-\-йѵ,  $  +  <&>)  (24) 


с  точностью  до  членов  второго  порядка  малости. 

Разлагая  (24)  в  ряд,  получим 

ги  сіи  -р  Гр  сІѵ  -{-  5  дв  =  0,  (25) 

где  гп,  гѵ —  частные  производные  по  а  и  о.  Из  условия  (25)  следует,  что  ги,  гѵ 
и  8  компланарны.  Это  эквивалентно  утверждению,  что  смешанное  произведение 
этих  трех  векторов  равно  нулю,  т.  е. 

[г„г„»]-0.  (26) 

Число  фокусов  на  данной  конвой  зависит  от  числа  значений  5,  удовлетво¬ 
ряющих  уравнению  (26)  Если  г  есть  полином  по  5  степени  /п,  то,  поскольку 
8  =  йг /сІВу  (26)  является  уравнением  относительно  5  степени  Зт —  1.  В  частно¬ 
сти,  если  конгруэнция  прямолинейна,  то  г —  линейная  функция  і  (гп  ~  1),  и, 
следовательно,  на  каждом  луче  прямолинейной  конгруэнции  имеются  два  фокуса . 

Если  величины  и  и  ѵ  принимают  все  возможные  значения,  то  фокусы  обра¬ 
зуют  поверхность,  которая  описывается  уравнением  (25)  и  называется  фо¬ 
кальной  поверхностью  у  в  оптике  она  называется  каустической  поверхностью 
Любая  кривая  данной  конгруэнции  касается  фокальной  поверхности  в  каждом 
своем  фокѵсе  Плоскость,  касающаяся  фокальной  поверхности  в  какой-либо  ее 
точке,  называется  фокальной  плоскостью 

В  дальнейшем  мы  будем  в  основном  изучать  поведение  лучей  в  однородной 
среде,  т  е  рассматривать  лишь  прямолинейные  конгруэнции  В  §  4  6  при  рас¬ 
смотрении  астигматических  пучков  лучей  мы  обсудим  и  некоторые  другие  свой¬ 
ства  таких  конгруэнций. 


§  3.3.  Другие  основные  теоремы  геометрической  оптики 

С  помощью  соотношений,  полученных  выше,  выведем  несколько  теорем 
о  поведении  тучей  и  волновых  фронтов 

3.3.1.  Интегральный  инвариант  Лагранжа.  Сначала  предположим,  что 
показатель  преломления  п  является  непрерывной  функцией  координат.  Тогда, 

*)  Для  более  подробного  ознакомления  с  теорией  конгруэнций  кривых  см  ,  например,  [27]. 


9* 
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если  применить  теорему  Стокса  к  интегралу  от  нормальной  компоненты  гоі:  п$, 
взятому  по  любой  открытой  поверхности,  получим  (как  и  при  выводе  (3.2.16)) 

(1) 

Интегрирование  здесь  проводится  по  замкнутому  контуру  С,  ограничивающе¬ 
му  указанную  поверхность.  Полученное  соотношение  называется  интегральным 
инвариантом  Лагранжа  * **))  и  означает,  что  интеграл 
р* 

^  /2$  •  йТ,  (2) 

Рі 

взятый  между  любыми  двумя  точками  поля  Рл  и 
не  зависит  от  пути  интегрирования. 

С  помощью  закона  преломления  легко  показать, 
что  формула  (1)  остается  справедливой,  если  кон¬ 
тур  С  пересекает  поверхность,  разделяющую  две 
однородные  среды  с  разными  показателями  прелом¬ 
ления.  Для  доказательства  положим,  что  контур 
С  разделяется  на  части  6\  и  С2,  расположенные  по 
разные  стороны  от  преломляющей  поверхности  Т 
(рис.  3  10),  а  точки  пересечения  контура  С  с  по¬ 
верхностью  Т  соединены  другой  кривой  К ,  лежащей 
па  этой  поверхности.  Применяя  (1)  к  обоим  контурам  СіК  и  С2К  и  складывая 
полученные  уравнения,  имее  і 

5  $  я2$2  •  сіт  4"  ^  (^2§2  —  я181)*гііг  =  0.  (3) 

с,  с»  к 

Интеграл  вдоль  К  равен  нулю,  поскольку  вектор  N  =  Лі$і —  ад,,  согласно  за¬ 
кону  преломления,  нормален  поверхности  Т  в  любой  точке  кривой  /С,  и,  следо¬ 
вательно  выражение  (3)  сводится  к  (1). 

3.3.2.  Принцип  Ферма  Принцип  Ферма ,  известный  также  как  принцип 
наикратчаишего  оптического  пути*'*),  утверждает,  что  оптическая  длина 

р* 

$  пй$  (4) 

Рі 

реального  луча  между  любыми  двумя  точками  Рг  и  Р2  короче  оптической  длины 
любой  другой  кривой ,  соединяющей  эти  точки  и  лежащей  в  некоторой  регулярной 
окрестности  луча  Под  регулярной  окрестностью  понимается  область,  которую 
можно  заполнить  лучами  таким  образом,  что  через  каждую  ее  точку  будет  про¬ 
ходить  один  (и  только  один)  луч.  Например,  такой  областью  является  та  часть 
пространства,  которую  заполняют  лучи  оі  точечного  источника  Ри  где  эти  лучи 
(из-за  пре  томления,  отражения  іпи  из-за  своей  кривизны)  не  пересекаются. 

Прежде  чем  доказывать  это,  необходимо  отметить,  что  принцип  Ферма 
можно  сформулировать  в  несколько  иной,  более  слабой  форме,  применимой, 
однако,  в  более  широкой  области.  Согласно  данной  формулировке  реальный 


Рис  3  10  К  выводу  интег¬ 
ральною  инварианта  Лагран¬ 
жа  при  наличии  у  функции 
показателя  преломления  по¬ 
верхности  разрыва. 


*)  Иногда  это  выражение  называют  инвариантом  Пуанкаре  Фактически  оно  является 
тишь  частным  одномерным  случаем  гораздо  более  общих  интегральных  инвариантов,  рассмот¬ 
ренных  Пуанкаре  1 28,  29]  См  также  приложение  1,  уравнение  (85). 

**)  Поскольку  из  (3  1  27)  следует,  что 

Р*  Р* 

^  пй$  =  с  ^  йі, 

Рі  Рі 

его  называют  также  принципом  наименьшею  времени , 
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луч  отличается  от  остальных  кривых  (не  обязательно  лежащих  в  регулярной 
окрестности)  тем,  что  соответствующий  ему  интеграл  (4)  имеет  стационарное 
значение. 

Чтобы  найти  кривые,  для  которых  интеграл  имеет  стационарное  значение,  необходимо 
в  общем  случае  применить  методы  вариационного  исчисления,  описанные  б  приложении  I. 
Там  показано,  что  координаты  таких  кривых  удовлетворяют  дифференциальным  уравнениям 
Эйлера  (см.  (7)  приложения  1).  В  нашем  случае  это  просто  уравнения  лучен  (3.2.2),  что  пока¬ 
зано  в  и.  11  приложения  I. 

Каратеодори  [2]  подчеркивал,  что  стационарное  значение  никогда  не  является  истинным 
максимумом.  Поэтому  во  второй,  более  слабой  формулировке  принципа  Ферма  необходимо  гово¬ 
рить  о  стационарном,  а  не  экстремальном  значении. 

Исходной  же  формулировке  принципа  соответствует 
«сильный  минимум»  в  смысле  Якоби  (см.  приложе¬ 
ние  1,  п.  10). 

Для  доказательства  принципа  Ферма 

рассмотрим  пучок  лучей  и  сравним  опти¬ 
ческие  длины  отрезка  РгР2  луча  С  и  произ¬ 
вольной  кривой  С,  соединяющей  точки  Рх  и 
Р2  (рис.  3.1 1).  Пусть  два  соседних  волновых 
фронта  пучка  пересекают  С  в  точках  Ох  и  С),, 
а  С — в  точках  ^  и  0.2.  Далее  обозна¬ 
чим  через  <3 2  точку  пересечения  волнового 
фронта  ^2^2  с  лучом  С',  проходящим 
через  точку  Применяя  интегральное 
соотношение  Лагранжа  к  маленькому  треугольнику  СіФаФІ*  получим 

.  (я$-йг)0,о,  +  («8-*)Сі0;  — (пЖі), 3,^  =  0.  (5) 

Из  определения  скалярного  произведения  следует,  что 

(,паз)о,ог. 

Далее,  вектор  5  перпендикулярен  к  йг  на  волновом  фронте,  и  поэтому 

(Л8-*)д,(5;  =  0. 

Поскольку  (}и  фг  и  <2ь  являются  соответствующими  точками  на  двух  вол¬ 
новых  фронтах,  находим,  согласно  (3.1.25), 

(паз)а1(1'з=(п<1$)4,ъ,. 

Применяя  в  соотношении  (5)  последние  три  выражения,  получим 

(6) 

и  после  интегрирования  — 

(7) 

~С  с 

Кроме  того,  знак  равенства  можно  ставить  лишь  в  том  случае,  если  направле¬ 
ния  &  и  (іг  совпадают  в  каждой  точке  кривой  С ,  т.  е.  если  она  является  реальным 
лучом.  Однако  такой  случай  исключен  нашим  предположением,  что  через  каж¬ 
дую  точку  окрестности  проходит  только  один  луч.  Следовательно,  оптическая 
длина  луча  меньше  оптической  длины  произвольной  кривой  С ,  т.  е.  принцип 
Ферма  доказан. 

Легко  показать,  что  в  случае  невыполнения  условия  регулярности  оптиче¬ 
ская  длина  луча  может  оказаться  не  минимальной.  Рассмотрим,  например, 
поле  лучей  от  точечного  источника  Рх  в  однородной  среде,  отраженных  плоским 
зеркалом  (рис.  3.12).  Через  любую  точку  Р2  в  этом  случае  проходят  два  луча; 
оптическая  длина  прямого  луча  РХР2  является  абсолютно  минимальной,  тогда 


Рис,  3.11.  К  доказательству  принципа 
Ферма. 
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как  оптическая  длина  отраженного  луча  РгМР2  минимальна  лишь  по  отноше¬ 
нию  к  оптическим  длинам  кривых,  лежащих  в  некоторой  ограниченной  окрест¬ 
ности  луча.  В  общем  случае,  если  лучи  от  і очечною  источника  Я,  преломляются 
или  отражаются  на  поверхностях  раздела  однородных  сред,  го  регулярная  об¬ 
ласть  оканчивается  на  огибаю¬ 
щей  (каустике)  совокупности  лу¬ 
чей  Точка  Р'1У  в  которой  луч  от 
точечного  источника  Рг  касается 
огибающей,  называется  точкой, 
сопряженной  точке  Рг  на  данном 
луче.  Для  того  чтобы  оптическая 
Рис  3  12.  Поле  лѵчеи,  образующихся  при  отраже-  длина  лѵча  Р±Рг~-  была  МИНИ- 
нии  света  точечного  источника  от  плоского  зеркала.  мальпой>  Т0Чка  >2  должна  ле¬ 
жать  между  Р !  и  Р[,  т.  е.  точ¬ 
ки  Яі  и  Р2  должны  лежать  по  одну  сторону  от  каустики.  Например,  в  слу¬ 
чае  нескорректированной  динзы  (рис.  3.13)  центральный  луч  от  Рг  имеет  мини¬ 
мальною  оптическую  длину  лишь  до  кончика  каустики  Р[  (гауссово  изображе¬ 
ние  ючки  Рі)  Для  любой  почки  Я2,  лежащей  за  огибающей,  оптическая  длина 
прямого  п\тп  РХР\Р,  превышает  оптическую  длину  ломаного  пути  РіЛВР 
3.3.3.  Теорема  Малюса  и  Дюпина  и  некоторые  другие  связанные  с  ней  тео¬ 
ремы.  Световые  лучи  были  определены  как  траектории,  ортогональные  к  вол¬ 
новым  поверх  ностяад  У  (х,  у ,  г)  — 

=  соп$і,  где  У —  решение  урав¬ 
нения  эйконала  (3  1  15)  Такое 
определение  естественно  при  вы¬ 
воде  законов  і еометрической 
оптики  из  уравнений  Максвел¬ 
ла.  Однако  исторически  геомет¬ 
рическая  оптика  развивалась  как 
теория  световых  л  у  чей, опреде¬ 
ленных  по-другому,  а  именно  как 
кривых,  для  которых  крнволи- 


Каустиж ' 


Рис  3  13  Каустика,  образованная  лучами  от  то¬ 
чечного  источника,  расположенного  па  оси,  после 
их  прохождения  через  линзу. 


нейные  интегралы  ^  пй$  имеют  стационарные  значения.  Геометрическую  оп¬ 
тику,  сформулированную  таким  образом,  можно  развивать  далее,  только  ис¬ 
пользуя  аппарат  вариационного  исчисления  *). 

Вариационный  метод  играет  в  физике  очень  важную  роль,  так  как  он  часто 
раскрывает  аналогии  между  ее  различными  областями.  В  частности,  существует 
ілубокая  аналогия  между  геометрической  оптикой  и  механикой  движущейся 
частицы,  эга  аналогия  была  отчетливо  обнаружена  благодаря  блестящим  ис¬ 
следованиям  Гамильтона,  метод  которого  приобрел  весьма  важное  значение  в  со¬ 
временной  физике,  особенно  в  волновой  механике  де  Бройля  Чтобы  не  преры¬ 
вать  рассмотрение  оптических  проблем,  изложение  способов  вычисления  вариа¬ 
ций  и  описание  аналогии  Гамильтона  помещены  в  отдельных  разделах  (см.  при¬ 
ложения  1  и  2).  Здесь  мы  только  покажем,  как  из  интегрального  инварианта 
Лагранжа  можно  получить  несколько  теорем,  сыгравших  важную  роль  в  раз¬ 
витии  іеометрическои  оптики. 

Рассмотрим  лучи  в  однородной  Среде:  если  все  они  имеют  общую  точку, 
например  исходят  из  точечного  источника,  то  говорят,  что  лучи  образуют 
гомоцентрический  пучок  Такой  пучок  образует  нормальную  конгруэнцию,  по¬ 
скольку  каждый  луч  пучка  пересекает  под  прямым  углом  сферические  поверх¬ 
ности,  центр  которых  расположен  в  точке  пересечения  лучей. 


*)  Систематическое  изложение  такого  типа  приведено,  например,  в  работе  Каратео- 
дори  [2]. 
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Малюс  *)  в  1808  г.  показал,  что  если  гомоцентрический  пучок  прямо* 
линейных  лучей  преломляется  или  отражается  какой-нибудь  поверхностью, 
то  получающийся  после  этого  пучок  (в  общем  случае  уже  не  гомоцентрический) 
тоже  образует  нормальную  конгруэнцию.  Позднее  Люпин  (1816  г.),  Кветсле 
{1825  п)  и  Жергонн  (1825  г.)  обобщили  результат  Малюса.  Работы  этих  у  ченых 
позволили  сформулировать  следующую  теорему,  называемую  иногда  теоремой 
Малюса  и  Дюпина.  Нормальная  прямолиней¬ 
ная  конгру  інция  остается  нормальной  после 
любого  числа  преломлений  и  отражений  **). 

Достаточно  доказать  эту  теорему  для  слу¬ 
чая  одного  акта  преломления.  Рассмотрим 
нормальную  прямолинейную  конгруэнцию 
лучей  в  однородной  среде  с  показателем  пре¬ 
ломления  го  и  предположим,  что  лучи  прелом¬ 
ляются  на  поверхности  7\  отделяющей  эту 
среду  от  другой  однородной  среды  с  показате¬ 
лем  преломления  п2  фис.  3.14). 

4  Пусть  Ж  —  один  из  волновых  фронтов 
в  первой  области,  Дг  и  Р  —  точки  пересе¬ 
чения  произвольного  луча  в  первой  среде  соответственно  с  и  Т,  а  А? — 
точка  на  прелом./!  ей  ном  лѴче.  Если  точку  Л,  сместить  в  другую  точку  Вг  на  том 
же  волновом  фронте,  то  точка  Р  на  поверхности  преломления  сместится  в  (Д 
Теперь  на  преломленном  в  точке  С)  луче  выберем  такую  точку  В чтобы  оптиче¬ 
ский  путь  от  Вг  до  В2  равнялся  оптическому  пути  от  Аг  до  Л2і  т.  е.  чтобы 

[А,РА,]^[В^В,].  1  ‘  (8) 

Если  перемещать  точку  Вг  по  всей  поверхности  то  точка  В2  при  своем  пере¬ 
мещении  заполнит  поверхность  52.  Покажем,  что  преломленный  луч  (}В2 
перпендикулярен  к  этой  поверхности. 

Вычисляя  интегральный  инвариант  Лагранжа  п<>  замкнутому  пути 
АіРАгВ&ВхАи  получим 

5  ПСІ5  +  ^  ПѢ*СІГ  +  ^  ^  п^сіг  =  0.  (9) 

А1РА$  АіВ*  <  В$0Вх  ВХАХ  і 

На  основании  (8)  можно  напиоать 

5  /2^5  +  $  пйз~  0.  Ц0) 

ахиа9  в2овх 

Кроме  того,  поскольку  на  волновом  фронте  Зі  единичный  вектор  з  всюду  пер¬ 
пендикулярен  к  нему,  имеем  ! 

5  /28  'йт  —  0  (11) 

ВХА% 

и,  следовательно,  (9)  принимает  вид 

$  П5‘йг~  0,  (12) 

Л,в9 

Полученное  соотношение  должно  выполняться  на  52  для  любого  отрезка 
крйвой.  Это  возможно  только  в  том  случае,  если  $Фг  =  0  для  каждого  линей* 


*)  См.  [30],  а  также  [31].  В  работе  [32]  приведены  ссылки  и  изложена  интересная  история 
теоремы  Малюса  —  Дюпина. 

+  *)  Леви  Чивита  [331  доказал  обратную  теорему,  состоящую  в  том,  что  две  любые  нормаль¬ 
ные  прямолинейные  конгруэнции  можно  перевести  друг  в  друга  с  помощью  одного  преломле¬ 
ния  или  отражения. 


Рис.  3.14.  К  доказательству  теоре¬ 
мы  Малюса  и  Дюпина. 
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него  элемента  йт  поверхности  32,  т.  е.  если  преломленные  лучи  перпендикуляр¬ 
ны  к  ней,  другими  словами,  если  преломленные  лучи  образуют  нормальную 
конгруэнцию  Доказательство  для  случая  отражения  абсолютно  аналогично 
приведенному  выше. 

Поскольку  [Л1РЛ2]  —  [В^В2 3,  можно  утверждать,  что  оптическая  длина 
пути  между  любыми  двумя  волновыми  фронтами  одинакова  для  всех  лучей. 
Очевидно,  что  этот  результат  остается  справедливым  для  случая  нескольких 
последовательных  преломлений  или  отражений,  а  также,  как  непосредственно 
следует  из  (3.1.26),  в  случае  распространения  лучей  в  среде  с  непрерывно  из¬ 
меняющимся  показателем  преломления.  Эта  теорема  называется  принципом 
равного  оптического  пути ,  из  нее  следует,  что  геометрические  волновые  фронты 
нормальной  конгруэнции  лучей  или  совокупности  нормальных  конгруэнций, 
образованных  в  результате  последовательных  преломлении  или  отражений, 
«оптически  параллельны»  друг  другу  (см.  приложение  1). 

С  последней  теоремой  связана  теорема,  впервые  выдвинутая  Гюйгенсом 
134],  которая  утверждает,  что  каждый  элемент  волнового  фронта  можно  рас¬ 
сматривать  как  центр  вторичного  возмущения ,  порождающего  вторичные  сфе¬ 
рические  волны  и,  кроме  того,  что  волновым  фронтом  в  любой  последующий 
момент  времени  служит  огибающая  этих  вторичных  сферических  волн  Это 
утверждение  (построение  Г юйгенса)  служит  правилом  для  построения  поверх¬ 
ностей,  «оптически  параллельных»  друг  другу  Если  среда  однородна,  то  при 
построении  можно  использовать  сферические  волны  конечного  радиуса,  в  про¬ 
тивном  случае  необходимо  пользоваться  волнами  бесконечно  малого  радиуса. 

Теорема  Гюйгенса  была  позднее  обобщена  Френелем  и  легла  в  основу 
так  называемого  принципа  Гюйгенса  —  Френеля,  играющего  важную  роль 
в  теории  дифракнии  (см.  §  8  2)  и  являющегося  основным  постулатом  волновой 
теории  света. 
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Г  Л  А  В  А  4 


ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ  ТЕОРИЯ  ОПТИЧЕСКИХ 
ИЗОБРАЖЕНИЙ 


§  4.3.  Характеристические  функции  Гамильтона 

В  §  3.1  было  показано,  что  в  приближении  геометрической  оптики  поле 
можно  охарактеризовать  одной  скалярной  функцией  <^(г).  Поскольку  <^(г) 
удовлетворяет  уравнению  эйконала  (3.1.15),  эта  функция  полностью  опреде¬ 
ляется  величиной  показателя  преломления  /г  (г),  и  соответствующими  граничны¬ 
ми  условиями. 

Часто  вместо  функции  &  (г)  используют  тесно  связанные  с  ней  функции, 
называемые  характеристическими  функциями  среды.  Они  были  введены  в  оп¬ 
тику  Гамильтоном  в  серии  его  классических  статей  [II  *).  Несмотря  на  то,  что 
вследствие  существенных  алгебраических  трудностей  характеристические 

функции  можно  вычислить  в  яв- 
ном  виде  лишь  для  самых  про- 
стых  сред,  методы  Гамильтона 
являются  мощным  средством  для 
Ь*"  систематических  аналитических 

исследований  общих  свойств  оп¬ 
тических  систем. 

При  обсуждении  свойств 
этих  функций  и  их  приложений 
Рис.  4.1.  К  определению  точечной  характеристики.  мы  оудсм  предполагать,  что  рас¬ 
сматриваемая  среда  изотропна, 
но,  вообще  говоря,  неоднородна. 

4.1.1.  Точечная  характеристика.  Пусть  (лг0,  у0,  г0)  и  (хд,  у1У  —  соответ¬ 
ственно  координаты  двух  точек  Р 0  и  Р Л  в  двух  различных  прямоугольных 
координатных  системах,  оси  которых  параллельны  друг  другу  **)  (рис.  4.1). 
Если  соединить  эти  точки  всеми  возможными  кривыми,  то  в  общем  случае  неко¬ 
торые  из  них  окажутся  оптическими  лучами,  удовлетворяющими  принципу 
Ферма.  Предположим  вначале,  что  две  произвольные  точки  соединяются  только 
одним  лучом.  Тогда  характеристическая  функция  Ѵ\  или  точечная  характери¬ 
стика,  определяется  как  оптическая  длина  [РцРх]  луча  между  двумя  точками , 
рассматриваемая  как  функция  их  координат,  т.  е. 

ѵ  (ха,  у„,  70;  х1У  у1У  г,)  =  5  п  аз.  (1) 

р. 

Необходимо  подчеркнуть,  что  эта  функция  определяется  свойствами  среды. 

*)  Эти  работы  перепечатаны  в  [21.  Много  лет  спустя  Брунс  независимо  рассмотрел  ана¬ 
логичные  функции,  которые  он  назвал  эйконалами  [31-  Как  уже  отмечалось  выше,  этот  термин 
.стал  употребляться  позднее  в  более  широком  смысле.  Сами  характеристические  функции  Га¬ 
мильтона  тоже  иногда  называют  эйконалами. 

Полезным  введением  к  изучению  методов  Гамильтона  служит  монография  СиндЖа  [4]. 
Связь  между  работами  Гамильтона  и  Брунса  обсуждалась  в  трудах  Клейна  [5,  61,  Каратеодори 
17]  и  в  полемике  Герцбергера  с  Синджем  [8]. 

**)  Использование  двух  координатных  систем  имеет  некоторое  преимущество,  поскольку 
точки  Р0  и  Рг  часто  расположены  в  различных  областях,  а  именно  в  пространстве  объекта  и 
пространстве  изображения  оптической  системы. 


-§  4Лі 


ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ  ФУНКЦИИ  ГАМИЛЬТОНА 


№ 


Из  выражении  (1)  и  соотношения  (3.1.26)  следует,  что  г 

^  (^І,  >  У  О*  *^1»  У 11  ^  (*^Х»  Уіу  ^і)  ъР  (Хд,  У  о »  ^о)>  (2)* 

где  функция  связана  с  любым  пучком  лучей,  к  которому  принадлежит  све- 
товой  луч,  соединяющий  точки  Рь  и  Рх  (например,  с  пучком,  испускаемым  то¬ 
чечным  источником  в  Р0)  *)*  Тогда  на  основании  (3  1  24)  получим  следующие 
соотношения  для  направленных  вдоль  луча  единичных  векторов  50  и  5і  в  точках'" 
Ро  и  Рх: 

§гад°  Ѵ  =  —  п0а„,  ^гасі1  V  =  п^,  (3) 

здесь  индексы  0  и  1  указывают,  что  оператор  §гае!  действует  соответственно  на 
координаты  (Ао,  уо,  г0)  и  (ад,  ух,  гі). 

Вектор 

ё^П8  (4) 

иногда  называют  лучевым  вектором .  Пусть  а,  (5  и  у  — ■  углы,  образованные  лу¬ 
чевым  вектором  с  координатными  осями;  тогда  его  проекции  на  оси 

р  =  псоза,  <7  =  и  со зр,  т~п  соз  у  (5) 

называются  лучевыми  компонентами  ** ***)).  Учитывая  тождество 

соз2  а  +  соз2  р  4-  соз2  у  =  1 , 


мы  видим,  что  они  удовлетворяют  следующему  соотношению: 


Р2  •+*  Я2  +  т 2  “ 


(б) 


Согласно  (3)  лучевые  компоненты  в  точках  Р0  и  Рг  определяются  выраже¬ 
ниями 

дѴ  дѴ . 


Л  : 


“  3*-  *  ^  ~  Вх.  * 


(7) 


аналогичные  соотношения  справедливы  для  цх  и  щ0,  тх.  Отсюда  следует,  что, 
зная  точечную  характеристику,  можно  сразу  же  определить  компоненты 
луча,  соединяющего  две  произвольные  точки  в  среде.  Далее  из  (6)  и  (7)  выте¬ 
кает,  что  точечная  характеристика  удовлетворяет  уравнению  эйконала,  запи¬ 
санному  как  в  координатах  х0,  Уо,  г0,  так  и  в  координатах  ад,  уи  т.  е. 


/  дѴ  у  ,(  дѴ\Р  (дѴу 
\д*о)  ^\дУо)  ^\дг0) 

'  дѵу  (дѴу  /аку 
+  \дУі)  +  \дГі) 


(8) 

(9) 


Часто  вместо  точечной  характеристики  удобно  использовать  другие,  свя«* 
занные  с  ней  функции  (также  введенные  Гамильтоном),  которые  называются 
смешанной  и  угловой  характеристиками .  Их  можно  получить  из  точечной  ха¬ 
рактеристики  с  помощью  преобразований  Лежандра*  *  *),  и  они  оказываются  осо¬ 
бенно  полезными,  когда  Р0  или  Ри  или  обе  эти  точки  находятся  в  бесконеч¬ 
ности. 


*)  На  языке  зари щдеошюго  исчисления  служит  решением  уравнения  Гамильтона  — 
Якоби,  связанною  с  вариационной  задачей  Ферма,  содержащим  двухпараметрическое  семейство 
(со2)  экстремален  Г очечная  характеристическая  функция  V  является  общим  решением,  содер¬ 
жащим  все  (оо4>  жечремі  іи  (см  приложение  1) 

Такое  < асимметричное»  обозначение  выбрано  здесь  с  определенной  целью  —  напом¬ 
нить,  что  блаютлря  тождеству  (6)  независимы  только  две  лучевые  компоненты 

***)  Преобразование  Лежандра  в  общем  случае  так  трансформирует  функцию  ?{х,  у)  гі 
функцию  %  {х>  г),  где  г~д$іду,  что  производная  от  §  по  новой  переменной  г  равна  старой  пере1 
менной  у . 
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4.1.2.  Смешанная  характеристика.  Смешанная  характеристическая  функ¬ 
ция  И7  определяется  из  уравнения 

*=ѵ-2ра.  00) 

где  суммируются  три  сходных  члена  с  индексом  1. 

Чтобы  придать  смешанной  характеристике  более  наглядный  физический  смысл,  мы,  сле¬ 
дуя  Синджу,  определяем  ее  со  знаком,  противоположным  тому,  который  использовал  Гамильтон 
Смешанную  характеристику  можно  также  определить  соотношением  —  V  - Іг  2  Рохо * 

где  суммирование  производится  по  сходным  членам  с  индексом  0  Функции  и  обладают, 
конечно,  совершенно  одинаковыми  свойствами 


Как  мы  видим,  1 V  —  функция  девяти  переменных,  однако  в  общем  случае 
только  шесть  из  них  независимы  (в  однородной  среде —  пять).  Для  доказатель¬ 
ства  последнего  утверждения  предположим,  что  точки  Р0  и  Рг  сместились  на 
небольшие  расстояния.  Соответствующее  изменение  №  дается  выражением 

би7  =  іт^і-  (іі> 

Согласно  (7) 

=  (12> 

Из  (11)  и  (12)  находим 

біг  = — 2  рМо— 2  х,ърі  -  (із) 

Отсюда  следует,  что  в  общем  случае  11?  является  функцией  шести  переменных 
у г0,  Ри  Я и  тг\  при  этом 

Ри~~  ^  дх0*  дРі; 

аналогичные  выражения  справедливы  для  <?0,  Уи  /я0  и  гх.  Согласно  (б)  функция 
лу<  Уо ,  г*,  ри  ди  тг)  удовлетворяет  уравнению 


эйконала 


ту  .  /дѴР\ 

<*ч)  '  \дУо) 


+ 


в 


(15) 


Отметим  (рис.  4.2),  что  сумма  2 Р\*\  имеет  простое 
геометрическое  истолкование,  а  именно 

=  (16) 

где  йх~  ($іРі —  проекция  ОгРх  на  касательную  к 
лучу  в  точйе  Рі  Если  Рх  находится  в  однородной 
среде,  то  часть  луча  в  окрестности  Рх  совпадаете  от¬ 
резком  тогда,  согласно  (10)  и  (16),  функция 
является  оптической  длиной  луча  от  точки  Р0  до  ос¬ 
нования  Сіі  перпендикуляра ,  опущенного  из  начала 
координат  Ог  на  выходящий  из  системы  луч  (рис  4  3),  т  е. 

Ѵ--{РМ.  (17} 

Поскольку  в  этом  случае  показатель  преломления  среды  около  точки  Рг  посто¬ 
янен,  из  выражения  (6)  следует,  что 

РіАРл  4 


Рис  4  2  К  определению  сме¬ 
шанной  характеристики. 


6т, 

1  ш, 

а  формула  (13)  после  подстановки  в  нее  (18)  принимает  вид  *) 


(18) 


х,- 


Рі 


вл-(й-^*і)  Ъі.  (19) 


*)  Если  какая  либо  функция  зависит  от  переменных,  связанных  дополнительными  соот¬ 
ношениями,  такими,  как  (6),  то  часть  этих  переменных  можно  исключить  можно  также  вос¬ 
пользоваться  указанными  соотношениями  для  преобразования  функции  в  однородную  по  всем 
переменным  Последнюю  процедуру,  которая  оказывается  довольно  сложной,  часто  использо¬ 
вал  Гамильтон, 


§4  1] 
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Следовательно,  если  у  конца  луча  среда  однородна,  то  смешанная  характери¬ 
стика  является  функцией  пяти  переменных 


^  №  (*„,  Уо,  г„;  р„  ?,), 

а  ее  производные  удовлетворяют  следующим  соотношениям 
„  __  дФ 

Рв  ~~  дх„  ■■ 


Рі 

т, 


г,  =  —  .— 


Я  о  = 

дѴ 

дѴС 

ІІ 

в 

8 

і  ° 
!-§* 

1 

дг9  * 

дХР 

,,  Я\  ~ 

дрі  ’ 

дЯі~ 

(20) 

(21) 

(22) 


Отсюда  вытекает,  что  если  заданы  точка  на  луче  в  первой  среде  и  лучевые  ком¬ 
поненты  во  второй  среде,  то,  зная  смешанную  характеристику,  можно  сразу 


Рис  4  3.  Интерпретация  характеристических  функций  Гамильтона  в  случае  однородных 
начальной  и  конечной  сред 

IV  Уо,  2;  Х1г  уи  г0  -  [Рв<3,1,  Т  (>„  да  ри,  ?1)  =  [РвРД 


же  определить  лучевые  компоненты  в  первой  среде  и  точки  на  луче  во  второй 
среде. 

4.1.3.  Угловая  характеристика.  Угловую  характеристику  Т  можно  опре¬ 
делить  с  помощью  следующего  соотношения' 


2рл-  (23) 

При  небольшом  смещении  точек  Р „  и  Рх  соответствующее  изменение  Т ,  согласно 
(12),  равно 


ЬТ  =  ’2іх„Ьр0—'^х1Ьр1.  (24) 

Следовательно,  Т  являете  я  функцией  шести  лучевых  компонент,  и  при  этом 

дТ  ^  от . 


др0  ' 


дРі 


(25) 


аналогичные  выражения  справедливы  и  для  других  координат 

Из  (23)  следует,  что  если  среды ,  в  которых  находятся  точки  Р()  и  Ри  одно¬ 
родны ,  то  функция  Т  является  оптической  длиной  луча  между  основаниями 
Со  а  перпендикуляров ,  опущенных  из  О0  и  01  на  начальный  и  конечный  отрезки 
луча  (см.  рис.  4  3),  т.  е. 

Г=[Оові].  (26) 

В  этом  случае  угловую  характеристику  можно  представить  как  функцию 
юлько  четырех  переменных.  В  самом  деле,  если  использовать  формулу  (18) 
для  Ьті  и  аналогичную  формулу  для  Ьт0,  то  (24)  примет  вид 

аг  =  (х0— б />.+  (Л— &г.)  6?„- 

~  {х1~~  щ  2»)  {уі— ^гі)  6(І1-  (27) 

Последнее  выражение  показывает,  что  в  случае  однородных  начальной  и  конеч¬ 
ной  сред  угловая  характеристика  зависит  от  четырех  переменных  р0і  д0і  рх  и  дІ9 
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а  именно 


Т  =  Т(р0,  д„\  рг,  <7,),  (.28) 

а  ее  производные  удовлетворяют  соотношениям 

Ро  ЗГ  д0  дТ  ) 

г  2(і  ~  <*Ро  ’  ^  ~  <^?о  ’  V  Г20Ѵ 

Рг  д  Т  дг  ОТ  \ 

Хі — —  г-,  = —  5—,  у, — —2,  =  —  -т—  ] 

1  пг  1  от,  1  / 

Итак,  если  известны  лучевые  компоненты  начального  и  конечного  отрезков 
луча,  то,  зная  угловую  характеристику  можно  сразу  же  с  помощью  (29)  опре¬ 
делить  координаты  точек  на  этих  участках  т\ча 

4.1.4.  Приближенное  выражение  для  угловой  характеристики  преломляю¬ 
щей  поверхности  вращения.  Пусть 


-с2(х2±У*)  +  с4(х2+уГ~ 


где  с2,  с4,  ѵ —  постоянные,  является  уравнением  прелом  тяющей  поверхности 
вращения,  отнесенным  к  декартовой  системе  координат,  начато  которой  О 
совпадает  с  осевой  точкой  (называемой  полюсом)  поверхности,  а  ось  г  направ¬ 
лена  вдоль  оси  симметрии  Если  чере-і  г  обозначить  ради ѵ с  кривизны  поверх¬ 
ности  у  полюса  (считающийся  положите  іыіым,  копа  поверхность  обращена 

вып\клостью  к  свету,  распро¬ 
страняющееся  вдоль  положи¬ 
тельного  направления  оси  г),  то 
с ,  —  I  /2г  (31) 

Для  сферической  поверхности 
радиуса  г  имеем  с4  1/Бг3.  В  слу¬ 
чае  произвольной  поверхности 
вращения  ■)  ожно  написать 
Ряс,  4  4  Угловая  характеристика  преломляющей  ] 

поверхности  вращения  С4  —  — 4  (1  Ь)>  (32) 

Точки  О0,  01  О,,  Оі,  Р  0о  не  обязательно  компланарны 

где  константа  Ь  (иногда  называе¬ 
мая  коэффициентом  деформации )  служит  гр^ой  діероп  отклонения  формы 
поверхности  от  сферической  Уравнение  (30),  выраженное  через  г  и  Ь,  при¬ 
нимает  вид 


(х2-гу2)2  п 
8  Н  1 1 


Пусть  по  обе  стороны  от  поверхности  вращения  среды  от?  оротны  и  обладают 
показателями  преломления  п,}  и  пх  Отнесем  угловую  характеристику  к  коорди¬ 
натным  системам,  оси  которых  параллельны  осям  системы  с  началом  в  точке  О, 
а  начала  расположены  в  осевых  точках  0()(0,  0,  а0)  и  Ог( 0,  0,  ах)(а0<0,  «і>0, 
на  рис  44).  Если  Р  —  точка  пересечения  падающего  лѵча  с  прело¬ 
мляющей  поверхностью,  а  <5„  и  —  основания  перпендиг  іяров,  спущенных 
из  Ой  и  Оі  на  падающий  и  преломленный  лучи,  то,  соі  іщно  (26),  угловая 
характеристика  Т  равна 

7’  =  [^«/>]  +  [^]  =  {^о+^«  +  (2— ай)та)— {ЗД  +  Й+  г  дЩга,},  (34) 
где  (хЛ  у ,  г)  —  координаты  точки  Р  в  системе  координат  с  началом  в  О,  а 
(ро>  Уо,  (ри  Яи  тд  —  лучёвые  компоненты  падающего  и  преломленного  в 
точке  Р  лучей. 

Координаты  (х,  г/,  г)  можно  исключить  из  (34)  с  помощью  закона  прелом¬ 
ления,  Закон  преломления,  согласно  п,  3,2,2,  эквивалентен  утверждению,  что 
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иг 


вектор  ІМ(/?<у— рі,  <?0 — Яи  гпп — тт)  нормален  к  преломляющей  поверхности, 
в  точке  Р.  Следовательно,  если  (33)  записать  в  виде 


Р\х ,  у,  2)^2; 

■  Сч 


+  І*1±уП1  ли-М 

2г,  ^  8г3  'У  1 


-О, 


1  [г  —1/. 

<7і. 


дУ 

^=.Я 

^2 


Из  этих  уравнений  следует,  что 
*  = 


-т,. 


,4-  Дй, 

т.  —  гп.  1  “  * 


(35) 


(36> 


(37> 


где  Ах  и  Ау  —  величины  третьего  порядка  по  р,  д,-  х/г ,  уіг:  Подставляя  (37) 
в  (35),  получим  формулу  для  г ,  выраженную  через  лучевые  компоненты: 

г  "2К-т,>  (•>» -Р.)а  +  (<7о- 9і)2]  +  [Дх  (р„  -  р.)  + 

+  Д у (?.-?,)]  +т  (т,-^  [(Л-ЛР+  (9«-9х)2]2  +  ■  •  •  (38) 

Для  нахождения  разложения  Т  с  точностью  до  членов  четвертого  порядка 
включительно  нет  необходимости  вычислять  величины  Ат  и  А  у,  так  как  после 
подстановки  (37)  и  (38)  в  (34)  члены,  содержащие  Ах  и  Ау,  оказываются  более 
высокого,  чем  четвертый,  порядка  малости,  и  поэтому  ими  можно  пренебречь. 
В  результате  (34)  принимает  вид 

Т  (Ро,  <?о>  тй\  Рі,  Щ)  =  —  тА  +,т1а1  + 


2  (т-і  —  т„) 


[(Ро  —Рі)*  +(<7  о— <7і)2]  — 


1  г(1+6) 

8  (т,— т0)4 


[(Ро-Рі)2  +  (9»-?і)2]2.  (39) 


Выражение  (39)  является  разложением  угловой  характеристики  до  членов  чет¬ 
вертого  порядка  включительно,  причем  эта  характеристика  рассматривается 
как  функция  всех  шести  лучевых  компонент.  Две  компоненты  можно  исключить 
с  помощью  равенства  (6).  Из  (6)  найдем  . 


1 


«.  •■=«»  —  —  (Р?  +  9о)- 

2л«  - 

«!  =  «,— гМрЫр?)— А(р!-і-?і)2+--.  I 

2^  О  П\  ) 


и,  следовательно, 

п»1— «о  ~  «1  —  Ло  [1—  2п„(/іі  — п0)  (Р»  +  9о)  +  л„)  (Лт?|)+ 

Подставляя  это  в  (39),  получим 

Т  (Ро>  9  ;  />..  9і)  -=  П&  —  ч„а„  -і-  у(Д_По)  [(Ро— Л)г  +  (9о  —  9і)2]Ч* 

+  3^0>і  +  Л)-5^(РІ  +  гі)- 


(40Ѵ 


(41) 


О+йі 

8  (лх— л0)9 


[(Ро -Рі)2  +  (9о  -  9х)2] 2 + (Ро2  ч-'  <?2)2  -  А  (Рі  +  9і)2  +  ■ 

Ой  о  оЛ-1 


(42) 
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Как  мы  видим,  четыре  переменные  р0,  Я*,  Рі  и  <?і  входят  в  это  выражение  только 
в  комбинациях  г 

РІ  +  дІ=и\  р\л-я\  =  У2  И  р„рг  +  Я„д,  =а>Ѵ  (43) 

Можно  показать  »  более  общем  виде,  что  угловая  характеристика  любой  среды,  враща- 
телыю  симметричной  относительно  оси  г ,  зависит  от  четырех  переменных,  входящих  только 
в  грех  комбинациях  (43).  Для  доказательства  этого  используем  результат,  полученный  ниже, 
в  §  5.1,  согласно  которому  любая  функция  Р{х0,  у0\  хх,  у1)1  инвариантная  относительно  враще¬ 
ния  осей  вокруг  началу  координат  в  плоскости  хі/,  зависит  только  от  величин  трех  скалярных 
произведений 

=  г 1=^x1 +  т0х1=:хі}х1-^уву1 

двух  векторов  г0(хй,  у0)  и  ГД*!*  ух).  Считая  г0  и  гх  проекциями  векторов  распространения 
Яо  ( Ро »  4о у  Щ)  и  ті)  яа  плоскости  ху,  получим  требуемый  результат. 

Подставляя  (43)  в  (42)  и.  выделяя  члены  одного  порядка,  получим  оконча¬ 
тельно 

ГО»,,  я,;  Рі,  <?Р  =  Г'«+Т'»  +  Г«  +  .^ 

где 

Г<0>  =  п„а„, 

742’  =  Аи?  +  ЙЬ2  +  Чёт-, 

Г<4>  =  д>и*  +  <§ѵ '  +  Уда4  +  %игѵг  +  +  Ж’в2аа2 


^=т[«Т=^+^]  * 

Г  г  аі  1 

**  2  пх\' 

»  = - —  , 

— 

_ - - —  Г _ - ;.і_] 

^  4  (п,-л0)»  [2  — п0)  ‘  л0]  ^84  ’ 

'  Г  Н-*  П  % 

ф  4(Л!— лй)2  [2 (л,—  л0)  лг]  8л?  * 

ЗГ  __  (1  т  Г 

2  (лА-л0)а* 

*>_  '  П  +  ь  т  1  П 

4  (л1 — л0)2  [яі  — Яо^я*  «Щ  * 

г .  Г  1  +  6  , 

^  2  (Лі  —  л0)2  к-ло^ло]  * 

суо-  г  Г  1  +  &  1  ] 

Л  ЗСЯіг-ЯоУІ^-Яо  Я^-  і 


4.  1.5.  Приближенное  выражение  для  угловой  характеристики  отражающей 
поверхности  вращения.  Разложение  угловой  характеристики  отражающей 
поверхности  вращения  до  членов  четвертого  порядка  включительно  можно  про¬ 
вести  аналогичным  способом.  Однако  нет  необходимости  повторять  полностью 
все  вычисления.  Если  использовать  те  же  обозначения,  что  и  выше  (ср.  рис.  4.4 
и  4.5),  то  все  уравнения  из  п.  4.1.4  до  соотношения  (39)  включительно  остаются 
прежними;  следовательно,  для  отражающей  поверхности  вращения.  (39)  являет¬ 
ся  также  угловой  характеристикой ,  рассматриваемой  как  функция  всех  шести 
лучевых  компонент.  Однако  при  исключении  т0  и  тх  из  (39)  с  помощью  двух 
соотношений,  связывающих  лучевые  компоненты,  для  Т  (как  функции  четырех 
лучевых  компонент)  в  случаях  преломляющей  и  отражающей  поверхностей  по¬ 
лучаются  два  различных  выражения,  Если  обозначить  показатель  преломления 
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среды,  в  которой  распространяются  лучи,  через  п ,  то  вместо  (40)  найдем 
т0  -  п — +  — ^(РоЧ-<7о)2+  •  *  •»  ^ 

т>=-  ['»-^(^+^)-8р(р?+??)г+...] .  ]  * 


Для  второго  из  этих  соотноше¬ 
нии  выбран  отрицательный  корень 
—  V  п-  -- {р1  1  ),  поскольку  отражен¬ 

ный  луч  попадает  обратно  в  ту  область, 
ть  которой  он  приходит  (г<<0),  поэтому 
направляющий  косинус  отраженного  лу¬ 
ча  относительно  положительного  нап¬ 
равления  г,  а  следовательно,  и  т  отри¬ 
цательны  Поскольку  (40)  переходит  в 
(46)  при  замене  п0  — /ц  и,  можно  за- 

к  почить,  что  угловая  характеристика 
ог>  і  рожающей  поверхности  враіцен  и  ч, 
рассматриваемая  как  функция  четырех 
лучевых  компонент  р{и  ^(),  рЛ  и  полу¬ 
чается  из  угловой  характеристики  прело* 
положить  п0—  —  Щ  —  п  Следовательно, 


Рис  4  5  Угловая  характеристика  отра¬ 
жающей  поверхности  вращения 
Точки  О0  О,,  О  <20,  Р,  нс  обязательно 
компланарны 

ілчющси  поверхности  врсаценияу  если 
для  сличая  отражения  имеем 


где 


Г(0)  =  —  п(а0+ат), 

Т <4>  -=  V  +  &'ѵ‘ 1  +  +  3  Ѵу3  +  Ж'и2ы>*  +  Ж'ѵ2ы>\ 


А '  = 

- 

- 


'а» 

± 

~~2п 

г 

~2п* 


— 2г  +  а« 
[— Т/'  +  а’]  > 


Оо_ 
8я*  ’ 


[  — Ч^+1]  + 

- _ !_  [_І±!_МІ 

16л®  [  4  ^8я-" 


.0+6)/ 
ІбТр 

__  ~Ы  Ь 

'  16я*  I  2 


9С-- 
X"  - 


эя®  [2  Ч  > 

л  Г_і±і+і] 

8л^  [  2  ^  1  ]  * 

8л*  [  2  +  Д]  * 


(47) 


(48) 


§  4.2.  Идеальное  отображение 

Рассмотрим  распространение  света  от  точечного  источника,  расположен¬ 
ного  в  точке  Рр,  в  среде  с  показателем  преломления  п  (%,  у ,  г)  Из  Р0  выходит 
бесконечное  число  лучен,  но,  вообще  говоря,  через  любую  другую  точку 
среды  проходит  конечное  их  число  Однако  в  некоторых  частных  случаях  удает¬ 
ся  найти  такую  точку  Ри  через  которою  тоже  проходит  бесконечное  количество 
лучей  Эга  точка  Рл  называется  стигматическим  (или  резким )  изображением  Р0. 
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Идеальный  оптический  прибор  дает  для  каждой  точки  Р0  трехмерной  об¬ 
ласти,  называемой  пространством  предмета ,  стигматическое  изображение  Рх 
Совокупность  точек  изображений  опредетяет  пространство  изображения 
Соогвстств  юшис  точки  в  лих  дв\х  областях  называются  сопряженными 
В  общем  случае  ж.  нс  У  лучи,  выходящие  щ  Р  ,  достигнут  пространстве  изобра¬ 
жения,  например,  некоторые  лучи  задержатся  диафрагмой  прибора  Г  оворят, 
что  лучи,  достигающие  пространства  изображения,  лежат  в  поле  прибора 
Если  Р о  описывает  в  пространстве  предмета  кривую  С0,  то  Рх  описывает  сопря¬ 
женною  кривѵю  СЛ  Обе  кривые  не  обязательно  геометрически  подобны  друі 
другу  Если  кижоая  кривая  С0  в  пространстве  предмета  геометрически  подобна 
своему  изображению,  то  говорят,  что  эти  области  идеагьно  отображают  друг 
друга  Таким  же  образом  можно  определить  идеальное  отображение  и  для 
поверхностей 

Оптические  приборы,  дающие  идеальные  изображения  в  указанном  смысле, 
представляют  значите  шитый  интерес,  поэтомѵ  мы  сформулируем  некоторые  об 
шие  теоремы,  относящиеся  к  идеальному,  или  по  крайней  мере  резкому,  ото¬ 
бражению  трехмерных  предметов  В  п  4  2  3  будут  кратко  изложены  некоторые 
результаты  исследования  резкого  отображения  двумерных  предметов  (поверх¬ 
ностей) 

4.2.1.  Общие  теоремы.  Оптическая  система  р,  дающая  стигматическое 

изображение  трехмерного  предмета,  часто  называется  абсолютным  прибором 
Будет  показано,  что  6  абсолютном  приборе  оптическая  длина  любой  кривой , 
лежащей  в  пространстве  изображения ,  равна  оптической  дгине  своего  изображе 
ния  Впервые  эта  теорема  быта  сформулирована  в  1858  і  Максвеллом  19,  10] 
для  частного  случая,  когда  и  пространство  предмета,  и  пространство  изображе¬ 
ния  однородны  Позднее  Б  руне 
111],  Клейн  [5,  12]  (см  также 
[13])  и  Либман  [14]  дали  более 
строгое  доказательство  *) 

Как  было  потом  показано 
Кара^еодори  [16],  эта  теорема 
оказывается  справедливой  не 
только  для  однородной,  но  и  для 
неоднородной  анизотропной  сре¬ 
ды.  При  доказательстве  ее  мы  используем  метод  Каратеодори,  однако  ограни 
чимся  рассмотрением  абсолютных  приборов  с  изотропными  (но  в  общем  случае 
неоднородными)  пространствами  предмета  и  изображения  **). 

Пусть  А  „Во  и  АХВХ—  отрезки  лѵча  в  пространстве  предмета  и  в  пространст¬ 
ве  изображения  (рис  4  Ь),  находящегося  в  поле  абсолютного  прибора  'Ч  Любой 
другой  луч,  линеиныи  элемент  которого  не  отклоняется  существенно  от  эле 
мента  А0В0АХВХ  ни  но  абсолютной  величине,  ни  по  направлению,  также  лежит 
в  поле  этого  прибора 

Если  каждый  элемент  кривой  (которая,  как  предполагается,  имеет  не¬ 
прерывно  поворачивающуюся  касательную)  совпадает  с  элементом  некоторого 
луча,  полностью  лежащего  в  поле  прибора  то  говорят,  что  эта  кривая  распо¬ 
ложена  в  поле  р  тангенциально  Если  заменить  ее  ломаной  с  достаточным  чис¬ 
лом  отрезков,  то  каждый  ее  оі  резок  будет  совпадать  с  элементом  луча,  пол- 
ностью  лежащим  в  поле  прибора 

Согласно  принципу  равного  оптического  пути  (см.  п.  3,3,3)  все  лучи,  соеди¬ 
няющие  точку  Л  о  с  ее  изображением  Аи  имеют  одинаковую  оптическую  длину. 

*)  Обзор  этих  исследовании  можно  также  найти  в  статье  [  15] 

**)  В  обычной  оптике  не  используются  неоднородные  материалы,  однако  в  микроволно¬ 
вой  оптике  с  такими  материалами  часто  имеют  дело  (см  ,  например,  [17])  В  электронной  огтике 
«показатель  преломления»  (см  приложение  2)  также  является  функцией  координат.  Наши 
рдесуждения  поэтому  представляют  не  только  чисто  академический  интерес. 
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Обозначим  ее  через  V  (А0)  и  покажем,  что  фактически  она  не  зависит 
от  А0. 

Пусть  Во  и  Вх —  другая  пара  сопряженных  точек.  Тогда  (см.  рис.  4.6) 
[ЛА]-ИА]  +  К№0)-ѴИв).  (і) 

Пусть  Сй —  кривая,  соединяющая  А0  и  В0  и  лежащая  тангенциально  в  поле 
прибора,  а  С, —  ее  изображение.  Заменим  С0  поманои  Л0РоС}оВа  и  обозначим 
изображения  точек  Р0  и  <20  через  Рх  и  (Іі  Применяя  (1)  к  отрезку  ломаной 
АіРи  получим 

[Л1Р1]  =  [ЛРо]+Ѵ(Рй)-К(Л0). 
и  аналогично  для  других  отрезков 

[Р.<гО  =  ІРоС.]+Т(С.)-Ѵ(Р.)  и  [<гА]-[ОА]+Ѵ(Д>)-ѴЮ„>. 
Следовательно, 

[л.л]  +  [РАЛ  4-  [ОА]  -  [А»РЛ  +  [РАЛ  +  №<>вл+Ѵ(в„)-ѵш. 

Очевидно,  что  этот  результат  можно  обобщить  на  случай  ломаной  с  любым 
числом  отрезков  N.  Переходя  к  пределу  при  N—^00  так,  чтобы  длина  наиболь¬ 
шего  отрезка  стремилась  к  нулю,  получим  соотношение 

Ц  =  Ь  +  Ѵ{Вш)-Ѵ(Ай).  (2) 

где 

^0  =  5  «о  Е,=  $  «,  Аз1  '  (3) 

с0  с, 

являются  оптическими  длинами  кривых  С0  и  С%.  Покажем  теперь,  что  V  (Во)  = 

=  Ѵ(Ао). 

Точки  па  кривых  С0  и  С,  находятся  во  взаимно  однозначном  соответ¬ 
ствии,  что  можно  выразить  следующими  соотношениями: 

/  (-^о»  Уо>  ^о)»  Уі  ~  &  С-^о»  Уоі  г0),  2г~Н(х0У  у0і  20).  (4) 

Элемент  йзх  кривой  Сг  является  функцией  соответствующего  элемента  с&0»  т.  е* 


Следовательно, 


где 


с* 


С І8, )  ^ 


(5) 

(6) 


р{х1,у1,г1.а^.  2'„  •  ац)-пЛхк  Ук  г,)  ]/ (§■)  +  (^)  +  (і*) 

—  однородная  функция  первой  степени  по  производным  (іуіісізо  ийгх/йз0 ; 

более  того,  ^  не  меняется  при  замене  йхЛйз^  ...  на  —  <і*і/^50, ....  .  Далее  из 
(4)  имеем 

дх0  4к  о  -Г00о  <&о  ' 

аналогичные  соотношения  получаются  для  йух!й$ 0  и  Следовательно, 

используя  (7)  и  (4),  получим  для  Р  следующее  выражение: 

(8) 

где  Ф  —  также  однородная  функция  первой  степени  по  <1х0!сі& 0,  более  того, 
Ф  не  меняется  при  замене  сіХо/сІЗо,  ...  на  — с1х0/й 50,  т.  е. 


іо* 


( 

^2(  ^ 

1  /Тч  АХо 

ф/о 

гіг0\ 

\хі' Уі' г»  зѵ 

*0  ’ 

І  —  Ф  (*0>  &>»  ^0»  <*50  1 

) 

/  г  ^0 

_ Ауо- 

_ <іг  о  > 

АУъ 

&*о  \ 

Vх»’  У**'  г°»  _  Ж*  * 

й&о  * 

Й50  у 

|  —  Ф  /Д,,  20,  , 

йц  ' 

) 
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Из  (2),  (6)  и  (8)  имеем 

^  («0 — Ф)  Лвл  =  V  (Л0)  —  V  (В„);  (10) 

С» 

это  свидетельствует  о  том,  что  величина  криволинейного  интеграла  в  (10) 
зависит  только  от  положения  крайних  точек  Л0,  Я»  и  не  зависит  от  выбора 
кривой  С0.  Кривая  С0,  однако,  не  является  совершенно  произвольной,  посколь¬ 
ку  она  должна  лежать  тангенциально  в  поле  прибора.  Тем  не  менее  мы  вправе 
заключи іь,  чго  выражение  (п0 —  Ф)  <І80  есть  полный  дифференциал  от  некоторой 
функции  11г,  т.  е. 

0  дл'0  *  ду0  1  дг0  <і$0 


Если  заменить  здесь  производные  с?лг0/бк0,  ...  на  — йхьій&о,  то  правая  часть 
изменит  знак,  а  левая,  согласно  (9),  не  изменит,  что  возможно  только  в  том  слу¬ 
чае,  если  и  левая  и  правая  части  *гого  выражения  равны  нулю  (Ч^—соп^і), 
следовательно, 

Ф  =  п«.  (И) 

Тогда  из  соотношения  (10)  вытекает,  что  V  (Л0)  —  V  (7$0),  и  выражение  (2) 
принимает  вид  Ьа-  Следователь  но,  для  любой  кривой,  имеющей  изображе¬ 
ние,  независимо  от  того,  лежит  она  в  поле  при- 
д  бора  тангенциально  или  нет,  справедливо  соот- 
4  ношение 

(12) 


$  я0Ж>  =  5  пі 


Рис.  4,7.  К  доказательству 
Ленца  теоремы  Максвелла 
для  абсолютного  прибора. 


Это  и  есть 
прибора . 


теорема  Максвелла  для  абсолютного 


Ленц  [18]  дал  следующее  менее  общее,  но  чрезвычайно 
простое  и  изящное  юказательство  іеоремы  Максвелла 
Пусть  все  лучи  от  каждой  точки  предмета  доетшакл  изображения,  и  пусть  (Л0,  Ах)  и 
<В0,  $і)  —  две  пары  сопряженных  точек  Согласно  предположению  лѵч  Л0^о  должен  прочти 
через  Л !  и  Вг  Луч  ВаА0  тоже  должен  проити  через  эти  точки  Следовательно,  каждый  луч  дол¬ 
жен  представлять  замкну  ю  кривую  тогда  в  соответствии  с  принципом  равного  оптического 
пути  получим  (рис  4  7) 


[АМ 


по  час.  стрелке 


=  М«А  ] 


против  час.  стрелки 


[В0^і)  по  час<  стрелке  І^о^хЗ  против  час.  стрелки 
Если  ввести  обозначения 

[ ЛуЛ(>]  =  7-0,  [Л1ЛІ]  — \В$АХ]  —  (і,  [В\Ао\~Л  й 

то  написанные  выше  соотношения  принимают  вид 

7^0  +  ^  —  +  7^1»  (і-гВі  =  7'0-(-сР, 

откуда  следует,  что 

7.0  =  1!. 

Приведенное  здесь  доказательство  справедливо  лишь  в  том  случае,  когда  кривая  является 
частью  луча  Его  можно  обобщить  на  случаи  произвольной  кривой  таким  же  способом,  как  это 
было  сделано  нами  ранее,  т  е  заменить  кривую  многоугольником,  стороны  которого  состоят 
из  отрезков  лучей,  а  затем  устремить  число  этих  сторон  к  бесконечности. 


Из  теоремы  Максвелла  сразу  же  вытекает  несколько  интересных  следствий. 
Рассмотрим  небольшой  треугольник  со  сторонами  (І8(0Ь,  сіз^  и  (№,*\  и  пусть 
СІ$^\  и  с/5(!3)  —  стороны  треугольника,  являющегося  изображением  исход¬ 
ного  в  абсолютном  приборе.  Далее,  пусть  п0  и  пг —  показатели  преломления 
областей,  в  которых  расположены  выбранные  треугольники.  Согласно  теореме 
Максвелла 


'Пц  =  пх  йзр ,  п0  сіз^  =  йз^ ,  п0  (із §»  =  п  х  <^5<13, , 


(13) 
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и,  следовательно,  эти  треугольники  подобны,  а  отношения  соответствующих 
сторон  обратно  пропорциональны  величинам  показателей  преломления.  По¬ 
этому  углы  между  любыми  двумя  кривыми  в  предмете  не  изменяются  в  его 
изображении,  і.  е.  такое  отображение  должно  бьпь  конформным.  Из  общей 
теоремы  Л  и  увил  ля  (см  ,  например,  [19])  следует,  что  конформным  отображением 
трехмерной  области  в  трехмерную  область  может  быть  только  проективное  пре¬ 
образование  (коллинеация),  инверсия  м)  или  их  комбинация.  Таким  образом, 
мы  доклали  следующую  теорему,  впервые  сформулированную  Каратеодори. 
Отображение. ,  создаваемое  абсолютным  прибором ,  явгяется  либо  проективным 
преобразованием ,  либо  инверсией ,  либо  их  комбинацией 

Рассмотрим  теперь  вкратце  случай,  когда  отображение  не  только  стиг- 
матично,  но  и  идеально,  т  е  любой  объект  преобразуется  в  объект,  геометри¬ 
чески  подобный  исходному  Ясно,  что  такое  отображение  должно  быть  проектив¬ 
ным  преобразованием,  поскольку  оно  преобразует  линии  в  линии  [20]  Тогда  из 
(13)  следует,  что  увеличение  іѣ^сів 0  для  любых  двух  сопряженных  линейных  эле¬ 
ментов  равно  отношению  показателей  преломления  пьіпг,  В  часзності  ,  если 
п0  -  Пі  -  сопзі,  то  сІЗі/сіза  1,  таким  образом,  идеальное  отображение  двух 
однородных  областей  с  одинаковыми  показателями  преломления  друг  в  друга 
всегда  тривиально  в  том  смысле,  что  изображение  полностью  конгруэнтно  пред¬ 
мету  Единственным  известным  прибором,  обеспечивающим  такое  отображение, 
является  плоское  зеркало  (или  комбинация  плоских  зеркал). 

Из  этих  общих  рассуждений  следует,  что  для  получения  нетривиального 
отображения  однородных  областей  с  одинаковыми  показателями  преломлении 
друг  в  друга  нельзя  требовать  строгого  стигматизма  или  полного  подобия  изо¬ 
бражения  объекту.  * 

4.2.2.  «Рыбий  глаз»  Максвелла.  Простым  и  интересным  примером  абсо¬ 
лютного  прибора  можно  считать  среду,  характеризующуюся  показателем  пре¬ 
ломления 


1 

\+іПау-П<" 


(14) 


где  г —  расстояние  до  фиксированной  точки  О,  а  щ  и  а  —  постоянные  Такщя 
среда  называется  «рыбьим  глазом»,  и  ее  своисіва  были  впервые  исследованы 
Максвеллом  **)  [10,  21] 

В  §  3.2  было  показано,  что  в  сферически  симметричной  среде  лучи  пред¬ 
ставляют  собой  плоские  кривые  и  лежат  в  плоскостях,  проходящих  через 
начало  координат,  а  уравнение  таких  лучей  имеет  вид  (см.  (3.2.11)) 


Ѳ 


Аг _ 

V  п *  (г)  г~  —  сл  * 


где  с —  постоянная.  Подставляя  сюда  выражение  для  п  (г)  из  (14)  и  полагая 


получим 


р  =  г/а,  К^с/ап^ 


К()  4-Р2)Ф 
угр*  —  К*  (.1  -гр-)а 


(15) 

(16) 


*)  При  инверсии  каждая  точка  Р0  преобразуется  в  такую  точку  Рг,  лежащую  на  линии, 
которая  соединяет  Р0  с  фиксированным  началом  координат  О,  что  произведение  ОР0'ОРг  ос¬ 
тается  постоянным 

**)  Ленц  [18]  и  Стеттлер  [22]  дали  интересные  обобщения  работы  Максвелла  Статья  Стст- 
тлера  содержит  'іакже  обобщение  теории  так  называемой  -шизы  Луисберга ,  которая  блающря 
своей  вссиапрааленности  нашла  широкое  применение  при  конструировании  антенн  сантиметро¬ 
вою  диапазона  Такая  линза,  впервые  исследованная  Лунебергом  |23],  представляет  собой  не¬ 
однородную  сферу  с  показателем  преломления  п  (г)  —  2 — г2  1)*  Если  поместить  ее 

в  однородную  среду  с  показателем  преломления,  равным  1,  то  каждый  падающим  пучок  па¬ 
раллельных  лучей  соберется  в  резкий  фокус.  См  124 — 26]. 
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Легко  показать,  что 

^(М-р2)  а  г  (К  ря — 1\'| 

р  ѵѴ— л*(і+р2н  ~  4>  |_агсзіп  ѵ  (/ 1  _4/с ;  р  у  .г 


тогда  (16)  можно  переписать  в  виде 


зіп  (Ѳ  —  а)  = 


г*  — а2 


V  а2Ло—4с2 


о  7) 


где  а —  постоянная  интегрирования. 

Соотношение  (17)  является  \  равнением  лучей  в  полярных  координатах. 
Поэтому  для  однопараметрического  семейства  лучей,  проходящих  через  задан- 


Окружность  г*а 


н)ю  точку  Я0(Ль  60),  имеем 


■а2 


г  зт  (Ѳ — а)  ~  г0  зт  (Ѳо — сь) 


(18) 


Как  мы  видим,  при  любом  значении  параметра  а 
этому  уравнению  удовлетворяют  г  —  /у,  0  -  Ѳь 
где 

ГХ=&ІГ9,  0!  =  я-(-Ѳ0;  (19) 

отсюда  следует,  что  все  лучи  из  произвольной  точки 
Рь  собираются  в  точке  Рь  лежащей  на  прямой ,  ко¬ 
торая  соединяет  Р0  и  О,  Р0  и  Ру  расположены  по 
разные  стороны  от  О,  и  произведение  ОР 0-  ОРу  а1. 
Следовательно,  «рыбий  паз»,  служит  абсолютным 
прибором,  в  котором  отображение  осуществляется 
преобразованием  инверсии. 

Отметим,  что  (17)  удовлетворяется  при  г  а,  Ѳ  -  а  и  т  -  а,  Ѳ  =  я  4  а, 
т.  е.  каждый  луч  пересекает  фиксированную  окружность  г  =  а  в  противопо¬ 
ложных  точках  се  диаметра  (рис  4  8). 

Чтобы  получить  уравнение  лучей  в  декартовых  координатах,  положим 
в  (17)  х  =  г  со5  Ѳ  и  у  —  г  зіп  Ѳ;  тогда 


Рис.  4  8  Лучи  в  «рыбьем  гла¬ 
зе»  Максвелла. 


у соза  —  X  зіп  а  =  * 


+  а2), 


или 


где 


а  V  сРпІ—Ас1 
(у  +  йзша)8-)-  (У — Ьсоза)2^--  а2-РЬ~, 
Ь  =  -^Ѵ а*п\—4с\ 


(20) 


Из  соотношения  (20)  видно,  что  каждый  луч  представляет  собой  окружность. 

4.2.3.  Стигматическое  отображение  поверхностей.  До  си\  пор  мы  рассмат¬ 
ривали  юлько  идеальное,  и  іи  резкое,  изображение  трехмерных  областей. 
Было  показано,  что  если  пространство  предмета  и  пространство  изображения 
однородны  и  обладают  одинаковыми  показателями  преломления,  то  идеальное 
отображение  должно  быть  только  тривиальным,  т.  е  зеркальным  отображением 
предмета  Естественно,  возникает  вопрос,  лолѵчается  ли  нетривиальное  ото¬ 
бражение,  если  потребовать,  чтобы  прибор  обеспечивал  идеальное  (или  по 
крайней  сере  резкое)  отображение  лишь  некоторых  поверхностей .  Этим  вопро¬ 
сом  занимался  ряд  авторов  [27 — 301,  которые  нашли,  что  если  пространства 
предмета  и  изображения  однородны,  то  вращательно  симметричная  оптическая 
система  в  общем  случае  ч)  может  обеспечить  резкое  отображение  не  более  чем 


*)  «В  общем  случае» вставлено  для  того,  чтобы  исключить  некоторые  вырожденные  слуг 
чаи,  коідл  идеально  отображается  все  пространство  предмета  (например,  при  отражении  от 
плоскою  зеркала). 
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двух  поверхностей .  Доказательство  этой  теоремы  можно  найти  в  работах  [27, 
29].  Здесь  мы  подробно  рассмотрим  только  простой  случай  резкого  отображения 
сферической  поверхности,  представляющий  наибольший  практический  интерес. 

Исследуем  преломление  лучей  па  поверхности  твердой  однородной  сферы  5, 
находящейся  в  однородной  среде.  Пусть  О — точка,  где  расположен  цешр 
сферы,  г —  ее  радиус  или  п' —  показатели  преломления  соответствен  но  мате¬ 
риала  сферы  и  окружающей  ее  среды.  Далее  пусть  А(2 —  луч,  падающий  на 
сферу.  С  помощью  следующих  рассуждений  легко  определить  направление 
преломленного  луча  С} В 

Пусть  50  и  5* —  сферы,  центры  которых  находятся  в  О,  а  радиусы  равны 

г  ф  —  —  г ,  г,  =  4/\  (21) 

Если  Р0 —  точка  пересечения  .4(?  с  и  Рх —  точка,  в  которой  пересекаются 


Рис 


4  9  Преломление  на  сферической  поверхности.  Аплан этические  точки. 


ОР о  и  $і,  то  ()Р}  является  преломленным  лучом.  Последнее  следует 
ния  (рис.  4  9),  гак  как 

од  _  ор,  _  _п_ 
орй  од  ~  п'  • 

Кроме  того, 


<  (}0Р ,  =  <  <20Рг. 


(22) 

(23) 


Таким  образом,  треугольники  О<ЗЯ0  и  ОРХ0  подобны,  и,  следовательно. 


ЗЩ  Фо  _  ОР«  _ 

51Пф,  ОР  П 


(24) 


где  фл=-  <.О()Р0  и  ^ОС^Рі  —  соответственно  углы  падения  и  прелом  пения. 
Величины  углов  фо  и  фі  удовлетворяют  закону  преломления,  и  поэтому  прямая 
<; )РХ  представляет  собой  преломленный  луч. 

Из  построения  видно,  что  все  лучи,  выходящие4  из  точки  Р0  на  50,  дают 
{виртуальное)  стигматическое  изображение  в  почке  Ри  расположенной  в  месте 
пересечения  радиуса  ОР0  со  сферой  X,  Следовательно,  сфера  представляет 
собой  стигматическое  изображение  Б0  и  наоборот.  у 

Удобно  выразить  (24)  в  несколько  иной  форме.  Если  обозначить  через 
Ѳ(,  и  углы,  которые  сопряженные  лучи  образуют  с  линией  Р0Рі*  т.  е.  0о= 
—  <  О  А  ,  <2  и  Оі  то,  поскольку  рассмотренные  выше  треугольники 

подобны,  фі  и  0Д=  ф0;  следовательно, 


5ІП  Ѳд 
51П  Ѳо 


=  С0П5І . 


(25) 


Уравнение  (25)  является  частным  случаем  так  называемого  условия  синусов , 
значение  которого  будет  объяснено  в  §  4.5.  Согласно  терминологии,  принятой 
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и  §  4.5 ,  точки  Р0  и  Р і  называются  апланатическими  точками  сферической  по¬ 
верхности  5.  ^ 

Как  будет  показано  в  §  6.6,  при  конструировании  некоторых  видов  объек¬ 
тивов  микроскопов  используется  существование  апланатических  точек  прелом¬ 
ляющей  сферической  поверхности. 

§  4.3.  Проективное  преобразование  (коллинеация) 
при  наличии  аксиальной  симметрии 

Выше  было  показано,  что  идеальное  отображение  трехмерных  объектов 
друг  в  друга  можно  осуществить  лишь  с  помощью  проективного  преобразова¬ 
ния,  поскольку  последнее  преобразует  линии  в  линии  Свойства  проективных 
преобразований  важны  даже  в  тех  случаях,  когда  условия,  необходимые  для 
достижения  идеального  отображения,  выполнены  нс  полностью,  поскольку, 
как  будет  показано  позднее,  отображение  предмета  любой  оптическом  системой 
осуществляется,  по  крайней  мере  в  первом  приближении ,  с  помощью  преобра¬ 
зования  такого  рода.  Поэтому,  прежде  чем  выводить  законы  построения  изо¬ 
бражений  в  реальных  оптических  системах,  полезно  исследоваіь  общие  свойст¬ 
ва  проективных  преобразований  Хотя  такое  предварительное  рассмотрение 
носит  чисго  геометрический  характер,  удобно  по  возможности  сохранять  опти¬ 
ческую  терминологию. 

4.3.1.  Общие  формулы.  Пусть  (дс,  у,  г)  —  координаты  точки  Р  в  простран¬ 
стве  предмета  и  (х\  у’ ,  г')  —  координаты  точки  Р‘  в  пространстве  изображения 
в  одной  и  той  же  произвольно  выбранной  декартовой  системе  координат.  Про¬ 
ективное  преобразование  этих  двух  областей  друг  в  друга  осуществляется  с  по¬ 
мощью  следующих  соотношений: 

х'  =  Рг/Р0,  г'  =  Р3!РОІ  (1) 

где 

Р1—а1х-\~Ь1у~\-с1г-}-(і1  (і  — 0,  1,  2,  3).  (2) 

Две  точки,  координаты  которых  связаны  соотношением  (1),  называются  сопря¬ 
женной  парой. 

Разрешая  (1)  относительно  х,  у,  г,  получим  соотношения  такого  же  Ігипа, 
а  именно 

х  =  Р'фР'0У  у^рур'ы  г  =  РІ/Р'о*  (3) 

где 

Р[  =  а'х'  +  Ь\у  +  с\г*  -М* 

Из  (1)  следует,  чго  изображение  любой  точки,  лежащей  в  плоскости  Р о=0, 
находится  на  бесконечности.  Аналогично  из  (3)  вытекает,  что  все  точки  пред- 
меіа,  изображения  которых  лежат  в  плоскости  -0,  расположены  на  беско¬ 
нечности.  Плоскость  Р0~0  называегся  фокальной  плоскостью  пространства 
предмета ,  а  плоскость  Р'0~ 0 — фокальной  плоскостью  пространства  изобра¬ 
жения  *).  Лучи,  параллельные  в  пространстве  предмета,  преобразуются  в  лучи, 
пересекающиеся  в  некоюрои  точке,  лежащей  в  фокальной  плоскости  р'0=  0. 
Лучи  же,  выходящие  из  точки,  расположенной  в  фокальной  плоскости  Р 0=  0, 
преобразуются  в  пучок  параллельных  лучей  В  некоторых  случаях  обе  фокаль¬ 
ные  плоскости  находятся  на  бесконечности  Преобразования  такого  рода  на¬ 
зываются  аффинными  или  телескопическими  При  телескопических  преобразо¬ 
ваниях  всегда  0  и  Г^Ф  0,  так  как  конечным  значением  (х7  у ,  г)  должны 
соответствовать  конечные  значения  (х\  у' ,  г ').  Разумеется,  это  возможно  лишь 
в  том  случае,  если  6о=  <?0— 0  и  а^=  Ь'0~  с’0=*  0. 

*)  Здесь  термины  «фокальная  плоскость»  и  «фокальные  точки  >  имсют  несколько  иной 
смысл,  чем  при  рассмотрении  нормальных  конгруэнции  (см  п  3  2  3;  и  астигматических  пучков 
лучей  (см.  ниже,  §  4  6). 
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Поскольку  большинство  оптических  систем  состоит  из  поверхностей  вра¬ 
щения  с  общей  осью  (такие  системы  обычно  называются  центрированными) * 
особую  роль  в  оптике  играет  случай  аксиальной  симметрии.  Тогда  из  симмет¬ 
рии  системы  следует,  что  изображение  любой  точки  Р0  лежит  в  плоскости, 
проходящей  через  эту  точку  и  ось  симметрии;  поэтому  при  изучении  свойств 
соответствующих  проективных  преобразований  можно  ограничиться  рассмотре¬ 
нием  точек,  лежащих  в  такой  меридиональной  плоскости.  Пусть  эта  плоскость 
совпадает  с  плоскостью  уг,  а  ось  г  направлена  вдоль  оси  симметрии.  Тогда  точка 
(О, у,  г)  в  пространстве  предмета  преобразуется  в  точку  (0,  у\  г')  в  пространстве 
изображения,  где 

*  у  _ьзУ+Свг  +  Ля  ,4Ѵ 

«  Т^ог  +  ^о  *  ‘  ^оУ'Р€ог~Р^о  *  ^  ' 


Из  симметрии  системы  вытекает,  что  г'  не  меняется  при  замене  у  на  — у.  Это 
возможно  только  в  том  случае,  если  Ь0=  Ь3~  0.  Далее  ясно,  что  при  замене  у 
на  — у  координата  у‘  меняется  на  — у\  откуда  следуег,  что  сг—  0.  Следо¬ 
вательно,  *4)  принимает  вид 


і/  ^  Ь-У  2*  ~  съг 
У  с0гЦ-43  *  сдг~ца0  ’ 


(Б> 


Эти  уравнения  содержат  пять  постоянных,  однако  важны  только  их  отноше¬ 
ния.  Таким  образом,  проективные  преобразования  при  наличии  аксиальной 
симметрии  характеризуются  четырьмя  параметрами. 

Разрешая  (5)  относительно  хну,  получим 


и  _  с0ая  —  спа0  у '  г  = 

62  с0г'—с3*  с0г' — с3  * 


(6) 


Из  соотношений  (5)  и  (6)  вытекает,  что  фокальные  плоскости  описываются 


Рис.  4.10.  Кардинальные  точки  и  плоскости  оптической  системы. 

Р,  Р* —  главные  фокусы,  II,  {/'  —  главные,  или  единичные,  точки;  N.  К'  —  узловые  точки;  |Р,  ІГ7—  фо¬ 
кальные  плоскости;  —  главные,  или  единичные,  плоскости. 


уравнениями  ~  с02  +  <4  =  0,  Р'0==вс0г'  — с3  =  0;  следовательно,  они  пере¬ 

секают  ось  г  под  прямым  углом  в  точках,  координаты  которых  равны 

{20/С0,  2  =С3/С (7) 

Эти  точки  называются  главными  фокусами  и  обозначены  на  рис.  4.10  через 
Р  и  Р'. 

Теперь  каждое  пространство  (пространство  предмета  и  пространство  изоб¬ 
ражения)  удобно  отнести  к  своей  системе  координат,  поместив  их  начала  в  глав¬ 
ные  фокусы,  т.  е.  положив 

с02-Мо  =  С02,  ^ 

у  =  У  ,  С02  с3  .  ) 

Тогда  выражение  (5)  принимает  вид 

■у  г _ Т  ^  (І3  С3  СІ0 

с0  2'  ^2 


(8> 
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Обозначим 


=  С0  ^3  С'і 

о 


В  результате  уравнения  для  преобразований  запишутся  в  простой  форме, 
а  именно 

74-Г  (10) 

Второе  из  эі их  уравнений,  22'^  [[' ,  обычно  называет  уравнением  Ньютона. 
Постоянная  /  называется  фокусным  расстоянием  в  пространстве  предмета* 
а  /■'—  фокусным  расстоянием  в  пространстве  изображения. 

Для  фиксированных  плоскостей  предмета  и  изображения  находим  из  (10) 


ѵ  аѵ  У2=соп5*  у  г  Г  • 

Эта  величина  называется  поперечным  увеличением.  Далее  получим  следующее 
выражение  для  продольного  увеличения ,  не  зависящее  оі  У  и  У': 

йъ  9  г  г-  № ' 

Из  (11)  и  (12)  видно,  что  величины  продольного  и  поперечного  увеличения  свя¬ 
заны  соотношением 

Ж  г  \<пг)г= соп«  V*’ 

Поскольку  величина  поперечного  увеличения  зависит  только  от  2 ,  но  не  от 
У,  фигура,  расположенная  в  плоскости,  перпендикулярной  к  оси,  преобразует¬ 
ся  в  фигуру,  геометрически  подобную  исход¬ 
ят  яр  ной. 

А  дг  '  Поперечное  увеличение  равно  единице,  если 

- 2  =  ^2'=^.  Эти  плоскости  называются  глав - 

р  у_ _ /г  ными  или  единичными  плоскостями ,  на  рис.  4.  К) 

~Ъ  в  и  4.11  они  обозначены  буквами  %  и  41'.  Точки 

_ _ 2- _ _ _  их  пересечения  с  осью  О  и  II'  называются  ?лав- 

Р  и  Г  У  ~  ными  или  единичными  точками. 

Пусть  /г  —  расстояние  от  оси,  на  котором 
луч,  выходящий  из  точки  (0,  0,  I),  пересекает 
главную  плоскость  в  пространстве  предмета. 
Рис.  4.11.  Графическое  опреде-  Сопряженный  луч  пересекает  другую  главную 
ление  точки  изображения  плоскость  на  таком  же  расстоянии /Т  Н  от  оси: 

утлы  у  и  у',  которые  составляют  лучи  с  осью 
2,  задаются  соотношениями  (см.  рис.  4. 10) 

.  Н  .  ,  н 

Чу=г^. 

Отношение 


Рис.  4.11.  Графическое  опреде¬ 
ление  точки  изображения 


называется  угловым  увеличением  или  коэффициентом  сходимости.  Эта  величина 
не  зависит  о  г  Н  и  Іг'  и  равна  единице,  если  2  —  — и  2'=  — /.  Точки  на  оси  /V 
и  определенные  последними  двумя  равенствами,  называются  узловыми. 
Они  являются  сопряженными  точками  и  характеризуются  тем,  что  сопряжен¬ 
ные  лучи,  проходящие  через  них,  параллельны  друг  другу.  Расстояние  между 
узловыми  точками  равно  расстоянию  между  главными  точками.  При  ^  —  — /' 
узловые  то^ки  совпадают  с  главными.  Фокусы,  главные  и  узловые  точки  назы¬ 
ваются  кардинальными  точками  данного  преобразования. 


§  4.3] 


ПРОЕКТИВНОЕ  ПРЕОБРАЗОВАНИЕ  ПРИ  АКСИАЛЬНОЙ  СИММЕТРИИ 


155 


Иногда  оказывается  удобным  отсчитывать  расстояния  не  от  фокальных 
плоскостей,  а  от  главных.  В  этом  случае  вместо  2  и  2'  используют  переменные 

1  (15) 

Уравнение  Ньютона  7,2,'  =  //'  принимает  тогда  вид 

і+т=-1-  '  <»б) 


Используя  свойства  фокальных  точек  и  главных  плоскостей,  можно  про¬ 
стым  геометрическим  построением  найти  точку  Р\  сопряженную  данной  точке 
Р.  Через  точку  Р  проводят  две  прямые,  одна  из  которых  параллельна  оси,  а  дру¬ 
гая  проходит  через  фок^с  Р  (рис.  4.11).  Пусть  А  и  В —  точки,  в  которых  эти 
прямые  пересекаются  с  главной  плоскостью  Тогда  из  свойств  главных  пло¬ 
скостей  следует,  что  точки  А*  и  В\  сопряженные  А  и  В,  являются  точками 
пересечения  двух  прямых,  проведенных  через  А  и  В  параллельно  оси,  с  пло¬ 
скостью  Далее,  поскольку  РА  проходит  через  фокус  Р,  прямая  Р'А* 
должна  быть  параллельна  оси,  а  так  как  РВ  параллельна  оси,  Р-В'  должна 
проходить  через  другой  фокус  Р' .  Следовательно,  изображение  Р*  находится 
на  пересечении  линий  А  А'  и  В'Р'. 

4.3.2.  Телескопическое  отображение.  Рассмотрим  теперь  частный  случай 
телескопического  отображения  (аффинной  коллинсации).  Как  уже  ранее  отме¬ 
чалось,  оно  характеризуется  тем,  что  обе  фокальные  плоскости  находятся  в  бес¬ 
конечности.  В  этом  случае  Со™  0  в  (5)  и  (6)  и  соотношение  (5)  принимает  вид 

*=%-,  г'=с-Й+*\  (17) 

а0  “о 


Введем  опять  две  самостоятельные  координатные  системы  в  пространстве  пред¬ 
мета  и  в  пространстве  изображения.  Начала  этих  систем  поместим  в  любые  две 
сопряженные  точки  оси.  Формулы  преобразования  в  новых  координатах  примут 
простой  вид  ’  ' 

К'  =  аУ,  =  (18) 

где  а  =  /х/Д,  и  (3  -  бу'Д,. 

Поперечное  и  продольное  увеличения  в  данном  случае  постоянны.  Угловое 
увеличение  тоже  постоянно:  для  доказательства  последнего  утверждения  рас¬ 
смотрим  два  сопряженных  луча,  а  начала  координатных  систем  поместим  в  точ¬ 
ки,  где  эти  лучи  пересекают  ось.  Тогда  уравнения  лучей  запишутся  в  виде 
V ^21%  у,  У'  =  2'і%у'.  (19) 

Следовательно, 


\%у'  _  У'  %  _  а  __  Ь„ 

-ѵ  у  ~~  » 


(20) 


Хотя  в  случае  телескопического  отображения  как  /,  так  и  /'  бесконечны,  их 
отношение  /7/  должно  оставаться  конечным.  Так,  согласно  {9)  при  с0  -*>  О 

имеем 


Л 

!  *  ь\  ’ 


(21) 


4,3.3.  Классификация  проективных  преобразований.  Проективные  пре¬ 
образования  можно  классифицировать  по  знаку  фокусных  расстояний.  Если 
фокусные  расстояния  имеют  разные  знаки,  то  /р<  0,  и  в  соответствии  с  (12) 
имеем  й2‘1й2  >0.  Отсюда  следует,  что  если  предмет  сместить  вдоль  оси,  то 
его  изображение  сместится  в  том  же  направлении.  Позднее  б>дег  показано,  что 
подобное  отображение  осуществляется  при  использовании  либо  только  прелом¬ 
ления,  либо  четного  числа  отражений,  либо  их  комбинации,  Такое  отображение 
н азывается  д аоптртеекым . 

Если  фокусные  расстояния  имеют  одинаковые  знаки,  то  0,  сі2'/сІ2<С 0, 
и  смещению  предмета  вдоль  оси  соответствует  смещение  изображения  в  противо- 
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положную  сторону.  Такое 'отображение  осуществляется  с  помощью  либо,  нечет¬ 
ного  числа  отражений,  либо  комбинации  нечетного  числа  отражений  с  любым 
числом  преломлений.  Подобное  отображение  называется  катоптрическим. 

В  зависимости  от  знака  фокусного  расстояния  /  в  каждом  из  рассмотрен¬ 
ных  случаев  различают  два  типа  преобразований.  Из  (11)  видно,  что  при 
2>0  поперечное  увеличение  положительно  при  /  >0  и  отрицательно  при 
/<С  0.  Следовательно,  объект,  расположенный  в  пространстве  предмета,  имеет 
прямое  или  перевернутое  изображение,  в  зависимости  от  тою,  положительно 
ли  /  или  отрицательно.  В  первом  случае  преобразование  называется  сходящим¬ 
ся,  во  втором  —  расходящимся .  Такая  терминология  связана  с  тем,  что  падаю¬ 
щий  пучок  параллельных  лучей  после  прохождения  главной  плоскости  в  про¬ 
странстве  изображения  становится  в  первом  случае  сходящимся,  а  во  втором  — 
расходящимся.  В  табл.  4.1  приведена  классификация  преобразований. 


Таблица  4.1 

Классификации  проективных  преобразований 
(правило  знаков  Декарта) 


Сходящиеся 

Расходящиеся 

Диоптрические 

Катоптрические 

V  V 
о  о 

V  л 

о  о 

/  <  0;  Г  >  0 
!  /  <  0;  Г  <  0 

В  частном  случае  телескопических  преобразований  указанные  четыре 
типа  различают  по  знакам  величин  ос  и  р.  Из  (21)  следует,  что  если  (5  >  0,  то 
получается  диоптрическое  преобразование,  а  если  |:5  <  0,  то  катоптрическое. 
Далее  из  (18)  следует,  что  преобразование  будет  сходящимся  или  расходящимся 
в  зависимости  от  того,  положительно  ли  а  или  отрицательно. 

4.3.4.  Комбинация  проективных  преобразований.  Рассмотрим  теперь  два 
последовательных  проективных  преобразования,  вращательно  симметричных 
относительно  одной  и  той  же  оси. 

Индексом  0  будем  отмечать  первое  преобразование,  а  индексом  1  —  вто¬ 
рое.  Тогда  уравнения,  определяющие  эти  два  преобразования,  запишутся 
в  виде 


Ъ-І.  ?'о'  '2,  ?[' 


(22> 


Пусть  с —  расстояние  между  фокусами  и  Поскольку  пространство  изо¬ 
бражения  первого  преобразования  совпадает  с  пространством  предмета  вто¬ 
рого,  то 

=  ѵг=У'о.  (23) 

Исключая  из  (22)  с  помощью  (23)  координаты  промежуточной  области,  получим 


Пусть 


У'^2'1Уі=:г'1ѵ'9  =  г'1і9ѵ9  =  ыгѵ9 

/і  /і  *  пг9  /о/о  с^о 

г  /і/г  Г/і  /і/і  /і/і^о 

2о  ■  с  / о/ о /о/о 

у  __  у  у  у  _ /о/о  у/  _  у  уу  __  уу  __  і і/і 


(24) 


(25) 


Уравнения  (25)  описывают  изменение  координат  при  смещении  начал  коорди¬ 
натных  систем  соответственно  на  величины  Д/0/с  и  — ДД/с  вдоль  оси  2,  В  этих 
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координатах  уравнения  комбинированного  преобразования  принимают  вид 


ХІ  —  І-  —  ХХ 

V  7.  ~  Г  * 


(26) 


где 


/о/ г  г/  _  /о  /і 
с  ’  '  ~  с  * 


(27) 


Из  (25)  следует,  что  расстояния  между  началами  новых  и  старых  систем  ко* 
ординат,  т.  е.  расстояния  6  —  РаР  и  6'  —  /д/7'  между  фокусами  комбинирован¬ 
ного  преобразования  и  фокусами  отдельных  преобразований,  равны  соответ¬ 
ственно 


6 


(28) 


Если  с  =  0,  то  [  =  /'=  оо,  и  эквивалентная  коллинёация  становится  телеско¬ 
пической.  Уравнения  (24)  при  этом  принимают  вид 


_  7 

“/о/о 


(29) 


постоянные  се  и  р  из  (18)  для  эквивалентного  преобразования  выражаются  сле¬ 
дующим  образом- 


(30) 


Угловое  увеличениё  равно  теперь 


/о. 

к  ‘ 


(31) 


Если  одно  или  оба  преобразования  телескопические,  то  приведенные  рассуж¬ 
дения  необходимо  несколько  видоизменить. 


§  4.4.  Параксиальная  оптика 

Перейдем  теперь  к  изучению  простейших  свойств  линз,  зеркал  и  их  комби* 
наций.  В  приводимой  ниже  теории  рассматриваются  лить  точки  и  лучи,  лежа- 
щие  в  непосредственной  близости  от  оси;  члены,  содержащие  квадраты  и  более 
высокие  степени  расстояний  от  оси  или  углов  между  лучами  и  осью,  отбрасы¬ 
ваются.  Эта  теория  называется  параксиальной  оптикой  или  оптикой  Гаусса  +). 

4.4.1.  Преломляющая  поверхность  вращения.  Рассмотрим  пучок  парал¬ 
лельных  лучей,  падающий  на  преломляющую  поверхность  вращения,  которая 
разделяет  две  однородные  среды  с  показателями  преломления  п0  и  я,.  Положе¬ 
ние  точек  и  лучей  в  обеих  средах  будет  описываться  относительно  одной  декар¬ 
товой  системы  координат,  начало  которой  находится  в  полюсе  О  поверхности, 
а  ось  2  направлена  вдоль  оси  симметрии. 

Пусть  Ро(х  о,  у  о,  г0)  и  Рг(хІ7  уи  гі)  —  точки  соответственно  на  падающем 
и  преломленном  лучах.  Если  пренебречь  членами  второго  и  более  высоких 
порядков,  то  из  выражений  (4.1.29).  (4.1.40)  и  (4.1.44)  следует,  что  коорди¬ 
наты  этих  точек  и  лучевые  компоненты  обоих  лучей  связаны  между  собой 


*)  Здесь,  как  и  раньше,  будет  использовано  обычное  правило  знаков  а  пал  иі  и  ческой  гео¬ 
метрии  (правило  знаков  Декарта).  Другие  правила  знаков,  применяемые  на  практике,  подробно 
оСнлждаюіси  в  докладе,  посвященном  изучению  геометрической  оптики  и  опубликованном 
Лондонским  физическим  обществом  в  1934  г. 
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соотношениями 


--4=^  =  2  Лр{ 


Уо 
Уі 

где,  согласно  (4.1.45), 

А-- 


дрь 

дТ™ 

_____ 

дТ{П  __ 

’  дд0. 


о  +  ър-і 
=  — 2 ЗЗр,- 
2Ад0 


2  я. 


=  —  23*?,—^. 


«  =  - 


(Іа) 


(15) 


(2) 


а  г — «параксиальный»  радиус  кривизны  поверхности. 

Выясним  теперь,  при  каких  условиях  все  лучи,  исходящие  из  точки  Я0 
(можно  предположить,  что  они  лежат  в  плоскости  х  =  0),  пройдут  после  пре¬ 
ломления  через  Р1.  В  этом  случае  координаты  точки  Рг  будут  зависеть  только 
от  координат  Р0  и  не  будут  зависеть  от  лучевых  компонент;  поэтому  при  исклю¬ 
чении  дх  из  (16)  величина  д0  тоже  должна  исчезнуть. 

Из  первого  уравнения  (16)  следует,  что 

Яі  ~^{уо  Яъ (2^4-^  г0)  | .  (3) 

Подставляя  это  выражение  во  второе  уравнение  (16),  получим 

*•—  {2®-іА'іу°+  [і  (2®-і)  [Ы+^)~А  <?»• 

Следовательно,  Р±  является  стигматическим  изображением  Л>,  если 

(9  ,  ,  1  _  А  1 


(4) 


2  Л- 

К  "о 
или  после  подстановки  сюда  (2)- 


233- 


Г  г 

Г 

К— % 

1  «о! 

Пх 

«к 

=  #3, 


"(*!.— я0)а 


(5) 


(6) 


что  можно  записать  также  в  виде 

ЧтЧЬЧт-іІ-  ,  П 

Из  (7)  видно,  что  в  рассматриваемом  нами  приближении  каждая  точка  дает 
стигматическое  изображение;  расстояния  сопряженных  плоскостей  до  полюса 
преломляющей  поверхности  О  связаны  между  собой  соотношением  (7).  Более 
того,  уравнение  (4)  при  условии  (5)  означает,  что  данное  отображение  является 
проективным  преобразованием . 

Правая  и  левая  части  (7)  называются  инвариантом  Аббе  (д/ія  преломления) 
и  играют  важную  роль  в  теории  оптического  отображения.  Соотношение  (7) 
можно  еще  представить  в  виде 

% по  _  Ч 
г,  г0  г 


(3) 


Величина  (пг —  п0)/г  называется  оптической  силой  преломляющей  поверхности 
и  обозначается  буквой  т.  е, 

=  (0) 

Согласно  (4)  и  (5)  поперечное  увеличение  ух/уп  равно  единице,  если  гу/п^ 
=  2 33-\-%*  Однако  из  (2)  вытекает,  что  ^  0.  Следовательно,  координа¬ 

ты  г0  и  2Х  главных  точек  1/0  и  Ѵг  равны  нулю,  т.  е.  главные  точки  совпадают  с 
полюсом  поверхности  вращения.  Далее  из  (8)  имеем. 

?  г,™  ,  _  „  .V 

0  п0 


При  2Х 


И 


при  г9 — *■ — сю , 
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следовательно,  абсциссы  фокусов  Г0  и  равны  соответственно  — г^гЦгіі —  п0 ) 
и  пхгі(пл —  По).  Поэтому  фокусные  расстояния  /0=  /^(Уо  и  Д—  Еіі/і  определя¬ 
ются  соотношениями 


д=- 


или,  используя  выражение  для  5* 


До  лі  - 

/о  “  /і 


(10) 


(И) 


Позже  будет  показано,  что  соотношение  п0/?0—  —  л^/Д  справедливо  нетолько  для  одной  пре¬ 
ломляющей  поверхности,  но  и  для  любом  центрирооаыюп  системы,  причем  величины  с  индек¬ 
сом  0  относятся  к  пространству  предмета,  а  величины  с  индексом  1  —  к  пространству  изобра¬ 
жения  Следовательно,  можно  считать,  что  соотношение  (11)  служит  общим  определением 
оптической  силы  центрированной  системы  Практической  единицей  оптической  силы  яв¬ 
ляется  диоптрия,  соответствующая  силе  сферической  поверхности  с  фокусным  расстоя¬ 
нием  $о=  1  м  в  вакууме  (гс0—  1)  Оптическая 


сила  положительна  для  собирательной  систе¬ 
мы  (/>)>0)  и  отрицательна  для  рассеивающей 

<и<о) 

Поскольку  /о  и  (і  имеют  разные 
знаки,  отображение  оказывается  диоп¬ 
трическим  ісы  п.  4.3.3).  Если  поверх¬ 
ность  обращена  своей  выпуклой  ча¬ 
стью  к  падающему  пучку  (г>0)  и 
п0<пи  то  /0>0,  /і<0,  и  отображе¬ 
ние  получается  сходящимся.  Если 
0,  я0  Д>  пи  то  оно  будет  расходя¬ 
щимся  (рис.  4.12).  Если  же  поверх¬ 
ность  обращена  своей  вогнутой  частью 
к  падающему  пучку,  то  типы  отобра¬ 
жений  поменяются  местами. 

Используя  (10),  можно  записать 
соотношение  (8)  в  виде 


77/ >  П0 


+  4=-і. 


(12) 


а  коэффициенты  (2)  —  в  форме 


Рис.  4.12.  Положение  кардинальных  точек 
при  преломлении  на  поверхности  вращения. 


Л - 


/о 

2л„ 


=  — 


2л, 


лѳ  щ 


(13) 


Введем  в  каждом  из  двух  пространств  свои  системы  координат,  начала  ко¬ 
торых  находятся  в  фокусах,  а  оси  параллельны  осям  исходной  системы;  тогда 

*0  —  у  ^  і  —  х^ , 

%о~  2о+/о>  %1  —  21  +  /х- 

В  этих  координатах  уравнения  (12)  и  (4)  при  выполнении  условия  (5)  прини¬ 
мают  обычный  вид  (4.3.10),  т.  е. 


4,4.2.  Отражающая  поверхность  вращения.  Легко  показать,  что  поведение 
световых  лучей  на  отражающей  поверхности  вращения  описывается  теми  же 
уравнениями  (Іа)  и  (16),  что  и  выше,  если  коэффициенты  Л,  33  и  #  в  них  заме¬ 
нить  на  Л' *  33'  и  введенные  в  п.  4.1.5.  Там  же  было  отмечено,  что  Л/ ,  53' 
и  Ш'  получаются  из  Л>  &  и  если  положить  — пг=  п,  где  п  —  показа- 
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тель  преломления  среды,  в  которой  распространяются  лучи.  Следовательно, 
положив  «о---  —  п  в  предыдущих  формулах,  можно  сразу  же  записать 
соответствующие  выражения  для  отражающей  поверхности.  Б  частности,  из  (7) 
следует,  что 

І-Т—І+ т-  <15> 

где  правая  и  левая  части  являются  инвариантом  Аббе  для  отражения.  Послед¬ 
нее  выражение  можно  представить  в  виде 

і+і=і.  об) 

*го  г\  Г 

Фокусные  расстояния  и  /,  в  этом  случае  равны 

=  .  (17> 

а  оптическая  сила  — * 


Так  как  произведение  ?0}і  больше  нуля,  то  получается  катоптрическое  отобра¬ 
жение,  Если  поверхность  обращена  своей  выпуклой  частью  к  падающему  пучкѵ 

~  (г>  0),  то  /(,<0  и  отображение 

*  1  оказывается  расходящимся;  если 
ѵу'  ^  ^  I  же  она  обращена  к  нему  своей  во- 

гнутой  частью  (г  <  0),  то  /0  >  0  и 
ІѴ^  %  получается  сходящееся  отображе- 

- 7Г ^  /г"г  О  5  ние  (рис.  4.13). 

Д  &  0,1  Ь  4.4.3.  Толстая  линза.  Полу- 

%  ^  чим  теперь  формулы  Гаусса  для 

п  .  г < 0  отображения  двумя  поверхностя- 

7  ■'  ми,  вращательно  симметричными 

Рис.  4.13.  Положение  кардинальных  точек  при  от-  относите  тьно  одной  оси 

ражении  от  поверхности  вращения  пѵ‘  н  й  ’  г™. 


ражен ии  оі  ПуСТЬ  П0,  Я*  И  Я2 -  ПОКЗЗа- 

тели  преломления  трех  сред  в  том 
порядке,  в  каком  луч  пересекает  их,  и  гх  и  г2 —  «параксиальные»  радиусы 
кривизны  поверхностей,  считающиеся  положительными  при  падении  света  на 
выпуклую  сторону  поверхности.  Фокусные  расстояния  первой  поверхности 
выражаются  на  основании  (10)  формулами 

/о  =  ;ггѴ .  =  (19) 


І  О  , 


а  второй  поверхности  —  формулами 


Фокусные  расстояния  комбинации  поверхностей,  согласно  (4.3.27),  равны 


где  с  —  расстояние  между  фокусами  Р'0  и  Т7,  Пусть  і  —  осевая  толщина  линзы, 
т.  е.  расстояние  между  полюсами  двух  поверхностей;  тогда  (рис.  4.14) 

о  =  *  +  /о— Іѵ  (22) 

Подставляя  сюда  выражения  для  /'  и  получим 

О 


О  =  (п^ п0)  (/і8  — иг)  і—Пі  1(«8— пх)  гг  +  {пг  —  Пц)  гг\ . 


(24) 
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Если  мы  теперь  подставим  в  (21)  выражения  для  /<,,  /ь  /©,  /і  и  с,  то  получим  тре¬ 
буемые  выражения  для  фокусных  расстояний  комбинации  двух  поверхностей, 
а  именно 

Г  =  (25) 

Поскольку  произведение  //'<0,  отображение  будет  диоптрическим.  Оптиче¬ 
ская  сила  5*  линзы  равна 


«о 

'/  ■ 


■  /  * 


р 

'  ПГгг а  * 
* 


+  <26) 

где  и  5*2  —  оптические  силы  двух 
поверхностей. 

Из  (4.3.28)  следует,  что  рас¬ 
стояния  б  —  Р0Р  и  б'  -  Р\Р*  рав¬ 
ны 

ПЧ - Г1 


(- 


чЩ 


— /~ 


ПгП, 


6  = 

6'  —  пхп 


%=ѵі  % 


“'Чп,  — л„  О’ 

^(1  ^2 
«2 — Яд  Р  * 


(27) 


Рис.  4.14.  Кардинальные  точки  комбинироэан- 
ной  системы  (толстая  линза). 


Расстояния  й  и  й'  от  главных  плоскостей  41  и  ЧР  до  полюсов  поверхностей  вы¬ 
ражаются  формулами  (см.  рис,  4.14) 


4  =  6-1-/— /„  =  —  п0(п2— я,)^, 


Г 


#  =  б'  -И'— /I  =  п*(я,— Л0) 


(28) 


Особый  интерес  представляет  случай  равенства  показателей  преломления 
сред  по  обе  стороны  от  линзы,  т.  е.  п0.  Положив  в  предыдущих  формулах 
ІІІІПо^  Пііп2—  п ,  получим 

г  Г, 

7  7  —  д  »  д  « 


б 


(п— 1)гх* 


«г- 


(д— 1)  г4 


•— тМ 


(29) 


где 


Д  =  (я— 1)  [п(гд — гв)— (я — 1)*].  .  (30) 

В  системах  координат  с  началами  в  фокусах  Р  и  Р'  абсциссы  главных  точек 
X  =  /  и  Ъ’=  а  абсциссы  узловых  точек  1  —  — /'  и7  =  — /.  Поскольку  /  — 
=  — /\  главные  и  узловые  точки  в  этом  случае  совпадают.  Выражение  (4.3.16), 
связывающее  расстояния  2  и  С'  между  сопряженными  и  главными  плоскостями, 
принимает  вид 

Т-Т--Т-  7  (31) 

Рассматриваемая  линза  является  собирательной  (/>0)  или  рассеивающей 
(/<С 0),  в  соответствии  с 

:0,  ’  (32) 


г  _ _ - 

1  Д  “ 


т\  е.  с 


1 


1 


(33) 


^  п  —  1  і 
^  ті 

При  /  =  оо  имеет  место  промежуточный  случай  телескопического  отображения, 

и  М.  Борн,  Э.  Вольф 
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Тогда  А  =  0,  т.  е* 


-і. 


(34) 


Указанные  выше  три  типа  отображений  можно  проиллюстрировать  на  примере 
двояковыпуклой  линзы,  у  которой  г*>  0,  а  г,<  0  (рис.  4.15).  Если  для  просто¬ 
ты  предположить,  что  оба  радиуса 
кривизны  равны  друг  другу  по  абсо¬ 
лютной  величине,  г  е  г, - г2—  г, 

то  отображение  будет  сходящимся 
или  расходящимся  в  сооіветсівип  с 
і  5$  2пті  (п  —  1),  и  телескопическим, 
когда  і  =-  2 пгі(п  —  1 ) 

4.4.4.  Тонкая  линза.  Формулы 
предыдущего  параграфа  существенно 
упрощаются,  если  толщина  линзы  ( 
настолько  мата,  что  ею  можно  пре¬ 
небречь.  В  этом  случае,  согласно  (28), 
сі  —  <Ѵ—  0,  і.  е.  главные  плоскости 
проходят  через  осевую  точку  (беско¬ 
нечно  тонкой)  линзы  Следовательно, 
лучи,  пересекающие  центр  линзы,  не  отклоняются;  это  означает,  что  отобра¬ 
жение  тонкой  линзой  является  центральной  проекцией  из  центра  линзы . 
Положив  в  (26)  і  ■=  0,  получим 


Рис  4  15 


Рассеивающие 
Линзы  обычного  типа 


а — двояковыпуклая  линза,  6  —  плоско  выпуклая’ 
«  —  собирательный  мениск,  г~  двояковогнута.! 
а  —  плоско  вогнутая,  е  —  рассеивающий  мениск 
%  и  —главные  плоскости,  предполагается,  чю 
свет  падает  слева, 


—  Пх 

Гі  ‘  г* 


(35) 


т.  е.  оптическая  сила  тонкой  линзы  равна  сумме  оптических  сил  двух  образую¬ 
щих  ее  поверхностей. 

Если  показатели  преломления  сред,  расположенных  по  обе  стороны  от 
линзы,  одинаковы  (п0=  «зК  то  из  (25)  имеем 

7  =  -7=-("-ч(;г-~).  (36) 

где,  как  и  раньше,  п  =  пх[п^  пхІп2*  Полагая  п>  1  (что  обычно  выполняется), 
получим,  что  величина  [  положительна  или  отрицательна  в  зависимости  от 
того,  больше  или  меньше  кривизна  1/л  первой  поверхности,  чем  кривизна  І/г2 
второй  (выбор  знака  связан  с  кривизной).  Отсюда  следует,  что  тонкие  линзы, 
толщина  которых  уменьшается  от  центра  к  краю,  являются  собирательными, 
а  линзы,  толщина  которых  возрастает  к  краю, —  рассеивающими. 

Выпишем  выражения,  которые  понадобятся  нам  позже  для  фокусных  рас¬ 
стояний  /  и  /'  системы  из  двух  центрированных  тонких  линз,  находящихся  в 
воздухе.  Согласно  (4.3.27)  получим,  учитывая,  что  /о=  — /©,  Д—  — /*,  соотно¬ 
шение 

Т--7-ЙЯ*  ,  <37> 

где  с —  расстояние  между  фокусами  Е»  и  Рг  (рис.  4.16).  Если  I —  расстояние 
между  обеими  линзами,  то 

+  (38) 

Следовательно, 

Т-Г-Т.+К-Ш ■  <39> 

Если  линзы  соприкасаются  ( I  =  0),  то  последнее  соотношение  можно  записать 
в  виде  Р—Рі+Рг,  т.  е.  оптическая  сила  системы  равна  в  этом  случае  просто 
сумме  оптических  сил  двух,  линз. 
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4.4.5.  Произвольная  центрированная  система.  Было  показано,  что  в  приб¬ 
лижении  параксиальной  оптики  преломление  и  отражение  лучей  на  поверхно¬ 
сти  вращения  описывается  проективными  соотношениями  между  величинами, 
относящимися  к  пространствам  предмета  и  изображения  *).  Поскольку,  со¬ 
гласно  §  4.3,  последовательное  применение  нескольких  проективных  преобра¬ 
зований  эквивалентно  одному  проективному  преобразованию,  в  этом  прибли¬ 
жении  отображение  центрированной  системой  тоже  оказывается  таким  преоб¬ 
разованием.  Используя  формулы,  приведенные  в  пп.  4,4.1,  4.4.2  и  4.4.4,  можно 


Рис.  4.16.  Система  из  двух  центрированных  тонких  линз. 

найти  кардинальные  точки  эквивалентного  преобразования.  Наше  рассмотре¬ 
ние  будет  в  основном  посвящено  выводу  важного  инвариантного  соотношения, 
справедливого  (в  принятом  приближении)  для  любой  центрированной  системы. 

Пусть  5],  52,  ...,  5т — последовательные  поверхности  системы,  /0, 

[и  Гі>  — »  [ту  Іт —  соответствующие  фокусные  расстояния  и  /г0,  пи  . . пт — * 
показатели  преломления  соответствующих  сред  (рис.  4.17).  Далее,  пусть  Р0, 


Р*  —  две  точки  в  пространстве  предмета,  расположенные  в  меридиональной 
плоскости,  а  Р1у  Р{у  Р2,  РІ,  ...  —  их  изображения  последовательными  по- 
верхностями.  В  системе  координат  с  началом  в  фокусе  первой  поверхности 
координаты  точек  Р 0,  РІ  и  Ри  Р\  связаны  соотношениями 


У\  _  [п  _ ^1 

Ко  “  ~  п  '  / 


(40) 


(41) 


Следовательно, 


1\~гх  =  ГГ  Уг  ѴоГ^ѴгѴ*» 
П  Го  УоУо 


.  I  (42) 


*)  Как  и  в  случае  одной  поверхности,  пространства  предмета  и  изображения  считаются 
наложенными  друг  на  друга  и  неограниченно  протяженными  во  всех  направлениях.  Часть  про¬ 
странства  предмета,  расположенная  перед  первой  поверхностью  (отсчитываемой  по  ходу  свето¬ 
вых  лучей  через  систему),  называется  действительной  частью  пространства  предмета,  а  часть 
пространства  изображения,  расположенная  за  последней  поверхностью,  называется  действи¬ 
тельной  частью  пространства  изображения.  Оставшиеся  части  обоих  пространств  называются 
виртуальными.  Таким  же  способом  можно  определить  действительную  и  виртуальную  части 
любой  промежуточной  области  системы.  „  „ 


П 


164 


ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ  ТЕОРИЯ  ОПТИЧЕСКИХ  ИЗОБРАЖЕНИЙ 


[гл,  4 


В 

2І  Уо  У*  _  УіѴ*о~  УдУі 

и  ѵ;  УХУІ  ' 

Пусть 

—  =  Ъ1  —  гх^№„ 

Тогда  из  (42)  и  (43)  найдем 

ГшѴрУІ  __  ПУгУг 

Д20  &%і  * 

Согласно  (10)  /о/і—  — п0!пи  так  что  последнее  уравнение  принимает  вид 

поУ<>У о  __  піУ \У \  (46) 

Д20  мх  # 

Аналогичным  образом  получим  выражение  для  преломления  на  второй  поверх¬ 
ности 

ПгУ.Уг  _  п2у,ѵ:  (47ч 

А2,  А2.г  * 

т.  е.  в  общем  случае 

/.і-іУ,-1У,,-1_д,У,к;  (1  (48) 

Д7/ 

Следовательно,  пьУ  {У  $1  А2.г  есть  инвариант  последовательных  преобразований . 
Этот  результат  играет  важную  роль  в  геометрической  теории  построения  изоб¬ 
ражения.  Если  положить  У*/Д2{=  у*  (см.  рис.  4.17),  то  (48)  примет  вид 

п,-Хі-іЧУі-і  =  піѴіі%  Уі. 

В  рассматриваемом  нами  приближении  у  и  у'  можно  заменить  соответст¬ 
венно  на  у  и  у',  и  тогда  мы  получим  формулу  Смита — ♦  Гельмгольца  *) 

=  (49) 


(43) 

(44) 

(45) 


Величина  П;У;у,:  называется  инвариантом  Смита — Гельмгольца. 

Из  (48)  и  (49)  можно  вывести  целый  ряд  важных  следствий.  Поскольку 
обычно  интересуются  только  соотношениями  между  величинами,  относящимися 
к  первой  и  последней  средам  (пространство  предмета  и  пространство  изображе¬ 
ния),  мы  будем  в  дальнейшем  опускать  все  индексы  и  обозначать  величины, 
относящиеся  к  этим  двум  средам,  соответственно  нештрихованными  и  штрихо¬ 
ванными  символами.  Пусть  (У ,2)  и  (У  +  8У,  2  +  82) —  две  соседние  точки 
в  пространстве  предмета,  а  (У7,  2')  и  (У'+  8У',  2'+  82')  —  сопряженные  им 
точки.  Применяя  формулу  Смита — Гельмгольца,  получим 
пѴ(Ѵ  +  6Ѵ)  п'Ѵ'(ѴЧ-ЬУ') 

62  ~  62' 

В  пределе  при  6У~>0  и  82->0  находим 


Согласно  (4.3.11)  УЧУ  =*  (<ІУЧйУ) г=Соп5*;  следовательно,  последнее  выраже¬ 
ние  принимает  вид 


<и 


"  п'  гаѵ'у 
1~  п  ѵ  аѵ  )г=с 


(52) 


Зто  соотношение  называется  формулой  Максвелла  для  относительного  увеличе¬ 
ния.  Из  нее  следует,  что  продольное  увеличение  равно  квадрату  поперечного  уве¬ 
личения,  умноженному  на  отношение  показателей  преломления  п'!п.  В  §  4.3 


*)  Эту  формулу  иногда  связывают  также  с  именами  Лагранжа  н  Клаузиуса.  В  более 
простом  виде  она  была  известна  еще  Гюйгенсу  и  Котсу  {см.  [31]), 


§  4.51 


СТИГМАТИЧЕСКОЕ  ОТОБРАЖЕНИЕ  ПРИ  БОЛЬШОЙ  АПЕРТУРЕ 


?65 


была  выведена  аналогичная  формула  (13),  связывающая  увеличения  и  отноше¬ 
ние  фокусных  расстояний.  Сравнивая  последнюю  с  (52),  получим 


!і _ »' 

/  “  *  * 


(53) 


т.  е.  отношение  фокусных  расстояний  прибора  равно  отношению  показателей 


преломления  п'<п,  взятому  со  знаком  минус . 

Из  формулы  Смита  —  Гельмгольца  следует  также,  что 


(IV  V  ~  *'  1 


(54) 


т.  е.  произведение  поперечного  и  углового  увеличений  не  зависит  от  выбора 
сопряженных  плоскостей. 

До  сих  пор  предполагалось,  что  система  состоит  только  из  преломляющих 
поверхностей.  Если  же  одна  из  них  (скажем,  і-н)  представляет  сабой  зеркало, 
то  вместо  (48)  находим 

Ѵі-іѴі-і  _  УіУі 

д/,  -!  “  д  1 

где  знак  минус  появился  из-за  того,  что  в  случае  отражения  і/Д-—  I,  тогда 
как  в  случае  преломления  /*_ — Щ_х1пг.  Поэтому  в  окончательной  форму¬ 
ле  нужно  заменить  п'  на  — п Такую  же  замену  следует  провести  и  в  более 
общем  случае,  когда  система  содержит  нечетное  число  зеркал;  если  же  система 
содержит  четное  число  зеркал,  то  окончательная  формула  не  изменяется. 


§  4.5.  Стигматическое  отображение  пучками  с  большой  угловой  апертурой 

Законы  параксиальной  оптики  были  получены  в  предположении,  что 
размеры  предмета  и  углы,  которые  образуют  лучи  с  осью,  достаточно  малы. 
Часто  приходится  иметь  дело  с  оптическими  системами  и  малыми  предметами, 
но  большими  углами  наклона  лучей  относительно  оси.  В  таких  случаях  имеются 


Рис.  4.18.  К  выводу  условия  синусов  и  условия  Гершеля. 


два  простых  условия  существования  стигматического  отображения,  называемых 

условием  синусов  *)  и  условием  Гершеля  [373. ч 

Пусть  О0 —  точка  предмета,  находящаяся  на  оси,  и  Р0 —  произвольная 
близкая  к  ней  точка,  не  обязательно  лежащая  на  оси.  Предположим,  что 
система  отображает  эти  точки  стигматически  и  Ох  и  Рх —  их  изображения. 

Пусть  (дс0,  г/о»  2о)  и  (хи  уи  гх)  —  координаты  точек  Р0  и  Ри  причем  коорди* 
наты  Р0  берутся  относительно  прямоугольной  системы  с  центром  в  Ой,  а  коор¬ 
динаты  Ру —  относительно  системы  с  параллельными  осями  и  центром  в  0Х; 
оси  г  в  этих  системах  выбраны  так,  что  они  направлены  вдоль  оптической  оси 
системы  (рис.  4.18). 

*)  Условие  синусов  было  впервые  получено  Клаузиусом  [32]  и  Гельмгольцем  [33]  из  тер¬ 
модинамических  соображений.  Однако  важность  этого  условия  была  замечена  лишь  после  того, 
как  его  вторично  сформулировал  Аббе  [34,  35]. 

В  тексте  мы  следуем,  по  существу,* выводу,  предложенному  Хокином  [36]. 
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Из  принципа  равного  оптического  пути  вытекает,  что  длины  всех  лучей, 
соединяющих  Р0  и  Ри  одинаковы.  Следовательно,  если  обозначить  через  V 
точечную  характеристику  среды,  то 

V (лг0,  і /0,  г0;  х,,  уи  г,)— Ѵ(0.  О,  0;  0,  0,  0)  =  Г(х0,  у0,  г0;  хи  у„  г,).  (1) 

Где  р —  некоторая  функция,  не  зависящая  от  лучевых  компонент.  Используя 
основные  соотношения  (4.1.7),  выражающие  лучевые  компоненты  через  точеч¬ 
ную  характеристику,  и  пренебрегая  членами,  содержащими  вторую  и  более 
высокие  степени  длины,  получим  из  (1) 

+  ЧТУі  +  (рТх„  +  <?Г<Л,  +  т\?2„)  =  Р  (х0,  ул,  г0;  Уі,  г,),  (2) 

где  (р(00),  ^0),  тТ)  и  ( Рі  \  \  ш?*)  —  лучевые  компоненты  произвольном  пары 

соответствующих  лучей,  проходящих  через  00  и  Ог*  Необходимо  отметить,  что 
на  величину  лучевых  компонент  не  наложено  никакого  ограничения,  хотя  вна¬ 
чале  и  предполагалось,  что  точки  Р0  и  расположены  вблизи  00  и  Ог. 

Два  случая  представляют  особый  интерес,  а  именно:  1)  Р0к  Рі  лежат  соот¬ 
ветственно  в  плоскостях  0  и  0  и  2)  Р0  и  Рг  лежат  на  оси  симметрии.  Эти 
г  два  случая  будут  исследованы  отдельно. 

4.5Л .  Условие  синусов.  Не  уменьшая  общности  рассуждений,  можно  и  здесь 
рассматривать  только  точки,  лежащие  в  меридиональной  плоскости  (х0-=Хі  = 
=  0).  Если  Р0  лежит  в  плоскости  г0—  0,  а  Рх —  в  плоскости  ?і  —  0,  то  (2)  при¬ 
нимает  вид 

Яі'Уі— 9овй  =  ^(°.  У»’  0;  0,  у,,  0).  (3) 

Это  соотношение  справедливо  для  любой  пары  сопряженных  лучей.  Поэтому 
оно  должно  быть  справедливым  и  для  осевой  пары  р(^—  0  Ир^}~ 

Следовательно, 

Р( 0,  Уо,  0;  о,  у1У  0) ~0.  (4) 

Таким  образом,  (3)  запишется  следующим  образом: 

=  о>  (5) 

или  в  явном  виде 

(6) 

где  Ѵо  и  7х —  углы,  образованные  соответствующими  лучами,  проходящими 
через  0О  и  0Ь  с  осью  г;  п0  и  пх —  показатели  преломления  среды  в  пространствах 
предмета  и  изображения.  Сот  ношение  (6)  называется  условием  синусов ;  это 
то  условие,  при  выполнении  которого  небольшая  часть  плоскости  предмета, 
лежащей  вблизи  оси,  резко  отображается  расходящимся  пучком  лучей  с  любой 
угловой  апертурой.  Если  угловое  расхождение  добтаточно  мало,  то  мп  у0 
и  зіп  уд.  можно  заменить  соответственно  на  у0  и  уІ9  и  условие  синусов  перейдет 
•в  формулу  Смита — Гельмгольца  (4.4.49). 

Если  предмет  находится  на  бесконечности,  то  условие  синусов  имеет 
другой  вид.  Предположим  сначала,  что  осевая  точка  предмета  расположена  на 
большом  расстоянии  от  первой  поверхности.  Если  абсцисса  этой  точки  в 
системе  координат  с  центром  в  первом  фокусе  и  к0 — расстояние  от  оси  точки 
пересечения  луча,  выходящего  из  осевой  точки,  с  первой  поверхностью,  то 
20зш  у0//г0->  —  1  при20“>оо  и  постоянном  к0.  Следовательно,  если  20  достаточно 
велико,  то  (6)  принимает  вид 

^н0  =  -^г0  зіпт,.  (7) 

п1  У  о 

Но  согласно  (4.3.10)  уі7.ьіуо~  /о,  а  согласно  (4.4.53)  Поіпх~  — ЫН*  так  что  в  пРе~ 
деле  выражение  (6)  сводится  к  (рис.  4.19) 

К 

8ІП  Ух 


(8) 


*§  +.5] 
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Отсюда  следует,  что  любой  луч,  падающий  параллельно  оси,  пересечет  сопря¬ 
женный  ему  луч  на  сфере  радиуса  /у  с  центром  в  фокусе  Рг. 

Говорят,  что  две  осевые  точки  образуют  апланатическую  пару,  если, 
во-первых,  они  являются  стигматическими  изображениями  одна  другой  и, 
во-вторых,  сопряженные  лучи,  проходящие  через  них,  удовлетворяют  условию 
синусов.  Мы  уже  встречались  с  такими  точками  при  изучении  преломления  лу¬ 
чей  на  сферической  поверхности  (см.  п.  4.2.3). 

В  терминах  теории  аберраций  (см.  гл.  5)  осевой  стигматизм  означает,  что 
в  разложении  характеристической  функции  отсутствуют  члены,  не  зависящие 
от  расстояния  предмета  до  оси,  т.  е.  отсутствует  сферическая  аберрация  всех 
.порядков.  Если  же  выполняется  еще  и  условие  синусов,  то  пропадают  члены, 


^Рис.  4.19.  Условие  синусов  в  случае,  когда  предмет  находится  в  бесконечности. 


содержащие  расстояние  до  оси  в  первой  степени;  эти  члены  описывают  аберра¬ 
цию,  которая  называется  круговой  комой . 

Условие  синусов  играет  важную  роль  при  конструировании  различных 
оптических  систем,  поскольку  оно  дает  информацию  о  качестве  изображения 
точек,  не  расположенных  на  оси,  выраженную  через  свойства  аксиальных 
пучков. 

4.5.2.  Условие  Гершеля.  Рассмотрим  теперь  случай,  когда  Р0  и  Рг  находят¬ 
ся  на  оси  системы  (х0=  у0—  0,  уг=  0).  Условие  резкого  отображения  (2) 
примет  тогда  вид 

т^)г1 — т(00>г0  =  Р  (0,  0,  г0;  0,  0,  г,),  (9) 

или  через  ѵ»  и  V» — 

п1г1  соз  у, — п„г0  соз у0  =  Р  (0,  0,  г0;  0,  0,  г,).  (10) 

В  частном  случае  осевого  луча  получим 

Р(0,  0,  гэ;  0,  0,  гх)  **  «А-ад*  (И) 


Следовательно,  (10)  можно  представить  в  виде 

п1г1  зіп2  Ь  =  п0г0  зіп3^ .  (12) 


Это  соотношение  является  одной  из  форм  запис/ условия  Гершеля.  Поскольку 
предполагается,  что  расстояния  от  начала  координат  малы,  то  на  основании 
формулы  Максвелла  (4.4.52)  найдем 


го  по  \  У  о/ 


(13) 


и  тогда  условие  Гершеля  можно  записать  следующим  образом: 

я1(/1зіп^-  =  п0у„зіп^. 


(14) 


Если  это  условие  выполнено,  то  любой  элемент  оси,  расположенный  вблизи 
О  о,  будет  резко  отображаться  пучком  лучей  независимо  от  величины  его  угло¬ 
вого  расхождения. 

Необходимо  отметить,  что  условие  синусов  и  условие  Гершеля  могут 
удовлетворяться  одновременно  лишь  в  случае  уі~  у0.  Тогда  уііу0~  гх!г^— 
=По!пи  т.  е.  продольное  и  поперечное  увеличения  равны  отношению  показате¬ 
лей  преломления  среды  в  пространстве  предмета  и  в  пространстве  изображения. 
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§  4.6.  Астигматические  пучки  лучей 

Прямолинейные  лучи,  имеющие  общую  точку,  образуют  так  называемый 
гомоцентрический  пучок .  Волновые  фронты  в  этом  случае  имеют  вид  сфериче¬ 
ских  поверхностей,  центры  которых  находятся  в  точке  пересечения  лучей, 
В  предыдущих  разделах  мы  изучали  именно  такие  пучки. 

Обычно  после  преломления  или  отражения  лучей  их  гомоцеитричность 
нарушается.  Поэтому  целесообразно  исследовать  свойства  пучков  прямолиней¬ 
ных  лучей  более  общего  типа. 

4.6.1.  Фокальные  свойства  тонкого  пучка.  Пусть  5™  один  из  волновых 

фронтов  пучка  прямолинейных  лучей,  а  Р  —  произвольная  точка  на  нем 
(рис.  4.20).  Рассмотрим  плоскость,  проходящую  через  луч  в  точке  Я,  и  обозна¬ 
чим  кривую  пересечения  этой  плоскости  с  5  через  С.  Поскольку  лучи  пучка 


Ряс.  4.20  Тонкий  пучок  лучей. 


нормальны  к  поверхности  5,  центр  круга  кривизны  в  точке  Р  расположен  на 
луче,  проходящем  через  эту  точку. 

Если  теперь  поворачивать  рассматриваемую  плоскость  вокруг  луча, 
то  кривая  С,  а  следовательно,  и  радиус  кривизны  будут  изменяться  непрерыв¬ 
ным  образом.  При  повороте  плоскости  на  І803  величина  радиуса  кривизны 
пройдет  через  свои  максимальное  и  минимальное  значения.  С  помощью  простых 
геометрических  рассуждений  можно  показать  *),  что  две  плоскости,  в  которых 
лежат  максимальный  и  минимальный  радиусы  кривизны,  взаимно  перпендику¬ 
лярны.  Эти  плоскости  называются  главными  плоскостями  **)  для  точки  Я, 
а  соответствующие  радиусы  —  главными  радиусами  кривизны .  Кривые  на  по¬ 
верхности  5,  касающиеся  во  всех  своих  точках  главных  плоскостей,  образуют 
два  взаимно  ортогональных  семейства  кривых,  называемых  линиями  кривизны . 

В  первом  приближении  две  нормали  к  поверхности  в  смежных  ее  точках, 
вообще  говоря,  не  пересекаются.  Однако  если  эти  точки  находятся  на  линии 
кривизны,  то  нормали  пересекаются  и  точка  их  пересечения  служит  фокусом 
конгруэнции,  образованной  нормалями  (лучами).  Следовательно,  в  согласии 
с  общими  выводами  п.  3.2.3  на  каждой  нормали  имеются  два  фокуса,  которые 
являются  главными  центрами  кривизны.  Поэтому  каустическая  поверхность 
пучка  прямолинейных  лучей  состоит  в  общем  случае  из  двух  листов  и  служит 
эволютой  волновых  фронтов;  волновые  фронты  в  свою  очередь  являются  эволь¬ 
вентами  каустической  поверхности.  Если  волновые  фронты  представляют  со¬ 
бой  поверхности  вращения,  то  один  лист  каустической  поверхности  вырождает¬ 
ся  в  отрезок  оси  вращения,  а  другой  становится  поверхностью  вращения, 
меридиональное  сечение  которой  является  эволютой  меридионального  сечения 
волнового  фронта. 

Рассмотрим  тонкий  пучок  лучей,  пересекающих  элемент  й8  волнового 
фронта.  В  качестве  границы  элемента  сІ8  удобно  выбрать  две  пары  линий 
кривизны,  которые  можно  считать  отрезками  дуг  окружностей.  Два  из  них 


*)  См.,  например,  [38]. 

**)  Термины  «главные  плоскости»  и  «фокальные  плоскости»  имеют  здесь  другой  смысл, 
чем  при  научении  проективных  преобразований,  рассмотренных  в  §  4.3, 
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(РіРг  и  Р^Р з)  направлены  по  вертикали,  а  два  других  (ЛР4  и  Р2Р3)  —  по  гори¬ 
зонтали  (см.  рис.  4.20). 

Все  лучи,  проходящие  через  дугу  РХР2У  пересекутся  (с  точностью  до  членов 
первого  порядка  малости)  в  фокусе  РХ2і  а  лучи,  проходящие  через  Р3Р*, —  в  фо¬ 
кусе  Рзі-  Линия  соединяющая  р12  и  называется  фокальной  линией  пучка 
и,  как  видно  из  чертежа,  лежит  в  горизонтальной  плоскости.  Лучам,  проходя¬ 
щим  через  РхРа  и  Р2Р3,  соответствует  вертикальная  фокальная  линия  /. 

Если  провести  линии  кривизны  через  любую  точку  на  йЗ,  то  соответствую¬ 
щие  им  фокусы  окажутся  на  двух  фокальных  линиях,  и  наоборот.  Таким  обра¬ 
зом,  приближенная  модель  тонкого  пучка  лучей  полу¬ 
чается  путем  соединения  всех  пар  точек  на  двух  вза¬ 
имно  ортогональных  отрезках  линий. 

Луч  /,  проходящий  через  центральную  точку  Я, 
называется  центральным  (или  главным)  лучом  пучка, 
а  расстояние  между  фокальными  линиями,  измеренное 
вдоль  этого  луча, —  астигматической  разностью  пуч¬ 
ка.  Две  плоскости,  проходящие  через  /,  I  и  /\  /,  на¬ 
зываются  фокальными  плоскостями  пучка;  эти  пло¬ 
скости  перпендикулярны  друг  к  другу.  Однако  фокаль¬ 
ные  линии  не  обязательно  перпендикулярны  к  цен¬ 
тральному  лучу  (как  часто  неверно  утверждается  в 
литературе).  Рассмотрим,  например,  семейство  волно¬ 
вых  фронтов,  обладающих  цилиндрической  симмет¬ 
рией  относительно  общей  оси  (рис.  4.21).  Пусть  сІЗ  — 
элемент  поверхности  (не  содержащий  осевую  точку) 
одного  из  волновых  фронтов,  а  сіе —  участок  кривой  пересечения  йЗ  с  плоско¬ 
стью,  проходящей  через  ось.  Тогда  ясно,  что  фокальная  линия  /в  центре  кри¬ 
визны  К  элемента  кривой  дв  ортогональна  этой  плоскости.  Другая  фокальная 
линия  }'  совпадает  с  отрезком  оси,  ограниченным  нормалями*  к  концам  й$.  В 
общем  случае  эта  фокальная  линия  не  ортогональна  /. 

4.6.2.  Преломление  тонкого  пучка.  Было  показано,  что  Тонкий  пучок 
лучей  полностью  характеризуется  своим  центральным  лучом  и  двумя  своими 


Рис.  4  22.  Преломление  тонкого  астигматического  пучка  лучей. 

фокальными  линиями.  Предположим,  что  такой  пучок  падает  на  преломляю¬ 
щую  поверхность.  Определим  центральный  луч  и  фокальные  линии  преломлен¬ 
ного  пучка.  Рассмотрим  случай,  имеющий  большое  практическое  значение, 
с  именно  случай  совпадения  одной  из  главных  плоскостей  падающего  пучка 
а  главной  плоскостью  кривизны  преломляющей  поверхности  в  точке  О,  в  кото¬ 
рой  ее  перееекаег  центральный  луч  (рис.  4.22). 

Выберем  декартову  систему  координат  с  началом  в  точке  О,  осью  г,  направ¬ 
ленной  по  нормали  к  поверхности  Т,  и  осями  х  и  у ,  направленными  по  главным 
линиям  кривизны  поверхности  Т . 

Далее,  пусть  Ѳ0  и  Ѳх —  углы,  образованные  центральными  лучами  /0  и  и 
двух  пучков  и  осью  г,  Р0  и  Р'й —  фокусы  падающего  пучка,  расположенные  со- 


Рис.  4  21  Фокальные  ли¬ 
нии  волнового  фронта  с 
цилиндрической  сиымет* 
рней. 
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ответственно  при  г  —  и  г  =  Предположим,  что  фокальная  линия  в 
перпендикулярна  к  плоскости  падения;  в  этом  случае  Р0  называется  первичным 
фокусом ,  а  соответствующая  фокальная  линия  /0 —  первичной  фокальной  линией . 
Фокус  называется  тогда  вторичным  фокусом ,  а  соответствующая  фокальная 
линия  /'  (лежащая  в  плоскости  падения)  —  вторичной  фокальной  линией . 
В  случае  центрированной  систему  первичный  и  вторичный  фокусы  пучка, 
центральный  луч  которого  находится  в  меридиональной  плоскости,  называют 
соответственно  тангенциальным  и  сагиттальным  фокусами. 

Для  нахождения  фокальных  линий  преломленного  пучка  необходимо 
прежде  всего  выписать  выражение  для  угловой  характеристики  преломляющей 
поверхности.  Если  радиусы  кривизны  преломляющей  поверхности  в  главных 
направлениях  х  и  у  равны  гх  и  гу ,  то  уравнение  этой  поверхности  имеет  вид 


г  — 


ІІ  .  11 

2  г  х  '  2  Гу 


О) 


Тогда,  согласно  (4.1.34),  угловая  характеристика  относительно  системы  коор¬ 
динат  с  началом  в  О  (при  а0=  ах~  0)  равна 


т  =  (р0— Рд  х+^—дду+іто—тдг.  (2) 


Из  закона  преломления,  учитывая  лишь  члены  низших  порядков,  можно 
получить  таким  же  способом,  как  и  в  §  4Л  (где  рассматривался  случай  гх~  ги), 
соотношения 


Подстановка  (3)  в  (1)  дает 

г  =  ± 
4  № 


Р  0  Рі 
с  т0—т1  ' 


У  =  -г. 


Ра  Яі 
т0  —  т1 


Ѵх  (Ро — РіУ  +  Гу  (<?о  —  <7і)2] . 


(3) 

(4) 


где 


р  —  тх — т0  —  п  соз  Ѳг — п0  соз  Ѳ0. 


(5) 


Подставляя  теперь  (3)  и  (4)  в  (2),  получим  требуемое  выражение  для  угловой 
характеристики 


Т(Ро,  а>;  Рі>  Яі)  =  щ[гх(Р<І— РіУ  +  ГуіЧо— ?і)в]4 -  (6) 


Используя  это  соотношение  в  (4.1.29),  получим  уравнения  для  падающего  и 
преломленного  лучей  в  виде 

—$гЛРо”Рі)>  (7) 

хі  щ  гі  ~~^гу  (#>  Рі)*  (®) 

соответствующие  уравнения,  содержащие  координату  у ,  "совершенно  ана¬ 
логичны. 

Исследуем  теперь  изменения  различных  величин  при  переходе  от  централь¬ 
ного  луча  к  соседнему.  Из  (7)  и  (8)  имеем 

б*0  -  ё  бг«  =  г»6  (  ^  )  +  у  г*  <бА>  -  (9) 

6х1~й  6г>  =  г‘6  (іг)  +7 (8Ро- 8Рі)’  (Ю) 

Лучевые  компоненты  центрального  луча  падающего  пучка  равны  | 

=0,  <7#  =  п0  зіпѲ0,  т0  ==  и0созѲ0,  <І1) 

так  что 

6  (— )  =  Л-  (то8Ро — Ра^то)  -=  —  зес  Ѳ„8/>0  (12) 

\тй  /  т0  ^0 
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и 

6  (— )  “  -V  (тМо  —  ?обт0)  =  —  вес3  Ѳ0б<70.  (13) 

,  “  \Щ  /  то  «О 

Здесь  было  использовано  тождество  т06тѳ+  р06/?о+  <7об#о=  О* 

Уравнения  (9)  и  (10)  принимают  вид 

6*0  =  ^-5есѲ0бА>— - ]“<■*■  (бРі— бРо).  О4) 

И1  ч 

6хг  =  ^  зес  О^бр, —^-гх(8р1—&р0).  (15) 

♦  «і  и 

При  выводе  (15)  использовался  тот  факт,  что  0;  этот  результат  следует 
из  закона  преломления  и  предположения,  что  р0=  0.  Аналогичным  образом 
получим 

6</„— (*80о)  6г„  =  А  (зес3  Ѳ0)  6<70— - і-  гу  (%— <4,),  (16) 

йЯі—  Ѳі  )8гі=^(зес*  ®і)  б|7і~^  гу  ФЧі  —  йЧ»)-  (І7> 

Рассмотрим  теперь  такие  лучи  пучка,  которые  проходят  через  фокус 
Р0.  Тогда  г0~  Ел»  5х0=  6#о=  620=  0.  Поскольку  все  эти  лучи  пересекают  также 
фокальную  линию  /і,  то  6р0—  0.  Учитывая  это,  находим  из  (14)  и  (16) 

%  =  0  (14а) 

и 

зес8  Ѳ0  6і?0 — -Г  г,  (6^ — &70)  =  0.  (16а) 

Уравнение  (14а)  показывает,  что  соответствующие  преломленные  лучи  лежат 
в  плоскости  уг.  Так  как  все  лучи  из  Р 0  проходят  через  фокус  /4(21=  Еі),  то 
уравнение  (17)  должно  выполняться  при  г ^  Еі,  Ьуі^  6гі=  0  для  любого 
значения  т.  е. 

^зес8  Ѳ,6^' — — 6</о)  =  0.  (17а) 

Уравнения  (16а)  и  (17а)  при  произвольном  значении  б?0  могут  одновременно 
удовлетворяться  только  в  том  случае,  если 

/г0  со$3  Ѳ0  П)  со53  Ѳг  ч0  сов  Ѳ()  —  пг  сое  ( ^ 

Й  Гу  *  и  } 

Это  соотношение  определяет  положение  фокуса  Рг  преломленных  лучей. 
Из  (14а)  следует,  что  фокальная  линия,  проходящая  через  Ри перпендикулярна 
к  плоскости  уг  и,  следовательно,  Рі  яйляется  первичным  фокусом. 

Для  нахождения  положения  другого  фокуса  рассмотрим  лучи,  выходящие 
из  Р'0.  В  этом  случае  20~  Еі,  6х0^=  6#0—  бг0—  0.  Поскольку  все  эти  лучи  пере¬ 
секают  фокальную  линию  /0,  имеем  бу0=  6т0=  0.  Тогда  из  уравнений  (14) 
и  (16)  находим 

|*зесѲ06/7,— 1г,(6р1-бр0)  =  0  (146) 

п  о  Н* 

И 

6^  =  0.  (166) 

Из  (166)  следует,  что  преломленные  лучи  лежат  теперь  в  плоскости  хг.  Все 
эти  лучи  проходят  через  второй  фокус  /д(2і^  Еі)>  так  что  (15)  должно  удовле¬ 
творяться  при  2г=  5і>  бх,  --  бг/л—  62*1=  0  для  любого  значения  величины  6р0, 
Следовательно, 

зес  Ѳі  ^  гх  (6рх  —  Ърь)  =  0. 


(156) 
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Поскольку  как  (156),  так  и  (146)  должны  удовлетворяться  при  произвольном 
значении  6/70,  то 

Пр  сов  Ѳо  _ Пх  СОЗ  Ѳ4  Пр  СОБ  Ѳ0  —  Пх  со 5  9Х  /ідч 

&  & 


Полученное  соотношение  определяет  положение  вторичного  фокуса  Р[. 

Часто  оказывается  удобным  определять  положение  фокусов,  задавая  их 
расстояния  до  точки  О,  а  не  координаты  г.  Обозначая  ОР 0-=  \  ОР 

0Рг—  ОР'х=А?  (на  рис.  4.22^</)<0,  48><0,  ^>>0,  <іі5)>0),  находим 

С0  =  соз  Ѳ0 ,  Еі  =  ЛТ  соз  Ѳ4 ,  Еі  =  48>  соа  Ѳ0,  Еі  ==  <і)3>  соз  Ѳд ,  (20) 

а  уравнения  (18)  и  (19)  принимают  вид 

Но  СОЗ"  Ѳ0  «1СО520г  п0  С08  Ѳ0  —  Пх  С05  Ѳг  /л  п 

~фГ~  Ф  гу  (  } 


По  пх  _ п0  со 5  Ѳр —  гс,  соз  Ѳ| 

"лъ  Л*)  ”  г 

йо  «і  гх 


(22) 


Соответствующие  соотношения  для  случая  отражения  можно  получить,  если 
в  приведенных  выше  формулах  положить  — пп. 


§  4.7.  Хроматическая  аберрация.  Дисперсия  призмы 

В  гл.  2  было  показано,  что  показатель  преломления  не  постоянен  для  дан¬ 
ной  среды,  а  зависит  от  цвета,  т.  е.  от  длины  волны  света.  Рассмотрим  сейчас 
некоторые  простые  следствия  из  этого,  касающиеся  работы  линз  и  призм. 

4.7.1.  Хроматическая  аберрация.  Если  пучок  немонохроматического 
света  падает  на  преломляющую  поверхность,  то  он  расщепляется  на  несколько 
лучей,  каждый  из  которых  имеет  определенную  длину  волны.  Поэтому,  пере¬ 
секая  оптическую  систему,  лучи  света  с  различными  длинами  волн  будут 


Рис.  4.23.  Продольная  и  поперечная  хроматические  аберрации. 


распространяться  после  первого  преломления  не  вяЬлне  одинаковыми  путями. 
В  результате  изображение  окажется  нерезким,  и  в  этом  случае  говорят,  что 
система  обладает  хроматической  аберрацией. 

Мы  снова  ограничимся  рассмотрением  точек  и  лучей,  расположенных 
вблизи  оси,  т.  е.  предположим,  что  для  каждой  длины  волны  отображение  под¬ 
чиняется  законам  параксиальной  оптики.  В  этом  случае  говорят  о  хроматиче¬ 
ской  аберрации  первого  порядка,  или  о  первичной  аберрации.  Пусть  и  — 
отображении  точки  Р  в  различных  длинах  волн  (рис.  4.23);  тогда  проекции 
<2а<2р  на  направления,  параллельное  и  перпендикулярное  оси,  определяют  со¬ 
ответственно  продольную  и  поперечную  хроматические  аберрации. 

Рассмотрим  изменение  б/  фокусного  расстояния  тонкой  линзы  в  зависимо¬ 
сти  от  изменения  показателя  преломления  6»,  Согласно  (4.4,36)  величина 


§  4.7]  ХРОМАТИЧЕСКАЯ  АБЕРРАЦИЯ.  ДИСПЕРСИЯ  ПРИЗМЫ 

(п  —  1)  /  для  такой  линзы  не  зависит  от  длины  волны.  Следовательно, 

ел 


Ы  ,  ОД  _  А 


Величина 


А  - 


Пр  —  Пс 
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пэ— 1  * 

где  пг%  гір  и  пс —  показатели  преломления,  соответствующие  линиям  Фраун¬ 
гофера  Ру  В  и  С  (Я.4861  А,  5893  А  и  6563  А),  служит  грубой  мерой  дисперсии 
стекла  и  называется  относительной  дисперсией.  Из  (1)  видно,  что  эта  величина 
приблизительно  равна  расстоянию  между  красным  и  синим  изображениями, 
деленному  на  фокусное  расстояние  линзы.  На  рис. 

4.24  показано  изменение  величин  показателей  пре¬ 
ломления  с  изменением  длины  волны  для  стекла 
нескольких  сортов,  обычно  используемых  в  опти¬ 
ческих  системах.  Соответствующие  значения  А  ле¬ 
жат  в  пределах  от  1/60  до  І/30. 

Для  получения  изображения  хорошего  качест¬ 
ва  необходимо,  чтобы  как  монохроматические,  так 
и  хроматические  аберрации  были  малы.  Обычно 
выбирают  некоторое  компромиссное  решение,  по¬ 
скольку  в  общем  случае  невозможно  устранить  одно¬ 
временно  аберрации  всех  типов.  Часто  оказывается 
достаточным  избавиться  от  хроматической  аберра¬ 
ции  для  двух  выбранных  длин  волн.  Выбор  этих 
длин  волн  зависит,  естественно,  от  назначения  той 
или  иной  оптической  системы;  например,  фотообъ¬ 
ективы,  в  отличие  от  приборов,  служащих  для  ви¬ 
зуальных  наблюдений,  обычно  «ахроматизируют» 
для  цветов,  близких  к  синему  концу  спектра,  так 
как  обычная  фотографическая  пластинка  более  чув¬ 
ствительна  к  синей  области  спектра,  чем  человече¬ 
ский  глаз.  Конечно,  ахроматизация  для  двух  длин 

волн  не  устраняет  полностью  цветовую  ошибку.  Остающаяся  хроматическая 
аберрация  называется  вторичным  спектром . 

Рассмотрим  теперь  условия,  при  которых  две  тонкие  линзы  образуют  ком¬ 
бинацию,  свободную  от  хроматизма  фокусного  расстояния.  Согласно  (4.4.39/ 
величина,  обратная  фокусному  расстоянию  комбинации  двух  тонких  линз* 
расположенных  на  расстоянии  /  друг  от  друга,  равна 

— і.  і _ 1 

г  Ы-1  • 

Как  мы  видим,  Ы  =  0,  когда  / 

Если  ахроматизация  производится  для  линий  С  и  Рг  то,  используя 
и  (2),  получим 

/  —  Аі/8-Е  Аа/і 
Аі  +  Д*  * 

где  Аі  и  Д  г —  относительные  дисперсии  обеих  линз. 

Один  из  методов  уменьшения  хроматической  аберрации  состоит  в  исполь¬ 
зовании  двух  соприкасающихся  тонких  линз  (рис,  4.25),  одна  из  которых  сде¬ 
лана  из  крона,  а  вторая  —  из  флинта,  В  этом  случае,  поскольку  /  =  0,  получим 
из  (5) 


Рис.  4.24.  Типичные  диспер¬ 
сионные  кривые  для  стекла 
различных  сортов. 

/ — тяжелый  флинт;  //—тяже¬ 
лый  бариевый  крон;  ///  —  легкий 
флинт,  /V— тяжелый  крон;  V  — 
боросиликатный  крон. 


(3) 

(4) 
(I) 
<5> 
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или,  используя 


(3),  • 
Л 

/і 


Аа  _ 1_  (7) 

/  Д.-Д,  *  /2  /  Д2  — Д,  # 

Соотношения  (7)  для  данных  сортов  стекла  и  заданного  фокусного  расстоя¬ 
ния  /  однозначно  определяют  [1  и  /2.  Но  /ч  и  зависят  от  трех  радиусов  кривиз¬ 
ны,  следовательно,  величину  одного  из  них  можно  выб¬ 
рать  произвольно.  Эта  дополнительная  степень  свободы 
позволяет  иногда  уменьшить  до  минимума  сферическую 
аберрацию. 

Другой  способ  создания  ахроматической  системы  со¬ 
стоит  в  использовании  двух  гонких  линз,  изготовлен- 
"  Флинт-  ных  из  одинакового  стекла  (Д^  Д2)  и  расположенных 
друг  от  друга  на  расстоянии,  равном  полусумме  их  фо¬ 
кусных  расстояний,  т.  е. 


Крон 


Рис  4  25  Ахромати¬ 
ческим  дублет 


^Ѵа(/і  +  А) 


(») 


Ахроматичность  такой  комбинации  линз  следует  непо¬ 
средственно  из  (5). 

В  приборе,  состоящем  из  нескольких  частей,  в  общем  случае  нельзя 
одновременно  устранить  хроматизм  положения  и  хроматизм  увеличения,  если 
это  не  сделано  для  каждой  его  части.  Докажем  последнее  утверждение  для  слу¬ 
чая  двух  центрированных  тонких  линз,  разнесенных  на  расстояние  I.  Согласно 


Рис.  4  26.  Ахроматизация  системы  из  двух  тонких  линз. 


п.  4.4.4  отображение  тонкой  линзой  является  центральной  проекцией  из  ее 
центра;  следовательно  (рис.  4.26), 

К _ СІ 

Ух~~  Уг~  5»  • 


(9) 


Поскольку  Ѵ2—  Ѵ[у  находим  для  увеличения 


Ул  “  С* * 


(10) 


Если  длина  волны  изменится,  то  величина  5і  останется  той  же,  величина 
^  также  будет  прежней,  если  допустить  отсутствие  хроматизма  положения. 
Следовательно,  условие  отсутствия  хроматизма  увеличения  системы  можно  за¬ 
писать  в  виде 

«(г)=75«-™=0-  (П) 

Так  как  ^2+  Іу  — б^2,  то  (11)  удовлетворяется  лишь  при  6^  —  6?г=  0, 

т.  е.  если  каждая  из  этих  линз  ахроматизирована. 

До  сих  пор  мы  рассматривали  только  первичную  хроматическую  аберра¬ 
цию  тонкой  линзы  и  комбинации  двух  таких  линз.  В  гл.  5  будут  получены  вы¬ 
ражения  для  первичной  хроматической  аберрации  центрированной  системы 
в  общем  случае. 

4.7.2.  Дисперсия  призмы.  Рассмотрим  теперь  кратко  прохождение  света 
через  призму. 
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Пусть  а  —  угол  между  двумя  рабочими  гранями  призмы.  Предположим, 
что  ребро  Л,  вдоль  которого  пересекаются  эти  грани,  перпендикулярно  к  пло¬ 
скости,  в  которой  лежат  падающий,  преломленный  и  вышедший  лучи  (рис.  4.27), 
Вначале  будем  считать  свет  стро-  ^ 

го  монохроматическим. 

Пусть  В-!  пВ2  —  точки  пере¬ 
сечения  падающего  и  вышедшего 
лучей  с  гранями  призмы,  <рх  и 
фг —  углы  падения  и  преломле¬ 
ния  в  точке  В\  и  ф2  и  ф2 —  внут¬ 
ренний  и  внешний  углы  в  точке 
(т.  е.  углы,  которые  обра¬ 
зуют  луч  ВгВ2  и  вышедший  луч 
с  нормалью  в  точке  В2).  Далее, 

пусть  С  —  точка  пересечения  нормалей  к  граням  'призмы  в  Ві  и  В2  и  В  — * 
точка,  в  которой  пересекаются  продолжения  падающего  и  вышедшего  лучсД. 

Если  обозначить  через  е  угол  отклонения ,  т,  е.  угол  между  вышедшим  и  па¬ 
дающим  лучами,  то 

Фі  +  ф2  =  8  +  а>  О2) 

Фі“ЬФ2—  (13) 

Из  закона  преломления  находим 

5ІП  фх  =  п  ЗІПф!,  зіп  ср2  =  п  зіп  ф2,  (14) 

где  п  —  показатель  преломления  стекла  относительно  окружающего  воздуха. 
Угол  отклонения  е  экстремален,  если 


•  Рис. '4. 27.  Прохождение  луча  через  призму. 


!Д=о. 

'Лфі 

С  учетом  (12)  это  условие  принимает  вид 

\Жрі )  экстр 

найдем 


(15) 


(16) 


С05  (р,  =  «  С08  г|3і  ^  , 


С05^§І=ЙС05^$;' 


Тогда  из  (13)  и  (14) 

_ _ 

^фі  ^ф2  * 

или  после  преобразований. 

гіфз  __  _ СОЗ  ф!  С05  Фз 

4( р!  СОЗ  СО 5  ф3  * 

Как  следует  из  (16)  и  (18),  в  случае  экстремума  имеем 

СОЗ  фх  СОЗ  | 

С05  Урі  С05  ф2  ’ 

или,  возводя  (19)  в  квадрат  и  используя  (14),  получим 

1  —  зі п2  ср,  _  1  —  ЗІП2  фа 

Я2  — ЗІП54  ф!  п2 —  ЗІП2  фз  * 

Это  уравнение  удовлетворяется,  если 
при  этом 

Фх  “  Фг  ■  ) 

Чтобы  определить  характер  экстремума,  надо  исследовать  Из  (12) 

и  (18)  имеем 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 


(21)* 


йЧх 


^ф2 

й(ф! 


.  <*фз  ^ 
<*фі  Жр, 


К-®] 

я- 


:<*ф2 


Ч<Ѵі— 1ёФ5 


-^Фі 


^Фі 


-‘2 


(22). 
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При  Фа,  это  выражение  с  учетом  (14),  (16)  и  (17)  принимает  вид 


(А-)  ■■ 

V  гіф  1  /  экстр 


(23) 


л  соб  4'з  \ 

Так  как  п>>  I,  то  ср^фі;  кроме  того,  поскольку  0<:фх<Ся/2,  то 
Следовательно,  (сРе/сйр|);>(),  т.  е.  отклонение  минимально.  Из  (21)  следует,  что 
при  таком  отклонении  лучи  проходят  через  призму  симметрично .  Величина 
угла  наименьшего  отклонения, равна 

а.  (24) 

Углы  падения  и  преломления  на  первой  грани  призмы  можно  выразить  через 
емин  и  а  в  виде 

=-(ем„„  +  а),  ^--2», 


«*— 8 


откуда 


5ІП  ф,  ЗІП  [т  (е”""  +  а)| 

п  ЗІП  “Фі  **  .  /  1  \ 

™  51П  (д  а) 


(25) 

(26) 


Последняя  формула  часто  используется  при  определении  показателя  прелом¬ 
ления  стекла.  С  помощью  спек¬ 
трометра  измеряют  значения  еЧ1Ш 
и  а,  а  затем  по  формуле  (26)  вы¬ 
числяют  величину  п. 

Рассмотрим  теперь  прохож¬ 
дение  через  призму  пучка  парал¬ 
лельных  лучей,  выходящих,  на¬ 
пример,  из  точечного  источника 
Ру  расположенного  в  фокальной 
плоскости  линзы  Ьх  (рис.  4.28); 
свет  по-прежнему  считается  мо¬ 
нохроматическим.  Пусть  В,  и 
В\  —  основания  перпендикуля- 
на  лучи,  которые  проходят  через  ребро 


Рис.  4.28.  Схема, 


ил  люстр  ирующая 
призмы 


дисперсию 


ров,  опущенных  из  точек  Вх  и 
Л.  Тогда  ВХВ\  и  В2Вг2  являются  линиями  пересечения  двух  волновых  фронтов 
с  плоскостью  падения  (плоскостью  чертежа).  Эти  две  линии  образуют  между 
собой  угол,  равный  углу  отклонения  г.  Положим 


В\Вг  —  Ііі 


вг  В2^і. 


(27) 


Рассмотрим  теперь  параллельный^  пучок  немонохроматического  света. 
Если  линза  Ьх  исправлена  на  хроматическую  аберрацию,  то  ВХВ\  останется  на 
волновом  фронте  падающего  пучка.  С  другой  стороны,  линия  ВгВ2  уже  не  будет 
единственной;  ее  положение  будет  зависеть  от  длины  волны  А,,  поскольку  пока¬ 
затель  преломления  призмы  зависит  от  длины  волны,  т.  е, 

ц  =  п(Х),  (28) 


а  следовательно,  угол  отклонения  г  тоже  зависит  от  Я: 


Величину 


е  =  е  (А). 

_  СІЕ  йП 

6Х  бп  бк  у 


129) 

(30) 


соответствующую  постоянному  значению  угла  падения  срь  часто  называют 
угловой  дисперсией  призмы.  Первый  сомножитель  в  правой  части  (30)  зависит 
только  от  геометрии  системы,  а  второй  характеризует  относительную  дисперсию 
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стекла,  из  которого  изготовлена  призма.  Поскольку  фі=  сопзі;,  то  из  (12) 
и  (13)  на^оДим 

сіе  __  афг  _  _ 

йп  с Іп  ’  йп  ~~  сіп  ' 


(31) 


а  из  (14) - 


зіп  ф,  4-  п  соз  *=  О, 

со5ф2^=5іп  іі5а  соз  -ф2  =  0; 


после  преобразований  имеем  1 

сіе _ 8іп  (фг 


-фа)_ 


йп  соз  соз  г|?х  соз  <р2  с08  Фі 
Из  треугольника  Л1ВгВ2  получим  на  основании  теоремы  синусов 


АВ,_ 


С05  4г 


(32) 

(33) 

(34) 
(35 

(36) 


а  из  треугольника  ЛВ2В '2 — 

ЛВ2  =  /2  зес  ср2. 

Используя  последние  три  соотношения,  можно  представить  (30)  в  виде 

сіе  і  йп 

йк  12  йк 

Из  симметрии  следует,  что  в  положении  минимума  отклонения  /і—  /2.  Если, 
кроме  того,  линзы  настолько  велики,  что  пучок  полностью  заполняет  призму, 
то  величина  і  будет  равна  длине  Ь  основания  призмы.  В  этом  случае  из  (36) 
получаем  следующее  выражение  для  угловой  дисперсии  бе,  т.  е.  для  угла  между 
волновыми  фронтами,  относящимися  к  длинам  волн  к  и  Я  +  6А,: 


6в  =  І-4г  ВХ. 

/і  йіЛ 


(37) 


§  4.8.  Фотометрия.  Апертуры  оптических  систем 

Фотометрией  называется  раздел  оптики,  связанный  с  измерениями  свето¬ 
вых  потоков.  Строго  говоря,  фотометрия  не  относится  к  геометрической  оптике, 
однако  во  многих  практических  приложениях  приближенная  геометрическая 
картина  электромагнитного  поля  служит  при  фотометрических  исследованиях 
достаточно  хорошей  основой,  и  поэтому  целесообразно  включить  в  настоящую 
главу  краткое  рассмотрение  этого  раздела.  Ограничимся  простой  геометриче¬ 
ской  моделью,  согласно  жоторой  свет  представляет  собой  поток  лучистой  энер¬ 
гии,  распространяющийся  вдоль  геометрических  лучей  и  подчиняющийся 
закону  сохранения  энергии.  Последний  состоит  в  том  (см.  уравнение  (3.1.31)), 
что  энергия,  протекающая  в  единицу  времени  через  любое  поперечное  сечение 
трубки  лучей,  остается  постоянной. 

4.8.1.  Основные  понятия  фотометрии*).  В  фотометрии  обычно  рассмат¬ 
ривается  энергия  света,  испускаемого  элементом  поверхности  3.  Эта  поверх¬ 
ность  может  быть  либо  фиктивной,  либо  реальной;  в  последнем  случае  она 
может  совпадать  с  излучающей  поверхностью  источника  или  с  освещенной 
поверхностью  твердого  тела.  Если  тело  непрозрачно,  то  исследуется  отражен¬ 
ный  свет,  если  же  оно  прозрачно  или  полупрозрачно  (в  этом  случае  происходит 
частичное  поглощение  или  рассеяние  света),  то  измеряется  обычно  прошедший, 
свет. 


*)  Здесь  будут  рассмотрены  только  фундаментальные  фотометрические  понятия.  Более 
подробную  информацию  и  описание  приборов,  используемых  при  световых  измерениях,  можно 
найти,  например,  в  [39,  40]. 

•  2  М.  Ьдрн,  Э,  Вольф 
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Пусть  Р  (5,  г))  ■ —  произвольная  точка  на  поверхности  5,  отнесенная 
к  какой-то  криволинейной  системе  координат  на  этой  поверхности.  Количество 
энергии  (усредненное  по  времени),  прошедшее  за  единицу  времени  через 
элемент  поверхности  65,  содержащий  точку  Р,  в  телесный  угол  662  в  направ¬ 
лении,  определяемом  полярными  углами  (а,  р),  можно  записать  следующим  об¬ 
разом: 

65-  всозвдзт.  (і) 


Здесь  Ѳ  —  угол  между  направлением  (а,  Р)  и  нормалью  к  элементу  поверхности 

(рис.  4.29)  и  В  —  коэффициент,  в  общем  случае 
зависящий  от  (І,  тр  и  (а,  р),  т,  е. 

В  =  В(1,  Г);  «,  Р).  (2) 


В  выражении  (1)  стоит  множитель  соз  Ѳ,  По¬ 
скольку  физический  смысл  имеет  не  сам  элемент 
поверхности  65,  а  его  проекция  на  плоскость, 
перпендикулярную  к  направлению  (а,  р).  Вели¬ 
чина  В  называется  фотометрической  яркостью 
в  точке  (|,  т])  в  направлении  (а,  р).  Необходимо 
отличать  эту  величину  от  субъективного  ощуще¬ 
ния  яркости,  поскольку  глаз  человека  обладает 
разной  чувствительностью  по  отношению  к  различным  цветам  *);  этот  вопрос 
будет  обсуждаться  более  подробно  в  дальнейшем. 

Величина  65  записывается  обычно  двумя  способами,  чтобы  показать  в  яв¬ 
ном  виде  ее  зависимость  от  662  и  65: 


Рис.  4.29.  Схема,  иллюстрирую¬ 
щая  распространение  энергии  от 
элемента  поверхности 


65-6/60-65  65. 

(3) 

Сравнивая  (1) 

и  (3),  получим 

6/  =  =  В  соз  Ѳ  65, 

(4> 

ев=^=ВсозѲбВ. 

(5) 

Интеграл 

/  (а,  Р)  =  ^  В  соз  Ѳ (15, 

(6> 

взятый  по  определенной  поверхности,  называется  фотометрической  силой  света 
в  направлении  (а*  Р),  а  интеграл 


5(^,  т))=  ^  ЯсозѲгіО, 


(7> 


взятый  по  телесному  углу, —  фотометрической  освещенностью  в  точке**) 

(І,  Л)- 

Характер  изменения  В  с  направлением  будет  зависеть  от  свойств  поверх¬ 
ности  и  особенно  от  того,  шероховатая  она  или  гладкая,  обладает  она  способ¬ 
ностью  сама  излучать  свет  или  пропускает,  или  отражает  падающее  на  нее 
излучение.  Часто  можно  полагать,  что  В  с  хорошей  точностью  не  зависит  от 
направления.  В  этом  случае  говорят,  что  излучение  изотропно .  Если  излучение 
изотропно  и  излучает  плоская  поверхность,  то  (6)  .принимает  вид 

/  (а,  р)  =  /0  созѲ,  (8) 

где  /0  =  ^Б<25. 


>  *)  Мы  используем  прилагательное  «фотометрический»,  когда  хотим  подчеркнуть,  что 

данная  величина  определяется  не  по  зрительному  ощущению,  а  по  физическому  воздействию. 

**)  Если  элемент  поверхности  65  в  точке  Р  перпендикулярен  к  вектору  Лойнтинга,  то 
фотометрическая  освещенность  бЕ'  в  точке  Р  совпадает  с  интенсивностью  света,  определенной 
в  гл.  1. 
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Рис.  4.30.,  К  выводу  закона  освещенности  в  случае 
точечного  источника. 


Следовательно,  фотометрическая  сила  света  в  каком-то  направлении 
пропорциональна  косинусу  угла  между  этим  направлением  и  нормалью  к  по¬ 
верхности.  Соотношение  (8)  называется  законом  Ламберта  (законом  косинусов )\ 
если  он  выполняется,  то  говорят  о  диффузном  излучении ,  или  диффузном  отра¬ 
жении ,  в  соответствии  с  тем,  имеем  мы  дело  с  излучающей  или  отражающей 
поверхностью. 

Измерения  величин  Е,  В,  I  и  Е  состоят  в  определении  временного  проме¬ 
жутка,  площади,  направления,  телесного  угла  и  энергии.  Поскольку  средние 
значения  указанных  величин  обычно  малы,  необходимо  использовать  чувстви¬ 
тельные  приборы.  Последние  делятся  на  два  типа.  Первые  реагируют  на  тепло, 
выделяющееся  в  поглощающей  „ 

среде  (например,  болометр,  тер-  °Рмт 

мопара  и  др.),  и  используются 
главным  образом  при  изучении 
теплового  излучения  (инфракрас¬ 
ного);  вторые  основаны  на  явле¬ 
нии  поверхностного  фотоэффек¬ 
та,  состоящего  в  том,  что  свет, 
падающий  на  поверхность  ме¬ 
талла,  вызывает  эмиссию  элек¬ 
тронов  (если  свет  монохроматический,  то  число  выбитых  электронов 
(т.  е.  ток)  пропорционально  энергии  падающего  света).  Приборы  второго  типа 
применяются,  например,  в  фотографии  в  качестве  экспонометров* 

Однако  в  технической  фотометрии  обычно  используются  косвенные  методы. 
Сначала  создают  стандарт  источника  света  и  выражают  его  фотометрические 
показатели  в  абсолютных  энергетических  единицах.  Затем  результаты  измере¬ 
ния  сравнивают  с  этими  показателями,  причем  часто  в  качестве  нуль-индика¬ 
тора,  т.  е.  индикатора  одинаковой  яркости,  используют  глаз.  Сравнение  с  эта¬ 
лоном  основано  на  простом  законе,  справедливом  для  освещенности,  создавае¬ 
мой  точечным  источником  *)  (?. 

Пусть  65  —  элемент  поверхности  в  точке  Р,  и  пусть  С}Р  =  г.  Если  Ѳ  — 
угол,  образованный  ()Р  с  нормалью  к  65  (рис.  4.30),  то  энергия,  посылаемая 
источником  через  65  в  единицу  времени,  равна  /60,  где  /  —  фотометрическая 
сила  света  источника  в  направлении  фР,  а  60  —  телесный  угол,  под  которым 
виден  элемент  65  из  точки  ф.  Из  элементарной  геометрии  следует,  что 

созѲ65  =  г2  60*  (9) 

Отсюда,  используя  (3),  Получим 

Б-!^.  (10) 


Соотношение  (10)  представляет  собой  основное  уравнение  практической  фото¬ 
метрии.  Оно  выражает  закон  освещенности ,  утверждающий,  что  освещенность 
Е ,  создаваемая  точечным  источником,  пропорциональна  соз  0  и  обратно  про¬ 
порциональна  г1.  Этот  закон  позволяет  сравнивать  силу  света  источников  пу¬ 
тем  простых  геометрических  построений.  Если  элемент  поверхности  65  осве¬ 
щается  двумя  точечными  источниками  ф*  и  ф2,  фотометрические  силы  света 
которых  равны  1Х  и  /2,  а  линии,  соединяющие  65  с  источниками,  образуют  с  нор- 


*)  Фотометрическая  сила  света  /  точечного  источника  определяется  с  помощью  про¬ 
цедуры,  часто  используемой  при  введении  предельных  величии.  Предположим,  что  площадь 
поверхности  стремится  к  нулю,  а  значение  В  —  к  бесконечности  таким  образом,  что  интеграл 
(6)  остается  конечным.  Тогда  1  будет  функцией  а,  (3  и  положения  точечного  источника. 

При  расчете  фотометрической  освещенности  обычно  пренебрегают  конечной  протяжен¬ 
ностью  источника,  если  его  линейные  размеры  меньше  1/20  его  расстояния  до  освещаемой 
поверхности. 
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малью  к  65  углы  Ѳ]  и  Ѳ2  (рис.  4.31),  то  в  случае  равенства  фотометрических 
освещенностей  имеем 

<п> 

Сравнивая  данный  источник  со  стандартным,  можно  с  помощью  (11)  определить 
сто  силу  света.  Равенство  освещенностей,  создаваемых  двумя  источниками, 
можно  установить  либо  физическими  методами,  либо  непосредственно  глазом. 
Последний  способ  достаточно  прост,  если  монохроматический  свет  от  двух  ис¬ 
точников  имеет  одинаковую  частоту,  однако  в  общем  случае  приходится  срав¬ 
нивать  источники,  излучающие  свет  различного  спектрального  состава.  Тогда 


Рис,  4.31.  К  сравнению  силы  Рис.  4.32  Кривая  относительной  спектральной  чув- 

света  двух  точечных  источ-  ствительности  К\  для  среднего  человеческого  гла- 

ников  ’  за: 


/-для  яркого  света,  //—для  слабого  света 


этот  простой  метод  уже  не  годится,  поскольку  глаз  обладает  различной  чувст¬ 
вительностью  к  езету  разных  длин  волн.  В  подобных  случаях  используют 
срилыры,  пропускающие  свет  в  узком  спектральном  интервале  около  известной 
длины  волны;  тогда  установление  равенства  освещенностей  для  различных 
цветов  сводится  к  определению  относительных  значений  энергии  с  учетом 
кривой  спектральной  чувствительности  глаза.,  Эта  кривая  характеризует 
зависимость  от  длины  волны  величины  К\,  обратной  значению  потока,  вызы¬ 
вающего  ощущение  одинаковой/ яркости.  Вид  кривой  до  некоторой  степени 
зависит  от  величины  освещенности.  Для  яркого  света  опа  имеет  максимум  при  X 
около  550  ммк  (см.  рис.  4.32  и  табл.  4.2).  С  уменьшением  освещенности  кривая 
сохраняет  свою  форму,  но  максимум  смещается  в  сторону  синего  конца  спектра; 
при  очень  слабом  свете  максимум  лежит  при  Ху  близком  к  507  ммк.  Это  явление 
называется  эффектом  Пуркинье. 

Если  поток  энергии  оценивается  по  создаваемому  им  зрительному  ощуще¬ 
нию,  а  не  по  его  истинной  физической  величине,  то  говорят  о  световой  энер¬ 
гии  Г'і 


^  [к.\<а 


(12) 


где  РхйХ —  количество  энергии  в  интервале  (Ху  Ѵ+  йХ),  К\ —  относительная 
спектральная  чувствительность,  или  относительная  в идность,  и  интегрирование 
проводится  по  всем  длинам  волн.  Величины  В\  Г  и  Е\  связанные  с  В,  /  и  Е, 
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Таблица  4.2 

Таблица  значений  относительной  спектральной  чувствительности  среднего 
человеческого  глаза  (яркий  свет) 


X,  ммк 

*к  | 

ммк 

“К.  ммк 

«я 

400 

0,0004 

530 

0,862 

650 

0,107 

410 

0,0012  | 

540 

0,954 

660 

0,061 

420 

0,0040  ! 

550 

0,995 

670 

0,032 

430 

0,0116 

560 

0,995 

680 

0,017 

440 

0,023 

570 

0,952 

690 

0,0082 

450 

0,038  і 

580 

0,870 

700 

0,0041 

460 

0,060  і 

590 

0,757 

710 

0,0021 

470 

0,091 

600 

0,631 

720 

0,00105 

480 

0,139 

610 

0,503 

730 

0,00052 

490 

0,208 

620 

0,381 

740 

0,00025 

500 

0,323 

630 

0,265 

750 

0,00012 

510 

520 

0,503 

0.710 

640 

0,175 

760 

0,00006 

как  Р'  с  Р,  называются  соответственно  яркостью ,  силой  света  и  освещенно¬ 
стью  *).  Эти  понятия  широко  применяются  в  визуальной  фотометрии. 

Каждая  из  четырех  величин  Р\  В\  V  и  Е'  имеет  свою  единицу  измерения 
в  практической  системе.  Обычно  основной  фотометрической  единицей  считается 
единица  силы  света  и  через  нее  уже  выражают  единицы  для  Р' ,  В'  и  Е\  посколь¬ 
ку  эталон  силы  света  изготовить  гораздо  проще,  чем  эталон  светового  потока. 
Ранее  за  единицу  силы  света  принималась  международная  свеча ;  соответствую¬ 
щие  эталонные  источники  (угольные  лампы)  хранились  в  ряде  национальных 
лабораторий.  Недавно  была  введена  новая  единица,  называемая  свечой  (св)\  по¬ 
следняя  определяется  как  одна  шестидесятая  силы  света  на  квадратный  санти¬ 
метр  от  абсолютно  черного  тела  при  температуре  затвердевания  платины 
(~2042°  К).  Значение  силы  света  для  излучения  различного  спектрального 
состава  должно  оцениваться  с  помощью  описанной  выше  процедуры  с  учетом 
кривой  спектральной  чувствительности  глаза. 

Единица  светового  потока  называется  люменом.  Она  соответствует  свето¬ 
вому  потоку,  посылаемому  внутрь  единичного  телесного  угла  однородным  то¬ 
чечным  источником  с  силой  света  в  1  свечу. 

Величина  единицы  освещенности  зависит  от  выбранной  единицы  длины. 
Метрической  единицей  освещенности  является  люкс  (лк),  называемый  иногда 
метр -свеча;  она  соответствует  освещенности  площади  в  1  квадратный  метр,  на 
которую  падает  световой  поток  в  1  люмен. 

Единицей  яркости  служат  свеча  на  квадратный  сантиметр,  называемая 
стильбом  ( сб ),  и  свеча  на  квадратный  метр  —  нит . 

Иногда  применяют  и  другие  единицы,  определения  которых  и  их  связь 
с  рассмотренными  здесь  единицами  можно  найти  в  специальных  книгах  по 
фотометрии. 

4.8.2.  Диафрагмы  и  зрачки**).  Количество  свеі  а,  достигающее  простран¬ 
ство  изображения  оптической  системы,  зависит  не  только  от  яркости  предмета, 
но  и  от  размеров  оптических  элементов  (линз,  зеркал)  и  диафрагм.  Диафрагма 
представляет  собой  отверстие,  обычно  круглое,  в  непрозрачном  экране.  Этот 
экран  не  пропускает  лучи,  претерпевшие  сильную  аберрацию.  В  этом  разделе 


*)  В  русской  литературе  термины  «яркость»,  «сила  света»  и  «освещенность»  употребля¬ 
ются  как  для  величин,  связанных  со  световым  восприятием  В,  V  и  Е/ ,  так  и  для  соответствую¬ 
щих  энергетических  величин  В,  I  и  Е.  (Прим  ред .)  .  ~ 

**)  Теория  диафрдгмы  была  развита  Аббе  [41]  и  обобщена  Рором  [42]. 
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под  термином  «диафрагмы»  мы  будем  понимать  не  только  отверстия  в  экране, 
но  и  края  линз  и  зеркал. 

Рассмотрим  все  лучи,  исходящие  из  осевой  точки  предмета  Р0.  Диафрагма, 
определяющая  поперечное  сечение  пучка,  формирующего  изображение,  назы¬ 
вается  апертурной  диафрагмой.  Для  определения  ее  положения  необходимо 
найти  параксиальное  изображение  каждой  диафрагмы  в  части  системы,  пред¬ 
шествовавшей  ей;  изображение,  которое  видно  из  точки  Р0  под  наименьшим  уг¬ 
лом,  называется  входным  зрачком.  Реальная  диафрагма,  изображением  которой 
является  входной  зрачок,  является  апертурной  диафрагмой.  (Если  эта  диа¬ 
фрагма  находится  перед  первой  поверхностью,  то  она  совпадает  с  входным  зрач¬ 
ком.)  Угол  2Ѳ0,  под  которым  виден  диаметр  входного  зрачка  из  точки  Р0,  назы¬ 
вается  угловой  апертурой  со  стороны  предмета  или  просто  угловой  апертурой 
(рис.  4.33). 

Изображение  апертурной  диафрагмы  той  частью  системы,  которая  нахо¬ 
дится  за  этой  диафрагмой  (или  изображение  входного  зрачка  всей  системой), 


Рис.  4.33.  Диафрагмы  и  зрачки. 


называется  выходным  зрачком ,  угол  2ѲХ,  под  которым  виден  его  диаметр  из  точ¬ 
ки  Ри  можно  назвать  угловой  апертурой  со  стороны  изображения  (или  углом 
проекции  системы). 

В  пучке  лучей,  исходящих  из  каждой  точки  предмета,  всегда  имеется 
луч,  проходящий  через  центр  входного  зрачка;  он  называется  главным  (или 
опорным)  лучом  пучка  и  играет  важную  роль  в  теории  аберраций.  В  отсутствие 
аберраций  главный  луч  проходит  также  через  центры  апертурной  диафрагмы 
н  выходного  зрачка. 

Если  апертурная  диафрагма  находится  на  задней  фокальной  плоскости  той 
части  системы,  которая  предшествует  этой  диафрагме,  то  входной  зрачок  рас¬ 
положен  .в  бесконечности  все  главные  лучи  в  пространстве  предмета  будут 
параллельны  оси.  Такая  система  называется  телецентрической  со  стороны 
предмета.  Если  апертурная  диафрагма  находится  на  передней  фокальной  пло¬ 
скости  той  части  системы,  которая  следует  за  этой  диафрагмой,  то  выходной 
зрачок  лежит  в  бесконечности,  и  все  главные  лучи  в  пространстве  изображения 
будут  параллельны  оси;  в  этом  случае  система  называется  телецентр ической 
со  стороны  изображения .  Телецентрические  системы  используются  при  измере¬ 
ниях  размеров  предметов. 

Если  параметры  системы,  за  исключением  величины  угловой  апертуры, 
фиксированы,  то  последняя  определяет  количество  света,  проходящего  через 
систему.  Имеются  и  другие  величины,  часто  используемые  для  описания  «све¬ 
тосилы»  оптической  системы,  например  числовая  апертура  (Ч.  А.)  объектива 
микроскопа.  Последняя  определяется  как  произведение  синуса  от  половины 
угловой  апертуры  со  стороны  предмета  на  показатель  преломления  среды  в  про¬ 
странстве  предмета,  т,  е, 

Ч.А.  —  п  зіп  Ѳ0. 


(13) 
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Подходящей  мерой,  характеризующей  светосилу  систем,  предназначенных  для 
работы  с  предметами,  расположенными  на  больших  расстояниях,  например 
телескопов  или  некоторых  фотографических  объективов,  служит  так  называе¬ 
мое  « число  Р»  или  « номинальное  фокальное  отношение »  *).  Оно  равно  отношению 
фокусного  расстояния  /  объектива  к  диаметру  входного  зрачка  й ,  т,  е. 

Р  =  І (14) 

Так  для  линзы  с  фокусным  расстоянием  10  см  и  апертурой  2  см  величина  Р  —  5. 
Такая  линза  называется  линзой  /У 5. 

Такие  величины,  как  угловая  апертура,  числовая  апертура  и  число  Ру 
которые  можно  считать  мерой  светосилы  прибора,  часто  называют  относитель¬ 
ными  апертурами. 

Кроме  апертурных  диафрагм,  в  оптических  системах  существуют  еще  и  диа¬ 
фрагмы  поля  зрения ;  они  определяют  ту  часть  поверхности  протяженного  пред¬ 
мета,  которая  отображается  прибором.  Рис.  4.34  иллюстрирует  различие  между 


апертурной  диафрагмой  и  диафрагмой  поля  зрения. 

Чтобы  определить  диафрагму  поля  зрения,  найдем  сначала  изображение 
каждой  диафрагмы  той  частью  системы,  которая  предшествует  ей.  Изображение, 
которое  видно  из  центра  входного  зрачка  под  наименьшим  углом  (2ф0  на 
рис.  4.33),  называется  входным  люком ,  а  угол  2ф0 —  полевым  углом  или  углом 
поля  зрения.  Диафрагма,  которой  соответствует  входной  люк,  и  является  тре¬ 
буемой  диафрагмой  поля  зрения. 

Изображение  входного  люка  всей  системой  (или  изображение  диафрагмы 
поля  зрения  той  частью  системы,  которая  следует  за  ней)  называется  выходным 
люком.  Угол,  под  которым  виден  выходной  люк  из  центра  выходного  зрачка 
(2ф!  на  рис.  4.33),  иногда  называется  угловым  полем,  изображения . 

Может  случиться,  что  некоторые  лучи  полностью  минуют  линзу  или 
на  часть  ее  не  попадут  лучи  от  ряда  областей  предмета,  даже  если  величина 
апертурной  диафрагмы  меньше  диаметра  линзы.  Такое  срезание  части  пучка 
называется  виньетированием  (рис.  4.35).  Подобное  явление  наблюдается  до¬ 
вольно  редко  в  системах,  обладающих  относительно  малым  полем  зрения  (на¬ 
пример,  в  телескопах),  однако  оно  играет  важную  роль  в  других  приборах, 
например  в  фотообъективах.  Иногда  при  конструировании  оптических  приборов 
используют  эффект  виньетирования  для  уничтожения  нежелательных  внеосе¬ 
вых  аберраций. 

4.8.3.  Яркость  и  освещенность  изображений.  Рассмотрим  теперь  кратко 
соотношения  между  основными  фотометрическими  величинами,  которые  ха¬ 
рактеризуют  излучение  в  пространствах  изображения  и  предмета. 


*)  В  русской  литературе  обычно  используется  обратная  величина  называемая  «све¬ 
тосилой».  (Прим,  ред,) 
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Предположим,  что  предметом  служит  небольшой  элемент  плоскости  6$0, 
перпендикулярный  к  оси  и  излучающий  по  закону  Ламберта.  Тогда  фотометри¬ 
ческая  яркость  В0  не  зависит  от  направления.  Количество  энергии  6Т0,  падаю¬ 
щей  в  единицу  времени  на  кольцевой  элемент  входного  зрачка  с  центром  на 
оси,  равно 

6Т’0  =  В0созу()б50бЙ0,  (15) 

где 

6Й0  =  2я  зіп  6у0,  (16) 


а  —  угол,  который  образует  луч,  проходящий  через  кольцо,  с  осью.  Следова¬ 
тельно,  если,  как  и  раньше,  обозначить  половину  угловой  апертуры  со  стороны 
предмета  через  0о,  то  полный  поток  энергии,  проходящей  в  единицу  времени 
через  входной  зрачок,  будет  определяться  соотношением 

Р,  ==  2 л;В„  650  ^  зіп  ѵ„  соз  ѵ„  6505іп*  Ѳ0.  (17) 

О 


Поток  энергии  Ри  выходящей  из  выходного  зрачка,  можно  выразить  ана¬ 
логичным  образом,  а  именно 

Р1  =  кВ1Ь81з\п2в1.  (18) 

Величина  Рг  не  может  превышать  величину  р0  и  может  лишь  равняться  ей, 
если  в  системе  отсутствуют  потери  из-за  отражения,  поглощения  или  рассея¬ 
ния;  следовательно, 

В1  зш2  Ѳх  65г  ^  Вд  зіп2  Ѳ0  850.  (19) 

Отношение  6$х/650  равно  квадрату  поперечного  увеличения  М: 

І  =  (20) 


Если  предположить,  что  система  удовлетворяет  условию  .синусов  (4.5.6),  то 


П0  51П  Ѳ0  _  ^ 
пг  8!П  От 


(21) 


Подставляя  (20)  и  (21)  в  (19),  получим 

(22) 

Из  (22),  в  частности,  следует,  что  в  случае,  когда  показатели  преломления 
в  пространствах  предмета  и  изображения  равны  между  собой ,  фотометриче¬ 
ская  яркость  изображения  не  может  превышать  фотометрическую  яркость 
предмета  и  равна  ей ,  только  если  потери  в  системе  пренебрежимо  малы. 
Предполагая,  что  эти  потери  ничтожны,  находим  из  (18)  и  (22) 

\  Р1  =  п(п1/по)2ВоЬЗ^віпі01і  (23) 

т.  е.  фотометрическая  освещенность  Ех—  /У65х  на  осевой  точке  изображения 
Рг  равна 

Е1  =  п{п1/п0)2  Ва  зіп^.  (24) 

При  Ѳх<^  1  телесный  угол  под  которым  виден  выходной  зрачок  из  точки 
Ри  примерно  равен  л  зіп3  Ѳь  так  что  (24)  можно  записать  в  виде 

Еі  =  (Лі/л0)аВоаг  (25) 

Эта  формула"  получена  для  аксиального  изображения;  однако  аналогичное  вы¬ 
ражение  можно  вывести  и  для  неаксиального  изображения.  Если  обозначить 
через  фі  угол,  образованный  главным  лучом  С<2і  с  осью  (рис.  4.36),  то  вместо 
(25)  мы  получим 

Е1  =  (п1/п0УВ0а'1  созф,,  (26) 

где  —  телесный  угол,  под  которым  выходной  зрачок  виден  из  точки  ()и 


§  4.9] 
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С  помощью  (9)  можно  написать 

=  соз  фх  (СР1!С^1)2  —  со53  фг,  (27) 

Ег  -=  {пг1п^У  В(і  соз4  ср1.  (28) 

Полученное  выражение  говорит  о  том,  что  в  случае,  когда  предмет  излучает 
согласно  закону  Ламберта  и  отсутствуют  потери  в  системе,  а  половина  угловой, 
апертуры  С»!  мала,  освещенность 
в  некоторой  точке  изображения 
пропо рци опальна  четвертой  сте¬ 
пени  косинуса  от  угла ,  образо¬ 
ванного  главным  лучом ,  проходя¬ 
щим  через  эту  точку ,  с  осью. 

При  использовании  выве¬ 
денных  ранее  формул  необходи¬ 
мо  помнить,  что  они  были  по¬ 
лучены  с  помощью  законов  гео¬ 
метрической  оптики.  Эти  фор¬ 
мулы  могут  оказаться  неспра¬ 
ведливыми  для  очень  маленьких 
источников.  Например,  изобра¬ 
жением  точечного  источника  является  не  точка,  а  яркий  диск,  окру¬ 
женный  кольцами  (диск  Эйри,  см.  п.  8.5.2);  в  этом  случае  свет  распределен  по 
всей  дифракционной  картине,  и,  следовательно,  величина  освещенности  в  гео¬ 
метрическом  фокусе  меньше  той  величины,  которая  получается  из  формулы  (24). 

§  4.9.  Метод  построения  хода  лучей  *) 

При  конструировании  оптических  приборов  траектории  световых  лучей 
нужно  определять  с  гораздо  большей  точностью,  чем  та,  которую  дает  паракси¬ 
альная  оптика.  Для  этого  следует  воспользоваться  алгебраическим  анализом, 
учитывающим  в  разложении  характеристической  функции  члены  более  высо¬ 
кого  порядка  малости  (см.  гл.  5).  Другой  способ,  позволяющий  с  помощью 
элементарной  геометрии  более  точно  определять  траектории  световых  лучей 
состоит  в  последовательном  применении  закона  преломления  (или  отражения); 
этот  метод,  который  будет  сейчас  кратко  изложен,  называется  методом  построе¬ 
ния  хода  лучей ;  он  находит  широкое  применение  на  практике. 

4,9,1.  Наклонные  меридиональные  лучи**).  Рассмотрим  сначала  ход  наклон¬ 
ного  меридионального  луча,  т.  е.  луча,  выходящего  из  точки,  не  лежащей  на 
оси.  Пусть  А  —  полюс  первой  поверхности  системы.  Предположим,  что  это 
преломляющая  сферическая  поверхность  радиуса  г  с  центром  в  точке  С,  кото¬ 
рая  р'азделяеФ  среды  с  показателями  преломления  п  и  п\  Падающий  луч  ОР 
(рис.  4.37),  лежащий  в  меридиональной  плоскости,  характеризуется  углом  Цу 
образованным  им  с  осью,  и  расстоянием  Ь  =  АВ  между  полюсом  А  и  точкой  В, 
в  которой  данный  луч  пересекает  ось.  Пусть  I  —  угол  между  падающим  лучом 
и  нормалью  РС.  Соответствующие  величины,  относящиеся  к  преломленному 
лучу,  отмечены  штрихами. 


зрачок 

Рис.  4.36.  Освещенность  в  точке  внеаксиального 
изображения. 


*)  Для  более  полного  ознакомления  с  методом  построения  хода  лучей  см,,  например,. 
[13 — 45].  В  работе  [46]  описан  метод  построения  хода  лучей  с  помощью  электронных  вычисли¬ 
тельных  машин,  в  работе  [47]  был  предложен  метод  построения  хода  лучей,  пересекающих 
несферические  поверхности;  см.  также  [48]. 

**)  Здесь,  в  п.  4.9.2  и  в  §  4.10  будут  использоваться  общепринятые  в  данном  случае  обоз¬ 
начения  и  правило  знаков.  Правило  знаков  для  углов  отличается  от  декартова  правила  знаков, 
употребляемого  в  остальных  разделах  книги,  и  приводится  к  нему,  если  положить  Ѵ~—у „ 

Ь'=—у'щ 
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Здесь  будет  использоваться  следующее  правило  знаков:  величины  г> 
В  и  V  считаются  положительными,  если  С,  В  и  В'  расположены  справа  от  А 
(предполагается,  что  лучи  падают  слева).  Углы  V  и  V  положительны,  если 
можно  совместить  ось  с  лучами  РВ  и  РВГ  путем  ее  поворота  по  часовой  стрелке 
соответственно  вокруг  В  и  В'  на  угол,  меньший  90э.  Углы  /  и  V  положительны, 
■если  можно  совместить  падающий  и  преломленный  лучи  с  нормалью  РС  путем 
поворота  по  часовой  стрелке  вокруг  точки  падения  Р  на  угол,  меньший  90°  * 


Рис.  4.37.  Обозначения,  применяемые  при  построении  хода  наклонного  меридионального  Луча. 


Предполагается,  что  величины  1  и  (/,  характеризующие  падающий  луч, 
заданы  и  нужно  вычислить  V  и  (/'.  Полагая  также,  что  как  Е,  так  и  г  конечны, 
из  треугрльника  РСВ  получим 

5ІП  /  —  5ІП  V .  (1) 


Закон  преломления  дает 


Из  рисунка  следует,  что 


$Іп  Г  ==  — зіп/. 


И,  наконец,  из  треугольника  РСВ'  находим 

і  г  51 П  I  . 

В'  — ггГ^-Га 

5Ш  V 


(2) 

(3) 

(4) 


Итак,  последовательно  применяя  законы  преломления  (1)  —  (4),  мы  получили 
величины  V  и  V' ,  характеризующие  преломленный  луч  РВ'. 

Преломленный  луч  РВ'  является  падающим  относительно  второй  поверх¬ 
ности.  Если  написать  Ь[  вместо  вместо  V  и  обозначить  соответствующие 

величины  через  Е2,  (Т2  отсчитывается  от  полюса  второй  поверхности),  то  мы 

получим  уравнения  перехода 

*  Р^  =  Рі  д,  (5) 

=  (6) 

где  0—  расстояние  между  полюсами  первой  и  второй  поверхностей. 

Подставим  теперь  величины  (5)  и  (6)  в  уравнения  (1)  —  (4).  Решая  эти 
уравнения  относительно  штрихованных  величин,  мы  находим  ход  луча,  про¬ 
шедшего  вторую  поверхность.  Многократно  применяя  законы  преломления 
и  уравнения  перехода,  мы  получим  значения  величин  V  и  и\  относящихся 
к  лучу  в  пространстве  изображения.  После  этого  можно  найти  точку  пересече¬ 
ния  этого  луча  с  плоскостью  изображения.  Практически,  конечно,  строят  ход 
не  одного,  а  нескольких,  специально  выбранных  лучей;  их  точки  пересечения 
с  плоскостью  изображения  позволяют  судить  о  работе  данной  системы. 

Если  одна  из  поверхностей  (скажем,  к-я)  является  зеркалом,  то  соответст¬ 
вующие  формулы  можно  формально  получить  из  уже  выведенных,  положив 
п'ь =  — п^.  Тогда  величину  дъ  следует  считать  отрицательной.  Более  того,  все 
величины  показателей  преломления  последующих  сред  и  соответствующие  зна¬ 
чения  сі  также  нужно  считать  отрицательными  до  места  второго  отражения, 
когда  они  снова  становятся  положительными. 
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Рассмотрим  теперь  два  частных  случая,  которые  мы  исключали  до  сих  пор. 
Если  падающий  луч  параллелен  оси  системы  (Л=оо),  то  вместо  уравнения  (1) 
следует  использовать  соотношение 

зіп  1  =  У/г,  (7) 

где  У  —  расстояние  от  луча  до  этой  оси  (рис.  4.38,  а). 


а) 


{  — с 

В  В' 

б) 

Рис.  4.38.  Ход  лучей  в  оптической  системе. 
а  -  падение  лучей  параллельно  оси  (Ь=:с»),  6  —  падение  лучей  на  плоскую  поверхность  {/'—со). 


В  случае  плоской  поверхности  (г=оо)  вместо  (1) — -(4)  мы  имеем  следую¬ 
щую  систему  уравнений  (рис.  4.38,  б): 

(8) 


$ІП  V  ~~7  зіп  и, 


Ли  V' 

V 


I. 


Учитывая  (9),  уравнение  (11)  можно  представить  в  виде 

т  ,  __  п*  СО  5  V*  т 

ь  ~7Г 


(9) 

(10) 

(И) 

(Па) 


который  удобнее  (11)  при  расчетах,  если  углы  малы* 

Полезно  определить  также  координаты  (У к,  2к)  точки  падения  Рк  на  /г-ю 
поверхность  и  расстояние  —  Рк^к+і  между  точками  падения  на  соседние 
поверхности  (рис.  4.39). 


Рис  4  ЗѳЛХод  наклонного  меридионального  луча,  проходящего  через  две  соседние  прелом¬ 
ляющие  поверхности. 


Из  рисунка  видно,  что 

У  к  =  г  к  ЗІП  (1/*  +  /*), 

2*  «Г*— глсоз(*У*  +  /А) 


УІ 

[1-І-С08  (С/А  +  /й)]  гк  9 


Р>к  =  №к  +  2к+і—2к\  зес  Щ. 
Выразив  Ьк,  через  У  к,  2к  и  1!к,  находим 


и 


П 

«8  и'к‘ 


(12) 

(13) 

(14) 


(15) 
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Этим  соотношением  можно  пользоваться  для  проверки  величин,  вычисленных 
с  помощью  (11а)  или  (11). 

В  частном  случае,  когда  значение  Ьк  равно  бесконечности,  0,  и  соот¬ 
ношения  (12) — (15)  остаются  справедливыми.  Если  гк~ оо,  то  величину.  Ук 
можно  вычислить  из  выражения 

П  =  4.  46) 

а  равно  нулю. 

4.9.2.  Параксиальные  лучи.  Если  угол  между  направлением  луча  и  осью 
достаточно  мал,  то  в  полученных  ранее  формулах  можно  заменить  синусы  от 
различных  углов  на  сами  углы.  Тогда  эти  формулы  переходят  в  формулы 
параксиальной  оптики.  Последние  используются  на  практике  для  вычисления 
гауссова  увеличения  и  фокусного  расстояния  системы.  Поэтому  здесь  будет 
дана  краткая  их  сводка. 

Принято  обозначать  величины,  относящиеся  к  параксиальной  области, 
маленькими  буквами.  Тогда  законы  преломления  (1) — (4)  запишутся  следую¬ 
щим  образом: 

(17) 


п  . 

і=  —  і> 


и*  =  и  +  /  —  V , 

Г-Хг  +  г. 


(18) 

(19) 

(20) 


Уравнения  перехода  (5)  и  (6)  примут  вид 

1,  =  Гг-а,  (21) 

“»  =  иі  (22) 

Из  (7) — (11а)  можно  аналогичным  образом  получить  соотношения  параксиаль¬ 
ной  оптики  для  случаев  Ь—  до  и  г  —  оо. 

Согласно  (12)  уравнение  параксиальной  оптики  для  высоты  точки  падения, 
которое  потребуется  в  дальнейшем,  имеет  вид 


У  к  =  г  к  («*+  **)• 


(23) 


Хотя  в  соотношения  (17) — (20)  входят  углы,  образованные  падающим  и  пре¬ 
ломленным  лучами  с  осью,  величина  V  не  зависит  от  них.  Этот  результат, 
установленный  в  п.  4.4.1  другим  способом,  следует  из  настоящих  формул,  если 
из  них  исключить  і,  V  и  и! .  Оказывается,  что  величина  «тоже  исчезает,  и  окон¬ 
чательно  получим 


(24) 


Это  уравнение  совпадает  с  соотношением  Аббе  (4.4.7) .  Для  определения  попе¬ 
речного  гауссового  увеличения  М  необходимо  построить  лишь  параксиаль¬ 
ный  луч,  выходящий  из  осевой  точки  предмета.  Тогда,  согласно  (4.4.54), 

М  =  ПІТ,’  (25) 

где  индексы  Іи/  относятся  к  первой  и  последней  средам. 

Фокусное  расстояние  системы  /'  можно  получить,  если  построить  паракси¬ 
альный  луч  на  любой  заданной  высоте  уи  исходящий  от  бесконечно  удаленного 
предмета.  Тогда  уравнение  сопряженного  луча  в  пространстве  изображения, 
отнесенное  к  системе  координат  с  началом  во  втором  фокусе,  имеет  вид  УіИ^ 
— —  щ ,  а  из  (4.3.10)  следует,  что 
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4.9.3.  Косые  лучи.  До  сих  пор  мы  рассматривали  только  лучи,  лежащие 
в  меридиональной  плоскости.  Сейчас  мы  кратко  исследуем  прохождение  косых 
лучей,  т.  е.  лучей,  не  компланарных  с  осью.  Построение  траекторий  таких 
лучей  весьма  трудоемко  и  обычно  проводится  лишь  при  конструировании 
систем  с  очень  большими  апертурами. 

Будем  теперь  характеризовать  луч  направляющими  косинусами  и  коорди¬ 
натами  точки,  в  которой  он  пересекает  определенную  поверхность  системы. 
Выберем  в  полюсе  Л3  первой  поверхности  прямоугольную  систему  координат 
с  осью  2,  направленной  вдоль  оси  системы.  Пусть  Ьи  М1у  (/-?+  М\  + 

—  1)  —  направляющие  косинусы  луча,  падающего  в  точку  Р х(Хи  У1у  2Х) 
(рис.  4.40). 


Первый  шаг  состоит  в  вычислении  косинуса  угла  падения  Д.  Если  гх — 
радиус  первой  поверхности,  то  направляющие  косинусы  нормали  в  точке  Рг 
равны 


так  что 

соз  =  ДГг+  +  АГД  =  N  -  ~  (І,Хх  +  М1У1  + 1 ѴА).  (27) 

Следующий  шаг  состоит  в  определении  направляющих  косинусов 
преломленного  луча.  Это  делается  в  два  приема.  Сначала  вычисляется  косинус 
угла  преломления  с  помощью  закона  преломления  в  форме 

я'созД  =Ѵп'2 — /г2  +  иа  со$гІѵ  (28) 

Затем  учитывается,  что  преломленный  луч  лежит  в  плоскости  падающего 
луча  и  нормали  к  поверхности.  Если  обозначить  через  $ъ  $1  и  $3  единичные  век¬ 
торы  в  направлениях  падающего  луча,  преломленного  луча  и  нормали  к  пре¬ 
ломляющей  поверхности,  т.  е.  векторы  с  компонентами  (Ьи  /VI  ь  АС),  (Ь'1г  М'І9 
А^і)  и  (Аь  Ми  АС),  то  из  условия  компланарности  получим 

Н“  Мт8і  *  (29) 

где  X  й  (іс  — -  некоторые  скалярные  функции.  Для  определения  Іи  ц  умножим 
сначала  (29)  скалярно  на  и  используем  соотношения  (см.  рис.  4.40) 

=*  СОЗ  (А —  І[)  И  5-5!—  С 05  / і.  ПОЛѴЧИМ 

С05  (. Іг  —  І[)  =  X  +  [і  С05  Іѵ 


Затем,  умножая  (29)  скалярно  на  и  учитывая  соотношения  соз  Гг 

И  5г8і=  соз  Іи  находим 

С 05  І\  =  X  СОЗ  I х  +  [X, 


Из  двух  последних  соотношений  следует,  что 


$іп  Іх 
зіп  Д  ~ 


\і  —  —  (п*  СОЗ  ![  —  п  СОЗ  /Д, 
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и  из  (29)  получаем  три  уравнения  для  направляющих  косинусов  преломленного 
луча,  а  именно 

п'Ь[  =  пЬг—  оХх,  1 

п'Мі  =  пМ1  —  оУ1У  >  (30) 

п'М'^пМ^о^—Гг),  ) 
где 

о  —  -у-  (п'  СОЗ/;  —  /гсоз/г).  (31) 

Таким  образом,  с  помощью  уравнений  (27),  (28),  (30)  и  (31)  мы  определили  тра* 
екторию  луча,  прошедшего  через  первую  поверхность. 

Преломленный  луч  можно  теперь  считать  падающим  относительно  второй 
поверхности.  Выбирая  систему  координат  с  началом  в  полюсе  второй  поверх¬ 
ности  Л 2  и  осями,  параллельными  осям  первой  системы,  получим  уравнения 
перехода  для  направляющих  косинусов  в  виде 

=  N^N1  (32) 

Пусть  й  —  расстояние  ЛгЛ2  между  полюсами  первой  и  второй  поверхно¬ 
стей.  Обозначая  через  Х^,  2\  координаты  точки  Ри  отнесенные  к  системе 

с  началом  в  точке  Л2,  получим  уравнения  перехода  для  координат  в  виде 

X}*  —  хг  ѵі  =  у19  (33> 


Далее  необходимо  определить  координаты  (Х2,  У2,  Х2)  точки  Р2,  в  которой 
преломленный  луч  пересекает  вторую  поверхность.  Если  Ь  —  расстояние  меж¬ 
ду  Рг  и  Р2,  то  ' 

Х2  -  Хі  +  цо,  УВ  =  К?  +  М20 ,  2,  =  (34) 

При  определении  Г)  используется  то  обстоятельство,  что  Р\  лежит  на  второй 
поверхности.  Пусть  ге —  радиус  этой  поверхности;  тогда 


Х?  +  У!  +  ^-22аг3==0. 

Подставляя  (34)  в  это  выражение,  получим  уравнение  для  О 

Я2  —  2РгѵО  +  Огі  =  Оі 
где 

-(ЬЖ+мхі+ил),  1 

0  =  ^-[(ХГ)*  +  (^)!  +  (^)2]-22?.  ] 


(35) 

(36) 

(37) 


Уравнение  (36)  дает  следующее  значение  Л,  если  учесть,  что  для  осевого  луча 
О  ^ _ 

0  =  гг(р-уГГ>-±с).  (38) 

Подставляя  полученное  выражение  для  И  в  (34),  находим  координаты  точки  Я2, 
И,  наконец,  для  завершения  цикла  вычислений  следует  найти  косинус  угла 
падения  /2  на  второй  поверхности.  Он  определяется  из  выражения,  совершенно 
аналогичного  (27),  а  именно 

соз  /,  -  Нш—±  агХ,  +  М,у,  +  Л',22),  (39) 

или  с  учетом  (34)  и  (38)  — 

ооа1,-Р—±0=уГі»—±а.  (40) 

Таким  образом,  последний  шаг  состоит  в  вычислении  выражений  (40),  (38) 
и  (34). 
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Из-за  больших  трудностей,  возникающих  при  построении  хода  произволь¬ 
ных  косых  лучей,  иногда  ограничиваются  случаем  косых  лучей,  находящихся 
в  непосредственной  близости  от  выбранного  главного  луча.  Построение  хода 
таких  лучей  можно  осуществить  с  помощью  упрощенных  методов  (см.  [49,  50]}, 
сходных  с  методами,  использованными  при  построении  хода  параксиальных 
лучей,  и  пригодных  для  определения  положения  сагиттальной  фокальной  по¬ 
верхности, 

§4.10.  Оптические  системы  с  несферическими  поверхностями 

В  подавляющем  большинстве  оптических  систем  используются  линзы  и 
зеркала,  поверхности  которых  имеют  форму  плоскости,  сферы  или  параболои¬ 
да.  Выбор  таких  простых  форм  связан  в  основном  с  теми  практическими  труд¬ 
ностями,  которые  встречаются  при  изготовлении  более  сложных  поверхностей 
с  высокой  степенью  точности,  необходимой  в  оптике.  Использование  поверхно¬ 
стей  простой  формы  накладывает,  естественно,  ограничение  на  характеристики 
обычных  оптических  систем.  Поэтому  в  некоторых  системах  применяют  поверх¬ 
ности  более  сложной  формы,  называемые  асферическими ,  несмотря  на  трудно¬ 
сти,  встречающиеся  при  их  изготовлении.  Еще  в  1905  г.  Шварцшильд  (5 И 
рассмотрел  класс  объективов  телескопов  *),  состоящих  из  двух  несферических 
зеркал,  и  показал,  что  такие  системы  можно  сделать  апланатическими. 

В  1930  г.  гамбургский  оптик  Бернард  Шмидт  сконструировал  телескоп 
нового  типа,  состоящий  из  сферического  зеркала  и  соответствующим  образом 
рассчитанной  асферической  линзы,  помещенной  в  центр  кривизны  зеркала. 
Оказалось,  что  такая  система  (она  рассмотрена  более  подробно  в  §  6.4)  обладает 
замечательными  свойствами.  С  помощью  этого  телескопа  удается  сфотографи¬ 
ровать  на  одной  пластинке  очень  большой  участок  неба,  в  сотни  раз  превышаю¬ 
щий  по  размерам  участок,  который  можно  сфотографировать  при  использова¬ 
нии  телескопов  обычной  конструкции.  С  тех  пор  камера  Шмидта  стала  очень 
важным  инструментом  при  астрономических  наблюдениях.  Асферические  сис¬ 
темы,  в  которых  используется  принцип  камеры  Шмидта,  применяются  также 
в  некоторых  телевизионных  приемниках  проекторного  типа  (см.,  например, 
[52]),  в  рентгеновской  фотографии  с  флуоресцирующим  экраном  и  в  некоторых 
скоростных  спектрографах  с 'низкой  дисперсией.  Асферические  поверхности 
находят  также  полезное  применение  в  микроскопии  (см.  §  6.6). 

Если  одну  из  поверхностей  какой-либо  центрированной  системы  сделать 
асферической,  то  в  общем  случае  можно  добиться  полного  осевого  стигматиз¬ 
ма;  с  помощью  двух  асферических  поверхностей  любую  центрированную' 
систему  можно  сделать  в  общем  случае  апланатической.  В  этом  разделе  бу¬ 
дут  выведены  формулы,  необходимые  при  конструировании  таких  по¬ 
верхностей. 

4.10.1.  Получение  осевого  стигматизма**).  Рассмотрим  лучи,  выходящие 
из  осевой  точки  предмета  Р.  В  общем  случае  лучи  из  различных  зон  выходного 
ч  зрачка  пересекают  ось  в  различных  точках  пространства  изображений.  Пусть 
4$<0)  —  последняя  поверхность  системы  и  О  —  осевая  точка  этой  поверхности 
(рис.  4.41).  Покажем,  что,  подбирая  форму  поверхности  5(0>,  можно  полностью 
скомпенсировать  отклонение  пучка  лучей,  формирующих  изображение,  от 
гомоцентр ичности;  иными  словами,  покажем,  что,  заменяя  поверхность  5С0> 
новой  поверхностью  5,  можно  в  общем  случае  добиться  пересечения  всех  лучей 
в  пространстве  изображения  с  осью  в  любой  заданной  точке  <2. 


*)  Позднее  были  построены  два  телескопа  такого  типа:  один  с  апертурой  60  см  в  Индиаа- 
ском  университете  и  второй  с  апертурой  30  см  в  Университете  Брауна. 

**)  Описанными  здесь  методами  мы  обязаны  Вольфу  и  Предай  153,  54).  Аналогичные 
формулы  были  получены  Лунебергом  [23]. 
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Из  симметрии  следует,  что  достаточно  рассматривать  только  меридиональ¬ 
ные  лучи.  Каждый  луч,  падающий  на  последнюю  поверхность,  характеризуется 
следующими  параметрами:  углом  (У,  который  он  образует  с  осью,  и  расстоя¬ 
нием  Н  =  ОМ  от  начала  координат  до  точки  пересечения  луча  с  осью  У  (см, 
рис.  4,41):  удобно  пометить  все  лучи.  Пусть  і —  любой  подходящий  параметр, 
например  угол  [/0,  образованный  лучом  с  осью  в  пространстве  предмета,  или 


Рис  4.41.  К  расчету  фефмы  асферической  поверхности,  обеспечивающей  осевой  стигматизм. 


высота  точки  пересечения  луча  с  первой  поверхностью.  Тогда  пучок  полностью 
характеризуется  двумя  функциональными  соотношениями 

(/  =  (/(*).  Н=--Н(і).  {\) 

Можно  предположить,  что  і  =  0  для  осевого  луча.  В  общем  случае  мы  не 
знаем  явного  вида  соотношений  (1);  однако  методом  построения  хода  лучей 
можно  получить  таблицу  значений  V  и  И  для  любого  заданного  набора  значе¬ 
ний  і. 

Пусть  ѴР  —  волновой  фронт  пучка,  проходящий  через  точку  О 
(см.  рис.  4.41),  а  точка  пересечения  луча,  идущего  из  точки  М,  с  этой  поверх 
ностью.  Предполагая,  что  можно  найти  скорректированную  поверхность  5 
с  требуемыми  свойствами,  получим,  что  в  исправленной  таким  образом  системе 
оптическая  длина  пути  от  N  до  ф  равна  оптической  длине  пути  от  О  до  Сле¬ 
довательно,  если  Т  (У,  I)  —  точка  пересечения  луча  с  5,  то 

[Л^]  +  [Г<Э]^[0<3].  (2) 

Обозначая  через  п  показатель  преломления  среды,  расположенной  перед  по¬ 
верхностью  5,  и  через  п' —  показатель  преломления  среды  в  пространстве  изо¬ 
бражения,  получим  *) 

[Л/Т]=  [МТ]  —  [МЩ=п2зесі}  —  [МЫ],  ъ 
[Щ  =  л'  Ѵ(Ѵ-ІУ  +  (Н-21%Щ\  ’  (3) 

[0<ЭІ -=«'!/,  ] 

где  V —  расстояние  от  О  до  О. 

Оптическую  длину  пути  [ММ,  входящую  в  выражение  для  [ЫТ],  такжА 
можно  вычислить  с  помощью  заданных  величин.  Применяя  инвариантное  соот¬ 
ношение  Лагранжа  (3.3.1)  к  линии,  образованной  отрезком  ОМ  оси  У ,  отрезком 
МЫ  луча  и  кривой  N О  на  волновом  фронте  получим 

^  ^  пѣ-йг  =  0,  (4) 

ОМ  МА'  N0 

где  $  —  единичный  вектор  вдоль  луча  и  йт  —  элемент  пути  интегрирования. 


Как  и  в  п.  4.9 Д, считается,  что  угол  V  положителен, если  можно  совместить  ось  с  лучом 
путем  поворота  по  часовой  стрелкё  вокруг  осевой  Точки  на  угол,  меньший  90е. 


§  4.19) 
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Далее,  из  рис.  4.41  следует,  что 


пѣ  •  дх  =  — п  ^  зіп  V  сІН  =  — я ^  зіп  V  ^  (ІІ% 


•сіѵ  —  [ЛііѴ],  ^  пз-гіг^О; 


тогда  (4)  принимает  вид 


[АНѴ]  =п  (зіпУ-^-Л. 


Таким  образом,  величина  [Л4ЛП  выражается  через  интеграл  (6),  который 
можно  численно  проинтегрировать  с  помощью  таблицы  значений  V  и  Н  *). 
Подставляя  (3)  и  (6)  в  (2),  получим  следующее  уравнение  для  2: 

А%%/+  23$%  соз  V  4*  #  соз2  V  *=  0,  (?) 

где 

А  =  п'г  —  п~> 

х 

3$  =  пг\  зіп  і!  -  <и  —  гі%  (V  соз  и  4-  Н  зіп  6 0  4-  пп'І/, 

О  (  г  ^  (8) 

#  =  /г'2#2 —  У  зіпі/  ^ зіпП  ^йі-\-2пгі/^  . 


Следовательно, 


Из  рис.  4.41  видно,  что 

у  =  я — (10) 

Перед  корнем  в  выражении  (9)  необходимо  взять  положительный  знак,  так  как 
2=  1!~Н~0  при  і~  0  и  мы  полагаем,  что  V  положительная  величина  (см. 
рис.  4.41),  Наконец,  комбинируя  (9)  и  (10),  получим 

2-1-  іУ  =  -  д+  У^ЕЖ  е-*>  +  Ш.  (11) 

Последнее  соотношение  является  точным  параметрическим  уравнением  асфери¬ 
ческой  поверхности  5,  выраженным  через  свободный  параметр  і. 

Представляет  интерес  частный  случай,  когда  фокус  <2  лежит  на  бесконеч¬ 
ности  (ІУ  =оо).  При  выводе  соответствующих  формул  учтем,  что  величины  3$ 
и  %  содержат  V  только  в  первой  степени.  Следовательно,  при  достаточно  боль¬ 
ших  V 


-®+Ѵз?—ж=- 
-«[— 1+  ]/ 1- 


1  Л%  1  АЧ* 

2  8  <©•*'" 


В  пределе  при  Ь'~^оо  выражение  (Ц)  сводится  к 


1 ЛЯ+пГ 1 \ 


2-ИГ: 


п  —  п'  С05  О 


^  ЗІП  У 


Мы  рассмотрели  только  случай,  когда  асферическая  поверхность  является 
последней  в  системе.  Однако  использованный  нами  метод  можно  применить  и  к 

1  *)  Конечно,  величину  [МА1]  можно  непосредственно  вычислить  методом  построения  хода 

лучей,  если  воспользоваться  тем,  что  оптическая  длина  пути  от  Р  до  N  равна  оптической  длине 
пути  от  Р  до  О.  Это  дает  [ЖІѴІ=[РО] — ІЛИІ. 

13  м.  Ьррн,  Э.  Вольф 
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расчету  асферической  поверхности,  находящейся  внутри  оптической  системы. 
В  этих  случаях  вычисления  значительно  более  громоздки,  и  поэтому  мы.  их  не 
будем  рассматривать  в  настоящей  книге  *). 

4.10.2.  Получение  апланатизма  **),  Мы  показали,  что,  используя  в  системе 
одну  асферическую  поверхность,  можно  добиться  точного  осевого  стигматизма. 
Рассмотрим  теперь  случай  двух  асферических  поверхностей,  позволяющих 
не  только  получить  осевой  стигматизм,  но  и  обеспечить  выполнение  условия 
синусов. 

Пусть  5  и  $' —  две  асферические  поверхности,  форму  которых  необходимо 
определить.  Предположим,  что  в  данной  системе  между  ними  нет  никаких  по¬ 
верхностей  *  **).  Однако  они  могут  быть  отделены  от  точек  предмета  и  изобра¬ 
жения  любым  количеством  преломляющих  или  отражающих  поверхностей.  Как 
и  раньше,  мы  ограничимся  только  окончательной  корректировкой  системы» 


предполагая,  что  все  расчетные  параметры,  за  исключением  профилей  5  и  5'* 
известны. 

Выберем  в  полюсах  О  и  О'  поверхностей  5  и  5'  начала  двух  прямоугольных 
систем  координат  с  осями  2,  совпадающими  с  осью  системы.  Поверхность  5 
будет  рассматриваться  относительно  системы  с  началом  в  О,  поверхность  5' — - 
относительно  системы  с  началом  вО'. 

В  пространстве,  расположенном  до  поверхности  5,  пучок  лучей,  выходя¬ 
щий  из  осевой  точки  предмета  Р,  характеризуется  соотношением  вида  (рис.  4.42) 

</  =  «/(/),  Н  =  Н(і).  ’  (33) 

Пучок  лучей  в  пространстве  за  5'  (а  исправленной  системе)  характеризуется 
аналогичным  соотношением 

Цг  =  V'  (Г),  Н'  =  И'  {(').  (14) 

Последние  выражения  можно  протабулировать,  строя  ход  лучей  от  выбранной 
осевой  точки  изображения  Р’  в  обратную  сторону. 

Если  предмет  и  его  изображение  не  лежат  в  бесконечности,  то  в  качестве 
параметров  і  и  V  выбирают  синусы  углов,  которые  образуют  соответствующие 
лучи  в  пространствах  предмета  и  изображения  с  осью  системы****): 

*  =  $іпЗУ0,  2'  — зіп  (15) 

Если  предмет  находится  в  бесконечности,  то  в  качестве  параметра  і  выбирают 


*)  Подробное  исследование  см.  в  работе  [54І.  Другие  методы  описаны  в  статьях  [56  и  56]. 
*"  }  Методы,  описанные  в  настоящем  разделе,  разработаны  Вассерманом  и  Вольфом  [57]. 
***)  Обобщение  на  случай  систем,  в  которых  5  и  о  не  являются  соседними,  сделано  в 
работе  [58]. 

****)  Если  вместо  условия  синусов  мы  хотим  (в  дополнение  к  осевому  стигматизму) 
удовлетворить  условию  Гершеля,  то  необходимо  положить  *=$іп  $іп  (Су 2). 


§  4.101 


ОПТИЧЕСКИЕ  СИСТЕМ^  С  НЕСФЕРИЧЕСКИМИ  ПОВЕРХНОСТЯМИ 


ІЭ5 


I  ' 

расстояние  Н0  от  соответствующего  луча  до  оси  в  пространстве  предмета;  если 
же  в  бесконечности  находится  изображение,  то  ('=  #ь  где  Н1 —  расстояние  от 
соответствующею  луча  до  оси  в  пространстве  изображения.  В  обоих  этих  слу¬ 
чаях  должно  выполняться  следующее  соотношение,  вытекающее  из  условия 
синусов: 

// V  =  СОП5І.  (16) 


Нашу  задачу  можно  теперь  сформулировать  так:  по  данным  (13)  и  (14) 
паши  такие  формы  поверхностей  5  и  5',  которые  обеспечили  бы  переход  пуика 
(0\  Н)  после  двух  последовательных  преломлений  на  этих  поверхностях  в  пучок 
(Ѵ\  Н')\  кроме  того,  соответствующие  лучи  в  двух  пучках  должны  удовлетво¬ 
рять  условию  (16). 

Пусть  и  —  показатель  преломления  среды  до  поверхности  5,  п' —  показа¬ 
тель  преломления  среды  после  5'  и  п *  —  показатель  преломления  среды,  на¬ 
ходящейся  между  ними.  Далее,  пусть  &  —  единичным  вектор  вдоль  луча,  падаю¬ 
щего  в  точку  Т  (Ху  Ѵ)у  и  8* —  единичный  вектор  вдоль  преломленного  луча 
(см.  рис.  4.42). 

Согласно  закону  преломления  (см.  п.  3.2.2)  вектор  1Ѵ  =  /г$ — •  /«*  должен 
быть  параллелен  нормали  к  поверхности  5  в  точке  Т.  Следовательно,  если  т  — 
единичный  вектор  каса  тельной  в  точке  Т  меридионального  сечения  поверхности 

5,  то 

(Л5  —  /1*5*)  •  т  —  0.  (17) 


Таким  образом,  компоненты  векторов  $,  $*  и  т  будут  равны 
5:  0,  — 5ІП  б/,  С05  Ц у  | 

$*:  0,  — 5Іп  (У*,  соз  II* у 

п  І.  га  ( 

V Та+га  ’  Ѵѵ>+ Ъ'\ 


где  V*  —  угол,  образованный  преломленным  лучом  ТТ*  с  осью  системы,  а  точка 
обозначает  дифференцирование  по  параметру  и  Уравнение  (17)  принимает  вид 

п  (X  соз  І/  —  У  зіп  Ц)  =  п*  (^соз  Ѵ*~  -  У  зіп  У*).  (19) 


Теперь,  если  обозначить  через  И  расстояние  между  точками  Т  и  Г,  через  Ог/ 
и  Ог —  проекции  О  на  оси  У  и  X  и  через  й —  расстояние  вдоль  оси  между  О 
и  0\  то  имеем 


С08  [/*  =  _, 


8ІПІ/»  =  §, 


(20) 


причем 

Оу--=У—У\  Ъг=<ХЛ-Т-Ху  01  +  01 

Из  рис.  4.42  следует,  что 

у=-н—гі%и9 


Подставляя  в  (19)  значения  соз  V*  и  зіп  V*  из  (21)  и  значение 
получим 

•  -  -  —  Ѵі  ЛШ 


йі 
<іі  : 


/пО  соз  У — пЮг  ,  ,  7Д-і  /  йН  7  й  ,  г  Д 

\ШШГ=Ш  +  Ъѵ)  Ы-2ш^и)- 


«21) 

(22) 

(23) 
У  из  (22), 

(24) 


Аналогично  находим 


йГ 

<И 


’ П* О  СО 8  и* — П*Ог 
п'О  81  п  ІІГ  — 


-1/гіЛГ 

\<и* 


- X ' 


(25) 


Уравнения  (21)  —  (25)  вместе  е  соотношением  (16)  и  граничными  условиями 
X  —  X*  =  0  при  і  =  V  =  0  позволяют  провести  полный  расчет  скорректированных 
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[гл.  4 


профилей  двух  поверхностей.  Так,  с  помощью  (21)  —  (23)  можно  исключить 
V  и  V'  из  (24)  и  (25);  далее,  используя  (16),  получаем  систему  из  двух  диффе¬ 
ренциальных  уравнений  первого  порядка  относительно  I  я  I'  вида 

%  =  Г(г,  Г,  і),  ^  =  8(2,  Г,  і).  (26) 

Эту  систему  можно  решить  обычными  методами  *).  Однако,  поскольку  требует¬ 
ся  определить  не  только  2  и  но  и  У  и  У'  для  выбранных  значений  параметра 

і ,  проще  не  исключать  из  уравнений  У  и  У',  а  последовательно  вычислять  не¬ 
известные  величины. 
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ГЛАВА  5 


геометрическая  теория  аберраций 


В  §  4.9  было  указано,  что  отклонение  световых  лучей  от  траекторий, 
предсказанных  теорией  Гаусса,  можно  исследовать  в  рамках  геометрической 
оптики  либо  методом  построения  хода  лучей,  либо  с  помощью  алгебраического 
анализа.  В  последнем  методе,  которому  посвящена  настоящая  глава,  при 
разложении  характеристических  функций  оставляются  члены,  содержащие 
более  высокие,  чем  вторая,  степени  расстояний  от  оси.  Эти  члены  описывают 
геометр  и  чески е  абер рай  ии . 

Ранние  попытки  расширить  теорию  Гаусса  связаны  в  основном  с  изобрете¬ 
нием  в  1839  г.  Дагерром  (1789 — 1851  гг.)  фотографии.  Перед  практической  оп¬ 
тикой,  в  которой  до  этого  занимались  главным  образом  конструированием  объ¬ 
ективов  телескопов,  встала  новая  задача  создания  объективов  с  большими  апер¬ 
турами  и  большими  полями  зрения.  Венгерский  маісмаіик  Петцваль  достиг 
бочьшого  успеха  в  решении  этой  проблемы,  добавив  в  формулы  Гаусса  члены, 
содержащие  более  высокие  степени  углов  наклона  лучей  относительно  оси, 
К  сожалению,  его  обширная  монография,  посвященная  этому  вопросу,  была 
уничтожена  ворами;  все,  что  известно  об  его  работе,  содержится  в  полупопу- 
лярных  статьях  [1,  21.  Петцваль  доказал  практическую  ценность  своих  вычис¬ 
лений,  изготовив  в  1840  г.  широко  известный  портретный  объектив  (показанный 
на  рис.  6.3,  б),  обладавший  многими  преимуществами  по  сравнению  с  извест¬ 
ными  тогда  объективами.  Наиболее  раннее  систематическое  исследование  гео¬ 
метрических  аберраций,  которое  было  полностью  опубликовано,  принадлежит 
Зайделю  [3 — 5];  он  учел  все  члены  третьего  порядка  при  рассмотрении  общего 
случая  центрированной  системы,  состоящей  из  сферических  поверхностей. С  тех 
пор  это  исследование  было  обобщено  и  упрощено  многими  авторами. 

Поскольку  волновые  фронты  ортогональны  лучам,  то  при  отклонении 
пучка  лучей,  формирующих  изображение,  от  гомоцентр ичности  форма  соот¬ 
ветствующих  волновых  фронтов  отличается  от  сферической.  Знание  формы 
волновых  фронтов  играет  существенную  роль  при  более  строгом  исследовании 
аберраций,  основанном  на  теории  дифракции  (см.  гл.  9).  По  этой  причине, 
а  также  из-за  тесной  связи  между  негомоцеитричиостыо  пучков  и  асферичностью 
соответствующих  волновых  фронтов  мы  будем  рассматривать  их  совместно. 
Наше  изложение  будет  частично  основано  на  цажной  работе  Шварцшильда 
[63  *),  несколько  упрощенной  с  этой  целью. 

§5.1.  Волновые  и  лучевые  аберрации;  функция  аберраций 

Рассмотрим  вращательно-симметричную  оптическую  систему.  Пусть  Р'0> 
Р\  и  Рг —  точки  пересечения  луча,  выходящего  из  точки  предмета  соответ¬ 
ственно  с  плоскостью  входного  зрачка,  плоскостью  выходного  зрачка  и  пло¬ 
скостью  параксиального  изображения.  Если  Р[ — параксиальное  изображение 

точки  Ра,  то  вектор  6Т  —  Р{Р\  называется  аберрацией  луча  или  просто  лучевой 
аберрацией  (рис.  5.1). 


*)  Обобщение  работы  Шварцшильда  на  системы,  не  обладающие  вращательной  симмет¬ 
рией,  проведено  в  статье  [7]. 


§  5.11 


ВОЛНОВЫЕ  Н  ЛУЧЕВЫЕ  АБЕРРАЦИ*,  ФУНКЦИЯ  АБЕРРАЦИЙ 
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Пусть  ѴГ  — :  волновой  фронт,  проходящий  через  центр  (Ух  выходного  зрачка 
и  связанный  с  пучком,  который  формирует  изображение  и  выходит  из  точки  Я0. 
Если  аберрации  отсутствуют,  то  Х&  совпадает  со  сферой  5,  центр  которой  лежит 


Рис.  5.1.  Плоскость  предмета,  плоскость  изображения  и  плоскости  зрачков. 

в  точке  параксиального  изображения  Р\,  а  сама  она  проходит  через  точку 
5  называется  опорной  сферой  Гаусса  (рис.  5.2). 

Пусть  <5  и  <Э —  точки  пересечения  луча  Р\РХ  с  опорной  сферой  и  волновым 
фронтом  ІГ  соответственно.  Оптическую  длину  пути  Ф  =  [<2<23  можно  назвать 
аберрацией  волнового  элемента  в  точке  <2  или  просто  волновой  аберрацией  и  счи¬ 
тать  положительной,  если  <2  и  Рл  рас¬ 
положены  по  разные  стороны  от  С.  В 
обычных  приборах  волновые  аберра¬ 
ции  достигают  40 — 50  длин  волы,  од¬ 
нако  в  приборах,  используемых  для 
более  точных  исследований  (напри¬ 
мер,  в  астрономических  телескопах 
или  микроскопах),  они  должны  быть 
значительно  меньше,  порядка  долей 
длины  волны. 

Выражения  для  волновой  аберра¬ 
ции  легко  получить  с  помощью  точеч¬ 
ной  характеристической  функции  Га¬ 
мильтона  системы. 

Если,  как  и  раньше,  пользовать¬ 
ся  для  обозначения  оптической  длины  пути  квадратными  скобками  I. . .],  то 

ф  „  [ёо]  =  [Р„0]  _  [Р00]  «  [Р00]  _  [р„о;].  (1) 

Здесь  было  ислользозаио  то  обстоятельство,  что  точки  (2  и  0[  лежат  на  одном 
волновом  фронте,  т.  е.  ІР0ф  =  [Р0АЗ. 

Введем  две  прямоугольные  системы  координат  со  взаимно  параллельными 
осями,  начала  которых  находятся  в  осевых  точках  О0  и  Ог  плоскостей  предмета 
и  изображения,  а  оси  2  совпадают  с  осью  системы.  Точки  в  пространстве  пред¬ 
мета  будут  рассматриваться  в  первой  системе,  а  в  пространстве  изображения  — 
во  второй.  2-координаты  плоскостей,  в  которых  лежат  зрачки,  обозначены  че¬ 
рез  А  и  Г)\  (на  рис.  5.1  А< 0). 

Согласно  (Г)  волновая  аберрация  выражается  через  точечную  характери¬ 
стику  V  следующим  образом: 

Ф  ==  Ѵ' (Х0,  ѵл,  0;  X,  У,  2)  —  Ѵ (Х0,  У.,  0;  0.  0,  -О,),  (2) 


Рас.  5.2.  Волновая  и  лучевая  аберрации. 
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где  (Х«,  У  о)  —  координаты  точки  Р0  и  (X,  У ,  2)  — •  координаты  точки  (?.  Коор¬ 
динаты  (X»  У,  X)  уже  не  являются  независимыми;  они  связаны  соотношением, 
учитывающим,  что  точк$  С}  лежит  на  опорной  сфере,  т.  е. 


Здесь 


(X  —  X  *)*  +  (У  —  У  +  2*  -  Л 
ХГ  =  іИХ0,  У*  -  МУ0 


(3) 

(4) 


— -  координаты  точки  Р{  параксиального  изображения,  М  —  гауссово  попереч¬ 
ное  увеличение  и  Я  —  радиус  опорной  сферы  Гаусса 


Р  =  (X*5  +  У,*2  +  Оі)1/2 . 


(5) 


Величину  1  в  выражении  (2)  можно  исключить  с  помощью  (3),  в  результате 
чего  Ф  станет  функцией  только  *)  Х0,  У0,  X  и  У,  т.  е. 

Ф  =  Ф  (Х0,  У0;  X,  У). 

Лучевые  аберрации  связаны  с  функцией  аберраций  Ф(Х0,  У0;  X,  У)  про-  * 
отыми  соотношениями.  Из  (2)  имеем 

дФ  дѴ  .  дѴ  дг 
дХ  —  дХ  +  <92  ’  дХ  ’ 


Если  аь  рз  и  ух —  углы,  которые  образуют  луч  С)Р}  1  с  осями,  а  (X,  У,  и  (X,, 
Уі,  ^і) — •  координаты  точек  и  Ри  то,  согласно  (4.1.7)  и  рис.  5.2,  получим 

дѴ  Х^Х  дѴ  г 

»=  пг  сов  ах  =  пл  — ~т — ,  ^2"=» /1^05  71=  —  (/) 

где 

Р'  =  {(X,  —  X)2  +  (У,  —  У)2  +  (8) 


есть  расстояние  от  0  до  Рх  и  пг —  показатель  преломления  среды  в  пространстве 
изображения.  Далее  из  (3)  имеем 


дг 

дХ 


х—х: 


(9> 


Подставляя  (7)  и  (9)  в  соотношение  (6),  находим  для  компонент  лучевой 
аберрации 

ѵ  _  Р'  дФ 

Аі~  Аі“"^Г  дХ 


и  аналогично 


Уі-ѵі- 


К'  дФ 
пх  дѴ  * 


(Ю) 


Последние  соотношения  являются  точными,  но  стоящая  справа  величина 
/?'  сама  зависит  от  координат  точки  Ри  т.  е.  от  лучевых  аберраций  **).  Тем  не 
менее  для  большинства  практических  целей  Р'  можно  заменять  на  ради \  с 
опорной  сферы  #  или  на  другое  приближенное  выражение  (см.  ниже,  уравне¬ 
ние  (15)).  Легко  показать,  что  в  силу  симметрии  задачи  величина  Ф  зависит  ог 
четырех  переменных,  входящих  только  в  трех  комбинациях,  а  именно:  Х}-Ь 
+  У?*  Х2+  У2  и  ХсіХ  +  У0У.  В  самом  деле,  если  ввести  в  плоскостях  ХУ  по¬ 
лярные  координаты,  т.  е.  положить 

Х0  =  г0  соз  Ѳ0,  ^Х=гсозѲ,  У^ГоЗІп  Ѳ^  У  — гзіпѲ,  (11> 


то  окажется,  что  Ф  зависит  только  от  г0 ,  Ѳ0,  г  ц  Ѳ,  или,  что  то  же  самое,  Ф 
зависит  от  г0,  г,  Ѳ0 —  0  и  0.  Предположим  теперь,  что  оси  X  и  У  систем  с  нача¬ 
лами  в  О0  и  Ог  поворачиваются  на  один  и  тот  же  угол  и  в  одном  и  том  же  направ- 


•)  Вольф  [8]  ввел  более  общую  функцию  аберраций,  удобную  для  исследования  отобра¬ 
жения  протяженных  предметов.  / 

**)  Несколько  отличная  пара  точных  уравнений,  связывающих  лучевые  и  волновые 
аберрации,  была  получена  в  [9]. 
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лении  относительно  оси  системы.  При  этом  /*<>,  г  и  Ѳ0 —  Ѳ  не  изменяются,  а  угол  0 
увеличивается  на  угол  поворота.  Поскольку  функция  Ф  инвариантна  относи¬ 
тельно  таких  поворотов,  она  не  должна  зависеть  от  последней  переменной,  т.  е. 
зависит  только  от  г0,  г  и  Ѳп — •  0.  Следовательно,  функция  аберраций  Ф  является 
функцией  трех  скалярных  произведений 

'  *І  =  ХІ+уі,  +  и  гл.г  =  Х9Х  +  У.Ѵ  {12} 

двух  векторов  г0(Х„,  У0)  и  г(Хт  У). 

Отсюда  вытекает,  что  при  разложении  Ф  в  ряд  по  степеням  четырех  коор¬ 
динат  нечетные  степени  будут  отсутствовать.  Поскольку  Ф  (0,  0;  0,  0)  —  0, 
то  членов  нулевой  степени  тоже  не  будет.  Более  того,  не  будет  и  членов  второй 
степени,  так  как,  согласно  (10),  они  соответствуют  лучевым  аберрациям,  ли¬ 
нейно  зависящим  от  координат,  а  это  противоречит  тому,  что  Р*  является  парак¬ 
сиальным  изображением  точки  Р0 .  Таким  образом,  наше  разложение  имеет  вид 

Ф  =  с(ХЪ-\-У1)-гФ^  +  Ф"»+  .  ..  '  (13) 

где  с  —  константа,  а  Ф<2А)  —  полином  степени  2 к  по  координатам  и  содержит  их 
только  в  виде  трех  скалярных  инвариантов  (12).  Говорят,  что  член  степени  2 к 
описывает  волновую  аберрацию  порядка  2 к.  4беррации  наинизшего  порядка 
(2 к  —  4)  обычно  называются  первичными  аберрациями  или  аберрациями  Зай¬ 
деля  *);  они  будут  подробно  рассмотрены  в  §  5.3.  а  * 

Для  оценки  порядка  величин  некоторых  выражений  и  точности  наших 
вычислений  удобно  ввести  параметр  и.  Этим  параметром  может  служить  любая 
величина  первого  порядка,  скажем,  угловая  апертура  системы.  Тогда  можно 
допустить,  что  все  лучи,  проходящие  через  систему,  составляют  с  оптической 
осью  углы  О  (р),  где  символ  О  (р)  означает,  что  величина  угла  порядка  р. 
Оценим  погрешность,  возникающую  при  замене  /?'  в  основном  уравнении 
(10)  на  величины,  не  зависящие  от  Хі  и  У г.  Из  (3)  и  (5)  имеем 


) 

12  _  йг_ (X3  +  У2)  +  2  ( ХХ*х  +  УУ1)\ ; 

(1'4> 

тогда  вместо 

(8)  можем  написать 

[і 

|  Х\+ѴІ—2Х  (Хх — Хі)~2У  (Ѵ1  —  У[)  р'8  _ 

^-Р,—Х*  +Ь  +0(Р,ц«). 

(15) 

Соотношения 

(10)  для,  компонент  лучевой  аберрации  принимают  вид 

(16а> 

(16б> 

^  =  -і(Д  +  Х,2ДУ  1)^+0№)  = 

(17а> 

(17б> 

§  5.2.  Эйконал  Шваршпильда 

При  исследовании  геометрических  аберраций  Шварцшильд  использовал 
метод,  сходный  с  методом,  применяемым  в  небесной  механике  при  расчетах 
элементов  орбит.  В  таких  расчетах  вводятся  переменные,  остающиеся  постоян¬ 
ными  при  нсвозмущенном  движении,  а  небольшие  их  изменения  при  действи¬ 
тельном  движении  определяются  с  помощью  функции  возмущения.  По  анало- 

*)  .Эти  аберрации  иногда  называют  аберрациями  третьего  порядка ,  так  как  связанные 
с  ними  лучевые  аберрации  содержат  координаты  в  третьей  степени. 
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гий  с  этим  методом  Шварцшильд  в  своих  работах  (ссылки  на  них  уже  приводи¬ 
лись)  ввел  некоторые  переменные,  которые  в  приближении  параксиальной 
оптики  остаются  постоянными  вдоль  каждого  луча,  проходящего  через  оптиче¬ 
скую  систему.  Затем,  введя  некоторую  функцию  возмущения,  названную  им 
эйконалом  Зайделя ,  он  исследовал  изменения  этих  переменных,  возникающие 
при  учете  членов  четвертого  порядка  в  разложении  характеристической  функ¬ 
ции  *).  Эти  переменные  были  названы  Шварцшильдом  переменными  Зайделя , 
поскольку  они  связаны  с  теми  величинами,  которые  ранее  использовал  Зайдель. 

Функция  аберраций  Ф,  определенная  выше,  тесно  связана  в  приближении 
теории  Зайделя  с  возмущенным  эйконалом  Швар  шли  льда;  используя  метод 
Шварцшильда,  можно  получить  выражения  для  коэффициентов  іегвертого 
порядка  в  разложении  функции  аберраций  для  произвольной  центрированной 
системы.  Это  будет  подробно  проведено  в  §  5.5.  Здесо  мы  определим  перемен¬ 
ные  Зайделя  и  исследуем  связь  между  нашей  функцией  аберраций  и  возмущен¬ 
ной  функцией  Шварцшильда. 

Введем  такие  новые  единицы  длины  в  плоскостях  предмета  и  параксиаль¬ 
ного  изображения  соответственно  /©  и  1І9  чтобы 

м.  (1) 

»( 

где  М  —  поперечное  гауссово  увеличение.  Точки  на  плоскости  предмета  будем 
определять  координатами  х0,  у0і  а  на  плоскости  изображения  координатами 
Хх,  \)и  для  которых 

х»  =  сД,  х^С^,  %  =  Й  =  С-Н  (2) 

где  (Х0,  К0),  (Хи  У і)  —  обычные  координаты  точек  Р0  и  Рх  (см.  рис.  5.1)  и  С  — 
постоянная,  которую  мы  определим  позже.  В  приближении  параксиальной  оп¬ 
тики  Хх=  х0  и  г/і=  Уо- 

Координаты  (X;,  >%)  точек  пересечения  луча,  Исходящего  из  (Х0,  У  о), 
с  входным  зрачком  связаны  с  лучевыми  компонентами  следующими  соотноше¬ 
ниями: 

X  о  —  X  о  _ Рп _  К0  —  У  о  _ _ То _  і 

О0  1 1  О  о  |/"“Гг  Гі  “в  ’  ' 

V  по  —  Ро —  Яо  У  по  —  Ро  —  Яо 


Соотношения  для  точек  пересечения  луча  с  выходным  зрачком  имеют  совершен¬ 
но  аналогичный  вид.  Квадратные  корни  в  знаменателях  можно  в  приближении 
параксиальной  оптики  заменить  соответственно  на  п0  и  пІУ  в  результате  чего 
мы  получим  линейные  соотношения  между  координатами  вида 


Хр  —  Х0 _  р0 

Х\ 

;-*1  _  р, 

Оо 

«о  ’ 

Ох  пг 

У'о-У0_  до 

у\ 

і  —  Ях 

Оо 

П0  * 

Оі  я, 

(4) 


Теперь  введем  такие  новые" единицы  длины  и  Хі  в  плоскостях  входного 

и  выходного  зрачков,  чтобы 


%іГк9  =  М', 


(5) 


где  М' —  поперечное  увеличение  входной  зрачок  —  выходной  зрачок.  Вместо 


11 )  Шварцшильд  исследовал  также  общий  вид  лучевых  аберраций  пятою  порядка.  Выра¬ 
жения  для  соответствующих  коэффициентов  шестого  порядка  в  разложении  характеристиче¬ 
ской  функции  (возмущенного  эйконала  Шварцшильда)  были  впервые  получены  его  учеником 
Колшюттером  [10].  Аберрации  пятого  порядка  рассматривались  также  в  работах  [1 1 ,  14]  и 
других.  Обзор  теории  аберраций  более  высоких  порядков  приведен  в  [12]. 
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XI,  Ѵ'0 ,  Х[,  У[  используем  следующие  переменные: 

т  Ар  .  ОрРо 

в  * 

«  _  ^0 _  _і_  А)?0 

Лв  ”  К  “  К  ^  Мо  ' 

В  приближении  параксиальной  оптики  ^0,  тц=  %. 

Для  упрощения  дальнейших  вычислений,  удобно  выбрать  С  в  виде 

Л  _  га!^іЛі 

Д>  -  Ог  ' 


Іі 


.  ^  |  &\рі 

^1  ^і]  ххпх  ' 

_  У'г  _  Уі  ,  ОуЧг 
ХхПх 


^1“  Я,  ~Т7 


(6) 


Другое  выражение  для  С,  часто  используемое  при  изучении  изображений  с  помощью  тео¬ 
рии  дифракции,  имеет  вид 

С  =  кп010  БІп  Ѳ0  —  —  5Ш  04. 

Здесь  к  —  волновое  число  для  света  в  вакууме,  а  2Ѳ0  и  2ѲД  —  угловые  апертуры  системы,  или 
углы,  под  которыми  видны  входной  и  выходной  зрачки  соответственно  из  осевых  точек  пред¬ 
мета  и  изображения.  При  таком  значении  С  имеем 


,*0  =  кПцХц  5іп  00,  — А,яіХ15іпѲ1> 

у0~кпйУ^зт  Ѳ0,  ^і=—  кп1У1  зт 


Равенство  двух  правых  частей  в  выражении  (7)  следует  из  формулы  Сми¬ 
та  —  Гельмгольца  (4.4.48). 

Величины,  определенные  соотношениями  (2)  и  (6),  являются  переменными 
Зайделя .  Нам  потребуются  и  обратные  соотношения,  которые  связывают  старые 
переменные  с  переменными  Зайделя.  Решая  (2)  и  (6),  получим 


у  х 

0  ”  «Л» 

у  —  и 

*  пак,  У°' 


Ро 


Яо  ~  0й  Чо  х0  Уо’ 


У  _  их  ѵ 
Лі  “  пх)п  Х " 

Ох 

У'~1Й%ГУи 


"  ёо  ТГХ9* 


Рх 

Яі 


—  % _ у  ) 

-  Ох  Яі  Х"  [ 

"кУѵ  і 


пі^і 

Ог 


(8) 

(9) 


Выразим  теперь  функцию  аберраций  через  переменные  Зайделя.  Отметим 
сначала,  что  аргументы  X  и  У  можно  заменить  в  функции  Ф  на  Х\  и  Ѵ[ ,  не  из¬ 
меняя  членов  О  (О іц5)  в  уравнениях  (5.1.166)  и  (5.1.176).  Обозначив  функцию 
аберраций,  выраженную  через  переменные  Зайделя,  через  ф,  имеем 


Ф(*о.  ^о*  -^1»  Уі)  —  Ф (^б»  Уо‘>  !і»  Лі)* 

Тогда 

дФ  _  д(р  (3|х  _  1 

>  ИхГ~  дХІ~ЪГЖ 


(10) 

(Па) 


и,  учитывая  (1),  (2),  (7)  и  (5.1.4), 

(Пб) 

С  помощью  уравнений  (11)  находим  вместо  (5.1.166)  и  (5.1.176)  соотношения 

^-^.  =  -|  +  0(ОЛ  Л-%  =  -^+0(3#‘).  (12) 


Ранее  указывалось,  что  в  приближении  теории  Зайделя  ф  тесно  связана 
с  функцией  возмущений,  введенной  Шварцши льдом  и  названной  им  эйконалом 
Зайделя .  Эта  функция  определяется  соотношением 

і|)“  Т  +  2^  ^2  (*0  +  Уі)  9я  }  2  ^  (^1  ^  Уо  (Лі  Ло)*  (13) 

где  Т  =  Т  (ро ,  Цо,  ри  ді)  —  угловая  характеристика,  отнесенная  к  системам  с 
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началами  координат  в  00  и  Оі.  Рассмотрим  теперь  небольшие  вариации  коорди¬ 
нат.  Согласно  уравнению  (4.1.27)  и  условию  20=  0,  получим,  что  соответ¬ 

ствующее  изменение  Т  равно 

6  Г-Х.гіл  +  У.Ль-Х.ф.-К.Ль,  (14) 

или,  выразив  его  через  переменные  Зайделя, — 

-*•  («--дд  Л*) +"•  С""1  -5і Д  - 

—  х,  Лх^—Уі  (ЛІ1  — •  (15> 

Используя  последнее  соотношение,  находим  из  (13),  что  при  малых  изменениях 
переменных  изменение  ф  имеет  вид 

~  (Іі  &о)  *Т~  ('Оі  'По)  сІУо  4“  (-^0  хі)  +  (Уо  Уі)  ( 1  б) 

т.  е.  ф  является  функцией  х0,  у0 ,  |і,  тц,  и  поэтому  получим  строго 

оі  ЪО  —  Лу  ♦  Л1  Л0  Ар  * 

0  |г  V  (17) 

<Эф  <5ф  I  Ѵ  ' 

Следовательно,  зная  ф,  можно  простым  дифференцированием  найти  величины 
лучевых  аберраций  как  в  плоскости  изображения,  так  и  в  плоскости  выходного 
зрачка. 

Сравнивая  (17)  и  (12),  видим,  что  в  приближении  теории  Зайделя  вели¬ 
чина  ф  —  ф  не  зависит  от  {-і  и  і]ь  т.  е. 

<Р(*0.  УА  Із.  Чі)  =  ,ф(*<»  У  А  І1-  Пі)  +  хК.  й)  +  0(Дц'),  (18) 

где  %(х0,  Ун)  —  некоторая  функция  от  х0  и  у0.  Из  определения  ф  следует,  что 
<р(*0,  Уо\  0,  0)  =  0;  следовательно,  %  (х0,  у0)  —  — ф(лд,  у0;  0,  0)  и 

Ф  (Х0і  Уо'у  ^1»  Т]і)==ф(ли,  у0\  Т|і)  ф(^о»  У  О 'у  9,  0)  “Г  О  (Т)^6).  (19) 

В  области  применимости  теории  Зайделя  члены  в  (12),  учитывающие  по¬ 
грешность,  можно  отбросить  Однако  если  оставляются  члены  более  высокого 
порядка  чем  четвертый,  то  соотношения  для  компонент  лучевой  аберрации,  вы¬ 
раженные  через  функцию  аберраций  ср,  принимают  более  сложный  вид.  Вместе 
с  тем  простые  соотношения  (17),  выражающие  компоненты  лучевой  аберрации 
через  возмущенный  эйконал,  оказываются  точными;  однако  возмущенный  эйко¬ 
нал,  по-видѵшому,  не  имеет  простого  физического  смысла. 

Определение  членов  более  высокого  порядка  чем  четвертый  сопряжено, 
за  исключением  простейших  случаев,  с  очень  трудоемкими  математическими  вы¬ 
кладками.  Поэтому  обычно  алгебраический  анализ  проводится  в  рамках  теории 
Зайделя,  которая  затем  в  случае  необходимости  уточняется  с  помощью  метода 
построения  хода  лучей. 

§  5.3.  Первичные  аберрации  (аберрации  Зайделя) 

Используя  рассуждения,  совершенно  аналогичные  тем,  которые  относились 
в  §  5.1  к  функции  аберраций,  можно  показать,  что  разложение  в  степенной 
ряд  возмущенного  эйконала  Шварцшильда  имеет  в  силу  симметрии  задачи  сле¬ 
дующий  вид: 

\  ф  =  ф(0>  4-ф<4)-ра1)(6)-рф<8)~|- . . (1) 

где  фС2А)  —  полином  степени  2к  по  четырем  переменным;  более  того,  эти  пере¬ 
менные  входят  только  в  трех  комбинациях: 

гг  =  хі  *  УІ,  Р2  ■=  1!  +-  »й,  к2  => +  #0%. 


(2) 
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В  соотношении  (1)  отсутствует  член  второй  степени,  так  как  в  противном  случае 
это  противоречило  бы  тому,  что,  согласно  (5.2.17),  х0>  уі  -  у<>,  5і— 

и  і] ! г)о  в  приближении  параксиальной  оптики. 

Поскольку  переменные  входят  только  в  комбинациях  (2),  членфш  должен 
иметь  вид 

ф<4)  *=  —  х/4  Лг4  —  Ѵ43р4  —  Ос4  —  Ѵ2^г2Р3  4“  Ет2к2  -р  Ер 2к2,  (3) 

где  Л,  В,  . . .  —  постоянные.  Знаки  и  числовые  множители  в  (3)  общепринятые; 
выражения  для  лучевых  аберраций  в  этом  случае  принимают  простой  вид.  Вы¬ 
числение  аберрационных  постоянных  для  произвольной  центрированной  сис¬ 
темы  проводится  в  §  5.5. 

Конечно,  разложение  в  степенной  ряд  функции  ф  имеет  такой  же  вид,  как 
и  (1),  но  оно  не  содержит  члена  нулевого  порядка  (фІО>  =  0),  и  главный  член 

Ф(4)  отличается  от  ф(4)  тем,  что  в  нем  отсутствует  слагаемое  — ~Лг4,  как  это 

непосредственно  следует  из  уравнения  (5.2.19).  Таким  образом,  общее  вы¬ 
ражение  для  волновой  аберрации  нашшзшего  (четвертого)  порядка  записывает¬ 
ся  следующим  образом: 

ф<4)  - і.  /)Г2р2  /4*2^2  _[_  /  (4) 

где  В ,  С,  , . . — те  же  коэффициенты,  что  и  в  (3). 

Подставляя  последнее  соотношение  в  уравнение  (5.2Л2),  получим  общее 
выражение  для  компонент  лучевой  аберрации  наинизшего  (третьего)  порядка 
в  виде 

,  =*-*,= XI)  =  I 

==  лг0  (2С/с2 — Егг— Рр*)+%1(Вр*  +  Ьг3  — 2Рк2),  I 
А13>#  =  Уі  у  о  =  (К,  У I)  = 

—  у0  ( 2Ск 2 — Ет2 — Ер2)  +  т)1(Вр34-  Рг8 — 2 Ек2). 

Коэффициент  А  не  входит  в  выражения  (4)  и  (5),  т.  е.  существуют  только 
пять  типов  аберрации  наинизшего  порядка,  характеризуемых  пятью  коэффи¬ 
циентами  В,  Су  Ь,  Е  и  Р.  Как  указывалось  выше,  эти  аберрации  называются 
первичными  аберрациями  или  аберрациями  Зайделя. 

При  исследовании  аберраций  Зайделя  удобно  выбрать  оси  таким  образом, 
чтобы  плоскость  уг  проходила  через  точку  предмета;  тогда  х0  —  0.  Если  затем 
ввести  полярные  координаты 

^^рзіпѲ,  %  =  рсозѲ,  (6) 

то  (4)  примет  вид 

Ф(4>  =  —  у  Вр^—Суір2  со$2  Ѳ-- і-  Оуір'2  4-  Еуір  сов  Ѳ  4-  Еу0рд  соз  Ѳ,  (7) 

а  (5)  —  вид 

Д<3>*  =  Врд  зіп  д—~2Еу0 р2  $іп  Ѳ  соз  Ѳ  +  Иуір  зіп  Ѳ,  ^ 

Д(3>г/  =  Вр3  соз  Ѳ-—  Еі/0р2(І4-2со53Ѳ)  +  (2С4-П)г/?рсозѲ  —  Еу% .  |  ^ 

В  частном  случае  равенства  нулю  всех  коэффициентов  в  (7)  волновой 
фронт,  проходящий  через  выходной  зрачок  совпадает  (в  рассматриваемом 
приближении)  с  опорной  сферой  Гаусса  (см.  рис.  5.2).  В  общем  случае  эти  коэф¬ 
фициенты  отличны  от  нуля.  Тогда  каждый  член  в  (7)  описывает  определенный 
тип  отклонения  волнового  фронта  от  правильной  сферической  формы;  на  рис,  5.3 
показаны  пять  различных  типов  аберраций. 

Важность  лучевых  аберраций,  связанных  с  определенной  точкой  предмета, 
можно  проиллюстрировать  графически  с  помощью  так  называемых  аберрацион ~ 
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ных  (или  характеристических)  кривых .  Эти  кривые  являются  геометрическим 
местом  точек  пересечения  лучей,  выходящих  из  фиксированной  зоны  р  =  сопьі 
выходного  зрачка,  с  плоскостью  изображения.  Тогда  поверхность,  образован¬ 
ная  аберрационными  кривыми,  соответствующими  всем  возможным  значениям 
р,  представляет  собой  неидеальное  изображение. 

Рассмотрим  отдельно  каждую  из  аберраций  Зайделя  *). 


Рис.  5.3.  Первичные  волновые  аберрации. 

в— сферическая  аберрация.  <р  = - -  Вр4;  б  —  кома,  соз  Ѳ;  в —  астигматизм;  ф=—  Су*р*  соз2  Ѳ; 

а— кривизна  поля,  <р= - —  Оу^Р*:  3— дисторсия,  ф^Е^рсозѲ. 


I.  Сферическая  аберрация  (В  Ф  0).  Если  все  коэффициенты,  за  исключе¬ 
нием  Ву  равны  нулю,  то  (8)  принимает  вид 

А{9)х  =  Вр*  зіпб,  Д<3)г/  =  5р3созѲ.  (9) 

Аберрационные  кривые  в  этом  случае  имеют  форму  концентрических  окруж- 
ностей,  центры  которых  расположены  в  точке  параксиального  изображения, 
а  радиусы  пропорциональны  третьей  степени  радиуса  зоны  р,  но  не  зависят  от 
положения  (у0)  предмета  в  поле  зрения.  Такой  дефект  изображения  называется 
сферической  аберрацией . 

Сферическая  аберрация,  будучи  независимой  от искажает  как  осевые, 
так  и  внеосевые  точки  изображения.  Лучи,  выходящие  из  осевой  точки  предмета 
и  составляющие  существенные  углы  с  осью,  пересекут  ее  в  точках,  лежащих 
перед  параксиальным  фокусом  или  за  ним  (рис.  5.4).  Точка,  в  которой  пересе¬ 
каются  с  осью  лучи  от  края  диафрагмы,  называется  краевым  фокусом.  Если 
экран  в  области  изображения  помещен  под  прямым  углом  к  оси,  то  существует 
такое  положение  экрана,  при  котором  круговое  пятно  изображения  па  нем  ми¬ 
нимально;  это  минимальное  «изображение»  называется  наименьшим  кружком 
рассеяния. 

II.  Кома  (Р  ф  0).  Аберрация,  характеризующаяся  отличным  от  нуля 
коэффициентом  Ру  называется  комой.  Компоненты  лучевой  аберрации  в  этом 

*)  Аберрационные  кривые,  соответствующие  аберрациям  более  высокого  порядка,  рас^ 
сматрн&зк?тся  в  работах  [13,  14], 
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случае  имеют,  согласно  (8),  вид 

А(3)х  *=  —  2  'Рр2у0  зіп  Ѳ  со  я  Ѳ  =  —  РУъР*  зіл  2Ѳ,  ^ 

А<3 'у  —  —  Рр*Уъ  (1+2  с 05 2  Ѳ)  =  —  Ру0р*  (2  +  со5  2Ѳ).  ) 


№ 


Как  мы  видим,  при  фиксированных  у0  и  радиусе  зоны  р  точка  Рг  (см. 
рис.  5. 1)  при  изменении  Ѳ  от  0  до  2 п  дважды  описывает  в  плоскости  изображения- 
окружность.  Радиус  окружности  равен  |  РуоР2\,  а  се  центр  находится  на  рас¬ 
стоянии  2 Рр2у<,  от  параксиального  фокуса  в  сторону  отрицательных  значений 
у.  С  іедовательно,  эта  окружность  касается  двух  прямых,  проходящих  через 
параксиальное  изображение  Р,  и  составляющих  с  осью  у  углы  в  30°.  Если  р 
пробегает  все  возможные  значения,  то  совокупность  подобных  окружностей, 
образует  область,  ограниченную  отрезками  этих  пря- 


Рис.  5.4.  Сферическая  аберрация 


Рис.  5.5.  Кома. 


возрастают  с  увеличением  расстояния  точки  предмета  от  оси  системы.  В  §  4.5 
было  показано,  что  при  выполнении  условия  синусов  Аббе  система  дает  резкое 
изображение  элемента  плоскости  предмета,  расположенного  в  непосредственной 
близости  от  оси.  Следовательно,  в  этом  случае  разложение  функции  аберрации 
не  может  содержать  члены,  линейно  зависящие  от  уа.  Отсюда  вытекает,  что  если 
условие  синусов  выполняется,  первичная  кома  отсутствует. 

III.  Астигматизм  (С  ф  0)  и  кривизна  поля  (О  Ф  0).  Аберрации,  характе¬ 
ризующиеся  коэффициентами  С  и  О,  удобнее  рассматривать  совместно.  Если  все 
остальные  коэффициенты  в  (8)  равны  нулю,  то 

А(3>х  —  Оруі  зіп  Ѳ,  А <3)г/  =  (2С  +  Е>)  р у%  соз  Ѳ.  (1 1> 

Чтобы  продемонстрировать  важность  таких  аберраций,  предположим  вна¬ 
чале,  что  пучок,  формирующий  изображение,  очень  узок.  Согласно  §  4.6  лучи 
такого  пучка  пересекают  два  коротких  отрезка  кривых,  одна  из  которых 
(тангенциальная  фокальная  линия)  ортогональна  меридиональной  плоскости, 
а  другая  (сагиттальная  фокальная  линия)  лежит  в  этой  плоскости.  Рассмотрим 
теперь  свет,  исходящий  от  всех  точек  конечной  области  плоскости  предмета. 
Фокальные  линии  в  пространстве  изображения  перейдут  в  тангенциальную 
и  сагиттальную  фокальные  поверхности.  В  первом  приближении  эти  поверхно¬ 
сти  молено  считать  сферами.  Пусть  Рі  и  —  их  радиусы,  которые  считаются 
положительными,  если  соответствующие  центры  кривизны  расположены  по 
ту  сторону  от  плоскости  изображения,  откуда  распространяется  свет  (в  случае, 
изображенном  на  рис.  5.6,  Рі'^>0  и  І?5<С0). 

Радиусы  кривизны  можно  выразить  через  коэффициенты  С  и  й.  Для  этого 
при  вычислении  лучевых  аберраций  с  учетом  кривизны  удобнее  использовать 
обычные  координаты,  а  не  переменные  Зайделя.  Имеем  (рис.  5.7) 

А(3>Уі  и 

УІ 


(12) 
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где  а  —  малое  по  величине  расстояние  между  сагиттальной  фокальной  линией 
и  плоскостью  изображения.  Если  ѵ —  расстояние  от  этой  фокальной  линии  до 
оси,  то 

или 

Если  считать  и  величиной  первого  порядка  малости,  то  ѵ  можно  заменить  на 


Рис  5.6.  Тангенциальная  и  сагиттальная  Рис.  5,7.  Астигматизм  и  кривизна 
фокальные  поверхности.  поля 


У  и  а  в  последнем  уравнении  отбросить  тогда 

ѵ\ 

и  ~  ' 

если  еще  пренебречь  и  по  сравнению  с  Ви  то  из  (12)  находим 


Аналогично 


доу  -Л. Іа, 

*  1  ““  Ох  ' 


Д<3>Х7  - 


2/?з  Ох 


Запишем  теперь  эти  соотношения  через  переменные  Зайделя.  Подставляя 
в  них  (5.2.6)  и  (5.2.8),  пол\чим 


и  аналогично 

Д(3^=-йт-  (!71 

В  последних  двух  соотношениях  ух  можно  заменить  на  у0  и  тогда,  используя 
(11)  и  (6),  получим 

-^  =  2п1(2С  +  П),  —  2пхВ.  (18) 

Величину  2 С  О  обычно  называют  тангенциальной  кривизной  поля ,  величину 
В  * —  сагиттальной  кривизной  поля ,  а  их  полусумму 


і=т(і+ж)=2л>(с+°і> 
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которая  пропорциональна  их  среднему  арифметическому  значению, —  просто 

кривизной  поля . 

Из  (13)  и  (18)  следует,  что  на  высоте  Уі  от  оси  расстояние  между  двумя 
фокальными  поверхностями  (т.  е.  астигматическая  разность  пучка,  формирую¬ 
щего  изображение)  равно 


Полуразность 

"2-(яГ'~"я7)==2я‘С  (2і) 

называется  астигматизмом .  В  отсутствие  астигматизма  (С  =  0)  имеем 
=  В  п.  5.5.3  будет  показано,  что  радиус  #  общей,  совпадающей,  фо¬ 

кальной  поверхности  можно  в  этом  случае  вычислить  с  помощью  простой  фор¬ 
мулы,  в  которую  входят  радиусы  кривизны  отдельных  поверхностей  системы 
и  показатели  преломления  всех  сред. 

IV.  Дисторсия  (Е  Ф  0).  Если  в  соотношениях  (8)  отличен  от  нуля  лишь 
коэффициент  Еу  то 

д<з>я  — 0,  Д<3)у  =  —  Еу%.  (22) 

Поскольку  сюда  не  входят  координаты  р  и  Ѳ,  отображение  получится  стигма¬ 
тическим  и  не  будет  зависеть  от  радиуса  выходного  зрачка;  однако  расстояния 
точек  изображения  до  оси  не  будут  пропорциональны  соответствующим  рас¬ 
стояниям  для  точек  предмета.  Эта  аберрация  называется  дисторсией. 

При  наличии  тако  аберрации  изображение  любой  прямой  в  плоскости 
предмета,  проходящей  через  ось,  будет  прямой  линией,  но  изображение  любой 
другой  прямой  будет  искривленным.  На  рис.  5,8,  а  показан  предмет  в  виде 


а  — предмет;  б— бочкообразная  дисторсия  < Е  >  0>,  в  — подушкообразная  дисторсия  ( Е  <  0). 


сетки  прямых,  параллельных  осям  х  и  у  и  расположенных  на  одинаковом  рас¬ 
стоянии  друг  от  друга.  Рис.  5.8,  б  иллюстрирует  так  называемую  бочкообразную 
дисторсию  (Е~>  0),  а  рис.  5.8,  в —  подушкообразную  дисторсию  {Е<С.  0). 

Ранее  указывалось,  что  из  пяти  аберраций  Зайделя  три  (сферическая, 
кома  и  астигматизм)  нарушают  резкость  изображения.  Две  другие  (кривизна 
поля  и  дисторсия)  изменяют  его  положение  и  форму.  В  общем  случае  невозмож¬ 
но  сконструировать  систему,  свободную  как  от  всех  первичных  аберраций,  так 
и  от  аберраций  более  высокого  порядка;  поэтому  всегда  приходится  искать 
какое-то  подходящее  компромиссное  решение,  учитывающее  их  относительные 
величины.  В  некоторых  случаях  аберрации  Зайделя  можно  существенно  умень¬ 
шить  за  счет  аберраций  более  высокого  порядка.  В  других  случаях  необходимо 
полностью  уничтожить  некоторые  аберрации,  несмотря  на  то,  что  при  этом  по¬ 
являются  аберрации  других  типов.  Например,  в  телескопах  должна  быть  пол¬ 
ностью  устранена  кома,  потому  что  при  наличии  ее  изображение  будет  несим¬ 
метричным  и  все  прецизионные  астрономические  измерения  положения  поте- 
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ряют  смысл.  С  другой  стороны,  наличие  некоторой  кривизны  поля  и  дисторсии 
относительно  безвредно,  поскольку  от  них  можно  избавиться  с  помощью  соот¬ 
ветствующих  вычислений. 

До  сих  пор  мы  изучали  аберрации  только  в  рамках  геометрической  оптики. 
Однако  если  аберрации  малы  (волновые  аберрации  порядка  длины  волны  или 
меньше),  то  становятся  существенными  дифракционные  эффекты,  В  этом  случае 
геометрическая  теория  должна  быть  дополнена  более  тонкими  исследованиями, 
что  и  будет  сделано  в  гл.  9. 


§  5.4.  Теорема  сложения  для  случая  первичных  аберраций 

Продемонстрировав  важность  первичных  аберраций,  мы  должны  присту¬ 
пить  к  решению  гораздо  более  трудной  задачи,  состоящей  в  вычислении  коэф¬ 
фициентов  первичных  аберраций  для  случая  произвольной  центрированной 
системы.  Как  было  показано,  это  эквивалентно  определению  членов  четвертого 
порядка  в  разложении  возмущенного  эйконала  Шварцшильда.  Чтобы  не  пре¬ 
рывать  основных  вычислений,  удобно  вначале  рассмотреть  зависимость  возму¬ 
щенного  эйконала  системы  от  возмущенных  эйконалов,  связанных  с  отдельными 
поверхностями  системы. 

Рассмотрим  центрированную  систему,  состоящую  из  двух  поверхностей 
вращения,  и  пусть  О0 —  осевая  точка  предмета,  а  Ох  и  02 —  ее  параксиальные 
изображения,  создаваемые  соответственно  первой  и  обеими  поверхностями. 
Пусть  далее 

Ті  =  Ті  (ра,  0о»  рх,  Я\)  ^  {1} 

—  угловая  характеристика  для  преломления  первой  поверхностью,  а 

^9  ^  (Рі*  9»  Рі>  Я 2)  (2)" 

—  угловая  характеристика  для  преломления  второй  поверхностью,  причем 
Тг  рассматривается  относительно  координатных  систем  с  началами  в  О0  и  Ог, 
а  Т2 —  относительно  координатных  систем  с  началами  в  Ох  и  02;  оси  X  и  V 
этих  систем  взаимно  параллельны,  а  оси  2  направлены  вдоль  оси  системы. 
Поскольку  среда  считается  однородной,  угловая  характеристика  представляет 
собой  оптическую  длину  пути  между  основаниями  перпендикуляров,  опущен¬ 
ных  из  обоих  начал  координат  на  начальный  и  конечный  отрезки  луча  (см. 
рис.  4.3).  Следовательно,  угловая  характеристика  системы  Т,  отнесенная 
к  системам  с  началами  в  00  и  02,  равна  сумме  Тг  и  Та,  т,  е. 

Т^Т^Т*.  (3) 


Переменные  ри  цх  в  этом  выражении,  относящиеся  к  лучу  в  промежуточном 
пространстве,  нужно  исключить,  пользуясь  формулами,  которые  описывают 
отображения  каждой  из  поверхностей.  Это  удобно  сделать  в  явном  виде  в  соот¬ 
ветствующих  выражениях  для  возмущенного  эйконала. 

Согласно  (5.2,13),  возмущенные  эйконалы  ф2  и  ф2  имеют  вид 


и 


'К +-%«  +  «/!)- 
Ф.-Г.  +  ^(Ч  +  И) 


(*»  +  УІ)  +  (Іі  —  Іо)  +  У  о  К  —  'По) 
-~т  М  +  УІ)  +  *і (Е.  Іі)  +  У  г  (И2~  Их), 


а  возмущенный  эйконал  ф  системы  —  вид 
О0  ,  0< 


иг 


2  псК 


М+иЭ- 


2пДЗ 


(Л  +  УІ)  +Х0  (Іа  —  І„)  +  у0  (Па  —  По)- 


Следовательно,  на  основании  (3)  имеем 

$  =  %  +  +  (*»— *х)  (І,  — Іх)  +  (Уь—Уі)  (Па  — Пх). 
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или,  используя  (5.2.17), 

Ч>  =  г]з,  +  ч|Ѵ 


д1і  д*1  '  дЧі  дУі 


(4) 


Подставив  в  (4)  разложения  в  стеленные  ряды  величин  ф!  и  ф2,  получим 
(напомним,  что,  согласно  (5.3.1),  члены  второго  порядка  отсутствуют) 


Ф  =  Фі0>  +  Фя0)  +  Фі4)  +  Ф“>  +  -  •  -  > 


(5) 


где  точки  означают  члены  шестого  и  более  высокого  порядков.  Очевидно,  что 
в  выражениях  для  ф(х4)  и  ф(34)  мы  имеем  право  заменить  аргументы  их  гауссо¬ 
выми  значениями.  Таким  образом,  переменные,  относящиеся  к  промежуточному 
пространству,  можно  исключить  с  помощью  следующего  правила:  заменить 
Іи  ТЦ  на  Т|а  В  ф(г4)  (лг0>  Ці)  и  хи  у±  на  х0,  Уо  в  ф(24)  (л:!,  уг;  ?2,  т]2)  и  по¬ 

лученные  выражения  сложить.  В  результате  получим  ф(4)  как  функцию  четы¬ 
рех  переменных  х0,  у0  и  |я,  ц2,  что  и  требовалось.  Проведем  теперь  это  исклю¬ 
чение  более  подробно. 

Согласно  (5.3,3)  ф^  и  ф(24)  имеют  вид 


'Рі4^  —  ^  АігЪ—\віР\— С,**»  — -і  ХѴІРІ  +  ^іГ«к!і  +  ЛР*к»і. 1 
где  Г 

ті  =  х%  +  уЪ,  р!  =  5Н-тіі,  а1і  =  *о&і +  */<,%,  > 

Ѵ* = — т  АЛ—  4  б=рі  ~  с  — т  | 

где  ( 

Гі  ”  ”Г  Уг*  РІ  “  И  4“  ’ПІ»  V-  ^і2  “  ^ 


№) 

(7) 


Заменяя  |і,  \\і  на  г\2  и  хи  Уі  на  я0,  ум  т,  е,  р*  на  р2,  Гі  на  г0  и  ки  на 

^02  =  -^0^2  "Ь  (&) 

находим  после  сложения 

ф(4)  =  —  і-  (Аг  4-  л  а)  ГЦ  —  ~  (В1  +  В2)  Ра  —  (Сг  4-  С2)  КІ2— 

- 2  ІРі  4”  ^я)  гоРг  +  №і+  ^я)  го^о2  “Ь  (^і  4“  ^я)  .(&) 


Сходный  результат,  конечно,  получится  и  для  произвольной  центрированной 
системы,  состоящей  из  любого  числа  поверхностей.  Таким  образом,  мы  доказали 
следующую  теорему. 

Каждый  коэффициент  первичной  аберрации  для  любой  центрированной 
системы  равен  сумме  соответствующих  коэффициентов  для  отдельных  ее  по - 
верхностей. 

Именно  здесь  особенно  отчетливо  видна  практическая  полезность  пере¬ 
менных  Зайделя,  поскольку  этот  простой,  но  важный  результат  можно  полу¬ 
чить  при  использовании  указанных  переменных  и  он  не  имеет  аналога  для 
обычных  переменных* 


§  5.5.  Коэффициенты  первичных  аберраций  произвольной 
центрированной  системы  линз 

Сформулированная  в  предыдущем  параграфе  теорема  позволяет  свести 
задачу  о  нахождении  коэффициентов  первичных  аберраций  произвольной  цент¬ 
рированной  системы  к  вычислению  соответствующих  коэффициентов  для  от¬ 
дельных  ее  поверхностей.  Проведем  теперь  эти  вычисления. 
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5,5.1.  Формулы  Зайделя,  выраженные  через  параметры  двух  параксиаль¬ 
ных  лучей.  Напомним,  что  коэффициенты  аберраций  Зайделя  равны  (с  точ¬ 
ностью  до  постоянных  множителей)  коэффициентам  при  членах  четвертого  по¬ 
рядка  в  разложении  возмущенного  эйконала  Шварцшильда  ф.  Согласно 
(5.2.13)  эта  функция  получается,  если  к  угловой  характеристике  Т  прибавить 
некоторые  квадратичные  члены,  а  результирующее  выражение  записать  в  пе¬ 
ременных  Зайделя.  Поскольку  переменные  Зайделя  и  лучевые  компоненты 
связаны  линейными  соотношениями,  порядок  членов  при  такой  замене  пере¬ 
менных  не  изменится.  Следовательно, 

ф(4)  (х0,  у0і  ^2,  *Пі' )  =  7Ч4)  (р0,  рг,  ^2).  (1) 


Разложение  угловой  характеристики  для  преломляющей  поверхности  вра¬ 
щения  до  членов  четвертого  порядка  малости  включительно  было  проведено 
в  §  4.1.  Согласно  (4.1.42)  члены  четвертого  порядка  можно  записать  в  виде  *) 


(р„  <7.;  А.  Яі) 
(1  +Ь)г 


4(% 


4-  УІ _ Рі  +  <7і  ^ 


В  (л,—  п0у 


7*  1(Ро  +  Яг)2}  Ч-  Й  <Р?  +  Й)в  “4  (РІ  +  <7і8)3-  (2) 


ад 


ад 


і 


і 


л. 


Плоскость  Плоскость 
сходного 
зрачка 


Плоскость  Плоскость 
выходного  параксиального 
зрачка.  изображения 


Рас.  5.9.  К  вычислению  коэффициентов  первичной 
аберрации. 


Удобно  расположить  осевые  точки  предмета  и  их  параксиального  изображения 

с  в  2  =  й0  и  г=аі  и  положить 

I  I  (рис.  5.9) 

-  *  &  =  5'  =  ап  /  =  + 

V  =  а,  +  Д.  (3) 

Обозначим  через  К  и  I.  соот¬ 
ветствующие  инварианты  Аббе 
(см.  (4.4.7)) 

П„  (1/Г  —  1/5)  =  «,  (1/Г  —  1/$')  =  /(, 

(4) 

«о  (1/г — 1//)  =  «!  (1/г—  1//')  =  Г. 

(5) 

Прежде  чем  подставлять  выражения  для  лучевых  компонент,  записанные 
в  переменных  Зайделя,  в  (1),  удобно  переписать  это  соотношение  в  несколько 
иной  форме.  Согласно  (4)  имеем 

8(ПіС.Т3  [(А-А)а  +  Оо-?д)аі8  = 

Подставляя  это  выражение  в  (2),  получим 

=  ир  { КР°-р^ + <»•“  (рі + й)  }*  - 

■{<^И(А>-Л)а  +  (<?„ -ЯЛ--ІРІ  +  Я!)}’- 

8 «р°-рк + (яо-яху-  (6) 


>-*]  [Оо-А)2+(<?о-А)3]г. 


Переменные  в  (6)  можно  заменить  на  их  параксиальные  значения;  в  част¬ 
ности,  переменные  Зайделя,  относящиеся  к  точкам  на  падающем  и  преломлен¬ 
ном  лучах,  можно  поменять  местами.  Тогда  для  получения  ф(4}  как  функции 


*)  Как  и  в  §  4.1,  г  обозначает  радиус  -кривизны  преломляющей  поверхности.  Его  не  сле- 
"дует  путать  с  символом  г,  который  обозначает  инвариант  вращения  ]/* введенный  в 
(5.3.2), 
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Хо,  у  о,  и  т|і  можно  использовать  вместо  (5.2.9)  соотношения 


Е  1  ѵ  п  е 

'  П„  хо»  ^  П.  Ьі  * 


■Уо.  <7;  = 


Ог  111  ХгУ°-  ) 


Полезно  провести  еще  одну  модификацию.  Гауссовы  поперечные  увеличения 
предмет — изображение  (1ХИ 0)  и  входной — выходной  зрачки  (кгГк^  можно 
определить  из  (4.4.14)  и  (4.4.10)  или  просто  из  тех  соображений,  что  отображе¬ 
ние  сферической  поверхностью  является  проекцией  из  центра  соответствующей 
сферы.  Тогда  с  улетом  (4)  получим 

к  __Г  3'  —  П»3'  _  Г  __  V'  /0\ 

Іо  г — 5  «^5  *  Я0  г — і  ЩІ  *  '  ' 

Вводя  обозначения 

=  И  =  -1І-  /о\ 

0{>  Ѵх  •  7  и  Мі’ 

где  были  использованы  соотношения  (8)  *и(5.2.7),  перепишем  (7)  в  виде 

Ро  ~  по  ("Т  ГХв)  *  Рі~  пі  (тг  Іі  — р~  *<>)  »  ] 

/А  #  \  /А  #  Д  Г  (10) 

гл/  *  ] 

Если,  как  и  раньше,  обозначить  через  г2,  р2  и  к2  три  инварианта  вращения 
■  га=*;+0о, у  р8=ІН-Пх.  ка=* +  (И) 

то  члены  в  фигурных  скобках  в  соотношении  (6)  примут  вид 

(Ро  -  Р,)2  4-  (<?о  —  ЯіУ  =  2  [НЧ>  +  А*р*— 2 ННк*] . 


(Ро— Р.)2 +  (<?<>  —  Рі)2  = 


[(Р.-Рі)2  +  (<?о-Р,)2]  -“(Ро  +  ?о)  : 


’НЧ*  [і-(К-0|]  +кгр>К—2ННк‘Ь, 


Кл-Рх>*+(*-*)*]  ~(Й+  <??)  = 


= я*  г»  [і— (/с— і)р]  +  л*рус  ■ 


■2ННкЧ., 


Подставляя  эти  соотношения  в  (6)  и  используя  (1),  получим  окончательное 
выражение  для  ф<4) 

г* = тг‘я‘  <«•-«>) + ^  (і~і)  - 

-  2І<«  ±СК  -  О2  }  + 

ч4р4Л‘{^(«о-^+^(і-^)}+ 

+1™ 2  { «.) + *  (і-у4)  } + 

+1г^44(п0-Л1,+^  (4-„4)- 

—  К(К— I)  (^7~ уу^)}  — уГ*/с*Я*й  |утК— 

—  1{К—Ц  (уу^— уу~р)}  —  2-р 4(«о— «і)  +  Аі  (4— %?)}• 


214  . 


ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ  ТЕОРИЯ  АБЕРРАЦИЙ 


[ГЛ.  5 


5 


Эта  формула,  если  ее  сравнить  с  общим  выражением  (5.3.3),  дает  коэффи¬ 
циенты  разложения  четвертого  порядка  А,  В ,  Р  возмущенного  эйконала 
преломляющей  поверхности  вращения. 

Теперь  нетрудно  обобщить  этот  результат  на  случай  произвольной  центри¬ 
рованной  системы,  состоящей  из  любого  числа  преломляющих  поверхностей. 
Отметим  индексом  і  величины,  относящиеся  к  і-й  поверхности,  и  пусть 
показатель  преломления  среды,  расположенной  за  і-й  поверхностью.  Тогда, 
используя  теорему  сложения  из  §  5.4  и  сравнивая  (12)  с  формулой  (5.3.3), 
находим 


с -42вд{ т|(», -»,-.)  +  «  • 


)  (13) 


Эго  и  есть  формулы  Зайделя  для  коэффициентов  первичных  аберраций  произ¬ 
вольной  центрированной  системы  преломляющих  поверхностей  *). 

Соотношения  (13)  выражают  коэффициенты  первичных  аберраций  через 
величины,  характеризующие  прохождение  двух  параксиальных  лучей  через 
систему,  а  именно  одного  луча,  выходящего  из  осевой  точки  предмета,  и  дру¬ 
гого  — ■  выходящего  из  центра  входного  зрачка.  Полезно  сделать  сводку  соот¬ 
ветствующих  формул  Гаусса.  Пусть  йі — -  расстояние  между  полюсами  і- й 
и  (і  +  1)-й  поверхностей.  Поскольку  параксиальное  изображение  первыми  і 
поверхностями  системы  служит  предметом  для  ( і  +  1)-й  поверхности,  можно 
написать  следующие  формулы  перехода: 

— 5; - С 1 Іі+і  =  Іг - СІ;.  (14) 

При  заданных  расстояниях  5і  и  4  от  плоскости  предмета  и  плоскости  входного 
зрачка  до  полюса  первой  поверхности  можно  с  помощью  соотношений  Аббе 

Пі-ЛѴГі—  1/В,)  =  П,(1/Г,—  М5’1)  =  К1,  \ 

Щ-гОіГі—  І/О^яДІ/Гі— /  ' 


и  формулы  (14)  последовательно  вычислить  расстояние  з'19  4»  $2,  4»  4»  4»  *  ♦  * 
и  соответствующие  значения  Ки  Д2,  Ь2,  Необходимо  также  определить 
величины  Ні  и  Ні.  Если  положить  для  простоты  длину  в  плоскости  входного 
зрачка  равной  единице  и  использовать  соотношения  Оі=*  і\ — 5',=  4+і — 
то  из  (9)  следует,  что  величины  Н%  и  Ні  можно  последовательно  вычислить  с 


*)  Фактически  Зайдель  исследовал  системы,  состоящие  только  из  сферических  поверх  - 
н остей.  Эффекты  несферичности  (характеризующиеся  постоянными  Ъ{)  были  учтены  позднее 
(см.  Ц71), 
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помощью  уравнений  *) 


В  і+і Ч+і 

пі-  ~  і\  •  5;- 


(іб> 


Из  формул  (9)  и  из  соотношений  Аббе  (4)  и  (5)  находим  следующее  выражение, 
которое  может  служить  для  проверки  вычислений  и  понадобится  нам  позже: 


НіН1  == 


*і*і 

пі-і  (^  —  5/) 


і 

Пі^і'г—  5/)  А,- 


(17) 


5.5.2.  Формулы  Зайделя,  выраженные  через  параметры  одного  параксиаль¬ 
ного  луча.  Часто  представляется  желательным  выразить  коэффициенты  пер¬ 
вичной  аберрации  в  такой  форме,  которая  наиболее  отчетливо  показывает  их 
зависимость  от  параметров  оптической  системы;  формулы  (13)  непригодны  для 
этой  цели.  Чтобы  воспользоваться  ими  необходимо,  в  соответствии  с  законами 
параксиальной  оптики,  построить  ход  двух  лучей,  один  из  которых  выходит  из 
осевой  точки  предмета,  а  другой  —  из  центра  входного  зрачка.  Зайдель,  од¬ 
нако,  показал,  что  параметры  второго  луча  можно  исключить,  т.  е.  выразить 
коэффициенты  первичных  аберраций  только  через  параметры  первого  луча. 
Естественно,  в  формулах  останется  величина,  зависящая  от  положения  вход¬ 
ного  зрачка,  поскольку  ясно,  что  изменение  положения  соответствующей 
диафрагмы  влияет  на  аберрации. 

Для  исключения  величин,  относящихся  к  лучу  из  центра  входного  зрачка, 
необходимо  прежде  всего  выразить  расстояния  от  оси  /7*  через  Ні .  Из  (14), 
(16)  и  (17)  имеем 


Я/-м 

—  1  Я  к  1 

'Іі± і 

5/+і\  1  Я  кА  і 

\~  й{ 

/1 

А/+ 1 

'  Ні  ~~на+1 

)~ніні+1  "«ЙАІ 

к  5/  и) 

1  л,-А«Аг+,  * 

Если 

положить 

- 

(19) 

то  из 

(18)  следует,  что 

1 

к(+г 

А  і  V4 

,= *  п!н1н)+і  ’ 

(20) 

где.  согласно  (16), 

Ні  Ігік-ч) 

\  По 

(21) 

Другие  величины  в  (13),  характеризующие  параксиальный  луч  из  центра 
входного  зрачка,  также  легко  выразить  через  параметры  другого  луча.  Из  (17) 
и  (19)  имеем 

*•!  =  *,+ пт-  '  (22) 

,  М/ 

Далее  в  соответствии  с  (15)  и  (22)  мы  можем  написать 


і 

Пііі 


1  _  ч  1 

Щ-І*і  ЩГі 

=  1№+  м__і 

Щ  \  Щ  5 і)  ѣі~ 


Кг  + 


_1 _ 1 

Я|5/* 


1 

к(Н\ 


(23) 


*)  Из  соотношения  Л^+і/Л;=5/+1Д  следует,  что  /г,-  пропорционально  расстоянию  от  оси, 
на  котором  параксиальный  луч,  выходящий  из  осевой  точки  предмета,  пересекает  і-ю  поверх¬ 
ность.  Соотношение  Я/ +і/Яг*=С‘+і'^і  интерпретируется  таким  же  образом  для  параксиального 
луча,  выходящего  из  центра  входного  зрачка. 
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Подставляя  (19),  (22)  и  (23)  в  (13),  окончательно  получим 

с  ..  1 V  ад +<і  +щ,к,у  (-ѴГ-^). 

+  ^,«,(2  +  ^  т> 

Е  —  -4  V  “з  (й/ — ^і-і)  +  (1  +  ^й;/СД(2  +  Н\к(Кд  х 

у  Лі _ І_\  /_1 _ І_\ 

\Пі8і  Пі-&  )  Н\  \ЛІ  пи/  ' 

Р-ІЪыА' \(п^Пі^КЛі  +к№д  (“2“ 5Іг)- 

Это  и  есть  требуемая  форма  соотношений  Зайделя.  Координаты  входного 
зрачка  содержатся  только  в  коэффициенте  кІ9  который  связан  с  расстоянием 
от  плоскости  входного  зрачка  до  полюса  первой  поверхности  выражением  (21). 
Величины  5і,  5* ,  Кі  и  кі  вычисляются,  как  и  раньше,  с  помощью  соответствую¬ 
щих  формул  (14)  —  (16),  а  величины  кг —  с  помощьо  (20). 

5.5.3.  Теорема  Петцваля.  Из  выражений  для  коэффициентов  астигматизма 
и  кривизны  поля  можно  вывести  интересное  соотношение,  полученное  впервые 
Петцвалем.  Учитывая  (15),  имеем 

С-Я=  у  И  {[(1  +  ЧМС,)»_2 Н%К,-тК\\  ]  + 


2  иг.  [п. 


Согласно  §  5.3  коэффициенты  С  и  И  определяют  сагиттальную  и  тангенци¬ 
альную  кривизны  поля.  Если  обозначить  через  па  показатель  преломления  по¬ 
следней  среды,  то  из  уравнений  (5.3.18)  и  (5.3.19)  получим 

с=ьгл{~щ~~~а:)  ’  °=ъгйтг,'  (26> 

Следовательно,  (25)  можно  представить  в  виде 

щ~щ=2п^п  •  ,  (27) 

Таким  образом,  мы  получили  соотношение,  связывающее  кривизны  двух  фо¬ 
кальных  поверхностей,  которое  содержит  только  радиусы  кривизны  прелом¬ 
ляющих  поверхностей  системы  и  соответствующие  показатели  преломления. 
Если  система  свободна  от  сферической  аберрации,  комы  и  астигматизма,  то  на 
поверхности  радиуса  /?8=  Я  получается  резкое  изображение;  радиус  этой 
поверхности,  согласно  (27),  можно  найти  из  соотношения 


».Е; 


Полученный  результат  называется  теоремой  Петцваля . 
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Условие 


ХІГІ— 4  =  0 

і \Пі  пі^1] 


(29> 


называется  условием  Петцваля.  Оно  служит  необходимым  условием  того,  что 
поле  будет  плоским.  Однако  следует  помнить,  что  оно  справедливо  лишь  в  рам¬ 
ках  теории  Зайделя;  вне  этих  рамок  оно  теряет  свое  значение. 

Сферическая  поверхность,  касающаяся  двух  фокальных  поверхностей  в  их 
обшей  осевой  точке  и  имеющая  радиус  Я,  определенный  (28),  называется  по¬ 
верхностью  Петцваля  независимо  от  наличия  аберраций.  Согласно  (27)  и  (28) 
радиусы  кривизны  сагиттальной  фокальной  поверхности,  тангенциальной  фо¬ 
кальной  поверхности  и  поверхности  Петцваля  связаны  между  собой  соотно¬ 
шением 


_3 _ 1 _ _2 

К*  Яг  Я  * 


(30> 


ф5.6.  Пример:  первичные  аберрации  тонкой  линзы 

Используем  теперь  формулы  Зайделя  для  нахождения  коэффициентов 
первичных  аберраций  тонкой  линзы  с  показателем  преломления  пу  располо¬ 
женной  в  воздухе  (вакууме).  В  этом  случае 

Лр=п8=  1,  Пг  =  П.  (1) 

Поскольку  толщиной  линзы  й  можно  пренебречь,  то,  согласно  (5.5Л4),  имеем 

5*=*;,  (2> 

и  (5.5.15)  дает 

ѴГ1  1/31==П(1/Г1  1/5;і)=/(і,  } 

Л  (1/ГВ —  1/52)  -  (1  /Г,-  1/5;)  -  К2.  I  {  Г 


Далее,  учитывая  (2),  получим  из  (5.5.16)  и  (5.5.20) 
Нх  =  —  Іг,  кх  =  — 


где 


Й=5-^—  ,  к  =  к  (<1~5і)  . 


(4> 


Линзу  удобно  характеризовать  несколькими  простыми  параметрами. 
Пусть  3* — оптическая  сила  линзы  (см.  уравнения  (4.4.35)  и  (4.4.36)),  т.  е. 


и  пусть 
Из  (3)  имеем 


1//  — (Л — 1)  (І/гя — 1/г,), 
0  —  (П —  1)  (1/г !  +  1/г ,). 


г*  (»-і )г"г-4- 

Ь1  Г‘1  52  32 


,  14  1  п 

(Я— 1)-=-7 
Г1  $ 1 

так  что  с  учетом  (2) 

1/«; — 

Перепишем  это  соотношение  в  виде 

—1/5!— 5Ѵ2  =—1/5;  +  5>/2  =  9?; 


(Б> 

<6> 

(7> 

(8) 

(9> 


здесь  играет  для  линзы  ту  же  роль,  что  и  К  Для  одной  поверхности.  Соот¬ 
ветственно  величину  X  мы  будем  называть  инвариантом  Аббе  линзы. 

Позднее  будет  показано,  что  коэффициенты  деформации  Ьі  и  Ъ2  двух  по¬ 
верхностей  линзы  входят  в  формулы  лишь  в  комбинации 

р.=(п-п(4-АУ.  (ю> 

\  Г1  Г2  / 

эту  величину  можно  назвать  коэффициентом  деформации  линзы» 
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Выразим  теперь  величины,  входящие  в  формулы  Зайделя  (5.5.24),  через 
параметры  а,  (3  и  9С.  Первые  три  параметра  характеризуют  линзу,  а  послед¬ 
ний  —  положение  предмета.  Сначала  получим  из  (3) 


Далее 


о  +  п<р 
2  (п—1)' 


К2  =  Х  + 


о—п*р 
2  (п —  1 )  ' 


_1 _ і_ 

^ _ _і_ 

4  п$* 


у.  д 

Л^2 2  9 

Л  2я4  ^  2  * 


(И) 

(12) 


Подставляя  эти  соотношения  в  формулы  Зайделя  (5.5.24),  находим  следующие 
выражения  для  коэффициентов  первичных  аберраций  тонкой  линзы: 


^  =  Ш+/і2Ѵ, 

>-С  =  Н*кЮ  +  2№гѴ  +  ~  5>, 

О  =  к1кЮ  +  2  И?к*Ѵ  +  2±і 
Е  =  №к31/  +Зк2к*Ѵ  +к?ф  Р, 


(13) 


^  =  ТР  +  8(^^--2НТ2Г^+  ^  ' 

■^2п(«  +  2)  55  [г  (л  —  1)а  +  2(д+  ЧЭН?]  >  ■ 

ѵ=м*&>°+(2га+1)4 


(14) 


Здесь  мы  рассмотрим  только  случай  совпадения  входного  зрачка  с  линзой 
(и=  0).  Согласно  (4)  имеем 

Л=—  1,  /г  =  0, 


л  формулы  (13)  принимают  вид 

І(С  +  Я)  =  Н2+! 


5й, 


т(с- 


-О) 


*Ѵ9 


Л « 

4  п  ‘ 


(15) 


Таким  образом,  величины  Н  и  V,  определенные  (14),  характеризуют  сфе¬ 
рическую  аберрацию  и  кому  линзы  с  диафрагмой,  расположенной  в  ее  плоско¬ 
сти.  В  такой  линзе  отсутствует  дисторсия  (Е  =  0),  однако  всегда  имеются  ас¬ 
тигматизм  и  кривизна  поля  (С  Ф  0,  П  ф  0). 

Выясним,  существует  ли  для  такой  линзы  пара  апланатических  точек 
(В  =  Е  =  0).  Согласно  (15)  кома  будет  отсутствовать,  если  К  =  0,  или 

^ф)о+(2п  +  1)Х=0.  (16) 


Тогда  из  (9)  найдем  расстояние  до  предмета  з* 

і  1  рѵ  I  я  4“  1 

5,  2  й  '  2  (я— 1)  (2я  + 1)  * 


(17) 


При  таком  выборе  $п  сферическая  аберрация  линзы  полностью  определена. 
Следовательно,  в  общем  случае  для  линзы  с  диафрагмой,  лежащей  в  плоскости 
линзы,  не  существует  пары  апланатических  точек.  Однако  если  заданы  только 
&  и  о,  то  сферическую  аберрацию  можно  устранить,  выбрав  подходящий  ко¬ 
эффициент  деформации  (3, 
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Если  же  заданы  $і  и  фокусное  расстояние  /  =  1/5*,  то  можно  так  подобрать 
радиусы  гг  и  г2,  чтобы  исчезла  кома.  В  этом  случае,  согласно  (5),  (6)  и  (17), 
имеем 


1  _1_  . 
гі  ~~  1  ** 

1  ^2д  +  1  і_  і 

Г2  Й+1 


п2—п~  1 

Л*  — 1 


(18) 


Если,  например,  предмет  находится  в  бесконечности  (з,=  оо)  и  п  =  1,5,  то 
,  ^  =  41  =  4/,  га  =  -|=- 5/.  (19) 

На  рис,  5.10  изображена  такая  линза,  свободная  от  комы. 


- - . * - р 

С,  -  ^ 

* 

Рис.  5.10.  Тонкая  линза,  свободная  от  комы. 

Дредмет  находится  в  бесконечности,  С,  и  С2  —  центры  кривизны  поверхностей  линзы. 


Сферическую  аберрацию  можно  теперь  устранить  подходящим  выбором  р. 
Если  предмет  находится  в  бесконечности,  то,  согласно  (9),  Ж  =  —  2  и,  сле¬ 

довательно,  из  (16)  имеем  о  —  (2 п  +  1)  (п —  1  )3*!(п  +  1);  тогда  из  условия 
отсутствия  сферической  аберрации  V  =  0  получим  следующее  выражение 
для  р: 


4р=*"( 


Г  (5  +  2)  (2л +1) 


8  (л —  1)а  8(л  +  2)  +  2л(л  +  2)  [  2(л  +  1) 


-(Я+1)2]}. 


(20) 


ИЛИ 


При  гг=  1,5  имеем 


р=- 


(и2— 1)‘ 


553. 


. 

25  ^  * 


(21) 


так  что  из  (10)  и  (19)  находим 

729^  +  6,  =  — 540. 


(22) 


Последнее  соотношение  выполняется,  например,  при  Ъх~  Ь2—  —  0,74. 

Можно  вместо  устранения  комы  попытаться  сначала  уменьшить  сфериче¬ 
скую  аберрацию.  Оказывается,  что  в  случае  положительного  фокусного  рас¬ 
стояния  линзы  сферическая  аберрация  исчезает  полностью  лишь  тогда,  когда 
предмет  находится  в  определенной,  ограниченной  области  пространсіва; 
при  п  =  1,5  эта  область  простирается  от  0,36  /  до  0,44  /  за  линзой.  При  любом 
другом  положении  предмета  некоторая  сферическая  аберрация  всегда  имеется. 

Для  устранения  кривизны  поля  необходимо  использовать  диафрагму,  по¬ 
мещенную  в  соответствующее  место,  которое  можно  определить  из  общих  фор¬ 
мул  (13).  Для  линзы  с  положительным  фокусным  расстоянием  и  п  =  1,5  удается 
устранить  кривизну  поля,  только  если  предмет  находится  в  области,  прости¬ 
рающейся  от  точки,  удаленной  на  одно  фокусное  расстояние  перед  линзой,  до 
точки,  удаленной  на  половину  фокусного  расстояния  за  линзой. 

Для  системы,  состоящей  из  нескольких  линз,  вычисления  становятся  зна¬ 
чительно  сложнее  и  основная  задача  состоит  в  устранении  хроматической  абер¬ 
рации.  Относительно  просто  исследовать  первичные  аберрации  ахроматиче¬ 
ского  объектива  телескопа,  состоящего  из  двух  склеенных  тонких  линз;  ока¬ 
зывается,  что  в  этом  случае  все  первичные  аберрации,  кроме  астигматизма  и 
и  кривизны  поля,  можно  устранить,  следовательно,  такой  объектив  годится 
только  для  узкого  поля  зрения  (не  более  3°  для  системы  //10), 
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§  5.7*  Хроматическая  аберрация  произвольной  центрированной 
<  '  системы  линз 


Хроматическая  аберрация  была  уже  кратко  рассмотрена  в  §  4.7.  Здесь  же 
с  помощью  общего  формализма,  развитого  в  предыдущих  параграфах  *),  будут 
получены  в  явном  виде  выражения  для  хроматизма  положения  изображения 
и  хроматизма  увеличения  системы.  Предположим,  что  для  монохроматического 
света  система  полностью  скорректирована.  Такое  предположение  допустимо, 
если  исследуются  только  основные  эффекты,  так  как  можно  считать,  что  изме¬ 
нения  монохроматических  аберраций  при  небольших  изменениях  длины  волны 
малы  по  сравнению  с  самими  аберрациями;  в  общем  случае  эти  изменения  имеют 
те  же  порядки  величин,  что  и  члены,  отброшенные  в  теории  Зайделя. 

Согласно  (5.5.14)  и  (5.5.15)  имеем 

Л,-1  (ІЛ1/—  1/*,)  =  —  1/5г')=/С,-,  (1) 

8,  + 1  ”  &і  Д  •  (2} 


Если  обозначать  изменение  какой-либо  величины  при  малом  изменении 
длины  волны  через  &^/го  из  (1)  и  (2)  находим 


Ьз'і 


і— ( 


65,+,*=  б5;. 


Ъпі 


Пі 


- 1  \іг 

т- 1  Г1' 


(3) 

(4) 


Умножая  (3)  на  и  используя  соотношение 


получим 


+  і  +і 

4*  5  і 


бПі-Л 
*Ч~  1  )  * 


(5) 

(6) 


Пусть  а —  число  поверхностей  в  исследуемой  оптической  системе.  Тогда, 
складывая  все  уравнения  вида  (6),  имеем 


пі-і  У 


Так  как  положение  предмета  не  зависит  от  длины  волны,  6$і=  0,  и  мы  получа¬ 
ем  следующее  выражение  для  хроматической  аберрации  6за  положения  изоб¬ 
ражения : 


(7) 


Рассмотрим  теперь  хроматическую  аберрацию  увеличения  системы  М , 
Имеем 


Согласно  (5.5.8) 


ДД  -  І2_  Ь_  4 

4  /і  І2‘"  4-1  * 

и  =пі- 1 
Ч- 1  пі  5/  * 


(8) 


и  поэтому 


М  =  (  5і  52  53 

п*  \  $2  $3 


(9) 


1)  Здесь  мы  снова,  по  существу,  следуем  анализу  Шварцшильда  [6],* 


§  5.7] 
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Беря  логарифмическую  производную,  получим 
6Л1  __  Йя0  бй„  ,  -Дч  /  64  Й5Л  ___ 


^  /  бзі  _ ЙзД  ___ 

/5/іп  бяа\  (  6$г  V  гѴ  1  1  \  /ІЛЧ 

-иг-^д- т--т-§б8Ч“— )•  (,0) 


Сумму,  входящую  в  это  выражение,  перепишем  в  виде 


у  б®,  (- - М  =  V  л-іфі-  =  у  б5і, 

"  V*  ч- 1  /  ^  *?  'н-1  * 


Но  из  (5.5.18)  следует,  что 


^  =  (*,— V,)  АЛ_, 


и,  следовательно, 


или,  перегруппировав  члены  с  кь 

І>  (5-гг)— “•  &)‘*-а».+«.  (&)’*•*...- 

Переписав  второй  член  в  правой  части  этого  соотношения  с  помощью  (4)  и  (5), 
а  последний  —  с  помощью  (б),  получим 

Подставляя  это  выражение  в  (10)  и  используя  тот  факт,  что  6$і=  0,  имёем 


Ж- (*-%)+$(•-*  *-)-%**■  (ж-^)  ■ 


Однако,  согласно  (5.5.15)  и  (5.5.22) 


^\\—И*-к2к  1  - 6*<*  Г 1  я«  1  =  б5а 

*аІ  4  “  *\  4  I  4<Чс—*«)  Л  4~4’ 

и,  следовательно,  окончательное  выражение  для  хроматического  измененияЬМ 
увеличения  системы  будет  иметь  вид 

6Л4  /8 па  6 пЛ  Й5а  ѵ  Ь*Ъ  К  (Ьщ  Ьп‘~Л  ‘  МП 

м—^-— ;+тзг“1-л‘й‘л'№  щ-х)'  (11) 

^  $  =  1 


Если,  как  это  обычно  бывает  на  практике,  показатели  преломления  сред 
в  пространствах  предмета  и  изображения  одинаковы,  то  первые  два  члена  в  пра¬ 
вой  части  (11)  пропадают.  Если  система  ахроматизирована  относительно  поло¬ 
жения  изображения,  то  §5а  (определенная  в  (7))  тоже  исчезает,  и  мы  получаем 
следующие  два  условия,  обеспечивающие  отсутствие  хроматических  искажений 
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положения  изображения  и  увеличения  системы: 


и 


1=0 

Пі  ' 

И/-1 ) 

/ 

Ьпі 

і  _ п 

Пі 

Л/-1  ) 

і  —  и. 

(12) 

(13) 


Для  тонкой  линзы,  находящейся  в  воздухе,  мы  можем,  используя  соответст¬ 
вующие  формулы  из  §  5.6,  написать  эти  суммы  в  виде 

<14> 

и 

X  А  (^-^)  =  ^ ,  (15) 

где  Н9  к  и  оптическая  сила  5*  линзы  определены  (4),  (5.6.4)  и  (5.6.5).  Тогда,  под¬ 
ставляя  (14)  в  (7)  и  (15)  в  (11),  найдем  соответствующие  выражения  для  хрома¬ 
тических  искавшій  положения  изображения  и  увеличения  линзы. 
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ГЛАВА  й 


ОПТИЧЕСКИЕ  ПРИБОРЫ,  ФОРМИРУЮЩИЕ 
ИЗОБРАЖЕНИЕ 


В  трех  предыдущих  главах  мы  познакомились  с  геометрической  теорией 
оптического  отображения,  пользуясь  главным  образом  законами  параксиаль¬ 
ной  оптики  и  теорией  Зайделя.  Исключительно  велика  ценность  этого  раздела 
оптики,  позволяющего  описывать  принципы  работы  оптических  приборов 
в  наглядной  форме.  Качество  оптических  систем  нельзя  оценить  при  помощи 
одной  только  теории  Гаусса,  но  она  позволяет  указать  назначение  отдельных 
оптических  элементов,  так  что  часто  можно  получить  ясное,  хотя  и  несколько’ 
упрощенное  представление  о  действии  системы  без  глубокого  проникновения 
в  сложную  технику  оптических  расчетов. 

Совершенствование  оптических  приборов  в  прошлом  происходило  непре¬ 
рывно*.  по  мере  того,  как  преодолевались  технические  трудности.  Однако  два 
обстоятельства  не  позволяют  дать  последовательное  описание  конструкций 
оптических  систем.  Во-первых,  простая  теория  не  указывает  на  пределы  при¬ 
менимости  данного  устройства;  в  каждом  отдельном  случае  требуется  длитель¬ 
ный  анализ,  часто  содержащий  утомительные  вычисления.  Во-вторых,  трудно¬ 
сти  практического  характера  часто  могут  препятствовать  использованию  полез¬ 
ного  устройства.  В  приводимом  ниже  обзоре  нет  указаний  на  практические 
и  теоретические  положения,  ограничивающие  применение  тех  или  иных  уст¬ 
ройств;  в  нем  излагаются  только  основные  принципы  работы  наиболее  важных 
оптических  приборов,  что  необходимо  для  понимания  более  строгой  теории  фор¬ 
мирования  оптического  изображения,  которой  посвящены  последующие 
главы  *). 


Желтое 
ггѴ  'пятно 


§6,1.  Глаз 

Вероятно,  простейшим  оптическим  прибором  можно  считать  устройство, 
состоящее  из  одной  собирательной  линзы,  дающей  действительное  изображение 
предмета  на  светочувствительной  поверхно¬ 
сти,  Примерами  таких  оптических  систем  слу¬ 
жат  фотоаппарат  и  глаз  (рис.  6,1).  Дно  глаз¬ 
ного  яблока  **),  называемое  сетчаткой ,  со¬ 
стоит  из  слоя  светочувствительных  элементов. 

Поскольку  глаз  часто  входит  как  составная 
часть  в  оптическую  систему,  изучение  его  ха¬ 
рактеристик  весьма  существенно  для  инстру¬ 
ментальной  оптики.  Этот  параграф  содержит 
описание  некоторых  особенностей  глаза. 

Преломление  света  в  глазе  происходит  главным  образом  на  его  внешней 
поверхности  —  роговой  оболочке ,  или  роговице ,  а  также  на  поверхностях  хру¬ 
сталика ,  находящегося  позади  способной  к  сокращению  радужной  оболочки 
(ириса).  Последняя  определяет  апертурный  диаметр,  величина  которого  в  со¬ 
ответствии  с  полным  световым  потоком,  попадающим  в  глаз,  может  изменяться 
непроизвольным  мышечным  усилием,  приблизительно  от  1,5  до  6  мм .  Хруста- 


Рис.  6.1.  Глаз  человека. 


*)  Более  полное  описание  оптических  приборов  можно  найти,  например,  в  [1 — 4]. 

**)  Для  детального  знакомства  с  физиологической  оптикой  мы  отсылаем  читателя  к  клао 
сическому  труду  Гельмгольца  [5]  и  к  книге  Соуталла  [6]. 
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•лик  имеет  форму  двояковыпуклой  линзы  с  плотностью  (а  следовательно,  и  по¬ 
казателем  преломления),  снижающейся  по  направлению  к  периферии,  что 
уменьшает  создаваемую  им  сферическою  аберрацию  (см.  §  5.3).  Средняя  вели¬ 
чина  показателя  преломления  хрусталика  равна  1,44,  тогда  как  у  стекловид¬ 
ного  тела ,  находящегося  между  хрусталиком  и  сетчаткой,  она  составляет  1,34, 
т.  е.  близка  к  показателю  преломления  воды. 

Радиус  кривизны  хрусталика  может  изменяться  сокращением  мышц,  ме¬ 
няя  таким  образом  фокусировку  глаза.  Эта  способность  называется  аккомода¬ 
цией.  Наименьшее  расстояние  отчетливого  видения  для  нормального,  или  эме- 
тропического ,  глаза  примерно  равно  25  см.  Аккомодация  глаза  в  большей  сте¬ 
пени  изменяется  от  одного  индивидуума  к  другому;  она  изменяется  также  с 
возрастом  *). 

Исправление  значительных  недостатков  глаз  с  помощью  дополнительных 
линз  (очков)  составляет  предмет  офтальмологии .  Глазу  свойственны  три  ос¬ 
новных  недостатка. 

Миопия ,  или  близорукость ,  при  которой  лучи  от  бесконечно  удаленного 
точечного  источника  фокусируются  перед  сетчаткой.  Она  корректируется  рас¬ 
сеивающей  линзой,  помещаемой  перед  глазом. 

б.  ^ Гиперметропия ,  или  дальнозоркость ,  при  которой  истинный  фокус 
лучей  от  бесконечно  удаленного  предмета  лежит  за  сетчаткой.  Она  корректи¬ 
руется  собирательной  линзой. 

в.  Астигматизм ,  при  котором  преломляющая  способность  глаза  различна 
в  разных  плоскостях,  проходящих  через  его  оптическую  ось.  Этот  дефект  кор¬ 
ректируется  цилиндрической  или  тороидальной  очковой  линзой. 

Сетчатка  содержит  два  основных  типа  светочувствительных  приемников, 
палочки  и  колбочки.  Последние,  согласно  принятой  теории  цветного  зрения, 
делятся  на  три  типа  цветочувствительных  элементов.  Колбочки  преобладают 
в  средней  части  сетчатки  и  их  концентрация  наиболее  велика  в  так  называемой 
центральной  ямке  желтого  пятна.  Эта  область  сетчатки  ограничивает  поле 
наиболее  отчетливого  зрения  размером,  несколько  меньшим  Г,  и  определяет 
фиксацию ,  или  направление  «видения»,  глаза.  Диаметр  колбочек  в  центральной 
ямке  меняется  от  0,0015  до  0,005  мм.  Палочки,  малочувствительные  к  цвету, 
доминируют  в  периферических  участках  сетчатки.  Они  особенно  чувствительны 
к  свету  малоинтенсивных  источников.  С  этим  связано  явление  «бокового  зре¬ 
ния»,  которое  проявляется,  например,  когда  мы  рассматриваем  картину  ноч¬ 
ного  неба. 

Существует  некий  конечный  предел  в  отчетливости  деталей,  который 
может  быть  достигнут  с  любой  оптической  системой.  Этот  предел,  как  будет 
показано  в  п.  8.6.2,  в  конечном  счеге  обусловлен  волновой  природой  света. 
Большой  интерес  для  конструкторов-оптиков  представляет  величина  нижнего 
предела  разрешения  глазом  двух  соседних  точечных  объектов,  или  острота 
зрения ,  поскольку  от  этой  величины  зависят  все  допуски  (как  оптические,  так 
и  механические),  приемлемые  при  создании  приборов  для  визуальных  наблю¬ 
дений.  Для  нормального  глаза  предельное  угловое  разрешение  составляет 
около  Г,  что  при  фокусном  расстоянии  15  мм  соответствует  0,0045  мм  на  сет¬ 
чатке.  При  диаметре  зрачка,  большем  5  мм,  хроматическая  и  сферическая  абер¬ 
рации  ухудшают  разрешающую  способность  глаза.  Поэтому  обычно  при  конст¬ 
руировании  приборов  для  визуальных  наблюдений  предполагается,  что  диа¬ 
метр  светового  пучка,  попадающего  в  глаз,  не  превышает  4 — 5  мм.  При  расчете 
таких  приборов  почти  никогда  не  учитываются  недостатки  глаза,  так  как  они 
меняются  от  человека  к  человеку. 


*)  К  10  годам  оптическая  сила  глаза  может  изменяться  в  пределах  14  диоптрий,  к  25  го-* 
дам  —  10  диоптрий  и  к  50  годам  —  2,5  диоптрий* 
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§  6.2.  Фотографический  аппарат 

В  фотографическом  аппарате  (рис.  6.2)  действительное  обраіное  изобра¬ 
жение  предмета  образуется  одной  линюи  (или  комбинацией  линз)  на  поверхно¬ 
сти  фотографической  пленки  или  пластики.  Предмет  может  бьпь  неподвижным 
или  движущимся  относительно  камеры.  В  последнем  случае  необходимы  ко¬ 
роткие  выдержки  и  соответственно  большая  апертура,  обеспечивающая  доста¬ 
точное  количество  света.  Как  следует 
из  (4.8.24),  количество  света  от  протя¬ 
женного  предмета,  приходящееся  на  еди¬ 
ницу  площади  изображения  (освещен¬ 
ность  Е),  пропорционально  отношению 
гі8//2,  где  сі  —  диаметр  входного  зрачка, 
а  /  — ^фокусное  расстояние,  т.  е.  обрат¬ 
но  пропорционально  квадрату  числа  Р 
(номинальное  фокальное  отношение). 

Обычно  его  можно  менять  с  помощью  пе¬ 
ременной  диафрагмы 

В  отсутствие  аберраций  линейный 
размер  изображения  удаленного  объек¬ 
та,  видимого  под  углом  60  в  первой  узловой  точке,  равен  /6Ѳ.  Следовательно, 
для  получения  изображения  большого  размера  фокусное  расстояние  дол  ж  до 
быть  большим  Таким  образом,  для  фотоаппарата  важны  две  основные  характе¬ 
ристики  фокусное  расстояние  его  оптической  системы  и  диапазон  изменения 
фокального  отношения,  который  эта  система  допускает.  Еще  одно  требование, 
которое  можно  предъявить  фотоаппарату  —  это  большая  широкоугольность. 
Фотоаппараты  часто  конструируют  так,  чтобы  поле  их  зрения  охватывало  углы 
от  10  до  00е,  а  фокусные  расстояния  варьировали  от  25  мм  до  2  м.  Еще  боль¬ 
шие  фокѵсные  расстояния  (2 — 20  м)  используются  в  астрономической  фотогра¬ 
фии,  где  поле  очень  малых  угловых  размеров  (~  1°)  с  точечными  объектами  часто 
должно  изображаться  в  большом  масштабе. 

В  простых  небольших  фотоаппаратах  используется  одиночная  собиратель¬ 
ная  линза,  обычно  в  виде  мениска  (вогну  ю-вып\  клая),  с  диафрагмой,  несколько 


а)  Ф  в)  *) 


Рис.  6.3.  Объективы  разного  типа. 

с  — объектна  Шевалье,  б  — объектив  Петцваля,  в  — объектив  Рапяд  Ректилииеар;  г~ объектив  Токогон. 


Рис.  6.2.  Фотографический  аппарат. 


отодвинутой  от  нее,  как  это  показано  на  рис.  6.2.  Такие  линзы,  не  исправлен¬ 
ные  на  хроматическую  аберрацию,  оставались  вполне  пригодными  до  тех  пор, 
пока  фотографические  эмульсии  были  чувствительны  главным  образом  к  не¬ 
большому  участку  в  синей  части  спектра  (4000 — 4800  А).  Подобные  линзы  при¬ 
менялись  в  дешевых  типах  фотоаппаратов  с  фокальным  отношением  //11  и  с 
полем  46е. 

Мениск,  названный  « ландшафтной  линзой »,  появился  около  1812  г.,  но 
вскоре  его  заменил  ахроматический  дублет  Шевалье  (рис.  6.3,  а).  Хотя  с  по¬ 
мощью  ахроматической  комбинации  и  удалось  совместить  фокусировку  фото¬ 
графически  активного  света  и  фокусировку  всего  видимого  света  (максимум 
яркости  около  X  —  5800  А),  однако  при  фокальном  отношении,  меньшем 
//16,  хорошего  изображения  полуяить  не  удавалось.  Потребность  в  более  свето* 
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сильных  объективах  (т.  е.  с  меньшим  фокальным  отношением)  для  портретной 
фотографии  привела  к  широкому  распространению  портретного  объектива 
Пепщваля ,  созданного  около  1840  г.  (рис.  6.3,  б).  Этот  объектив  состоял  из  двух 
отдельных  дублетов.  Кривизна  поля  изображения,  создаваемая  таким  объек¬ 
тивом,  довольно  значительна,  но  для  поля,  не  превышающего  нескольких 
градусов,  достигается  хорошая  четкость  при  фокальном  отношении  до  //4. 
Улучшенный  Даллмейером  объектив  Петцваля  широко  применяется  в  кино¬ 
проекторах.  ' 

Примерно  с  1841  г.  стало  известно,  что  симметричные  объективы  всегда 
свободны  от  дисторсии,  что  строго  справедливо  только  для  случая  единичного 
увеличения,  но  достаточно  близко  к  истине  и  для  других  рабочих  расстояний. 
Этот  принцип  лег  в  основу  расчета  целого  ряда  нряморисующих  фотографиче¬ 
ских  объективов.  Объектив  Рапид  Ректилинеар  Даллмейера  (рис.  6.3,  е), 
существующий  с  1866  г.,  применялся  во  многих  фотоаппаратах  и  в  конце  кон¬ 
цов  в  1920  г.  его  фокальное  отношение  стало  меньше  //8,  а  поле  составляло  при¬ 
мерно  45°.  Многие  фирмы  выпускали  такие  объективы  и  они  получили  общее 
название  « апланатовъ .  Тот  же  принцип  симметрии,  позволяющий  устранить 
дисторсию,  многократно  использовался  при  конструировании  широкоуголь¬ 
ных  объективов.  Первый  объектив  такого  тина  Гыпергон  Герца  1900  г.  мог 
охватить  плоское  поле  размером  до  150°  при  фокальном  отношении  около  25, 
хотя  значительно  чаще  достаточным  было  поле  в  90°  при  //16.  Четырехкомпо¬ 
нентный  ТопЬгон  (рис.  6.3,  г)  1933  г.  с  полем  в  90°  при  //6,3  лег  в  основу  кон¬ 
струкции  современных  широкоугольных  объективов. 

В  течение  большой  части  девятнадцатого  столетия  конструкторы  объекти¬ 
вов  были  ограничены  в  своем  выборе  двумя  основными  типами  стекол:  боро¬ 
силикатным  кроном  и  тяжелым  флинтам.  Около  1890  г.  Иенская  компания 
ввела  совершенно  новый  сорт  стекла  —  бариевый  крон,  имеющий  большой 
показатель  преломления  при  малой  дисперсии.  Применение  стекла  такого  типа 
в  системе  линз  объектива  позволило  добиться  большей  степени  коррекции. 
Рудольф  из  Иены,  с  чьим  именем  связано  появление  многих  типов  фотографиче¬ 
ских  объективов,  придумал  название  «анастигматъ  для  объектива,  у  которого 
для  одного  внеосевого  направления  астигматизм  может  быть  полностью  устра¬ 
нен.  Пользуясь  только  старыми  сортами  стекол,  Рудольф  изготовил  анастиг¬ 
мат,  который  позже  стал  известен  по^ названием  Протар  Цейсса  (рис.  6.4,  а). 


а)  ф  в)  г) 


Рис.  6.4.  Объективы  разного  типа. 

й — объектив  Протар;  б  —  объектив  Дагор;  е  —  объектив  Селор;  г — объектив  Тессар. 

Применив  же  три  сорта  стекла,  он  смог  изготовить  анастигматический  триплет. 
Два  анастигматических  триплета,  соединенные  симметрично,  дали  хорошо 
скорректированную  систему.  Такой  объектив  выпускался  Цейссом  под  назва¬ 
нием  Трипль  Протар  и  Герцем —  под  названием  Дагор  или  двойной  анастиг¬ 
мат  (рис.  6.4,  б).  Типичный  объектив  подобного  типа  может  охватить  поле 
в  50е'  при  //4,5.  Позднее  Рудольф  показал,  что  если  каждая  половина  образована 
четырьмя  склеенными  компонентами,  то  она  может  быть  «самостоятельной», 
т.  е.  половины  с  разными  фокусными  расстояниями  можно  использовать  либо 
по  отдельности,  либо  в  комбинации.  Такой  объектив  был  изготовлен  в  1894  г. 
и  называется  Дубль  Протар. 

Объектив,  состоящий  из  четырех  отдельных  элементов,  был  усовершенство¬ 
ван  Герцем  в  1898  г,  и  получил  название  Селор  (рис*  6,4*  е);  ой  стал  прототипом 
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некоторых  известных  объективов  с  фокальным  отношением  до  //4,5  (например. 
Унифокалъ  Штейнхеля  и  Авиар  Кука  для  аэрофотографии).  В  1902  г.  Рудольф 
создал  свой  Тессар  (рис.  6.4,  а),  до  сих  пор  пользующийся  широкой  известно¬ 
стью  как  относительно  недорогой  объектив,  дающий  превосходное  изображение 
по  полю  до  60°  с  фокальным  отношением,  меньшим  //3,5.  Изготовляют  такие 
объективы  с  самыми  разными  фокусными  расстояниями. 

Старая  конструкция  Рудольфа  —  симметричный  Плана, р  1895  г. —  состо¬ 
яла  из  двух  менисковых  линз,  служащих  первым  и  последним  элементами  сис¬ 
темы  (рис.  6.5,  а).  После  1920  г.  было  разработано  много  очень  светосильных 


Рис.  6.5.  Объективы  разного  типа. 

« — объектив  Планарг  6  —  объектив  Биотар  Ііейсса,  в  —  триплет  Кука,  г  —  объектив  Зоннар 


объективов,  у  которых  первым  элементом  была  менисковая  линза,  а  послед¬ 
ним  в  ^большинстве  случаев  склеенный  дублет  (например.  Биотар  Цейсса 
(рис.  6.5,  б),  рассчитанный  Мертье). 

Другое  направление  в  конструировании  объективов,  начатое  в  1895  г. 
Тейлором,  возникло  благодаря  усовершенствованию  трехлинзового  анастиг¬ 
мата,  известного  под  названием  триплет  Кука  (рис.  6.5,  е).  Достоинство  такой 
трехэлемептпой  системы  заключается  в  возможности  многочисленных  вариаций 
параметров  отдельных  элементов.  В  недорогих  фотоаппаратах  эти  «анастигма¬ 
тические»  конструкции  повсюду  заменили  «апланатические»  объективы  старых 
систем  типа  Рапид  Ректнлинеар.  Светосильные  объективы,  предшественником 
которых  можно  считать  триплет  Кука  (например,  Зоннар  //1,5,  рис.  6.5,  г), 
широко  используются  в  кинокамерах  и  миниатюрных  фотоаппаратах.  У  Зон- 
нара  центральный  отрицательный  элемент  и  второй  положительный  —  три¬ 
плеты. 

В  камер  ах  г  предназначенных  для  специальных  целей  с  большими  эффектив¬ 
ными  фокусными  расстояниями  и  соответственно  малыми  полями  зрения,  можно 

^ 

а) 


Рис.  6  6.  Телеобъектив  (а)  и  фотогелиограф  (б). 


использовать  оптическую  систему,  состояцшо  из  объектива  и  линзы,  удлиняю¬ 
щей  фокус.  В  телеобъективах  удлинение  фок }  са  обеспечивается  рассеивающей 
линзой,  помещенной  перед  первичным  изображением  (рис.  6.6,  а).  В  фотогелио¬ 
графе —  приборе,  предназначенном  для  фотографирования  Солнца  в  большом 
масштабе,  обычно  применяется  удлиняющая  система  собирающего  типа 
(рис,  6,6,  б).  Эффективное  фокусное  расстояние  такой  системы  приближенно 
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определяется  выражением  (4.7,3),  т.  е. 


где  /у  и  /г —  соответственно  фокусные  расстояния  объектива  и  удлиняющей 
линзы,  а  I —  расстояние  между  ними.  У  подобных  систем  эффективное  фокус¬ 
ное  расстояние  может  превышать  расстояние  от  объектива  до  фокальной  пло¬ 
скости  в  15  раз  *). 

В  заключение  следует  отметить,  что  число  Р  характеризует  «скорость  дей¬ 
ствия»  фотографического  объектива  только  в  случае  протяженного  объекта. 
В  случае  точечного  источника  (что  действительно  имеет  место  в  астрономии) 
свет  в  плоскости  изображения  в  идеале  будет  концентрироваться  на  исчезающе 
малой  площадке.  Тогда  лучшей  характеристикой  оптической  силы  объектива 
будет  не  число  Г,  а  квадрат  диаметра  апертуры.  На  самом  же  деле  все  обстоит 
значительно  сложнее  и  существует  ряд  причин,  увеличивающих  изображение 
точечного  источника  до  конечной  (хотя  часто  и  очень  малой)  величины.  Главные 
из  них  —  дифракция  (см.  гл.  8),  зернистость  (фотографической  эмульсии  и  не¬ 
стабильность  атмосферы. 


§6.3.  Линзовый  телескоп**) 

Телескоп  —  это  оптическая  система,  с  помощью  которой  можно  рассматри¬ 
вать  увеличенное  изображение  удаленного  объекта.  На  рис.  6.7  схематически 
показана  астрономическая  труба ,  или  рефрактор .  Такой  телескоп  состоит  из 
двух  собирательных  линз;  первая,  объектив —  обычно  ахроматический  дублет. 


дает  перевернутое  изображение  /,  которое  рассматривается  с  помощью  второй 
линзы,  или  окуляра .  В  обычных  условиях  задняя  фокальная  плоскость  объек¬ 
тива  совпадает  с  передней  фокальной  плоскостью  окуляра,  так  что  падающий  на 
объектив  параллельный  пучок  лучей  выходит  из  окуляра  также  параллельным. 
С  помощью  вспомогательной  линзы  перевернутое  изображение  можно  превра¬ 
тить  в  прямое. 

Входной  зрачок  системы  совпадает  с  объективом;  его  изображение  осталь¬ 
ной  частью  системы,  т.  е.  выходной  зрачок,  обозначен  на  рис.  6.7  через  Е\ 
Глаз  должен  располагаться  так,  чтобы  его  входной  зрачок  совмещался  с  Е 
тогда  весь  свет,  входящий  в  объектив  под  разными  углами  к  оси,  попадет 
в  глаз. 

Увеличение  системы,  применяемой  для  рассматривания  объектов,  находя¬ 
щихся  в  бесконечности,  определяется  как  угловое  увеличение  на  зрачках.  По 
формуле  Смита  —  Гельмгольца  (4.4.49)  оно  равно  величине,  обратной  линей¬ 
ному  увеличению  в  плоскостях  зрачков,  и,  значит,  равно  отношению  радиусов 
входного  и  выходного  зрачков.  Выражение  для  увеличения  получается  нело- 


*)  Более  полное  описание  фотографических  объективов  можно  найти  в  книге  [7].  Более 
поздние  конструкции  описаны  в  статьях  [8 — 11]. 

**)  Для.  более  полного  знакомства  с  телескопами  см.,  например,  [І2]. 
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средственно  из  (4.3.31),  откуда,  полагая,  что  углы  малы,  и  заменяя  у  и 
на  у  и  у',  находим 

у  и  * 

Глаз  можно  аккомодировать  на  расстояние,  отличное  от  бесконечности, 
а  телескоп  легко  переюстировать  так,  чтобы  он  давал  мнимое  изображение  на 
некотором  расстоянии  В  от  глаза  *).  Однако  В  не  должно  становиться  меньше 
25  см ,  что,  как  отмечалось  выше,  является  ближайшим  расстоянием,  на  кото¬ 
ром  нормальный  глаз  без  напряжения  отчетливо  видит  предмет. 

Первый  телескоп,  о  существовании  которого  достоверно  известно,  был  теле¬ 
скоп  Галилея,  построенный  в  1609  г.  В  этой  системе  (рис.  6.8)  объективом  слу¬ 
жила  собирательная  линза,  а  окуляром  —  рассеивающая,  помещенная  перед 


первичным  изображением  в  таком  месте,  чтобы  фокусы  обеих  линз  совпадали. 
При  таком  расположении  прямое  изображение  лежит  в  бесконечности,  а  проме¬ 
жуточное  отсутствует.  В  телескопе  подобного  типа,  известном  под  названием 
телескопа  Галилея,  апертурная  диафрагма  не  совпадаете  плоскостью  объектива, 
поскольку  изображение  объектива  окуляром  находится  между  линзами  и,  сле¬ 
довательно,  не  доступно  глазу.  Глаз  помещается  непосредственно  за  окуляром, 
так  что  зрачок  глаза  становится  апертурной  диафрагмой  и  выходным  зрачком. 
Главный  луч  для  точек  на  границе  поля  пройдет  очень  близко  от  края  объек¬ 
тива,  и,  следовательно,  последний  служит  диафрагмой  поля  зрения,  а  не 
апертурной  диафрагмой. 

К  недостаткам  телескопа  Галилея  следует  отнести  малое  поле  зрения  и  от¬ 
сутствие  действительного  изображения.  Последнее  обстоятельство  не  позволяет 
использовать  в  нем  ни  креста  нитей,  ни  сетки.  Вместе  с  тем  малая  длина  теле¬ 
скопа,  а  также  то  обстоятельство,  что  он  дает  прямое  изображение,  делает  его 
особенно  удобным  для  театральных  биноклей  с  увеличением  от  двух  до  трех  раз. 

В  бинокле  с  такой  же  оптической  системой,  как  и  у  астрономического  теле¬ 
скопа,  прямое  изображение  получается  путем  четырехкратного  отражения 
(рис.  6.9).  Последние  происходят  при  падении  света  под  углом  45°  на  поверх¬ 
ность  стекло —  воздух  в  так  называемых  призмах  Поро .  Этот  угол,  конечно, 
больше  критического.  Оборачивающая  система  такого  рода  удобна  и  часто  при¬ 
меняется  в  небольших  оптических  приборах.  В  бинокле  другого  типа  изобра¬ 
жение  переворачивается  призмой  Кениги .  Эта  сложная  система  с  двумя  взаимно 
перпендикулярными  (с  точностью  до  1")  отражающими  поверхностями,  так  на¬ 
зываемой  «крышей»,  ставится  на  пути  светового  пучка,  как  показано  і  а 
рис.  6.10.  Увеличенное  расстояние  между  объективами  у  биноклей  более  рас¬ 
пространенного  типа  полезно,  так  как  усиливает  стереоскопический  рффект  *?), 


Ті  ^  ^ 

*)  При  этом  увеличение  будет  равно  ~  ~ -^т*  "Г  ■ 

**)  Хорошее  описание  биноклей  можно  найти  в  книге  [13]. 


230 


ОПТИЧЕСКИЕ  ПРИБОРЫ,  ФОРМИРУЮЩИЕ  ИЗОБРАЖЕНИЕ 


Ггл.  6 


Земные  зрительные  трубы  в  основном  подобны  астрономическим  телеско¬ 
пам,  за  исключением  того,  что  изображение  у  них  должно  быть  прямым.  Для 
переворачивания  изображения  служат  либо  призмы,  как  в  бинокле,  либо  до¬ 
полнительные  линзы.  Типичная  система  такого  рода  показана  на  рис,  6,11 « 


Рис.  6.9.  Бинокль. 


Рис.  6  10  Оборачивающая  призма 
Кенига 


В  качествѣ  объектива  телескопа  обычно  применяют  ахроматическую 
комбинацию  двух  линз,  у  которых  радиусы  кривизны  выбраны  так,  чтобы  сфе¬ 
рическая  аберрация  была  небольшой.  Для  этой  цели  подходит  склеенный  дублет 


Л1 


а) 

Рис.  6.12. 


с  первой  симметричной  двояковыпуклой  линзой  из  крона  и  второй  плоско-вог¬ 
нутой  из  флинта  (рис.  6,12,  а).  Если  нужно  устранить  не  только  сферическую 

аберрацию,  по  и  кому  (как,  например  в  вы¬ 
сококачественном  астрономическом  телеско¬ 
пе),  то  возникают  большие  трудности  при  ра¬ 
счете  обеих  несклеенных  компонент  объекти¬ 
ва,  от  радиуса  кривизны  которых  зависит 
аил  апатичность  конструкции.  Примерная 
конструкция  такого  типа  с  вогнуто-выпуклой 
компонентой  из  флинта  показана  на  рис* 
6.12,6. 

Чрезмерную  вогнутость  первой  поверх¬ 
ности  можно  уменьшить,  если  в  свободную  от 
комы  конструкцию  объектива  ввести  несфе- 
ричсскую  поверхность,  дающую  на  оси  си¬ 
стемы  стигматическое  изображение. 

Наиболее  распространенный  тип  объективов  с  передней  линзой  из  крона  — 
это  объектив  Фраунгофера .  Объектив  Штеинхеля  с  передней  линзой  из  флинта 
мепее  известен  вследствие  повышенной  чувствительности  флинта  (по  сравнению 
с  кроном)  к  воздействию  атмосферы. 

Фотовизуальный  объектив —  третий  тип  объектива,  широко  применяемый 
в  рефракторах,  показан  на  рис.  6.12,  в  Использование  трех  различных  сортов 
стекла  позволило  значительно  уменьшить  хроматическую  разницу  фокусных 


Объективы 

типа. 


различного 


а— склеенный  ахромат  б  —  апланати- 
ческий  ахромат,  $ — фотолизу  а  л  ыіьн 
объектив 
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расстояний  в  заданном  спектральном  интервале.  Такой  объектив  почти  одина¬ 
ково  хорош  как  для  фотографических,  так  и  для  визуальных  наблюдений  и  одно 
время  был  широко  распространен  в  астрономических  инструментах  с  диамет¬ 
рами  отверстий  до  30  см .  Значительная  кривизна  центральной  компоненты, 
затрудняющая  центрировку  системы,  и  нестабильность  флинтовой  компоненты 
уменьшают,  однако,  ценность  этих  объективов. 

Окуляры  зрительных  труб,  вообще  говоря,  должны  удовлетворять  двум 
требованиям.  Во-первых,  фокусное  расстояние  такого  окуляра  должно  обеспе¬ 
чивать  необходимое  увеличение  и,  во-вторых,  его  апертура  должна  быть  доста¬ 
точной,  чтобы  собрать  свет  от  протяженного  изображения.  Этим  требованиям 
удовлетворяет  одиночная  линза  (рис.  6.13,  а ),  но  более  удобна  система  из  двух 
меньших  линз,  показанная  на  рис. 

6.13,  б,  где  изображена  оптическая 
схема  окуляра  Рамсдена . 

Выходной 


а)  ^ 

Полевая  Глазная  Выходной 

линза  линза  зрачок 


Выходной 

д)  /  зрачок 


Выходной 

зрачок 


Рис.  6.13.  Однолинзовый  окуляр  (а)  и 
окуляр  Рамсдена  (б) 


Рис.  6.14.  Окуляр  Гюйгенса  (а)  и  окуляр 
Келлнера  (б). 


Окуляр  должен  давать  изображение  апертурной  диафрагмы  в  таком  месте, 
где  удобно  поместить  глаз.  Расстояние  между  этим  изображением  и  последней 
поверхностью  окуляра  называется  удалением  выходного  зрачка . 

Первая  линза  двухкомпонентного  окуляра  называется  полевой  линзой , 
так  как  ее  часто  помещают  очень  близко  от  первичного  изображения.  Она 
отделена  от  него  частично  для  того,  чтобы  стало  незаметным  любое  загрязнение 
или  дефект  линзы,  и  частично  для  того,  чтобы  в  плоскость  изображения  можно 
было  поместить  крест  нитей  или  сетку.  Вторая  компонента  окуляра  называется 
глазной  линзой. 

Наиболее  широкое  распространение  получили  окуляр  Рамсдена  и  изобра¬ 
женный  на  рис.  6.14,  а  окуляр  Гюйгенса.  Полевая  линза  у  последнего  нахо¬ 
дится  впереди  первичного  изображения.  Недостатком  окуляра  Гюйгенса  яв¬ 
ляется  небольшое  удаление  выходного  зрачка;  кроме  того,  им  нельзя  пользо¬ 
ваться  с  внешним  крестом  нитей.  В  этом  окуляре  сферическую  аберрацию 
нельзя  исправить  так  же  хорошо,  как  в  окуляре  Рамсдена,  но  зато  он  свобо¬ 
ден  от  поперечной  хроматической  аберрации  и  внеосевой  комы. 

Применение  двух  линз  вместо  одной  (см.  рис.  6.14)  способствует  устране¬ 
нию  хромаіической  аберрации,  и  коррекцию  окуляра  Рамсдена  можно  значи¬ 
тельно  улучшить  путем  замены  одиночной  глазной  линзы  дублетом.  Еще  более 
сложны  «ортоскоп и ческие»  и  «симметричные»  окуляры,  которые  в  основном 
подобны  окуляру  Рамсдена,  но  состоят  из  четырех  компонент.  Они  в  высокой 
степени  свободны  от  аберраций  (особенно  от  дисторсии)  и  обеспечивают  значи¬ 
тельное  удаление  выходного  зрачка  при  данном  увеличении, 
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Принцип  устройства  перископа ,  т.  е.  прибора,  предназначенного  для  рас¬ 
сматривания  предметов,  расположенных  так,  что  прямому  наблюдению  их  ме¬ 
шает  какое-либо  препятствие,  тог  же  что  и  у  зрительной  трубы.  Однако  два 


дополнительных  требования  значительно 


Рис.  6.15.  Перископические  зеркала. 


усложняют  его  конструкцию.  Во- 
первых,  в  перископе  ход  лучей  дол¬ 
жен  иметь  вид  ломаных  линий,  а 
сам  он  должен  давать  прямое,  не¬ 
перевернутое  изображение.  Для 
получения  такого  изображения  не¬ 
обходимо  тнбо  четное  число  отра¬ 
жений,  либо  полное  их  отсутствие. 
На  рис.  6.15  показаны  два  про¬ 
стых  устройства;  в  одном  из  них 
входящий  и  выходящий  световые 
пучки  распространяются  в  одну 
сторону,  в  другом  направления 
должно  работать  совместно  со  зритель- 
с  оборачивающей  трубой. 


г 

у 

% 

'  Т 

пучков  противоположны.  Первое 
ной  трубой,  дающей  прямое  изображение,  второе 
Еще  одно  устройство  показано  на  рис.  6.16,  направление  выходящего  из  него 


*) 

Рис.  6.17.  Трехлинчовые  системы  с  единичным  уве¬ 
личением 


пучка  остается  постоянным,  тогда  как  вращение  первой  призмы  обеспечивает 
возможность  наблюдения  в  пазных  направлениях.  Прямое  изображение  в  этой 
системе  сохраняется  с  помощью  призмы  Довей ,  которая  дает  одно  дополнитель¬ 
ное  отражение  и  вращается  со  скоростью  в  два  раза  меньшей,  чем  первая  приз- 


Таблица  6.1 


Фокусные  расстояния  линз 

Изображение 

Апертура 
на  оси 

Поле 

(рад) 

Виньетиро¬ 
вание  на 
краю  толя 

ІХ 

С  2 

с* 

а 

Ц2 

//4 

1/2 

Обратное 

А 

2  А/1 

0 

б 

1/ 6 

// 6 

//6 

Прямое 

А/2 

2  А/1 

100% 

в 

//11 

Ч  п 

//11 

|  Прямое 

А/  2 

1  и/21 

-860/с 
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ма.  Нижняя  «крышеобразная»  призма  (Амичи)  дополняет  число  отражений  до 
четырех. 

Второе  требование,  предъявляемое  к  перископу,  заключается  в  том,  что  он 
должен  иметь  большое  угловое  поле  зрения,  хотя  сама  перископическая  сис¬ 
тема  заключена  в  узкую  трубу.  Труба  диаметром  20  см  и  длиной  12  м  допускает 
максимальное  поле  зрения,  равное  лишь  2°.  Такие  требования  можно  удовле¬ 
творить,  только  заставив  свет  проходить  вдоль  трубы  сквозь  ряд  линз.  Расстоя¬ 
ния  между  ними  могут  быть  различными.  На  рис.  6.17  показаны  три  трехлин¬ 
зовые  системы  с  единичным  увеличением,  а  в  табл.  6.3  приведены  величины 
полей  зрения  и  эффективные  апертуры  этих  систем.  Очевидно,  что  с  увеличе¬ 
нием  числа  линз  диапазон  этих  величин  можно  расширить  *). 


Рис.  6.18.  Телескоп  Ньютона. 


§  6.4.  Зеркальный  телескоп 

В  астрономических  зеркальных  телескопах ,  или  рефлекторах ,  свет  от 
небесных  объектов  падает  на  вогнутое  главное  зеркало,  выполняющее  ту  же 
роль,  что  и  объектив  рефрактора,  а  именно,  образуя  действительное  изображе¬ 
ние  объекта  в  своей  фокальной  плоскости.  Это  изображение  либо  получается 
непосредственно  на  фотографіи  чес  кой 
пластинке,  либо  исследуется  визуально 
через  окуляр.  Астрономические  телеско¬ 
пы  подобного  типа  особенно  широко  ис¬ 
пользуются  в  паши  дни.  Так  же  как  и 
у  рефрактора,  увеличение  такого  теле¬ 
скопа  равно  отношению  фокусных  рас¬ 
стояний  объектива  и  окуляра. 

Первый  зеркальный  телескоп  был 
построен  в  1668  г.  Ньютоном.  В  создан¬ 
ном  им  телескопе  на  пути  лучей,  отраженных  от  главного  зеркала,  устанавлива¬ 
лось  еще  небольшое  плоское  зеркальпс,  отклоняющее  лучи  так,  чтобы  удобно 
было  рассматривать  изображение  (рис.  6.18).  Такое  устройство  известно  под 
названием  телескопа  Ньютона, 

Для  получения  стигматического  осевого  изображения  зеркало  должно 
быть  параболическим.  Однако  у  параболического  зеркала  внеосевые  изображе¬ 
ния  искажаются  сильной  комой,  в  результате  чего  при  больших  относительных 
апертурах  пригодное  для  работы  поле  зрения  становится  очень  малым.  При  зер¬ 
кале  диаметром  90  см  с  фокальным  от¬ 
ношением  //6  поле  зрения  составляет  при¬ 
мерно  20',  тогда  как  у  наибольшего  совре¬ 
менного  телескопа  Хале  с  главным  зерка¬ 
лом  диаметром  5  м  угловое  поле  зрения 
равно  приблизительно 45'  [15]**). 

В  других  типах  зеркальных  телеско¬ 
пов  главная  оптическая  система  состоит 
из  двух  зеркал.  Из  них  первое  всегда  вогнутое.  В  телескопе  Кассегрена  второе 
зеркало  выпуклое  (рис.  6.19).  В  больших  астрономических  телескопах  такое 
устройство  часто  заменяет  ньютоновское.  Для  получения  разных  фокусных 
расстояний  можно  использовать  различные  зеркала.  Если  в  телескопах  этой 
системы  применяется  параболическое  главное  зеркало,  то  второе  зеркало  долж¬ 
но  быть  гиперболическим.  Можно  выбрать  и  другие  формы  зеркал,  дающие  стиг¬ 
матическое  осевое  изображение  при  различных  величинах  внеосевой  комы. 
В  §  4.10  упоминалась  двухзеркальная  система,  предложенная  Шварцшильдом, 


Рис.  6.19  Телескоп  Кассегрена. 


*)  Дополнительные  сведения  можно  найти  в  статье  Смита  [14]. 
*♦)  Общее  описание  5-метрового  телескопа  см,  в  статьях  [16,  17]. 
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которая  полностью  апланатична.  Однако  форма  зеркал  у  нее  более  сложная. 
Система  Кассегрена  получила  широкое  распространение  в  земных  зрительных 
трубах,  предназначенных  для  рассматривания  ландшафтов,  так  как  при  невы¬ 
сокой  стоимости,  компактности  и  большом  фокусном  расстоянии  она  дает  боль¬ 
шое  увеличение,  не  уменьшая  вместе  с  тем  удаление  выходного  зрачка. 

В  менее  известном  телескопе  Грегори  вогнутое  второе  зеркало  устанавли¬ 
вается  позади  фокуса  главного  зеркала.  / 

У  крупнейших  рефлекторов  с  помощью  второго  зеркала  легко  получить 
очень  большие  фокусные  расстояния,  значительно  превышающие  фокусные 
расстояния  наибольших  рефракторов.  В  системе  К  у  де  свет  отражается  от  треть¬ 
его  (плоского)  зеркала  вдоль  оси  вращения  инструмента,  что  позволяет  напра¬ 
вить  свет  в  неподвижный  спектрограф. 

Одно  из  существенных  преимуществ  зеркального  телескопа  —  полное 
отсутствие  хроматической  аберрации.  Поскольку  кривизна  зеркальной 
поверхности  может  быть  значительно  меньше,  чем  у  линз  объектива,  можно 
строить  зеркальные  телескопы  с  фокальным  отношением  много  меньшим,  чем 
у  рефракторов,  что  в  свою  очередь  обеспечивает  более  яркое  изображение 
и  приводит  к  большей  компактности  оптической  системы.  Кроме  того,  зеркало 
можно  сделать  больше  линзы,  так  как  оптические  неоднородности  в  толще  стек¬ 
ла  для  зеркала  не  имеют  значения. 

Основными  недостатками  астрономических  рефлекторов  являются  чувстви¬ 
тельность  зеркальной  поверхности  и  самой  трубы  телескопа  к  изменениям  тем¬ 
пературы,  малость  углового  поля  зрения  и  трудность  осуществления  достаточно 
жесткой  механической  конструкции.  Последнее  обстоятельство  служило  при¬ 
чиной  наибольших  затруднений,  возникавших  у  конструкторов  телескопа 
Хале. 

Успешное  применение  зеркального  телескопа  с  фотографической  регист¬ 
рацией  вызвало  стремление  увеличить  поле  зрения  телескопа.  Один  из  методов, 
пригодных  для  увеличения  полезного  поля,  заключается  в  том,  что  непосредст¬ 
венно  перед  фотопластинкой  устанавливается  полевая  линза,  рассчитанная 
так,  чтобы  вносимая  ей  внеосевая  кома,  компенсировала  кому  главного  зеркала. 
Таким  путем  с  зеркалом  диаметром  80  см 
достигается  поле  зрения  порядка  1,5°  [183. 

Значительное  увеличение  углового 
поля  можно  получить  при  фотограф ир о- 


Сферическое  Диафрагма, 

ткало 

Рис.  6.20.  Камера  Шмидта. 

Кривизна  корректирующей  пластинки  значительна 
преувеличена 

вании  с  помощью  большой  зеркальной  системы,  предложенной  в  1930  г. 
Шмидтом  и  упоминавшейся  в  §  4.10  [19,  20].  Параболическое  зеркало  дает  безу¬ 
пречное  изображение  в  осевых  лучах  и  плохое  изображение  из-за  комы  на 
небольших  расстояниях  от  оси.  Сферическое  зеркало  с  апертурной  диафрагмой 
в  центре  кривизны  С  даст  однородные  изображения  с  сильной  сферической 
аберрацией  на  широкой  тоже  сферической  поверхности  с  тем  же  центром  кри¬ 
визны.  Шмидт  поместил  в  плоскости  апертурной  диафрагмы  тонкую  почти  пло- 
скопараллельную  пластинку.  Одна  ее  сторона  была  плоской,  другая  имела 


-т 


К 

а) 

Рис.  6.21.  Сечение  корректирую¬ 
щих  пластинок  Шмидга. 
Кривизны  значительно  преувеличены 
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сложный  профиль  (рис.  6.20,  6.21).  Такая  пластинка  называется  корректирую¬ 
щей ,  и  ее  назначение  заключается  в  предварительной  коррекции  входящего  в  си¬ 
стему  плоского  волнового  фронта  с  целью  полной  компенсации  сферической 
аберрации,  вносимой  сферическим  зеркалом. 

Нетрудно  вывести  уравнение  для  асферической  поверхности  корректирую¬ 
щей  пластинки  камеры  Шмидта.  Для  этого  сравним  уравнение  сферического, 
и  параболического  зеркал.  Уравнение  сферического  зеркала  радиуса  =  2/ 
имеет  вид  (рис.  6.22) 

(г<*-2/)*  +  *г  =  (2/)\ 

т.  е. 


-Д5)  —  Уі  1 
*  ”  А.І  * 


У* 


4/  *  64/3 


+  - 


тогда  как  для  параболического  зеркала  того  же  па¬ 
раксиального  радиуса  (#  =  2/)  имеем 

МП  _  И 

г  -  4Г 


Рис.  6.22  Сферическое 
зеркало. 


Поскольку  пучок  параллельных  лучей,  идущих  в  нап¬ 
равлении  оптической  оси,  при  отражении  от  парабо¬ 
лического  зеркала  остается  стигматическим,  в  зоне 

радиуса  у  величина  предварительной  коррекции,  которую  нужно  внести  в  вол¬ 
новые  фронты,  падающие  на  сферическое  зеркало,  приблизительно  равна 


2(ги 


.20»)=  Л 

'  32/3 ' 


Мы  пренебрегли  здесь  членами  с  у  в  шестой  и  более  высоких  степенях  *). 
Пройдя  корректирующую  пластинку,  лучи  останутся  почти  параллельными, 
так  что  практически  не  важно,  изменяется  ли  у  на  зеркале  или  на  пластинке. 
Следовательно,  если  п — показатель  преломления  пластинки,  то  ее  толщина 
Т  (у)  в  зоне  радиуса  у  должна  превышать  ее  толщину  на  оси  7(0)  на  величину 

(я- 1)  [т  (У)-Т  (0)]  =  2  (*»—*«*), 

т.  е. 

Т(у)-Т( 0)-з2(Д11/5.  (1) 


Сечение  такой  корректирующей  пластинки  показано  на  рис.  6.21,  а. 

Необходимое  отклонение  от  сферичности  очень  невелико.  Для  примера 
рассмотрим  камеру  Шмидта  //3,5  с  апертурным  диаметром  корректирующей 
пластинки  2г/0=  40  см  и,  следовательно,  фокусным  расстоянием  /  —  140  см. 
При  п  =  1,5  максимальная  асферичность  [Т (у)  —  7(0)1іѴЫКС,  согласно  (1), 
равна 


У* 

32  (л—  I)/3 


0,0036  см. 


Дальнейшего  улучшения  можно  добиться  сравнением  сферического  зерка¬ 
ла  с  несколько  иным  «сравнительным  параболоидом».  Если  /' —  фокусное  рас¬ 
стояние  параболоида,  то  *=  у2/4/\  и  вместо  (1)  для  поверхности  пластинки 
получим 


Т  (у)  —  Т  (0)  = 


у4— Л  у3 
32  ( д  —  1 )  /3  * 


(2) 


*)  Можно  показать,  что  это  приближение  допустимо,  если  фокальное  отношение  для 
камеры  Шмидта  не  меньше  чем  приблизительно  //3. 
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где 


С  корректирующей  пластинкой  (2)  лучи,  параллельные  оси,  сойдутся  после 
прохождения  системы  в  точке,  находящейся  на  расстоянии  /'  от  осевой  точки 
зеркала.  Эту  добавочною  степень  свободы  (выбор  величины  /')  можно  исполь¬ 
зовать  для  уменьшения  хроматической  аберрации,  вносимой  пластинкой.  Так 
как 

$-0,  когда  у(2і/—А)  =  0, 

то  луч,  параллельный  оси  и  отстоящий  ог  нее  на  расстоянии  у  —  V Л/2»  не 
отклоняется  пластинкой.  Зона  радиуса  у  — У  Л/2  называется  нейтральной  зо¬ 
ной.  Для  того  чтобы  хроматическая  аберрация  стала  минимальной,  нейтраль¬ 
ная  зона  должна  доходить  почти  до  края  пластинки,  как  это  показано  на 
рис.  6.21,  б  Точнее,  можно  показать,  что  диаметр  кружка  смешанных  цветов 
будет  наименьшим,  если  радиус  нейтральной  зоны  составляет  приблизительно 
0,87  радикса  пластинки.  Это  соответствует  выбору  А~'ЧЛу1[ 21,  22]. 

Конечно,  корректирующая  пластинка  отклоняет  проходящие  через  нее 
косые  пучки  иначе,  чем  пучки,  падающие  на  нес  нормально;  поэтому  такая 
система  не  свободна  от  внеосевых  аберрации.  Следует  подчеркнуть,  что  качество 


Рис.  6  23.  Камера  Шми^а  —  Кассегрена  (а)  и  суперкамера  Бекера  —  Шмидта  (б) 


изображений,  полученных  на  сферической  поверхности,  концентрической 
главному  зеркалу,  превосходно  *).  Это  относится  также  и  к  камере  Шмидта 
с  малым  фокальным  отношением,  работающей  по  полю,  во  много  раз  превышаю¬ 
щему  поля,  поручающиеся  с  обычными  системами. 

Рассматривались  и  более  сложные  системы,  использующие  принцип 
камеры  Шмидта  “*),  а  некоторые  из  них  были  даже  построены  Наиболее  ин¬ 
тересны*  камера  Шмидта  —  Кассегрена ,  в  которой  используются  два  зеркала 
(сферические  или  несферические)  совместно  с  корректирующей  пластикой 
(рис.  6  23,  а),  и  суперкамера  Бекера — Шмидта ,  состоящая  из  сферического 
зеркала,  двух  менисков  и  корректирующей  пластинки  (рис.  6.23,  б).  К  достоин¬ 
ствам  первой  следует  отнести  плоское  ноле  изображения,  более  удобное,  чем 
в  камере  Шмидта,  а  также  то,  что  ее  общая  длина  меньше,  чем  у  камеры  Шмидта 
с  тем  же  фокусным  расстоянием.  Суперкамера  Бекера —  Шмидта  может  рабо¬ 
тать  с  предельно  малыми  фокальными  отношениями. 


)  Это  отчасти  связано  с  том,  что  кривизна  поля,  как  можно  показать,  является  единст¬ 
венной  первичнои  аберрацией  [21]  Аберрации  пятого  порядка  в  камере  Шмидта  исследо 
вались  Карлтеои  он  [23|  ц  Линфутоѵі  [22| 

*  *)  ОГ  «  р  іакчх  систем  см.  в  [24—26]  Более  полное  описание  суперкамеры  Бекера— Шмил- 

гл*  1 07 1  г  г 
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§  6.5.  Осветители 

Назначение  осветителей  —  собрать  как  можно  больше  света  от  искусствен¬ 
ного  источника  и  направить  его  с  допустимым  углом  расхождения  во  входной 
щачок  оптической  системы.  Источники  света  имеют  конечные  размеры,  и  по¬ 
этому  конструкция  осветительного  прибора  в  такой  же  степени  зависит  от  при¬ 
роды  источника,  как  и  от  назначения  требуемого  освещения.  На  рис.  6.24  по¬ 
казан  входной  зрачок  оптической  системы,  которая  требует  освещения  по  всем 


Рис,  6.24.  К  работе  осветительного  прибора. 


а)  І)  ■ 

Рис.  6,25,  Конденсоры. 


направлениям,  образующим  с  осью  углы,  не  превышающие  значения  <р.  Диа¬ 
метр  зрачка  равен  г .  Пусть  а  —  диаметр  источника,  кошрый  мы  считаем  круг¬ 
лым.  Для  большей  эффективности  осветительной  системы  она  должна  давать 
увеличение  г!А,  а  ее  апертура  должна  быть  видна  из  центра  входного'  зрачка 
под  телесным  углом  2ір.  Рабочее  расстояние  да  должно  превышать  некоторую 
заданную  величину.  Из  рассмотрения  рис.  6.24  следует,  что  чем  меньше 
тем  больше  угол  охвата  2і|‘  и,  следовательно,  потери  света  малы.  Большие  углы 
освещения  (большое  <р)  часто  позволяют  уменьшитъ  отношение  да/г,  что  ведет 
к  более  эффективному  использованию  больших  источников.  Таким  образом  оче¬ 
видно,  что  в  каждом  частном  случае  существуют  ограничения  на  величину 
источника,  который  еще  можно  удовлетворительно  использовать,  и  эти  огра¬ 
ничения  становятся  менее  строгими  при  больших  допустимых  углах  освещения. 
В  фотоувеличителе  (<ря*20°)  большие  источники  (матированные  лампы  или 
трубки  с  холодным  катодом)  часто  обеспечивают  хорошее  освещение.  Для  кино¬ 
проектора  (ф^5°),от  которого  требуется  максимальная  освещенность,  пригод¬ 
на  нить  электролампы.  Если  размеры  прожектора,  который  должен  обеспечить 
большой  поток  в  угле  1 — 2°,  не  чрезмерно  велики,  то  в  нем  могут  применяться 
только  очень  яркие  источники  малых  размеров. 

Очень  часто  осветитель  может  быть  сконструирован  просто  из  подходящего 
источника  и  конденсор  ной  линзы.  Для  успешного  использования  малых 
источников  эта  линза  должна  быть  по  возможности  свободна  от  аберраций. 
Каждый  конденсор  можно  заменить  «фокальной  сферой»,  соответствующей  ис¬ 
точнику  минимального  размера,  с  которым  еще  можно  эффективно  работать. 
Конденсор  иэ  двух  плоско-выпуклых  линз  (рис.  6.25,  а)  дает  обычно  вполне 
удовлетворительные  результаты.  Иногда  предпочтение  отдается  более  сложной 
трехлинзовой  системе  (рис.  6.‘25,  б),  тогда  как  в  других  случаях  оказывается 
достаточной  одиночная  линза. 

Условия  освещения  в  микроскопах  требуют  более  полного  обсуждения 
и  будут  рассмотрены  ниже,  в  пп.  8.6.3  и  10.5.2. 


§  6.6.  Микроскоп 

Кажущаяся  величина  предмета  определяется  величиной  его  изображения 
на  сетчатке,  В  случае  невооруженного  глаза  кажущийся  размер  зависит  от  угла, 
под  которым  предмет  виден.  Для  нормального  глаза  наименьшее  расстояние 
отчетливого  зрения,  как  указывалось  в  §  6.1,  примерно  равно  25  см,  Это  рас- 
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стояние  наиболее  удобно  для  рассматривания  деталей  предмета.  Если  перед 
глазом  поместить  собирательную  линзу,  то  рассматриваемый  предмет  можно 
значительно  приблизить  к  глазу.  И  хотя  такая  линза  образует  мнимое  увеличен¬ 
ное  изображение  на  расстоянии,  превышающем  расстояние  до  предмета 

(рис.  6.26),  рассматривать  его  удоб¬ 
нее,  чем  сам  предмет. 

Увеличение,  приборов,  служа¬ 
щих  для  рассматривания  близких 
предметов,  определяется  как  отно¬ 
шение  углового  размера  изображе¬ 
ния,  находящегося  на  расстоянии 
иаилучшсго  зрения  (обычно  25  см) 
к  угловому  размеру  предмета,  от¬ 
несенного  на  то  же  расстояние.  Это  эквивалентно  определению  обычного 
линейного  увеличения  М  в  том  случае,  когда  изображение  находится  на  рас¬ 
стоянии  наилучшего  зрения  от  выходного  зрачка  прибора.  Для  простой  линзы 
(см.  рис.  6.26)  имеем 

М  =  Т=Т  ’  (в 


Рис.  6.26.  Лупа. 


где  С'—  25  см — -^расстояние  наилучшего  зрения.  Согласно  (4.4,31) 


2 _ I _ 1__ 


(2) 


М=  1  + 


С 


=  1  + 


?5 


(3) 


1/1  1  1/1  ’ 

в  последнем  выражении  фокусное  расстояние  /  измеряется  в  сантиметрах*  Так 
как  /  обычно  мало  по  сравнению  с  25  см ,  увеличение  можно  записать  как 

.  (4) 

На  практике  различные  типы  луп,  например  простая  двояковыпуклая  лин¬ 
за  и  ахроматический  дублет,  очень  часто  используются  в  карманных  лупах 


Рис.  6.27.  Схема,  Иллюстрирующая  принцип  устройства  микроскопа. 


или  в  лупе  часовщика.  Часто  встречается  система  из  двух  раздельных  плоско- 
выпуклых  линз,  сходная  с  окуляром  Рамсдеиа  (см.  рис.  6.13,  б).  Очевидно 
что  при  большом  поле  зрения  и  большом  увеличении  расстояние  между  предме¬ 
том  и  глазом  становится  недопустимо  малым.  По  этой  причине  Галилей  пред¬ 
ложил  около  1610  г.  конструкцию  микроскопа ,  оптическая  система  которого 
состояла  из  короткофокусного  объектива  и  окуляра-лупы.  В  такой  системе 
увеличение  осуществляется  в  две  ступени  (рис.  6.27). 

Объектив  микроскопа  образует  увеличение  изображения  предмета  в  плос¬ 
кости,  удобной  для  рассматривания  через  окуляр .  Увеличение  объектива  рав¬ 
но  ■ — где  и  рабочие  расстояния  объектива,  удовлетворяющие 
соотношению  (2).  Если  Д —  фокусное  расстояние  окуляра,  измеренное  в  сан¬ 
тиметрах,  то  его  увеличение,  согласно  (4),  равняется  25/|/і[,  Следовательно, 


§  6.61 
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увеличение  всей  системы  равно 

М=* 


25 
!/і  I 


Ѣо 


Отрицательная  величина  М  указывает  на  то,  что  изображение  получается  пере¬ 
вернутым.  Увеличения  объектива  и  окуляра  обычно  даются  в  описании  микро¬ 
скопа  отдельно. 

Другая  величина,  представляющая  интерес  при  описании  микроскопиче¬ 
ского  объектива, —  это  его  числовая  апертура  (Ч.  А.).  Она  была  определена 
в  п.  4.8.2  как  произведение  п  зіп  Ѳ, 
где  Ѳ  —  половина  угловой  апертуры 
в  пространстве  предмета  (т.  е.  поло¬ 
вина  угла  при  вершине  конуса  лучей, 
исходящих  из  осевой  точки  предмета 
и  попадающих  на  объектив),  а  п  — 
показатель  преломления  среды  в  про¬ 
странстве  предмета.  Эта  величина 
служит  мерой  не  только  светосилы 
объектива,  но,  как  будет  показано  в 
п.  8.6.3,  и  его  разрешающей  способ¬ 
ности,  т.  е.  предельной  четкости  деталей,  которую  он  дает.  Здесь  мы  рас¬ 
скажем  о  способах  получения  наивысшей  числовой  апертуры. 

Объективы  микроскопа,  вообще  говоря,  должны  быть  хорошо  исправлены 
на  сферическую  и  хроматическую  аберрации,  а  также  на  кому,  так  как  они 
предназначены  для  работы  с  предельно  большими  апертурами.  Для  объектива 
с  небольшим  увеличением  (~10><)  можно  воспользоваться  системой  из  двух 
отдельных  склеенных  ахроматических  линз  (рис.  6.28,  а)>  исправленной  на 
сферическую  аберрацию  и  кому.  Однако  такая  комбинация  линз  не  годится  для 
объективов  с  большим  увеличением  (~50х  и  больше).  В  этом  случае  приме¬ 
няются  другие  системы  линз,  в  которых  используется  существование  на  сфер  и-  * 
ческих  поверхностях  апланатичсских  точек  (см.  п.  4.2.3).  Это  осуществляется 


а)  ф  е) 

Рис  6.28  Объективы  микроскопов. 

1  а—  малое  увеличение,  б  —среднее  увеличение; 
<?  — большое  увеличение. 


Рис.  6.29.  Уменьшение  углового  расхождения  лучей  в  микроскопе. 


следующим  образом.  Предмет  помещается  в  точке  Р  вблизи  плоско-выпуклой 
линзы  (рис.  6.29,  а ).  Пространство  между  предметом  и  линзой  заполняется 
маслом  с  показателем  преломления  я,  очень  близким  к  показателю  преломле¬ 
ния  линзы.  Если  С —  центр  кривизны  исправленной  поверхности  линзы,  а  г- — 
ее  радиус  кривизны,  то  мнимое  изображение  Рх  точки  Д,  отстоящей  от  С  на 
расстоянии  гхіпи  находится  на  расстоянии  плгх  от  С  и  обе  эти  точки  связаны  ус¬ 
ловием  апланатизма.  Таким  путем  достигается  большая  числовая  апертура 
и  в  системе  уменьшается  расхождение  лучей,  исходящих  из  Р ,  без  внесения 
монохроматических  аберраций.  Однако  при  этом  возникает  хроматическая 
аберрация  и  се  следует  скомпенсировать  осгальной  частью  ошичеекой  системы. 
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Можно  еще  уменьшить  расхождение  лучей  дополнительным  положитель¬ 
ным  мениском  *)  (рис.  6.29,  б).  Центр  кривизны  передней  поверхности  мениска 
находится  в  точке  Ри  а  радиус  его  задней  поверхности  выбирается  так,  чюбы  Р 
была  апланатической  точкой  этой  поверхности.  Лучи,  преломленные  на  задней 
поверхности  мениска,  образуют  мнимое  изображение  в  другой  апланатической 
точке  Р ^  ) 

Добавление  других  менисков  дает  последовательный  ряд  мнимых  изоб¬ 
ражений  Р з,  Р4,  лежащих  все  дальше  и  дальше  от  Р.  Таким  образом, 
угловое  расхождение  лучей  становится  все  меньше  и  меньше.  Однако  редко 
применяют  больше  двух  линз,  так  как  нельзя  полностью  скомпенсировать  вно¬ 
симую  ими  хроматическую  аберрацию. 

Описанные  выше  иммерсионные  объективы  позволяют  работать  с  более  ши¬ 
роким  конусом  лучей,  чем  сухие  объективы  такого  же  диаметра.  В  случае  сухих 
объективов  лучи,  выходящие  из  покровного  стекла,  защищающего  рассматри¬ 
ваемый  предмет,  попадают  в  воздух  и,  преломляясь,  отклоняются  наружу. 
Следовательно,  расхождение  лучей  увеличивается.  При  использовании  же  объ¬ 
ективов  с  масляной  иммерсией  лучи,  выходящие  из  покровного  стекла,  не  пре¬ 
ломляются.  Наибольшую  числовую  апер¬ 
туру  можно  получить  только 

у  таких  объективов. 

Значительно  большие  требования 
предъявляются  к  объективам  микроско¬ 
па,  предназначенным  для  работы  в  ближ¬ 
ней  ультрафиолетовой  ( А,  ~  2500  \),  види¬ 
мой  и  близкой  инфракрасной  областях 
спектра.  Так,  например,  если  микроскоп 
должен  использоваться  в  сочетании  со 
.спектрографом  и  фотометрОхМ,  необходи¬ 
ма  высокая  степень  ахроматизацин. 

Расчетом  ахроматических  объекти¬ 
вов  к  микроскопам  впервые  системати¬ 
чески  занялся  Бурх  [29)  **),  взявший  за  основу  аналитическое  решение  Шв^рц- 
шильда  для  двухзеркальной  апланатической  системы,  о  которой  упоминалось 
в  §4. 10.  Бурх  нашел,  что  если  числовая  апертура  превышает  0,5,  то  по  крайней 
мере  одно  из  зеркал  должно  быть  асферическим.  Тем  не  менее  в  зеркальных 
системах  невозможно  осуществить  такие  же  большие  числовые  апертуры, 
как  в  хороших  иммерсионных  объективах.  Типичный  ахроматический  объектив 
Бурха  показан  схематически  на  рис.  6.30.  Не  считая  ахроматичности,  его  ос¬ 
новное  достоинство  заключается  в  большом  рабочем  расстоянии,  т.  е.  расстоя¬ 
нии  между  предметом  и  ближайшей  поверхностью  объектива.  Оно  может  быть 
столь  же  большим,  как  и  фокусное  расстояние  объектива.  Недостатком  такой 
системы  является  присутствие  второго  зеркала,  загораживающего  часть  света. 
В  системах  с  малой  числовой  апертурой,  использующих  сферические  поверх¬ 
ности,  такое  «загораживание»  может  превышать  45%. 

Рассматривались  также  и  зеркально-линзовые  объективы  микроскопов. 
Так,  была  предложена  система,  в  которой  отражения  происходят  внутри  стекла 
на  концентрических  сферических  покрытых  серебром  поверхностях  [30].  Се¬ 
ребро  на  второй  поверхности  нанесено  так,  что  «загораживание»  уменьшено  до 
20%.  Двухзеркальный  объектив  с  относительно  малым  «загораживанием» 
описан  Грейем  131 1.  Он  применил  кварцевые  и  флуоритовые  компоненты  с  боль¬ 
шой  кривизной,  которые  при  условии  обеспечения  необходимой  «цветовой» 


Рис.  6.30.  Зеркальный  объектив  микро¬ 
скопа  Бурха. 


*)  Этот  метод  предложен  Лмичи  1281. 

**)  Б  первой  его  статье  содержится  также,  обзор  ранних  исследований  по  ахроматичес¬ 
ким  объективам  для  микроскопов, 
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коррекции  в  ультрафиолетовых  и  видимых  областях  спектра  вполне  заменяют 
поверхности  сложной  формы,  Необходимые  при  работе  с  зеркалами. 

Обычно  предметы,  исследуемые  под  микроскопом,  сами  не  светятся  и,  сле¬ 
довательно,  нуждаются  в  постороннем  освещении.  Во  многих  случаях  рассмат¬ 
риваемые  предметы  представляют  собой  тонкий  срез  прозрачного  вещества 
и  наблюдаются  в  проходящем  свете.  В  системах  с  небольшой  числовой  апер¬ 
турой  (Ч.  А.  до  0,25)  вполне  достаточно  рассеянного  дневного  света,  отражен¬ 
ного  под  углом  от  вогнутого  зеркала.  В  других  случаях  необходимо  пользо¬ 
ваться  искусственными  источниками.  Для  большей  концентрации  света  приме¬ 
няется  вспомогательная  система  линз,  или  конденсор.  Существует  много  различ¬ 
ных  способов  освещения  микроскопических  объектов;  два  из  них  будут  описаны 
в  гл.  10. 

В  настоящем  параграфе  содержались  только  основные  сведения  о  микро¬ 
скопе.  Полное  обсуждение  вопросов,  связанных  с  формированием  изображения 
в  микроскопе,  нуждается  в  более  тонких  методах  (см.  п.  8.6.3  и  §§  9.5  и  10.5), 
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ГЛАВА  7 


ЭЛЕМЕНТЫ  ТЕОРИИ  ИНТЕРФЕРЕНЦИИ 
И  ИНТЕРФЕРОМЕТРЫ 


§7.1.  Введение 

В  гл.  3  из  основных  уравнений  электромагнитной  теории  была  получена 
геометрическая  модель  распространения  света  и  было  показано,  что  в  некото¬ 
ром  приближении  изменение  интенсивности  в  пучке  света  можно  описать  как 
функцию  площади  поперечного  сечения  трубки  лучей.  При  суперпозиции  двух 
или  большего  числа  световых  пучков  распределение  интенсивности  в  общем 
случае  уже  нельзя  описывать  таким  простым  способом.  Так,  если  свет  от  одного 
источника  разделить  подходящим  прибором  на  два  пучка  и  затем  наложить 
их  друг  на  друга,  то  интенсивность  в  области  суперпозиции  пучков  будет  из¬ 
меняться  от  точки  к  точке,  достигая  максимума,  превышающего  сумму  интен¬ 
сивностей  пучков,  и  минимума,  который  может  оказаться  равным  нулю.  Это 
явление  называется  интерференцией .  Ниже  мы  увидим,  что  при  суперпозиции 
пучков  строго  монохроматического  света  интерференция  возникает  всегда. 
Однако  свет  от  реальных  физических  источников  никогда  не  бывает  строго  мо¬ 
нохроматическим,  и,  как  мы  знаем  из  теории  атомного  строения,  его  амплитуда 
и  фаза  флуктуируют  непрерывно  и  так  быстро,  что  ни  глаз,  ни  обычный  физиче¬ 
ский  детектор  не  могут  уследить  за  их  изменениями.  Если  два  световых  пучка 
происходят  от  одного  источника,  то  возникающие  в  них  флуктуации,  вообще 
говоря,  коррелированія,  и  о  таких  пучках  говорят,  что  они  полностью  или  час¬ 
тично  когерентны ,  в  зависимости  от  того,  будет  ли  эта  корреляция  полной  или 
частичной.  В  световых  пучках  от  разных  источников  флуктуации  совершенно 
независимы,  и  пучки,  как  говорят,  взаимно  некогерентны .  При  наложении 
таких  пучков  от  независимых  источников  интерференция  в  обычных  экспери¬ 
ментальных  условиях  ие  наблюдается,  и  полная  интенсивность  равна  сумме 
интенсивностей  отдельных  пучков.  Далее  (см.  гл.  10)  мы  увидим,  что  «степень 
корреляции»  между  флуктуациями  в  двух  световых  пучках  определяет  «чет¬ 
кость»  интерференционных  эффектов,  возникающих  при  суперпозиции  пучков, 
и  наоборот,  «степень  корреляции»  сама  определяется  этими  эффектами. 

Существуют  два  общих  метода  получения  интерферирующих  пучков  из 
одного  светового  пучка,  и  они  лежат  в  основе  классификации  устройств,  при¬ 
меняемых  в  интерферометрии.  В  одном  из  них  пучок  делится,  проходя  сквозь 
близко  расположенные  друг  к  другу  отверстия.  Такой  метод  —  метод  деления 
волнового  фронта — пригоден  только  при  достаточно  малых  источниках. 
В  другом  способе  пучок  делится  на  одной  или  нескольких  частично  отражаю¬ 
щих,  частично  пропускающих  поверхностях.  Этот  метод — ■ метод  деления 
амплитуды  —  может  применяться  с  протяженными  источниками  и  обеспечи¬ 
вает  большую  интенсивность,  чем  первый  метод.  В  любом  случае  удобно  рас¬ 
сматривать  отдельно  явления,  возникающие  при  суперпозиции  двух  пучков 
(двухлучевая  интерференция ),  и  явления,  возникающие  при  суперпозиции 
большего  их  числа  (многолучевая  интерференция ). 

Интерференционные  явления,  исторически  послужившие  доказательством 
волновой  теории  света  (см.  «Историческое  введение»),  и  в  наши  дни  имеют  важ¬ 
ные  практические  применения,  например  в  спектроскопии  и  метрологии.  В  на¬ 
стоящей  главе  мы  коснемся  главным  образом  идеализированного  случая  ин¬ 
терференции  световых  пучков  от  строго  монохроматических  источников,  Эле- 
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ментарная  теория  монохроматических  волн  вполне  достаточна  для  описания 
действия  приборов,  применяемых  в  подавляющем  большинстве  интерференци¬ 
онных  исследований.  В  случае  необходимости  мы  с  помощью  теоремы  Фурье 
учтем,  что  реальные  источники  далеко  не  монохроматичны.  Это  обстоятельство 
всегда  подразумевается  в  нашем  представлении  о  протяженных  источниках, 
которые  мы  считаем  состоящими  из  большого  числа  взаимно  пекогерентпых 
точечных  источников.  В  настоящей  главе  мы  всегда  (когда  это  возможно) 
будем  предполагать,  что  поведение  отдельных  пучков  лучей  подчиняется  зако¬ 
нам  геометрической  оптики  и  будем  пренебрегать  дифракционными  явлениями, 
которые,  как  кратко  указано  в  п.  3.1.4,  возникают  вблизи  фокальных  точек 
и  границ  тени.  Эти  явления  будут  подробно  рассматриваться  в  гл.  8  для  случая 
монохроматического  света.  Общий  случай  интерференции  и  дифракции  поли¬ 
хроматического  частично  когерентного  света  будет  рассмотрен  в  гл*  10. 

§  7.2.  Интерференция  двух  монохроматических  волн 

Интенсивность  света  /  определялась  как  усредненное  по  времени  количе¬ 
ство  энергии,  пересекающее  единицу  площади,  перпендикулярной  к  направле¬ 
нию  потока  энергии,  в  единицу  времени.  Для  плоской  волны,  согласно  (1.4.8) 
и  (1/4.9),  имеем  _ 

1~Ѵ<Ш>  =  ±Ѵ^<  Е«>  =  ^У^<Н*>.  (1) 

В  глг.  3  мы  видели,  что  эти  соотношения  справедливы,  по  крайней  мере  как 
приближения,  и  для  волн  более  общего  типа.  Так  как  мы  будем  сравнивать 
интенсивности  в  одной  и  той  же  среде,  можно  считать  величину  <Е2>  мерой 
интенсивности.  Большей  частью  мы  будем  иметь  дело  с  монохроматическим 
полем,  и  поэтому  представим  электрический  вектор  Е  в  виде 

Е  (г,  і)  —  Не  {А  (г)  ехр  (— -  ко*)}  =?  х!%  [А  (г)  ехр  (-Ш)  +  А*  (г)  ехр  (ко/)]^  (2) 

Здесь  А  — •  комплексный  вектор  с  декартовыми  компонентами 

Лх  =  а1  (г)  ехр  [і§г( г)],  Лу=а2( г)  ехр  [іёі  (г)] ,  Ая  =  ал( г)  ехр  [^3(г)],  (3) 

где  сіу  и  (/=  1 ,  2,  3) — вещественные  функции.  Для  однородной  плоской 
волны  амплитуды  постоянны,  тогда  как  фазовые  функции  имеют  вид 
%  і  (г)  -  к  •  г — б,-,  где  к  —  волновой  вектор,  а  67 — •  фазовые  постоянные,  опре¬ 


деляющие  состояние  поляризации.  Из  (2)  имеем 

Е2  =х/4  (А2  ехр  2Ш]  +  А*2  ехр  [2 Ш]  +  2А*А*)ѵ  (4) 

Отсюда,  усредняя  по  времени  в  интервале,  большом  по  сравнению  с  перио¬ 
дом  Т  =  2л/ со,  находим 

<Е2>  -  V* А  *  А*  =  V,  (I А + 1  Ау  |2  + 1  Аг  Н  =  Ѵі  №  +  <«  +  аі) .  (5) 

Предположим  теперь,  что  в  некоторой  точке  Р  происходит  суперпозиция 
двух  монохроматических  волн  Ех  и  Е2.  Результирующее  электрическое  поле 
в  Р  имеет  вид 

Е^ЕД  +  Е2  (6) 

и,  следовательно, 

Еа  =  Е?  +  Е^4-2Ех^Е2.  (7) 

Таким  образом,  полная  интенсивность  в  точке  Р  равна 

/  =  /і4-  /2  +  А2»  (8) 

где 

/1-<Е*>,  /а  =  <Е|>  (9а) 

♦ —  интенсивности  каждой  из  волн,  а 

/і3  =  2<Еі-Е2>  (96) 
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■ —  интерференционный  член .  Пусть  А  и  В  —  комплексные  амплитуды  волы, 
причем  * 

Ахі  =  а1е^*,  . Вх  =  Ь1еіН'у  ...  (10) 

Вещественные  фазы  и  к3  обеих  волн  будут,  вообще  говоря,  различны,  так 
как  волны  приходят  в  Р  разными  путями,  но  если  условия  эксперимента  та¬ 
ковы,  что  между  соответствующими  компонентами  возникла  одна  и  та  же 
разность  фаз  б,  то 

8і—К=8%— =  /і3  =  б  =  ^А^.  (П) 

Здесь  Д<^ —  оптическая  разность  хода  двух  волн  от  общего  источника  до  Р9 
а  К0 — длина  волны  в  вакууме.  Выражая  произведение  ЕіЕ2  через  А  и  В, 
найдем 

ЕгЕ2  =  74(А  ехр  ( —  Ш)  А*  ехр  (іыі))  (В  ехр  ( —  ІЫ)  +  В*  ехр  (ші))  — 

=  Ѵ4  (А •  В  ехр  ( —  2до/)  Д-  А*В*ехр  (2ші)  д-  А  •  В*  4~  А*  -  В),  (12) 

и,  следовательно, 

У,2= 2  <Е,  •  Е2>  =  ѵ,  (А  •  В*  +  А*  •  В)  =  а,Ь,  сое  (я,  —  Н,)  + 

+  аА  соз  (Ёг—Ю  +  аА  003  (ё3 — лз)  =  (а  А  +  аф\  +  а  А)  с°5  8-  (13) 

Это  выражение  показывает  зависимость  интерференционного  члена  от  ампли¬ 
туд  компонент  и  разности  фаз  обеих  волн. 

При  выводе/ (13)  мы  не  воспользовались  электромагнитной  теорией  и,  в  част¬ 
ности,  тем,  что  колебания  поперечны.  Как  уже  упоминалось  в  «Историческом 
введении»,  Френель  и  Араго  показали,  что  два  световых  пучка,  поляризованных 
под  прямым  углом  друг  к  другу,  не  интерферируют  и,  следовательно,  световые 
колебания  должны  быть  поперечными.  Это  заключение  легко  вывести  из  (13), 
Предположим,  что  две  волны  распространяются  в  направлении  г,  и  электриче¬ 
ский  вектор  первой  волны  лежит  в  плоскости  хг,  а  второй  —  в  плоскости  г/г* 
Тогда  аг—  0,  Ъг—  0,  и  из  (13)  находим  для  интерференционного  члена 

31г  =  аъЪг  соз  6. 

Так  как  наблюдения  Френеля  и  Араго  показали  отсутствие  интерференции  при 
таких  условиях,  мы  должны  заключить,  что  ая =  Ьь—-  0,  т.  е.  электрические 
векторы  обеих  волн  перпендикулярны  направлению  г.  Следовательно,  свето¬ 
вые  волны  должны  быть  поперечными,  что  полностью  согласуется  с  нашими 
прежними  выводами  из  электромагнитной  теории. 

Рассмотрим  распределение  интенсивности  в  результате  суперпозиции 
двух  волн,  распространяющихся  в  направлении  оси  г ;  пусть  они  линейно  поля¬ 
ризованы  и  вектор  Е  направлен  по  оси  х.  Тогда 

#2  ~  =  Ь3  =  0, 

и,  используя  (5),  (9а)  и  (13),  находим 

А  =4аі’  П  =  =  аА  с05  б  =  2  ѴТЛ  СОЗ  8.  (14) 

Тогда  полная  интенсивность,  согласно  (8),  имеет  вид 

/  =  /,  +  /а  +  2  ѴІА  соз  б.  (15) 

Очевидно,  максимумы  интенсивности  равны 

/,акс =/.(-/*+ 2  ктд;Д 

и  появляются  при  /  (16а) 

|«|  =  0.  2я,  4л,  ....  ) 
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а  минимумы  интенсивности  равны 

'  Л™  =/,  +  /,-2*0^.  \ 

и  появляются  при  \ 

1 6 )  —  я,  Ззт,  . . .  ; 

В  особом  случае  /х=  /2>  соотношение  (15)  переходит  в 
I  =  2/х  (1  +  С05  6)  ^  4/г  С052  ~  , 


(166) 


(17) 


и  интенсивность  изменяется  от  минимального  значения  /мин=  0  до  максималь 
кого  значения  /макс~  4Іг  (рис.  7.1). 

Эти  формулы  справедливы  также  и 
для  естественного  непоііяризованного  све¬ 
та,  поскольку  ниже  (см.  п.  10.8.9)  б>дет 
показано,  что  пучок  естественного  све¬ 
та  можно  рассматривать  как  результат 
суперпозиции  двух  некогерентных  пуч¬ 
ков,  линейно  поляризованных  под  пря¬ 
мым  углом  друг  к  другу  (например,  по 
направлению  х  и  у).  В  этом  случае  интер¬ 
ференцию  между  х-  и  компонентами  сле¬ 
дует  рассматривать  отдельно,  и  полная 
интенсивность  получается  сложением 
отдельных  интенсивностей,  а  так  как  б 
Одинакова,  в  каждом;  случае,  то  мы  и  находим  приведенную  выше  формулу* 


Рис.  7.1.  Изменение  интенсивности 
в  зависимости  от  разности  фаз  при 
интерференции  двух  пучков  равной 
интенсивности. 


§  7.3»  Двухлучевая  интерференция.  Деление  волнового  фронта 

7.3.1.  Опыт  Юнга.  Первая  экспериментальная  установка  для  демонстра¬ 
ции  интерференции  света  была  осуществлена  Юнгом.  Свет  от  точечного  моно¬ 
хроматического  источника  5  падал  на  два  небольших  отверстия  5і  и  52  в  экране 

Л3  расположенных  рядом  и  нахо¬ 
дящихся  на  равных  расстояниях  от 
источника  5  (рис.  7.2).  Эти  от¬ 
верстия  действуют  как  вторичные 
монохроматические  точечные  и  син¬ 
фазные  источники  *),  а  световые 
пучки  от  них  перекрываются  по¬ 
зади  экрана  Л.  Интерференция  на¬ 
блюдается  в  области  перекрытия 
световых  пучков. 

Рис.  7.2.  Опыт  Юнга.  Предположим,  что  интерферен¬ 

ционная  картина  наблюдается  в  пло¬ 
скости  хОу,  нормальной  к  перпендикуляру  СО,  восстановленному  в  середине 
отрезка,  соединяющего  точки  5]  и  ^2,  а  ось  х  выберем  параллельной  5і53 
(рис.  7.3).  Пусть  й —  расстояние  между  отверстиями,  а  а —  расстояние  меж¬ 
ду  отрезком  і$і$2  и  плоскостью  наблюдения.  Для  точки  Р  ( х ,  у)3  лежащей  в 
плоскости  наблюдения,  имеем 

Зі  =  5,Р=  У а2+^+(*-|-)\  (Іа) 

«2  =  527>=  |/а*  +  !/2  +  (л:  +  4)\  (16) 


*)  Такие  источники  создают  направленное  излучение,  о  чем  подробно  говорится  в  теории 
дифракции  (см.  гл.  8). 
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следовательно, 


=  2  хЛ. 


(2) 


Разность  геометрических  путей  двета  от  52  и  до  Р  можно  представить 
в  виде 

,  Д5-58т5і— «Гт  • 

Вследствие  малости  длин  волн  видимого  света  интерференционная  картина 


Рис.  7.3.  Интерференция  света  от  двух  тачечных  источников. 


будет  наблюдаться,  только  если  й  значительно  меньше  а.  Тогда  при  условии, 
что  х  и  у  также  малы  по  сравнению  с  а ,  находим 

2 а  (4) 

и,  отбрасывая  члены  второй  и  высших  степеней  величин  (На ,  хіа  и  уіа , 

Д$  =  хйіа.  (5) 


Если  п —  показатель  преломления  среды  (предполагается,  что  она  однородна), 
в  которой  происходит  опыт,  то  оптическая  разность  хода  от  л  5]_  до  Р  равна 


=  ПА$  = 


ПХСІ 


а  соответствующая  разность  фаз  ■ 


с  __  2л  пхй 


(6) 

(7) 


Так  как  угол  $іР53  очень  мал,  то  допустимо  считать,  что  волны  от 
и  $2  движутся  к  Я  по  одному  и  тому  же  направлению,  и  интенсивность  можно 
рассчитать  по  формуле  (7.2.15);  согласно  (7)  и  (7.2.16)  максимумы  интенсивно¬ 
сти  будут  при 


х  = 


тал0 
Ы  ’ 


|т |  =0,  1,  2, 


а  минимумы  интенсивности  при 

пшХл 

х  =  — ■—  , 
па  1 


\т\ 


-1  Л' 
2  *  2 


(8а) 


(86) 


Таким  образом,  интерференционная  картина  в  непосредственной  близости  от  О 
состоит  из  светлых  и  темных  полос,  называемых  интерференционными  поло¬ 
сами  (рис.  7.4).  Они  находятся  на  равных  расстояниях  друг  от  друга  и  на¬ 
правлены  под  прямым  углом  к  линии  соединяющей  оба  источника. 

Расстояние  между  соседними  яркими  полосами  равно  аХНЫ .  В  любой  точке 
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интерференционной  картины  число  т,  определяемое  соотношением 

т_  б 

т  ~  2п  —  ^ 

называется  порядком  интерференции  в  этой  точке;  следовательно,  светлым  по¬ 
лосам  соответствуют  целые  по¬ 


рядки 

7.3.2.  Зеркала  Френеля  и  дру¬ 
гие  аналогичные  устройства.  Ис¬ 
торически  опыты  Юнга  сыграли 
важную  роль  в  становлении  вол¬ 
новой  теории  света  Они  также 
дали  метод  (хотя  и  небольшой 
точности)  измерения  длины  вол¬ 
ны  монохроматического  света  с 
помощью  исключительно  простой 
аппаратуры  Для  этого  необходи¬ 
мо  только  измерить  сІ,  а  и  расстоя- 


Рис  7  4  Интерференционные  полосы  в  опыте 
Юнга 


ния  между  полосами,  которые 

в  воздухе  (п  ~  1)  равны  аХ0!сі  Однако  в  таком  опыте  свет  от  первичного  источ¬ 
ника  5  достигает  области  взаимодействия  пучков  не  теми  путями,  которые  опи- 


лУ 


Рис  7  5  Зеркала  Френеля 


сываютея  законами  геометриче¬ 
ской  оптики,  чтобы  показать  не¬ 
существенность  этого  обстоя¬ 
тельства  для  осуществления  ин¬ 
терференционных  эффектов,  впо¬ 
следствии  было  предложено  мно¬ 
го  других  способов,  позволяю¬ 
щих  получать  когерентные  ис¬ 
точники 

В  качестве  одного  из  приме¬ 
ров  назовем  устройство,  извест¬ 
ное  под  названием  зеркал  Фре¬ 
неля  (рис  7  5)  Свет  от  точечно¬ 
го  исі очника  5  падает  на  два 


п носких  зеркала  Мі  и  М  ,  расположенные  под  небольшим  углом  друг  к  другу 
и,  отражаясь  от  них,  образует  два  мнимых  изображения  источника  и  52, 
которые  действуют  как  когерентные  источники  Плоскость  Я5і52,  очевидно, 
нормальна  к  линии  пересечения  зеркал  и  пересекает  ее  в  точке  Ес¬ 


ли  ЗА  =--[>,  то 

и,  значит,  перпендикуляр  к  сере¬ 
дине  отрезка  также  прохо¬ 

дит  через  А.  Расстояние  между  5Х 
и  $2  равно 


а=2б5іпсс,  (10)  РйС  76  Зеркало  Ллойда. 


где  а  —  угол  между  зеркалами  • 

Еще  проще  устроено  зеркало  Ллойда  (рис.  7.6).  Точечный  йсточннк  5Х 
помещается  на  некотором  расстоянии  от  плоского  зеркала  М  очень  близко 
к  плоскости  его  поверхности,  так  что  свет  отражается  зеркалом  под  углом, 
очень  близким  к  скользящему  Здесь  когерентными  источниками  служат 
первичный  источник  5Х  и  его  мнимое  изображение  в  зеркале  $2  При  этом 
перпендикуляр  к  середине  отрезка  лежит  в  плоскости  зеркала. 
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Можно  упомянуть  еще  два  других  устройства  подобного  рода.’  Бипризма 
Френеля  (рис.  7.7)  образуется  двумя  одинаковыми  призмами  с  небольшим 
преломляющим  углом,  которые  сложены  основаниями  и  имеют  параллельные 
преломляющие  ребра.  Пучок  лучей  от  точечного  источника  5  делится  в  резуль¬ 
тате  преломления  на  два  перекрывающихся  пучка.  Преломленные  пучки  не 

строго  стигматичны,  но  вследствие 
малости  преломляющего  угла  и  ма¬ 
лости  угловой  апертуры  пучков 
мы  можем  пренебречь  этой  аберра¬ 
цией  и  считать,  что  призмы  образуют 

_  два  мнимых  изображения  и 

\  источника  5.  Билинза  Бийе  (рис. 

Рис.  7.7.  Бипризма  Френеля.  7'8>  С0СТ0ИТ  из  выпуклой  линзы,  ра- 

зрезаннои  по  диаметру  на  две  части, 
немного  раздвинутые  в  направлении,  перпендикулярном  к  оптической  оси; 
они  образуют  действительные  изображения  5і  и  52  точечного  источника  5, 
Во  всех  таких  устройствах  с  первичным  точечным  источником  интерферен¬ 
ционные  полосы  наблюдаются  в  монохроматическом  свете  в  любой  плоскости 
области  перекрытия  расходящихся  пучков  от  источников  и  53  (показано 
штриховкой  на  рис.  7.5 — 7.8).  Про  такие  полосы  говорят,  что  они  не  локали¬ 
зованы . 

Обозначая,  как  и  раньше,  расстояния  и  82Р  через  ^  и  52,  найдем, что 
геометрическое  место  точек  Р ,  для  которых  разность  фаз  для  волн,  идущих 
от  6%  и  постоянна,  представляет  собой  поверхность,  определяемую  урав¬ 
нением 

5а  —  5г=СОП5*.  (11) 


Следовательно,  максимумы  и  минимумы  результирующей  интенсивности  об¬ 
разуют  семейство  гиперболоидов  с  осью  вращения  имеющих  общие 

фокусы  в  5;,.  и  52.  Интерференционные  полосы  в  плоскости,  нормальной  к  пер- 


таких  гиперболоидов,  представляющие  собой  гиперболы.-  Однако  вблизи  О 
они,  как  мы  видели  в  п.  7.3.1,  близки  к  прямым  эквидистантным  линиям,  на¬ 
правленным  под  прямым  утлом  к  В  плоскости,  нормальной  к  сече¬ 
ния  гиперболоидов  имеют  вид  концентрических  окружностей,  по  такие  полосы 
невозможно  наблюдать  с  помощью  описанных  выше  устройств.  Однако  их  мож¬ 
но  наблюдать  в  опыте  Меслина ,  где  половинки  разрезанной  линзы  Бийе  сме¬ 
щены  вдоль  оси,  а  не  в  поперечном  направлении  (рис.  7.9).  В  этом  случае 
источники  8і  и  За  расположены  в  разных  точках  оптической  оси,  и  соответст¬ 
вующие  световые  пучки  перекрываются  в  области  между  ними.  Полосы  могут 
наблюдаться  в  плоскостях,  нормальных  к<$і52,  в  виде  концентрических  окруж¬ 
ностей  с  центром  на  оси.  Так  как  область  перекрытия  пучков  ограничена 
плоскостью,  проходящей  через  оптическую  ось,  то  видны  только  полуокруж¬ 
ности. 

7.3.3.  Интерференционные  полосы  в  квазимонохроматическом  и  белом 
свете.  До  сих  пор  мы  предполагали,  что  первичный  точечный  источник  испус¬ 
кает  монохроматическое  излучение*  Теперь  мы  .это  ограничение  снимем. 
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и  предположим,  например,  что  зеркала  Френеля  освещены  полихроматическим 
светом  от  точечного  источника  5  (см.  рис.  7.5).  Как  мы  увидим  далее  (см. 
п.  7.5.8),  такой  свет  можно  представить  как  совокупность  иекогереитных  моно¬ 
хроматических  компонент,  занимающих  некоторый  частотный  диапазон.  Каж¬ 
дая  компонента  образует  свою  интерференционную  картину,  аналогичную 
описанной  выше,  а  полная  интенсивность  в  любой  точке  равна  сумме  интенсив¬ 
ностей  в  таких  монохроматических  картинах.  Предположим,  что  диапазон  длин 
волн  источника  равен  АХ0у  а  средняя  длина  волны  Х0.  Центральные  максимумы 
всех  монохроматических  интерференционных  картин,  соответствующие  равен¬ 
ству  путей  от  5,  и  $8,  совпадают  в  точке  О,  но  в  любом  другом  месте  появляю¬ 
щиеся  картины  смещены  друг  относительно  друга,  ибо  их  масштаб  пропорцио¬ 
нален  длине  волны.  Максимумы  от-го  порядка  займут  в  плоскости  наблюдения 
участок  Ах,  равный,  согласно  (8), 

л*  =  -Ц^-АѴ  (12) 

Рассмотрим  сначала  случай,  когда  диапазон  длин  волн  АА,0  мал  по  сравне- 
,  нию  со  средней  длиной  волны  Я0,  т.  е.  когда 

%Г<  1.  (13) 

А0 

*  Назовем  свет,  удовлетворяющий  этому  условию,  квазимонохроматинеским 
светом  *). 

Если  для  поля  наблюдения 

<14> 

или,  согласно  (9), 

<15> 

'То  можно  пренебречь  величиной  Ах  по  сравнению  со  средним  расстоянием 
аХ0!псі  между  соседними  максимумами  и  считать,  что  для  всех  компонент  интер¬ 
ференционные  картины  совпадают.  Тогда  в  плоскости  наблюдения  появляются 
такие  же  полосы,  как  и  в  случае  строго  монохроматического  света  с  длиной 
волны  Х0. 

Если  свет  квазимонохроматический,  но  условие  (15)  не  выполняется, 
полосы  будут  менее  отчетливы,  чем  в  монохроматическом  свете,  и  полная 
интенсивность  будет  зависеть  от  распределения  интенсивностей  среди  моно¬ 
хроматических  компонент. 

Если  свет  не  квазимонохроматичен,  т.  е.  не  выполняется  условие  (13)* 
то  наблюдаемая  картина  зависит  также  от  спектральной  чувствительности 
применяемого  приемника  излучения.  В  практически  важном  случае  белого 
света  и  визуального  наблюдения  эффективный  диапазон  длин  волн  прости¬ 
рается  приблизительно  от  4000  до  7000  А  и  АЯ<Д0  примерно  равно  1/2.  В  этом 
случае  на  том  месте,  где  при  монохроматическом  освещении  должна  была  бы 
,  находиться  полоса  нулевого  порядка,  мы  увидим  центральную  белую  полосу; 

•  по  обе  стороны  от  нее  располагаются  окрашенные  максимумы  и  минимумы,  а  за 
ними  —  пространство,  которое  кажется  глазу  равномерно  освещенным  белым 
светом.  Однако  это  не  обычный  белый  свет.  Так,  на  расстоянии  х  от  центральной 


*)  Так  Как  Х0=2кс/щ,  то  (13)  можно  также  записать  в  виде 


О)0 

где  Дсо0  —  эффективный  частотный  диапазон,  а  <ой  —  средняя  частота. 
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полосы  находятся»  согласно  (8),  максимумы  интенсивности  для 

*«=“.  ИІ  =  1>2,  3 . 


и  минимумы  интенсивности  для 

«  П(1  X 

—  “Г  » 


і  3  ! 

\ш\  2  *  '^Г  »  2  ’  *  * ' 


(16а) 

(166) 


Следовательно,  если  такой  свет  падает  на  щель  спектрографа,  параллельную 
интерференционным  полосам  в  монохроматическом  свете  (т.  е.  х  остается  по¬ 
стоянным  для  света,  прошедшего  сквозь  щель),  то  спектр  будет  пересекаться 
светлыми  и  темными  полосами,  параллельными  щели.  Это  один  из  примеров 
так  называемого  канавчатого  спектру* , расстояние  между  соседними  светлыми 
полосами  в  нем  равно  а!(пй\х\). 

Из  дальнейшего  станет  очевидным,  что  картина  интерференционных  полос 
в  белом  свете  может  оказаться  полезной  при  интерферометрии,  так  как  в  неко¬ 
торых  особых  случаях  она  позволяет  обнаружить  в  монохроматическом  свете 
полосу,  соответствующую  нулевой  разности  хода.  Бее,  что  мы  говорили  о  цент¬ 
ральной  полосе  (как  о  максимуме  интенсивности),  полученной  с  помощью  зер¬ 
кал  Френеля,  справедливо  также  для  полос,  создаваемых  бипризмой  Френеля, 
билинзой  Бийе  и  устройством  Юнга.  Однако  при  использовании  зеркала  Ллойда 
полоса,  лежащая  в  плоскости  зеркала,  соответствует  минимуму  интенсивности 
и  в  белом  свете  она  кажется  черной.  Это  объясняется  тем,  что  при  отражении 
от  зеркала  фаза  волны  независимо  от  се  длины  меняется  на  я  (см.  п.  1.5  2). 
В  опыте  Меслина  в  центре  картины  также  находится  минимум  интенсивности, 
так  как  (см.  и.  8.8.4)  после  прохождения  фокуса  волна  меняет  фазу  на  л, 

7,3.4.  Источник  в  виде  щели;  видность  полос.  Вес  сказанное  выше  отно¬ 
силось  к  точечному  первичному  источнику.  Однако  все  реальные  источники 
имеют  конечные  размеры,  и  поэтому  необходимо  выяснить  влияние  размеров 
на  интерференционную  картину.  Описание  реальных  физических  источников 
требует  привлечения  теории  атомного  строения,  выходящей  за  круг  вопросов, 
рассматриваемых  в  настоящей  книге,  однако  для  наших  целей  можно  пользо¬ 
ваться  идеализированным  представлением  и  считать,  что  источники  состоят 
из  большого  числа  точечных  взаимно  некогерентных  элементов.  Интенсивность 
в  любой  точке  волнового  поля  равна  тогда  сумме  интенсивностей  от  каждого 
точечного  источника. 

В  устройствах,  описанных  выше  (исключая  опыт  Меслина),  интерференци¬ 
онные  полосы  перпендикулярны  к  плоскости,  в  которой  находятся  первичный 
точечный  источник  5  и  вторичные  источники  5*  и  52,  и,  следовательно,  если  5 
смещать  перпендикулярно  к  этой  плоскости,  то  полосы  будут  просто  смещаться 
вдоль  своих  направлений.  Таким  образом,  использование  линейного  источника 
(или  на  практике  достаточно  узкой  щели),  расположенного  н  этом  направлении, 
не  приведет  к  ухудшению  четкости  интерференционных  полос,  по  крайней  мере 
в  тех  случаях,  когда  их  кривизна  незначительна.  Аналогично  отверстия  в  опыте 
Юнга  можно  заменить  узкими  щелями,  параллельными  щели  источника.  Таким 
путем  можно  увеличить  интенсивность  интерференционной  картины,  хотя  здесь 
и  возникает  дополнительная  трудность,  связанная  с  ориентацией  источника. 

Для  получения  более  яркой  картины  необходимо  увеличить  ширину  щели 
источника,  но  это  приводит  к  тому,  что  полосы  станут  менее  четкими.  Рассмот¬ 
рим  в  качестве  примера  зеркала  Френеля.  Если  источник  5  сместить  в  положе¬ 
ние  3'  под  прямым  углом  к  ЗА  в  плоскости  (рис.  7.10),  то  и  вторичные 

источники  и  32  переместятся  в  положение  «ЬД  и  5*  и  с  точностью  до  членов 
второго  порядка  расстояние  сІ  между  ними  и,  следовательно  расстояние  между 
полосами,  не  изменится;  однако  центральная  полоса  переместится  из  точки  О 
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в  точку  0\  так  как  она  расположена  в  месте  пересечения  перпендикуляра  к  се¬ 
редине  отрезка  проходящего  через  Л,  с  экраном.  Если  5$'^=  $  (считая 

направление,  указанное  на  рис,  7Л0,  положительным),  то  Ё  и 

00’  =<±=ДІ.  (17) 


Следовательно,  если  оптическая  разность  хода  в  Р  для  света  от  источника  <5 
равна  А&,  то,  согласно  (6),  оптическая  разность  хода  для  света  от  источ¬ 


ника  «ь  составит 

Д<^'  =  Д<Г— ^00'  =  д<г—  (18) 

где 

(19) 

Соответствующая  разность  фаз  запи¬ 
сывается  в  виде 

ДЛ  =  ^-(Д^-0?).  (20) 


я 


Рис.  7.10.  Зеркала  Френеля,  освещаемые  ис¬ 
точником  в  виде  щели. 


Пусть  источником  служит  щель  шириной  е  с  центром  в  5,  и  пусть  число 
точечных  источников,  образующих  щель,  так  велико,  что  ее  можно  считать 
непрерывным  источником.  Представим  себе  далее,  что  щель  разделена  на  эле¬ 
ментарные  полоски,  перпендикулярные  к  плоскости  55а52.  Если  — ин¬ 
тенсивность  в  точке  Р  света,  посылаемого  элементарной  полоской  с  помощью 
лишь  одного  зеркала,  то  интенсивность  в  этой  точке  света,  посылаемого  элемен¬ 
тарной  полоской  5',  равна,  согласно  (7.2.17), 

*(Е,  Д<^)«  =  2^(1+005  6)  Я, 

а  полная  интенсив гіость  в  Р  —  величине 


е/2 


І(е,  Д^)=2»1  ^  (1+созб)^. 


-е/2 


Подставляя  (20)  в  (21)  и  вычисляя  интеграл,  получим 

Це,  ДЛ^З/Ді+І-^-Ісоз^Д^)  , 


(21) 


(22) 


где  /і=-  іхе. 

Следуя  Майкельсону,  примем  за  меру  четкости  полос  в  точке  Р  их  «вид- 
ность»  определяемую  как 

уэ  —  ^макс  ^мин  (23) 

/макс  “Ь  Сіи н 


где  /макс  и  /мин — максимальная  и  минимальная  интенсивности  в  непосред¬ 
ственной  близости  от  Р .  Очевидно,  ф9  достигает  максимальной  величины,  рав¬ 
ной  единице  при  /МИІ,  —  0,  как  и  в  случае  интерференции  света  от  двух  одина¬ 
ковых  монохроматических  точечных  источников,  и  уменьшается  до  нуля,  когда 
/макс =  /мин  и  полосы  исчезают.  В  нашем  случае 


/макс -2 Л  1 


\ 


(24) 
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и,  значит, 


я  Ве  I 


лРе 

Яд 


(25) 


Из  (25)  следует,  что  видность  ^зависит  от  ширины  источника  е  (рис.  7.11). 
Мы  видим,  что  видность  превышает  0,9,  еслиГе  меньше  КІЮ  или,  согласно 

(20),  если  разность  фаз  в  точке  Р 


'Г 


от  элементов  источника  не  больше 
я/2.  Если  с  помощью  этого  несколь¬ 
ко  произвольного  условия  опреде¬ 
лить  максимальную  ширину  щели, 
при  которой  видность  полос  еще 
остается  удовлетворительной,  то 
на  основании  (19)  получим 
^  КоЬі 4  (а — Ь)пі  или,  используя 

(Ю), 


5  8  ( а — Ь)  пѣ іпа  * 


(26) 


Рис.  7.Ц.  Изменение  видности  полос  при  уве¬ 
личении  ширины  источника  в  виде  щели  (зерка- 
■ч  ла  Френеля). 


где,  как  и  раньше,  а  —  угол  меж¬ 
ду  зеркалами. 

Разумеется,  допустимая  вели¬ 
чина  е  увеличивается  с  уменьшени¬ 
ем  {а — 6),т.  е.  по  мере  приближения  плоскости  наблюдения  к  линии  пересече¬ 
ния  зеркал.  Например,  в  типичном  случае  а  =  2',  а  =  120  см,  Ь  =  100  см, 
К-=  5500  А  и  п  —  1  имеем  <?<І0,7  мм;  расстояние  между  светлыми  полосами, 
согласно  (8)  и  (10),  рассчитывается  по  формуле  аХ012Ьп  зіп  а,  и  в  нашем  слу¬ 
чае  оно  равно  0,57  мм. 

Подобные  же  рассуждения"  относительно  ширины  источника  применимы 
к  бипризме  Френеля,  билинзе  Бийе,  к  устройству  Юнга.  С  зеркалом  Ллойда 
положение  иное,  так  как  смещение  источника  5  в  направлении,  перпендику¬ 
лярном  к  плоскости  зеркала,  вызывает  смещение  его  изображения  в  противо¬ 
положном  направлении.  Следовательно,  с  источником  в  виде  щели  конечной 
ширины  в  элементарных  кар¬ 
тинах  центральные  минимумы 
в  плоскости  зеркала  совпада¬ 
ют,  но  расстояние  между  мини¬ 
мумами  различно,  так  что  вид¬ 
ность  полос  уменьшается  с 
увеличением  расстояния  от 
плоскости  зеркала. 

7.3.5.  Измерение  опти¬ 
ческой  разности  хода;  интер¬ 
ферометр  Рэлея.  Воспользо¬ 
вавшись  выводами  теории  дифракции,  можно  утверждать,  что  свет  от  вто¬ 
ричных  источников  и  52  в  опыте  Юнга  имеет  наибольшую  интенсивность 
в  направлении  геометрических  лучей  от  первичного  источника  5.  В  опыте 
Юнга  эти  лучи  за  экраном  расходятся,  но  с  помощью  линзы,  поставленной  пе¬ 
ред  отверстиями  (рис.  7.12),  их  можно  свести  в  точку  О,  сопряженную  отно¬ 
сительно  линзы  с  5.  Тогда  интенсивность  интерференционной  картины  вблизи  О 
увеличивается,  и  можно  наблюдать  интерференционные  полосы  при  отверстиях 
и  $2,  находящихся  значительно  дальше  друг  от  друга.  Расстояние  между  со¬ 
седними  светлыми  полосами  по-прежнему  равно  аКІпй ,  и  если  линза  дает  стиг¬ 
матическое  изображение  точки  5,  то,  согласно  принципу  равенства  оптического 
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пути,  полоса  нулевого  порядка  будет  располагаться  в  О.  Если  же  линза  не  дает 
стигматического  изображения,  полоса  нулевого  порядка  сместится  из  О  на 
величину,  зависящую  от  оптической  разности  хода  от  5  до  О  через  оба  отвер¬ 
стия.  При  оптической  разности  хода  А^  смещение  будет  в  Д т  раз  больше  рас¬ 
стояния  между  соседними  светлыми  полосами,  где 

Д  т  =  ^.  (27) 

Л0 

Очевидно,  что  такое  устройство  можно  использовать  для  количественного 
испытания  качества  линз,  как  это  было  сделано  Майксльсоном  [1].  Если  одно 
из  отверстий  неподвижно  относительно  центра  линзы,  то,  измеряя  Ат  при  раз¬ 
личных  положениях  другого  отверстия,  можно  определить  отклонение  волно¬ 
вого  фронта,  идущего  из  5,  от  сферичности  после  прохождения  линзы  (волновая 
аберрация).  Аналогично,  если  прозрачная  пластинка  толщиной  /  с  показате¬ 
лем  преломлении  гі  помещена  в  пучок  света,  идущий  от  52,  то  оптическая 
длина  пути  1$5а0]  увеличивается  на  (п' —  п)1 ,  и  порядок^  интерференции  в 
точке  0  изменится  на  величину 

д  тМЛ-=^)1.  (28) 

Лг) 

Измеряя  Ат,  I  и  й0,  можно  определить  разность  ( п ' —  п)  между  показателями 
преломления  пластинки  и  окружающей  среды.  На  этом  основано  устройство 
интерферометра  Рэлея  [2],  приме¬ 
няемого  для  точных  измерений  по¬ 
казателей  преломления  газов.  Схе¬ 
ма  современной  модели  этого  при¬ 
бора  показана  на  рис.  7.13.  Свет 
от  щели  5  коллимируется  линзой 
Ьх  и  затем  падает  на  две  другие 
щели  5і  и  5 з,  параллельные  5. 

Параллельные  пучки  света  от  5*  и 
52  проходят  через  разные  газовые 
кюветы  Тх  и  Т2  и  собираются  лин¬ 
зой  А3,  в  фокальной  плоскости  ко¬ 
торой  образуются  интерференци¬ 
онные  полосы,  параллельные  ще¬ 
лям  *).  Помещение  газовых  кювет 
в  пучки  света  заставляет  значи¬ 
тельно  увеличить  расстояние  между  щелями  5і  и  $2,  вследствие  чего  интерфе¬ 
ренционные  полосы  располагаются  тесно,  и  для  их  наблюдения  требуется  боль¬ 
шое  увеличенію.  Ширина  щели  5  также  не  может  быть  большой,  и,  следова¬ 
тельно,  яркость  картины  невелика.  Так  как  увеличение  требуется  только  в  на¬ 
правлении,  перпендикулярном  к  полосам,  то  для  этой  цели  хорошо  подходит 
цилиндрический  окуляр  в  виде  тонкой  стеклянной  палочки  с  длинной  осью, 
параллельной  полосам.  Картина,  рассматриваемая  таким  образом,  значительно 
ярче,  чем  при  использовании  сферического  окуляра.  Применение  цилиндриче¬ 
ского  окуляра  имеет  еще  и  другое  важное  преимущество,  позволяя  получить 
вторую  фиксированную  систему  полос  с  таким  же  расстоянием  между  полосами, 
как  и  у  главной,  но  образованную  светом  от  источников  5і  и  52,  прошедшим 
ниже  газовых  кювет.  Вторая  система  полос  может  служить  шкалой  для  отсчета, 
С  помощью  стеклянной  пластинки  О  эту  шкалу  смещают  по  вертикали  так,  что¬ 
бы  ее  верхний  край  соприкасался  с  нижним  краем  главной  системы.  Резкая 
линия  раздела  между  ними  —  это  край  пластинки  О,  наблюдаемый  через  линзу 

*)  Точное  распределение  интенсивности  в  фокальной  плоскости  линзы  Т2  можно  ндйти  из 
теории  дифракции  Фраунгофера  (см.  §  8.5), 


6)  і 

Рис,  7.13.  Схема  интерферометра  Рэлея, 
а— горизонтальное  сечение,  б —  вертикальное  сечение. 
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Ь2.  Следовательно,  определение  смещения  главной  системы  полос,  обусловлен¬ 
ного  изменением  оптических  путей  в  кюветах  Тг  и  Т2,  целиком  зависит  от  ост¬ 
роты  зрения  глаза,  которая,  вообще  говоря,  велика,  и  таким  способом  можно 
обнаружить  смещения,  примерно  равные  1/40  порядка.  Случайные  смещения 
в  оптической  системе  также  становятся  менее  существенными,  так  как  сказы¬ 
ваются  одновременно  на  обеих  системах  полос. 

На  практике  удобнее  компенсировать  оптическую  разность  хода,  а  не 
считать  полосы.  Это  делается  следующим  образом:  свет,  выходящий  из  газовых 
кювет,  проходит  через  тонкие  стеклянные  пластинки,  одна  из  которых  Сг 
неподвижна,  а  другая  Са  может  вращаться  вокруг  горизонтальной  оси,  что 
позволяет  плавно  изменять  оптическую  длину  пути  света,  выходящего  из  $2. 
Такой  компенсатор  калибруется  в  монохроматическом  свете  для  того,  чтобы 
определить  величину  поворота  пластинки,  соответствующую  смещению  на 
один  порядок  в  главной  системе  полос.  В  этом  случае  система  полос  служит 
нуль- индикатором  равенства  оптических  путей  [5540]  и  [5520].  Обычно  работа 
с  прибором  происходит  следующим  образом:  газовые  кюветы  откачивают,  и  в 
белом  свете  с  помощью  компенсатора  примерно  совмещают  полосы  главной 
системы  и  шкалы;  затем  добиваются  точного  совпадения  нулевых  порядков 
в  монохроматическом  свете,  после  чего  одну  из  кювет  заполняют  исследуемым 
газом  и  снова,  сперва  в  белом  свете,  а  потом  в  монохроматическом  совмещают, 
используя  компенсатор,  нулевые  порядки.  Разница  между  двумя  установками 
компенсатора  позволяет  определить  по  его  калибровке  смещение  порядка 
Ат  в  главной  системе  полос,  вызванное  присутствием  газа  в  кювете.  Показа¬ 
тель  преломления  этого  газа  п'  находят  из  (28),  а  именно: 

(п'— 1)=^Д/п,  (29) 

где  I  — *  длина  газовой  кюветы.  При  обычных  значениях  I  —  100  см,  5500  А 
и  точности  установки  в  1/40  порядка  можно  обнаружить  изменение  (п' — *  1)  *) 
около  ІО'8.. 


Оптические  пути  от  и  5а  до  места  наблюдения  интерференционной  картины  проходят 
среды  с  различной  дисперсией;  поэтому,  в  отличие  от  простого  случая,  рассмотренного  в  п.  7  3  3, 
нулевые  порядки  в  свете  разных  длин  волн,  вообще  говоря,  не  совпадают,  и  в  белом  свете  отсут¬ 
ствует  совершенно  белая  полоса.  У  наименее  окрашенной  полосы  дт/дХ^О  для  некоторой  сред¬ 
ней  длины  волны  X—  Х0  (в  видимой  области  спектра),  которая  зависит  от  цветовой  чувствитель¬ 
ности  глаза.  По  аналогии  с  терминологией,  принятой  при  описании  линз,  эта  полоса  называется 
ахроматической.  Если  компенсатор  вводит  оптическую  разность  хода  А(2У>,  то  порядок  интер¬ 
ференции  в  точке  О  равен 


5г=“  -п—  ад  <д^>) 


Поэтому  в  точке  О  ахроматическая  полоса  будет  тогда,  когда 

При  такой  установке  компенсатора  нулевой  порядок  картины  в  монохроматическом  свете 
может  не  попасть  в  точку  О,  так  как  для  их  совпадения  требуется,  чтобы 

<Л>Ях„  ==-(«'-  1)ѵ  „ 

Это  несовпадение  может  оказаться  достаточно  большим,  чтобы  затруднить  идентифи  кацик) 
полосы  нулевого  порядка  в  монохроматическом  свете,  и  поэтому  приходится  прибегать  к  пред¬ 
варительным  измерениям  при  малом  давлении  или  с  короткой  кюветой. 

Заметим  также,  что  ахроматическая  полоса  хорошо  распознается,  только  если  в  тех  .точ¬ 
ках  картины,  где  (дт/дХ0)^—  0,  область  значений  т  для  длин  волн  видимого  спектра  достаточно 
мала.  При  наблюдении  в  белом  свете  пути  интерферирующих  волн  в  средах  с  одинаковой  дис¬ 
персией  должны  быть  по  возможности  равными. 


Величина  (я'— 1)  для  обычных  газов  порядка  10 - 4  (см.  табл.  1.1). 
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Большую  чувствительность  в  принципе  можно  получить,  увеличивая  I , 
но  этому  препятствуют  трудности  контроля  температуры.  По  той  же  причине 
в  модели  прибора,  предназначенного  для  измерения  разности  показателей  пре¬ 
ломления  жидкостей,  применяются  только  короткие  кюветы.  Кроме  того,  раз¬ 
ность  хода,  которую  можно  скомпенсировать,  ограничена,  и  поэтому  при  боль¬ 
шой  разнице  показателей  преломления  в  кюветах  длина  их  должна  быть  про¬ 
порционально  уменьшена. 

7.3.6.  Измерение  угловых  размеров  источников;  звездный  интерферометр 
Майкельсона.  Мы  уже  видели  (п.  7.3.4),  что  в  опыте  Юнга  четкость  полос 
зависит  от  размеров  источника  в 
направлении,  соединяющем  от¬ 
верстия  и  5г.  На  этом  эффекте 
основан  метод  измерения  угло¬ 
вых  размеров  малых  источников. 

Предположим,  что  в  теле¬ 
скоп,  объектив  которого  закрыт 
диафрагмой  с  двумя  небольшими 
отверстиями  .$!  и  52  с  расстояни¬ 
ем  сі  между  ними,  рассматри¬ 
ваются  два  удаленных  квази- 
монохроматических  точечных 
источника  5  и  5',  испускаю¬ 
щих  свет  с  эффективной  длиной 
ду  ними  равно  Ѳ  (рис.  7.14).  Каждый  из  источников  5  И  5'  даст  в  фокальной 
плоскости  объектива  интерференционную  картину  с  одинаковым  расстоянием 
между  полосами.  Если  источники  5  и  5'  некогерентны,  то  общая  картина  об¬ 
разуется  суммированием  в  каждой  точке  интенсивностей  каждой  картины. 
Пусть  N  —  основание  перпендикуляра,  опущенного  из  на  552;  тогда 
лежит  в  плоскости  волнового  фронта,  идущего  от  источника  5,  так  что  в  точке  Р 
в  фокальной  плоскости  оптическая  разность  хода  для  света  от  5  равна 

=  [552Р]  -  [55, Я]  -  [Л752]  +  [52Р]  —  [5.Р] .  (30) 

Аналогично,  если  А' —  основание  перпендикуляра,  опущенного  из  5*  на  5'52* 
то  оптическая  разность  хода  в  точке  Р  для  света  от  5/  равна 

Д<Г '  -  [Л^'52]  +  [52Р]  —  [5,Р] ,  (31) 

Следовательно,  интерференционные  картины  от  5'  и  5  смещены  одна  относи¬ 
тельно  другой  на  Ат  порядков,  где 

=  =  (32) 

/-о 

при  и  малом  Ѳ.  Когда 

Дт  =  0,  1,  2,  (33а) 

максимумы  интенсивностей  в  интерференционной  картине,  создаваемой  источ¬ 
никами  5  и  5',  совпадают,  и  полосы  в  общей  картине  будут  наиболее  четкими, 
В  другом  случае,  когда 

А т  =  Ѵ2,  7а,  8Д>  (336) 

максимумы  интенсивностей  в  картине,  получающейся  от  5,  совпадают  с  ми¬ 
нимумами  интенсивности  в  картине  от  5';  тогда  полосы  в  общей  картине  ста¬ 
новятся  наименее  отчетливыми  и  исчезают  при  равенстве  обеих  интенсивностей 
(от  5  и  5').  Таким  образом,  в  изменении  четкости  полос  наблюдается  периодич¬ 
ность  при  увеличении  расстояния  между  отверстиями  от  нуля,  В  частности, 
первый  минимум  отчетливости  полос  будет  при 

^Яо/(20), 

и,  если  он  наблюдается,  то  отсюда  можно  определить  Ѳ,  зная  й  и  Я0« 


Рис.  7.14.  Объектив  телескопа,  закрытый  диафраг¬ 
мой  с  двумя  отверстиями  и  освещенный  светом  от 
двух  удаленных  точенных  источников. 


волны  А,й,  причем  угловое  расстояние  меж- 


(34) 
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Рассмотрим  теперь  более  общий  случай  протяженного  квазимонохромати- 
ческого  первичного  источника  с  центром  в  5.  Как  и  прежде,  предположим,  что 
такой  источник  состоит  из  взаимно  некогерентных  точечных  источников.  Мож¬ 
но  представить  себе,  что  он  состоит  из  элементарных  полосок,  расположенных, 
перпендикулярно  к  линии,  соединяющей  отверстия  и  Найдем  полную 
интенсивность  в  точке  Р  фокальной  плоскости  объектива,  суммируя  вклады 
интенсивности,  обусловленные  каждой  такой  полоской.  Обозначая  через  А$/ 
оптическую  разность  хода  в  Р  для  свега,  идущего  от  элемента  5  источника, 
находим,  что  для  данного  сі  положение  Р  определяется  величиной  А&.  Оптиче¬ 
ская  разность  хода  для  света,  идущего  от  элемента,  расположенного  под  углом  сс 
к  5,  равна,  согласно  (32),  величине  а  соответствующая  разность 

фаз  —  величине 

б  (а,  Д^)  =  ^(Дй'  +  <иі).  (35) 

Допустим  снова,  что  протяженный  источник  образован  таким  большим  числом 
точечных  источников,  что  мы  можем  считать  его  непрерывным.  Тогда,  согласно 
(7.2.15),  полная  интенсивность  в  точке  Р  равна 

I  (сі,  Дс50  =  ^  іх йа  4-  ^  і2  сіа  +  2  $  Ѵігій  соз  6  йа,  (36) 

где  іі(а,  А&)йа  и  і2( а,  А^йа  —  интенсивности  в  точке  Р  от  одной  элементар¬ 
ной  плоскости,  когда  свет  приходит  в  эту  точку  только  через  одно  отверстие. 
Интегрирование  проводится  по  всем  значениям  а,  соответствующим  всем 
элементам  источника. 

В  п.  7.3.5  уже  отмечалось,  что  вследствие  дифракции  вторичные  источники, 
образованные  отверстиями  $і  и  <$2,  имеют  свойства  направленности,  однако 
если  этим  можно  пренебречь  *)  в  области  значений  ос,  входящих  в  (36),  то  мы 
вправе  написать 

іг  (ос,  Д^)-і2(а,  Д  Л  =  *(«)/<  Д«л,  (37) 

где  І  (а)  пропорционально  интенсивности  соответствующих  полосок  источ¬ 
ника,  а  !(А&)  характеризует  направленность  излучения  (или  52).  Исполь¬ 
зуя  (37)  и  (35),  получим  из  соотношения  (36) 

1  (й,  Д <У)  =  2/  (Д<У)  ^  і  (а)  {Г+  соз  6}  йа  = 

=  ( (Д^)  (  Р  +  С  (й)  соз  (^  Д^)  —  5  (й)  зіп  (^  Д<^)  ) ,  (38) 

где 

Р  —  2  ^  і(а)йа, 

С(й)  —  2^і (а) соз  саі)  йа,  5  (й)  =  2 1  і (а)  зіп  (^а 4 )  йа. 

Если  допустить  еще,  что  изменение  величины  /(Д<§Р)  мало  по  сравнению  с  из¬ 
менением  со$  (2лД<$/7Я0)  и  $іп  (2лА^р/Х0),  то  положения  максимумов  и  миниму¬ 
мов  I  будут  определяться  соотношением  *) 

Шп  =  0  =  - 1  {с  Зіп  (|  д*)  +5  соз  (|  А**)  }  . 

т.  е. 

=  (40) 


*)  Это  приближение  оправдано,  если  отверстия  достаточно  узки,  что  будет  показано 
в  §  8.5, 
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Из  (38)  и  (40)  находим  для  экстремальных  значений/ 

/экстрѣ  ±  ІѴ'СЧ^І,  (41) 

и,  следовательно,  видность  полос,  определяемая  (23),  равна 

■Г3  т  =  Ср~52 1  ■  (42) 

Вид  функции  для  нескольких  различных  зависимостей  і  (а)  показан 
на  рис.  7.15.  Рис.  7.15,  а  соответствует  случаю  двух  точечных  источников,  ко¬ 
торые  мы  кратко  рассмотрели  в  начале  этого  раздела;  рис.  7.15,  б —  однород¬ 
ному  прямоугольному  источнику  со  сторонами,  параллельными  линии,  соеди¬ 
няющей  отверстия  и  52;  очевидно,  в  этом  случае  функция  СІ^( сі )  совпадает 


Рис.  7.15.  Изменение  видности  полос  в  зависимости  от  расстояния  между  отверстиями  (см. 

рис.  7.14). 

й— дпа  одинаковых  точечных  источника  с  угловым  расстоянием  Ѳ,  б  -  однородный  прямоугольный 
источник  угловой  ширины  Ѳ  со  сторонами,  параллельными  линии,  соединяющей  отверстыя  в— источник, 
к  виде  круглого  диска  с  угловым  диаметром  Ѳ=2р0  и  распределением  интенсивности  1  (3)С/э(  Эц  —  $г)ѵ  • 
где  13  — угловой  радиус,  отсчитываемым  от  центра  [3] 


с  функцией  видности,  показанной  на  рис.  7.11.  На  рис.  7.15,  в  источником  слу¬ 
жит  круглый  диск  с  радиальной  симметрией.  Кривая  I  соответствует  постоян¬ 
ной  интенсивности,  кривые  II  и  III  —  разным  степеням  ее  убывания  от  центра 
к  краю. 

Можно  рассмотреть  и  обратную  задачу;  если  известны  положение  полос  и  их 
видность  в  зависимости  от  расстояния  между  отверстиями  <4,  то  из  (40)  и  (42) 
определяются  функции  С  и  5,  за  исключением  постоянного  множителя  пропор¬ 
циональности  Р  и  его  знака.  Последний  обычно  находят  из  физических  сооб¬ 
ражений.  В  таком  случае  распределение  интенсивности  і  (а)  по  источнику 
получается  из  (39)  с  помощью  обратной  теоремы  Фурье.  Подобные  измерения, 
хотя  они  принципиально  и  возможны,  довольно  трудны.  Однако  если  заранее 
известно,  что  источник  имеет  одну  из  форм,  соответствующих  рис.  7.15,  то  его 
угловые  размеры  можно  найти,  просто  определяя  наименьшее  значение  д,у 
при  котором  видность  полос  минимальная.  Это  условие  осуществляется,  когда 

4  =  (43) 

где,  как  мы  видели  в  (34),  А  —  0,5' для  двух  точечных  источников  с  угловым 
расстоянием  Ѳ  между  ними;  А  =  1,22  для  однородного  круглого  источника 
в  форме  диска  с  угловым  диаметром  0  и  А  >1,22,  если  у  краев  диск  тем¬ 
нее,  чем  в  центре. 

Описанный  метод  был  предложен  впервые  Физо  [14]  и  позднее  Майкельсо- 
ном  [5]  для  определения  угловых  размеров  астрономических  объектов,  которые 
слишком  малы  или  слишком  далеки,  чтобы  это  можно  было  сделать  недиафраг- 
мнрованным  телескопом  (см.  п.  8.6.2).  Такие  объекты  испускают  белый  свет, 
и  поскольку  его  интенсивность  очень  мала,  наблюдения  должны  проводиться 


17  М  Капы  .Э  Каттг.гЬ 
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в  белом  свете  *).  Следовательно,  необходимо  предположить,  что  в  (43)  А0 — 
эффективная  длина  волны,  зависящая  от  распределения  интенсивности  света 
по  частотам  и  от  цветовой  чувствительности  глаза.  С  такими  ограничениями 
этим  методом  успешно  пользовались  для  измерения  угловых  диаметров  спут¬ 
ников  планет  [6]  и  угловых  расстояний  между  компонентами  двойных  звезд, 

диаметры  которых  малы  по  сравне¬ 
нию  с  расстоянием  между  ними  [7]. 
Однако  попытки  применить  его  для 
определения  угловых  диаметров 
одиночных  звезд  практически  не 
удались,  так  как  из-за  малости 
этих  диаметров  полосы  оставались 
четкими  даже  при  наибольших  рас¬ 
стояниях  между  отверстиями,  еще 
допустимых  с  существовавшими 
тогда  телескопами.  Майкельсон 
[8]  преодолел  возникшие  труднос¬ 
ти,  построив  свой  звездный  интер¬ 
ферометр  (рис.  7.16).  Отверстия 
и  $2,  диафрагмирующие  объектив- 
телескопа,  неподвижны,  и  свет  до¬ 
системы  зеркал  Ми  М 2,  А43  и  Мъ 
установленных  на  жесткой  ферме  перед  телескопом.  Внутренние  зеркала М3 
и  /VI 4  неподвижны,  а  внешние  Мг  и  М2  могут  симметрично  смещаться  в  направ¬ 
лении  линии,  соединяющей  и52.  Если  оптические  пути  [Л^М  Д]  и  [М2Л1Д2] 
равны,  то  оптическая  разность  хода  для  света  от  удаленного  точечного  источ¬ 
ника  одинакова  как  в  Д  и  52,  так  и  на  М х  и  А42,  и,  следовательно,  внешние 
зеркала  играют  роль  подвижных  отверстий  в  методе  Физо.  Таким  образом,  наи¬ 
меньший  угловой  диаметр,  который  можно  измерить  подобным  устройством, 
определяется  не  диаметром  объектива  телескопа,  а  максимальным  расстоянием 
между  внешними  зеркалами.  Другое  достоинство  данной  системы  заключается 
в  том,  что  расстояние  между  полосами,  которое  зависит  от  расстояния  между 
и  52,  остается  постоянным  при  изменении  расстояния  между  подвижными 
зеркалами.  Такой  интерферометр  был  смонтирован  на  большом  отражатель¬ 
ном  телескопе  (диаметр  2,5  м )  обсерватории  Маунт  Вильсон,  выбранном  только 
из-за  прочности  своей  механической  конструкции.  При  расстоянии  между 
о'і  верстиями  5 у  и  в  1 14  см  расстояние  между  полосами  в  фокал  ьной  плоскости 

равнялось  примерно  0,02  мм. 

Максимальное  расстояние  между  внешними  зеркалами  составляло  6,1  м, 
наименьший  измеримый  угловой  диаметр  (при  Л,0=  5500  А)  —  около  0,02". 
Вследствие  неизбежных  механических  дефектов  понадобилось  еще  два  вспомо¬ 
гательных  устройства,  обеспечивающих  правильную  установку  внешних 
зеркал  во  всех  положениях.  Чтобы  свести  геометрические  световые  пучки  от 
$!  и  5 2  в  фокус,  применялась  плоскопараллельная  стеклянная  пластинка  Сг, 
которую  можно  было  наклонять  в  любую  сторону.  Другая  плоскопараллельная 
стеклянная  пластинка  Сг  переменной  толщины  использовалась  для  компенса¬ 
ции  неравенства  оптических  путей  \МіМ83 ±]  и  [МаМ4$а].  Эта  компенсация  не¬ 
обходима,  ибо  полосы  в  белом  свете  видимы  только  вблизи  нулевого  порядка. 
Ее  контролировали,  наблюдая  канавчатый  спектр  в  небольшой  спектроскоп. 

Первой  звездой,  у  которой  удалось  измерить  угловой  диаметр,  была  Бс- 
тельгейзе  ( а  Ориона).  Полученная  величина  равнялась  0,047".  По  расстоянию 

*)  Обшая  проблема  наблюдения  интерференционных  полос  от  протяженного  источника  с 
бесконечным  набором  длин  волн  изящно  разобрана  в  теории  частично  когерентного  госта  (см. 
гл  10).  В  рамках  этой  теории  действие  звездною  интерферометра  Майкельсона  кратко  рас¬ 
сматривается  в  §  10.4, 


стигает  их,  отразившись  от  симметричной 


§  7,41 
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между  этой  звездой  и  Солнцем  (определенному  тригонометрически)  был  найден 
ее  линейный  диаметр,  оказавшийся  равным  4, 1  •  ІО8  км,  что  почти  в  300  раз  боль¬ 
ше  диаметра  Солнца  (1,4-  ІО8  км)  и  превышает  диаметр  земной  орбиты  (3-  Ю8  км). 
Таким  способом  были  измерены  диаметры  только  нескольких  звезд.  Все  они, 
подобно  Бетельгейзе, —  гиганты  с  линейными  диаметрами  во  много  раз  боль¬ 
шими,  чем  у  Солнца.  Небольшое  число  измерений  звездных  диаметров  частично 
объясняется  трудностью  наблюдений,  связанной  с  турбулентным  возмущением 
атмосферы,  хотя  М  айкельсон  и  Пиз  показали,  что  при  наблюдении  с  интерферо¬ 
метром  эти  вреди  ые  елияния  сказываются  значительно  меньше,  чем  при  наблю¬ 
дении  с  обычным  телескопом  большого  диаметра.  Изменение  показателя  прелом¬ 
ления  возд)  ха  перед  небольшими  отверстиями  интерферометра  смещает  всю  ин¬ 
терференционную  картину  в  целом  и  полосы  остаются  различимыми,  если  толь¬ 
ко  это  смещение  происходит  медленно.  При  наблюдении  в  таких  же  условиях 
в  телескоп  с  недиафрагмированным  объективом  изображение  звезды  оказывает¬ 
ся  сильно  искаженным.  Однако  дело  не  только  в  трудности  наблюдений; 
расстояние  между  внешними  зеркалами  в  6  м  совершенно  недостаточно,  так 
как  подавляющее  большинство  звезд  мало  отличается  по  своему  диаметру  от 
Солнца.  На  расстоянии  же  ближайшей  звезды  солнечный  диск  был  бы  виден 
под  углом  лишь  0,007"  и  для  наблюдения  первого  исчезновения  полос  расстоя¬ 
ние  между  зеркалами  должно  было  бы  равняться  примерно  20  м.  Постройка 
такого  большого  интерферометра  трудна  вследствие  высоких  требовании, 
предъявляемых  к  жесткости  механических  соединений  между  зеркалами  и 
окуляром. 

Инструмент,  подобный  звездному  интерферометру  Майкельсона,  исполь¬ 
зуется  в  радиоастрономии  для  определения  угловых  размеров  небесных  радио- 
истсчников  [9].  Он  состоит  из  двух  разнесенных  антенн,  сигналы  с  коюрых 
подаются  на  ебщий  детектор  системы.  Здесь  технические  трудности  также  воз¬ 
растают  по  мере  увеличения  расстояния  между  антеннами  вследствие  внесе¬ 
ния  непостоянной  разнести  фаз  на  пути  от  антенн  к  детектору.  Браун  и  Твисс 
[10]  создали  другой  чѵи  радиоинтерферометра,  свободный  от  этого  недостатка* 
В  предложенном  ими  устройстве  сигналы,  принятые  антеннами,  детекти¬ 
руются  независимо,  а  угловые  размеры  источника  находят  из  измерений  корре¬ 
ляции  в  флуктуации  интеіе:  ггости  сигналов  как  функции  расстоянии  между 
антеннами.  Они  также  показы  ь  111],  что  аналогичное  устройство  может  рабо¬ 
тать  и  в  видимом  свете.  Свет  от  звезды  собирается  двумя  вогнутыми  зеркалами 
и  фокусируется  на  два  фотоэлемента:  корреляция  флуктуаций  фототоков  изме¬ 
ряется  в  зависимости  от  расстояния  между  зеркалами.  В  таком  устройстве 
(называемом  интерферометром  интенсивностей)  большое  расстояние  между 
зеркалами  не  вызывает  осложнений,  и  становится  возможным  измерение  звезд 
значительно  меньших  диаметров.  Принципы  данного  метода  легче  понять  в  рам¬ 
ках  теории  частичной  когерентности  (см.  §  10.4), 

§  7.4.  Стоячие  волны 

В  устройствах,  о  которых  говорилось  до  сих  пор,  две  интерферирующие 
волны  распространялись  вблизи  точки  наблюдения  почти  в  одном  направ те¬ 
нии.  Теперь  мы  рассмотрим  интерференцию  двух  волн,  распространяющихся 
в  противоположных  направлениях,  например  интерференцию  паджощеи  и  от¬ 
раженной  плоских  монохроматических  волн  света  при  его  падении  на  хорошо 
отражающую  плоскую  поверхность.  Предположим,  что  такой  поверхностью 
служит  плоскость  2  =  0  с  положительной  осью  г,  направленной  в  сторону  сре¬ 
ды,  в  которой  распространяется  падающая  волна,  и  обозначим  через  п%  и  п2 
показатели  преломления  обеих  сред  (рис.  7.17). 

Пусть  Ѳ, —  угол  падения,  а  хг —  плоскость  падения.  Пусть  далее  Е(/>  — * 
электрический  вектор  падающей  волны,  а  4  ц  и  Лд,  как  и  в  п.  1.5.2  — его 
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параллельная  и  перпендикулярная  компоненты  относительно  плоскости  паде¬ 
ния.  Декартовы  компоненты  вектора  Еа*  можно  получить  из  (1.5.11),  заменяя 
г  на  — г,  т.  е.  используя,  как  обычно,  только  вещественные  части, 

Е?  =  —  Л„со5  0,ехр(—  іт,),  } 

Еу1)  =  Ах  ехр  ( —  іх{),  |  (1) 

Е^  —  —  Аг  зіп Ѳ,  ехр (—  іт,),  ) 


где 


і  =  ®  ( 


X  5ІП  б;-  — 2  С05  Ѳ/ 


Ѵі 


')• 


(2) 


а  Ѵі —  скорость  распространения  в  первой  среде.  Декартовы  компоненты  век¬ 
тора  Е(Г)  отраженной  волны  получаются  из  аналогич¬ 
ных  выражений  (см.  уравнение  (1.5.16),  которые,  если 
воспользоваться  законом  отражения  (1.5.7),  принима¬ 
ют  вид 

—  Я ц  сов  Ѳ,  ехр  (—  пг) ,  Е(уп  =  Ях  ехр  (—  ітг)у 

зт  Ѳ;  ехр  (и;г),  '  (3) 

где 

X  5ІП  +  2  С05  Ѳ/\ 

Щ  )  ‘ 


Рис.  7.17.  К  отражению 
плоской  волны  от  плоской 
поверхности. 


=  0)  [і- 


(4) 


Амплитуды  Я п  и  #х  отраженной  волны  связа¬ 
ны  с  амплитудами  А  п  и  Ах  падающей  волны  форму¬ 
лами  Френеля  (1.5.21),  т.  е. 


П’Г  __  пг  С05  Ѳ/ — •  /21  С06  Ѳ;  - 
8  л2  СОЗ  Ѳ,  +  Пх  С05  Ѳ*  1  *  * 


П  __  ”і  со&  Ѳ/—  пг  С05  Ѳі  . 

-1  соз  іц  соз  Ѳ* 


(5) 


Для  упрощения  предположим,  что  я2//іі  так  велико,  что  отражательную  спо¬ 
собность  можно  принять  за  единицу;  тогда  в  пределе  п21пх-^- оо  последнее  соот¬ 
ношение  запишется  в  виде  *) 

#11=  ^и»  Я±  =  —  (6) 

Подставляя  (6)  в  (3)  и  добавляя  выражение  для  падающего  и  отраженного 
полей,  получим  полное  поле.  Следовательно,  ^-компонента  электрического  век¬ 
тора  полного  поля  равна 

Ех=Е‘‘>+Е«Г*=2Лвсо8Ѳі{5т(^і®!-)}ехр{-і  [®(*-”^)-у]}  .  (7а) 

Дт 4/ЦТПГІШНП 

Е,—  М1{й.(=2Й)}«р{-|[.(<-ІЙ4)-|.]}  (76) 

В, - 2Л.йпв,{с«(=2^)}е.,{-|[.((_«Йй)]}.  (7„ 

Точно  таким  же  образом  мы  получим  из  уравнений  (1.5.13)  и  (1.5.16) 
следующие  выражения  для  компонент  магнитного  вектора  полного  поля: 


я,— 


«г  —  **,«.{«•  (^Ж {-'  I-  ('-‘-Т51)]  }• 


(86) 


Н, 


2АхПі •[ зіп  Ѳ,5Іп  С~'к')  }  ехр  {-»  [со  ( -у]  }  ,  (8в) 


+)  Мы  исключили  случай  скользящего  падения  (соз  Ѳ^О),  для  которого  отражательная 
способность  приближается  к  единице,  даже  когда  п^!пх  невелико;  в  этом  случае  (5)  дает  /?ц  =» 

— Лц  *  что  соответствует  случаю  зеркала  Ллойда  (см.  л.  7.3.2), 


§  ТА] 
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где  использовано  соотношение  Максвелла  пг=^  V ^  Каждое  из  выражений 
(7)  и  (8)  представляет  волну,  распространяющуюся  в  направлении  х  со  ско¬ 
ростью  щ/зіп  Ѳ,.  Амплитуда  этой  волны  непостоянна  и  периодически  изменяется 
и  направлении  г  с  периодом  2яа1/(ш  соз  Ѳ  *)  —  Я0/(ПіСО5Ѳі),  где  Х0 — длина  волны 
в  вакууме. 

Случай  нормального  падения  (Ѳг=  0)  особенно  интересен.  Если  Ах  и  Ау — 
амплитуды  компонент  электрического  вектора,  то,  согласно  (1),  можно  напи¬ 
сать  А  ,]  —  — Ах>  Аѵ\  югда  из  (7)  и  (8)  находим 

=  —  2Л*(8Іп(^))ехр  [—  і{&і— у)]  , 

Еу--=—  2Ау  | зіп  (20 ехр  [_*(«*_“)]  , 

И 

Нх  =  —  2Ауп1{ соз  (^)  }  ехР  ( —  ш(), 

Я^  =  2Л,«1-|со5  (^)}ехР(— Ш),  Нг 

Мы  видим,  что  в  каждый  момент  времени  в  первой  среде  фаза  всюду  постоянна 
и  не  существует  конечной  скорости  распространения  волн.  Такие  волны  назы¬ 
ваются  стоячими.  Амплитуды  электрического  и  магнитного  векторов  представ¬ 
ляют  собой  периодические  функции  г.  Плоскости  нулевой  амплитуды  называ¬ 
ются  узлами ,  а  плоскости,  где  амплитуды  экстремальны, —  пучностями. 
Из  (9)  находим,  что  узлы  электрического  поля  будут  при 


1  (Ю) 

°і 


т 


0,  1,  2, 


(11а) 


(Пб) 


тХ0 
ш  ‘  2  пг 

а  пучности  —  при 

тк л  135 

г  “  2пх  *  т  ”  2  *  2  *  2 
Согласно  (10)  узлы  магнитного  поля  совпадают  с  пучностями  электрического 
поля,  и  наоборот,  В  частности,  на  отражающей 
поверхности  находится  узел  электрического  и 
пучность  магнитного  полей. 

Существование  стоячих  световых  волн  было 
впервые  установлено  экспериментально  Вине¬ 
ром  [123.  Его  установка  показана  на  рис.  7.18. 

Плоское  зеркало  М  с  наружным  отражающим 
серебряным  слоем  освещалось  нормально  падаю¬ 
щим  параллельным  пучком  квазимонохроматиче- 
ского  света.  Тонкий  слой  Р  (толщиной  меньше 
1/20  длины  волны  света)  прозрачной  фотографи¬ 
ческой  эмульсии,  нанесенный  на  плоскую  поверх¬ 
ность  стеклянной  пластинки  <7,  помещался  перед 
зеркалом  М  под  малым  углом  к  его  поверхности. 

После  проявления  эмульсии  были  обнаружены 
черные  эквидистантные  полосы  и  прозрачные 

области  между  ними.  Максимумы  почернения  располагались  в  местах  пере¬ 
сечения  эмульсии  Р  с  плоскостями  пучностей  как  электрического,  так  и  маг¬ 
нитного  полей.  Дальнейшие  опыты  с  фотографической  эмульсией,  плотно  при¬ 
жатой  к  вогнутой  зеркальной  поверхности,  показали,  чю  почернение  отсутст¬ 
вует  в  местах,  непосредственно  соприкасающихся  с  зеркалом.  Отсюда  Винер 


Рис.  7.18.  Опыт  Винера  со  стоя¬ 
чими  волнами. 

Угол  между  иластиикон  и  зеркалом 
значительно  преувеличен 


сделал  вывод,  что  почерневшие  места  соответствуют  пучностям  электрического 
поля,  так  как  на  поверхности  зеркала  находится  пучность  магнитного  поля  . 


*)  Здесь  допускается,  что  уравнение  (6),  напученное  для  диэлектрика,  справедливо  и  дія 
поверхности,  покрытой  серебром.  Теория  отражения  от  металлов,  разбираемая  в  гл.  ІЗ,  пока¬ 
зывает,  что  это  справедливо  и  в  условиях  опытов  Винера. 


262 


ЭЛЕМЕНТЫ  ТЕОРИИ  ИНТЕРФЕРЕНЦИИ  И  ИНТЕРФЕРОМЕТРЫ 


[гл.  7 


Следовательно,  фотохимическое  действие  прямолвязано  с  электрическим,  а  не 
с  магнитным  вектором.  Такое  заключение,  конечно,  вытекает  из  электронной 
теории.  Фотографический  процесс  —  это  процесс  ионизационный,  при  котором 
электрон  удаляется  из  атомной  связи  галоидного  серебра,  а  электромагнитная 
сила,  действующая  на  заряженную  частицу  в  покое,  пропорциональна  электри¬ 
ческому  вектору  (см.  1.1.34)). 

Аналогичные  эксперименты  проводились  с  флуоресцирующими  [13]  и  фо- 
тоэмиссионными  пленками  [14],  служившими  детекторами  стоячих  волн  вместо 
фотографической  эмульсии,  применявшейся  Винером. 
В  обоих  случаях,  как  и  следовало  ожидать  на  основа¬ 
нии  электронной  теории,  максимальный  эффект  обнару¬ 
живался  в  пучности  электрического  поля. 

Применение  стоячих  световых  волн  лежит  в  основе 
способа  цветной  фотографии,  разработанного  Липпма- 
ном  [151.  Пластинка,  покрытая  прозрачной  мелкозерни¬ 
стой  фотоэмульсией,  экспонируется  в  камере  так,  что 
эмульсия  обращена  в  сторону,  противоположную  падаю¬ 
щему  свету.  Непосредственно  к  эмульсии  прилегает  от¬ 
ражающий  слой  ртути  (рис.  7.19).  Предположим  для 
простоты,  что  пластинка  освещается  падающим  нормаль¬ 
но  квазимокохроматическим  светом  с  длиной  волны  Х„. 
Рис  7.19.  Схема  ус-  Так  как  фотохимическое  действие  максимально  в  и учно- 
тройства  Липпмана для  стях  электрического  поля  (см.  уравнение  (116)),  то  в 
цветной  фотографии.  проявленной  пластинке  серебро  образует  систему  эк¬ 
видистантных  слоев,  параллельных  поверхности  эмуль¬ 
сии,  с  оптическим  расстоянием  между  ними,  равным  Х0!2.  Если  теперь 
осветить  пластинку  падающим  белым  светом  нормально  к  ее  поверхности, 
то  образовавшиеся  слои  серебра  будут  действовать  как  частично  отражающие 
поверхности  и  отраженный  свет  будет  состоять  из  ряда  световых  пучков  с  оп¬ 
тической  разностью  хода,  равной  целому  числу,  умноженному  из  Х0.  Ниже 
(см.  §  7.6)  мы  рассмотрим  интерференционную  картину,  возникающую  в  резуль¬ 
тате  суперпозиции  такого  ряда  световых  пучков.  Анализ  показывает,  что  в  этом 
случае  при  большом  их  числе  наблюдается  очень  острый  максимум  результи¬ 
рующей  интенсивности  для  длины  волны  %0.  Липпмановская  пластинка  дейст¬ 
вует,  следовательно,  как  селективный  отражатель  света  с  такой  же  длиной 
волны,  какой  она  была  освещена  при  изготовлении. 

Винер  [12]  использовал  свою  установку  и  для  исследования  интерферен¬ 
ционных  явлений  в  линейно  поляризованном  свете  при  угле  падения  45°.  Он 
нашел,  что  при  направлении  электрических  колебаний  в  падающем  свете,  пер¬ 
пендикулярном  к  плоскости  падения,  темные  участки  в  эмульсии  образуют  сис¬ 
тему  эквидистантных  параллельных  полос:  если  же  вектор  электрических  коле¬ 
баний  в  падаюшем  свете  лежит  в  плоскости  падения,  то  почернение  оказывается 
равномерным.  Этот  результат  снова  подтверждает,  что  фотохимическое  дейст¬ 
вие  прямо  связано  с  электрическим,  а  не  магнитным  полем.  Когда  направление 
электрических  колебаний  перпендикулярно  к  плоскости  падения,  то  Л  и  "О 
и  при  Ѳ,-  45°  получаем  из  (7) 

Е,=  -2Лх{8ь(^)}ехр 

Ег  =  0; 

следовательно,  амплитуда  электрического  вектора,  а  также  усредненная  по 
времени  плотность  электрической  энергии  изменяются  периодически  в  направ¬ 
лении  оси  г.  Если  направление  колебания  лежит  в  плоскости  падения,  то 
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и  из  (7)  получим 

Е,  -V  2  Л,  5ІП  (-%-і  ехр  {-'[«('-^-т]}- 

Е,»-К2  Л.со.(^-)ехр  {-<  [.(,-^і-)]}  , 

Из  (13)  и  (1.4.54)  следует,  что  усредненная  по  времени  плотность  электрической  > 
энергии  в  этом  случае  равна 


■  (ЕхЕ‘  +  ЕгЕ-)  =  ^-А3Д:і 


и  не  зависит  от  г.  Вместе  с  тем  соотношение  (8)  указывает,  что  для  магнитного 
поля  положение  оказывается  обратным.  Усредненная  по  времени  плотность 
магнитной  энергии  периодически  изменяется  в  направлении  оси  2,  когда  направ¬ 
ление  магнитных  колебаний  в  падающем  свете  лежит  в  плоскости  падения,  и  не 


зависит  от  г,  если  направление  магнитных  колебаний  в  падающем  свете  перпен¬ 


дикулярно  к  плоскости  падения. 


§  7.5.  Двухлучезая  интерференция.  Деление  амплитуды 


7.5.1.  Полосы,  получающиеся  с  плоско  параллельной  пластинкой.  Предпо¬ 
ложим,  что  плоскопараллельная  пластинка  из  прозрачного  материала  осве¬ 
щается  точечным  источником  5  квазимонохро- 
матического  света  (рис.  7.20).  В  любую  точку 
Р ,  находящуюся  с  той  же  стороны  пластинки,  что 
и  5,  приходят  два  луча — один,  отразившийся 
от  верхней  поверхности  пластинки,  и  другой, 
отразившийся  от  нижней  ее  поверхности.  Интер¬ 
ферируя,  эти  лучи  со  стороны  5  образуют  нело- 
кализованную  интерференционную  картину.  Из 
соображений  симметрии  очевидно,  что  полосы  в 
плоскостях,  параллельных  пластинке,  имеют  вид 
колец  с  осью  5уѴ,  нормальной  к  пластинке,  и  при 
любом  положении  Р  ОНИ  перпендикулярны  ПЛО-  Рис  7  20.  Плоскопараллельная 
СКОСТИ  $А ТР.  Из  п.  7.3.4  следует,  ЧТО  видность  пластинка,  освещенная  точеч- 
этих  интерференционных  полос  уменьшается  ным  источником  света, 

при  увеличении  размеров  источника  в  направ¬ 
лении,  параллельном  плоскости  Случай,  когда  Р  находится  в  бес¬ 

конечности  и  наблюдение  ведется  либо  глазом,  адаптирована  м  на  бесконеч¬ 
ность,  либо  в  фокальной  плоскости  объектива  телескопа,  служит  важным  ис¬ 
ключением.  В  этих  условиях  оба  луча,  идущих  от  5  к  Р,  а  именно  лучи  ЗАОР 
и  ЗА  ВСЕ Р  (рис.  7.21),  происходят  от  одного  падающего  луча  и  после  прохож¬ 
дения  пластинки  параллельны.  Оптическая  разность  хода  между  ними  равна 

Д  <Р  =  п'(АВ  +  ВС)—пАМ,  (1) 


где  п'  и  п  —  показатели  преломления  пластинки  и  окружающей  среды,  а  N  — 
основание  перпендикуляра,  опущенного  из  С  на  АО.  Если  к —  толщина  пла¬ 
стинки,  а  Ѳ  и  Ѳ' —  углы  падения  и  преломления  на  верхней  поверхности,  то 


АЫ  =  АС  зіп  Ѳ  =  2к  Ѳ'  зіп  0, 


(3) 


п'  5ІП  Ѳ'  =  п  зіп  0. 


(4) 
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Из  (1),  (2),  (3)  и  (4)  получаем 


-2п'к  со$Ѳ\ 


а  соответствующая  разность  фаз  равна 

6=:і^/г7ісозѲ\  (6) 

Следует  также  учитывать  изменение  фазы  на  л,  которое,  согласно  формулам 
р  Френеля  (1.5.21а),  происходит  при  каждом  отра- 
.  л  жени  и  от  верхней  или  нижней  поверхности.  Пол- 

\  //  на  я  разность  фаз  в  Р  равна  поэтому 

N.  і'Хх/  6  =  -^-п'Асо5  0'±  д=  (7а) 

\*\ц/  /Г  ”  -  =  ^ Гл'а  —я2 зіпг Ѳ  ±  я. •  (7б> 

\  1  /  \  У  л0 

^  Итак,  0  определяется  только  положением  точ- 

Лг  |А  /  п*  ки  Р  в  фокальной  плоскости  телескопа,  и  еле- 

1 довательно,  б  не  зависит  от  положения  источ- 
В  ника  5.  Отсюда  вытекает,  что  при  использовании 

Рис.  7.21.  Плоскопараллельная  протяженного  источника  полосы  оказываются 
пластинка,  возникновение  интер-  столь  же  отчетливыми,  как  и  с  точечным  источ- 
ференционных  полос,  локализо-  ником.  Так  как  это  справедливо  только  для  од- 
ваныых  в  бесконечности.  ной  определенной  плоскости  наблюдения,  то  про 
такие  полосы  говорят,  что  они  локализованы ,  а 
в  данном  случае  —  локализованы  в  бесконечности. 

Интенсивность  в  интерференционной  картине  меняется  в  соответствии 
с  соотношением  (7.2.15),  и  из  (7)  и  (7.2.16)  находим,  что  светлые  полосы  распо¬ 
ложены  при 

2л//і соз Ѳ'  ±  т?  =  піК9  ш  =  0,  1,  2,  (8а) 


а  темные  полосы  —  при 

2п'Лсозв'±^=яЛв)  т  =-і- ,  ..7  (86) 

Таким  образом,  заданная  полоса  характеризуется  постоянством  величины  0 
(а  значит,  и  Ѳ)  и,  следовательно,  создается  светом,  падающим  на  пластинку  под 
каким-то  определенным  углом.  Поэтому  такие  полосы  часто  называют  полосами 
равного  наклона.  Если  ось  объектива  телескопа  нормальна  к  пластинке,  то  при 
нормальном  отражении  света  (Ѳ  =  Ѳ'  =  0)  полосы  имеют  вид  концентрических 
колец  с  центром  в  фокусе.  Порядок  интерференции  максимален  в  центре  кар¬ 
тины,  где  его  величина  пг0  определяется  соотношением 

2я7г±у—  тХ\  (9) 

Шо  не  обязательно  должно  быть  целым  числом,  и  мы  можем  написать 

ні0  =  тг  ф-  еу  (10) 

где  гпі —  целое,  кратное  порядку  внутренней  наиболее  светлой  полосы,  а  е  — 
меньше  единицы  и  называется  дробным  порядком  в  центре.  Для  р-й  от  центра 
светлой  полосы  с  угловым  радиксом  порядок  интерференции  тр  равен,  в  со¬ 
ответствии  с  (8а),  / 

2п'Н  соз  Ѳр  ±  ^=т/Л0=  [Щ  —  (р— 1)]  К>  (11) 

ж  из  (9)  —  (11)  находим 

2 п'Н  (1  — соз  Ѳр  )  —  (Р — 1  +в)А*. 


(12) 
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Итак,  если  Ѳр  мало,  то  по  закону  преломления  п' ж  п$р1%  и  1  — -  соз  ѲрЛ* 
«  Ѳр2/2  п2Ѳ$/2л'2;  значит,  согласно  (12),  имеем 

ѳя*4  У^Ѵр=Т+і  (13) 

Таким  образом,  угловой  масштаб  наблюдаемой  картины  пропорционален 
У  1  /А,  и  если  е  =  0,  а  значит,  в  ее  центре  имеется  максимум  интенсивности,  то 
радиусы  светлых  полос  пропорциональ¬ 
ны  квадратному  корню  из  положитель¬ 
ных  целых  чисел. 

Аналогичные  полосы,  локализован¬ 
ные  в  бесконечности,  можно  получить  с 
воздушной  плоскопараллелыюй  пластин¬ 
кой,  образованной  внутренними  плоско¬ 
стями  двух  прозрачных  пластин  (рис. 

7.22).  При  использовании  такого  устрой¬ 
ства  полосы  наблюдают  при  постепен¬ 
ном  изменении  толщины  к  воздушной 
прослойки  между  пластинами.  При  уве¬ 
личении  к  полосы  возникают  в  центре 
картины,  и  при  каждом  увеличении  к  на 
Яц/2  появляется  новая  полоса  (предпола¬ 
гается,  что  для  воздуха  п'  ~  1).  Пластин¬ 
ки  делают  слегка  клиновидными,  для 
того  чтобы  избавиться  от  искажающих 
эффектов,  связанных  с  отражением  све¬ 
та  на  их  внешних  поверхностях.  Оптическая  разность  хода  лучей,  идущих: 
от  5  до  Р,  для  света,  отраженного  от  внешних  поверхностей,  изменяется  с  по* 
ложением  5  так,  что  в  случае  протяженного  источника  получаегся  в  среднем 
равномерное  освещение  в  фокальной  плоскости.  Полосы,  образованные  светом,, 
отраженным  от  внутренних  параллельных  поверхностей,  налагаются  на  этот  фон. 
Если  пластинка  не  очень  тонка,  то  полосы  соответствуют  высоким  поряд¬ 
кам  интерференции  и  поэтому  не  видны  в  белом  свете.  Например,  при  к  --  1  см 
и  п'=  1, 5 а порядок  интерференции  в  центре  составляет  примерно  75  000  для 
Я-о~  4000  А  и  приблизительно  43  000  для  Я0—  7000  А;  следовательно,  в  види¬ 
мом  спектре  приблизительно  32  000  волн  имеют  максимум  интенсивности  в  цент¬ 
ре.  Как  мы  видим  из  (5)  и  (7.3.15),  для  того  чтобы  полосы  были  отчетливы,  тре¬ 
бования  к  монохроматичности  источника  должны  становиться  тем  строже,  чем 
больше  оптическая  толщина  пластинки.  Ниже  (см.  п.  7.5.8)  мы  покажем,  что  су¬ 
ществует  верхний  предел  оптической  толщины  пластинки,  при  котором  с  дан¬ 
ным  источником  полосы  еще  мог>т  наблюдаться. 

До  сих  пор  мы  предполагали,  что  оптическая  толщина  пластинки  повсюду 
одинакова.  Практически  это  предположение  можно  считать  справедливым,  если 
воспользоваться  диафрагмой,  ограничивающей  освещенную  площадь  пластин¬ 
ки.  Из  соотношения  (8)  следует,  что  изменение  оптической  толщины  пластинки 
на  Д  (п'к)  вызывает  смещение  картины  на  Д т  порядков,  где 

Ат  =  ^^-А(п’к),  (14) 

а  в  центре,  где  0'  =  0 

Длі=Д  Д  (п'к).  (15) 

Ад 

Таким  образом,  при  движении  пластинки  относительно  диафрагмы  изменения 
п'к  можно  обнаружить  по  изменению  порядка  интерференции  в  центре,  Подоб* 


Р 


Рир.  7.22.  Плоскопараллельная  воздуш¬ 
ная  прослойка,  возникновение  полос,  ло¬ 
кализованных  в  бесконечности. 
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ный  метод  применяется  в  оптической  промышленности  для  проверки  качества 
пластин,  от  которых  требуется  постоянство  оптической  толщины  1161. 

Мы  рассматривали  пока  только  свет,  отраженный  от  пластинки,  но,  конеч¬ 
но,  подобные  рассуждения  применимы  и  для  света,  прошедшего  сквозь  пластин¬ 
ку.  В  этом  случае  (рис.  7.23)  в  точку  Р  фокальной  плоскости  зрительной  трубы 
приходят  от  источника  5’  два  луча;  один,  прошед¬ 
ший  прямо,  и  другой  —  после  двух  внутренних  от¬ 
ражений,  Оптическую  разность  хода  этих  лучей 
находят  таким  же  образом,  как  и  при  выводе  (5), 
т.  е. 

=  2п'к  соз  Ѳ\  (16) 


а  значит,  соответствующая  разность  фаз  равна 


6  =  у—  п'Н  С05  Ѳ'. 

Ап 


(17) 


Рис.  7.23,  Плоскопарал дель¬ 
ная  пластинка;  возникнове¬ 
ние  полос  в  прошедшем  све¬ 
те,  локализованных  в  беско¬ 
нечности. 


Дополнительная  разность  фаз,  вызванная  отра¬ 
жением,  здесь  отсутствует,  так  как  оба  внутренних 
отражения  происходят  в  одинаковых  условиях.  Ин¬ 
терференционная  картина,  создаваемая  протяжен¬ 
ным  источником,  и  в  этом  случае  локализована  в 
бесконечности.  Сравнивая  (17)  и  (7а),  мы  видим,  что 
картины  в  проходящем  и  отраженном  свете  допол¬ 
нительны,  т.  е.  светлые  полосы  одной  и  темные  по¬ 
лосы  другой  находятся  на  одном  и  том  же  угловом 
расстоянии  относительно  нормали  к  пластинке.  Однако  если  отражательная 
способность  поверхности  пластинки  мала  (как,  например,  на  границе  стекло  — 
воздух,  где  при  нормальном  падении  она  примерно  равна  0,04),  то  интенсивно¬ 
сти  двух  интерферирующих  лучей,  прошедших  сквозь  пластинку,  очень  сильно 
отличаются  друг  от  друга.  Поэтому  (см.  (7.2.16))  различие  в  интенсивности 
максимумов  и  минимумов  оказывается  малым,  а  видность  полос  —  низкой. 

Наше  предыдущее  рассуждение  было  не  вполне  строгим,  так  как  мы  пре¬ 
небрегли  многократностью  внутренних  отражений  в  пластинке.  В  действитель¬ 
ности  точку  Р  достигает  не  два,  как  мы  предположили,  а  целый  ряд  пучков, 
идущих  от  Я.  Но  если  отражение  на  поверхностях  пластинки  мало,  то  наше 
приближение  вполне  удовлетворительно,  так  как  пучки  после  первых  двух  от¬ 
ражений  обладают  ничтожной  энергией.  Из  более  точного  рассмотрения,  при¬ 
водимого  далее  (см.  §  7.6),  можно  заключить,  что  положение  максимумов  и  ми¬ 
нимумов  точно  определяется  соотношением  (8),  но  при  значительной  отража¬ 
тельной  способности  поверхностей  пластинки  многократные  отражения  сильно 
изменят  распределение  интенсивности  в  полосах. 

7.5.2.  Интерференция  в  тонких  пленках;  интерферометр  Физо.  Допустим, 
что  прозрачная  пленка  с  плоскими,  но  не  обязательно  параллельными  отра¬ 
жающими  поверхностями  освещается  точечным  источником  5  квазимонохрома- 
тического  света.  Два  луча  *),  исходящие  от  5,  а  именно  ЗЛР  и  ЗВСБР 
(рис.  7.24),  приходят  в  какую-нибудь  точку  Р  с  той  же  стороны  пленки,  где 
находится  и  5;  следовательно,  в  этой  области  интерференционная  картина  не 
локализована.  Оптическая  разность  хода  между  двумя  путями  от  5  до  Р  равна 

Д^-пО&В  +  ОР— ЗА  —  ЛР)4-м'(ДСд-СЯ),  (18) 

где  п'  и  п  —  соответственно  показатели  преломления  пленки  и  окружающей 
среды.  Точную  величину  трудно  вычислитъ,  но  если  пленка  достаточно  тон- 


*)  Мы  снова  пренебрегаем  многократными  отражениями;  их  влияние  рассматривается 
ниже  (см.  §  7.6), 
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ка,  то  В,  А  и  И  находятся  на  очень  малом  расстоянии  друг  от  друга,  и  значит, 
'  пЗА  «  пЗВ  1-  п’ВЫг ,  (19  а) 

а  пАРъпОР  +  п'Ыр,  (196) 

где  А№х,  АЫ% —  перпендикуляры  к  ВС  и  СЕ>.  Из  (18)  и  (19)  имеем 

Д  #»п’ф1С  +  СЛГЛ.  (20) 

Кроме  того,  если  угол  между  поверхностями  пленки  достаточно  мал,  то 

N1С  +  СN,&N\С  +  СN'й.  (21) 

Здесь  N1  и  Л^а  —  основания  перпендикуляров,  опущенных  из  Е  на  ВС  тлтС09 


Рис.  7.24.  Тонкая  пленка,  освещенная  точеч-  Рис»  7.25.  Тонкая  пленка;  возникнове- 
ным  источником  света.  '  ние  полос,  локализованных  в  пленке. 

я  Е  —  пересечение  верхней  поверхности  с  нормалью  к  нижней  поверхности 
в  точке  С,  Но^ 

созѲ\  (22) 

где  к  —  СЕ  —  толщина  пленки  вблизи  точки  С,  измеренная  по  нормали  к  ниж¬ 
ней  поверхности,  Ѳ' —  угол  отражения  на  внутренней  поверхности  пленки. 
Следовательно,  для  тонкой  пленки,  мало  отличающейся  от  плоскопараллель¬ 
ной,  можно  написать,  пользуясь  (20),  (21)  и  (22), 

=  2п'к  сов  Ѳ',  (23) 

а  соответствующая  разность  фаз  в  Р  равна 

6=^п'Лсо5  0\  (24) 

А0 

В  общем  случае  для  данной  точки  Р  обе  величины  к  и  Ѳ  зависят  от  поло¬ 
жения  5  и  даже  при  небольшом  увеличении  размеров  источника  область  значе¬ 
ний  6  в  Я  становится  столь  большой,  что  полосы  исчезают.  Тем  не  менее  сущест¬ 
вует  специальный  случай,  когда  Р  находится  в  пленке,  а  наблюдение  ведется 
с  микроскопом,  сфокусированным  на  пленку,  или  сам  глаз  аккомодируется  на 
нее.  Тогда  к  практически  одинаково  для  всех  пар  лучей  от  протяженного 
источника,  приходящих  в  точку  Р\  сопряженную  с  Р  (рис.  7.25),  и  различие 
величин  б  в  точке  Р’  вызывается  главным  образом  различием  значений  соз  Ѳ\ 
Если  интервал  изменений  со$  Ѳ'  достаточно  мал,  то  интервал  величин  б  в  точке 
Р1  много  меньше  2л,  даже  с  источником  значительных  размеров,  и  полосы  отчет¬ 
ливо  видны.  Очевидно,  что  они  локализованы  в  пленке.  Практически  условие 
малости  интервала  изменений  соз  0'  можно  выполнить  при  наблюдении  в  на¬ 
правлении,  близком  к  нормальному,  или  при  ограничении  входного  зрачка, 
хотя  зрачок  невооруженного  глаза  и  сам  по  себе  может  быть  достаточно  мал. 
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Учитывая  изменение  фазы  на  я  при  отражении  на  одной  из  поверхностей  плен¬ 
ки,  получим  из  (24)  и  (7.2.16),  что  максимумы  интенсивности  в  Р‘  (и,  очевидно, 
в  Р)  находятся  при 

2я7гсоі~Ѳ'±|?  =  тЯ0,  т  =  0,  1,  2,  ....  (25а) 

и  минимумы  интенсивности  —  при 

2/і'Н соз  Ѳ'  =  тЯ0І  т  =  Ѵ2.  Ѵ2,  “/■»  •  (256) 

где  со^ГѲ' — среднее  значение  созѲ'  для  точек  источника,  от  которых  свет  до¬ 
ходит  в  Р\  Величина  гіН,  присутствующая  в  этих  соотношениях,  представляет 
собой  оптическую  толщину  пленки  в  Р,  и  если  наше  приближение  остаемся 
в  силе,  интерференция  в  Р  не  зависит  от  толщины  пленки  в  других  местах.  От¬ 
сюда  следует,  что  соотношения  (25)  остаются  справедливыми  даже  при  не¬ 
плоских  поверхностях  пленки  при  условии,  что  угол  между  ними  остается 
малым.  Тогда,  если  соз  Ѳ'  достаточно  постоянен,  интерференционные  полосы 
соответствуют  совокупности  мест  пленки,  где  оптические  толщины  одинаковы. 
По  этой  причине  такие  полосы  часто  называют  полосами  равной  толщины 


Рис,  7.26.  Полосы  равной  толщины,  полученные  с  тонкой  стеклянной  пластинкой. 

(рис.  7.26).  Их  можно  наблюдать  в  тонкой  воздушной  прослойке  между  отра¬ 
жающими  поверхностями  двух  прозрачных  пластинок.  Вблизи  нормального 
падения  условия  (25)  для  темной  полосы  при  соз  Ѳ'—  Іи  длине  волны  в  воздухе 
Х  =  Я0/я  имеют  вид 

«  =  0,  1,  2,  ...  (26) 

Таким  образом,  полосы  вырисовывают  контуры  слоев  равной  толщины, 
причем  расстояние  между  полосами  соответствует  изменению  толщины  на  Х/2. 
Если  толщина  слоя  повсюду  постоянна,  интенсивность  по  всей  его  поверхности 
одинакова.  Это  широко  используется  для  испытания  качества  оптических  по¬ 
верхностей.  При  этом  наблюдается  прослойка  воздуха  между  исследуемой  по¬ 
верхностью  и  поверхностью  эталона  (пробной  пластинки)  равной,  но  противо¬ 
положной  кривизны.  При  клиновидной  воздушной  прослойке  между  плоскими 
поверхностями  полосы  будут  эквидистантны  и  параллельны  ребрѵ  клина.  Ли¬ 
нейное  расстояние  между  соседними  светлыми  полосами  равно  Я/ 2а,  где  а  — 
угол  при  вершине  клина.  Так,  например,  при  1'  и  Х  =  5500А  расстояние 
между  полосами  составляет  примерно  1,9  мм\  отсюда  следует,  что  для  достаточ¬ 
ного  разделения  полос  угол  клина  должен  быть  очень  мал.  Полосы,  получаю¬ 
щиеся  с  клином,  используются  для  проверки  концевых  мер  (калибров),  служа- 
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щих  стандартами  длин  в  механических  цехах.  Испытуемый  калибр  (?і  (рис.  7.27) 
представляет  собой  стальную  колодку  с  двумя  параллельными,  полированными 
плоскостями  с  определенным  расстоянием  между  ними.  Одну  из  этих  поверх¬ 
ностей  и  одну  из  поверхностей  эталона  02  такой  же  номинальной  длины  плотно 
прижимают  к  плоской  стальной  поверхности;  верхние  поверхности  обеих  мер 
покрывают  прозрачной  пластинкой  Т  с  плоской  поверхностью  Обычно  между 
пластинкой  и  мерами  образуются  клиновидные  воздушные  прослойки,  в  кото¬ 


рых  при  освещении  монохроматическим 
светом  можно  наблюдать  интерферен¬ 
ционные  полосы  Зная  расстояние  между 
полосами  и  между  калибрами,  можно 
определить  разницу  в  длинах  послед¬ 
них  *). 

Полосы,  называемые  кольцами  Нью¬ 
тона  (рис.  7.28),  служат  еще  одним  при- 
Ютновидгіые 


Рис  7  27  Интерферометрическое 
сравнение  концевых  мер 


Рис.  7  28.  Кольца  Ньютона. 


мером  полос  равной  толщины.  Кольца  Ньютона  представляют  исторический 
интерес  в  связи  со  взглядами  самого  Ньютона  на  природу  света.  Они  наблюда¬ 
ются  в  воздушном  зазоре  между  соприкасающимися  выпуклой  сферической 
поверхностью  линзы  и  плоской  поверхностью  стекла  (рис.  7  29)  Эти  полосы  име¬ 
ют  вид  окружностей  с  центром  в  точке  касания  С  Пусть  Н  —  радиус  кривизны 
ОС  выпуклой  поверхности,  тогда,  если  пренебречь  членами  четвертого  поряд¬ 
ка,  толщина  зазора  Н  на  расстоянии  г  от  ОС  равна 

(27) 

При  нормальном  падении  условия  для  радиусов  темных 
полос,  согласно  (26)  и  (27),  имеют  вид 

г  —  у'  тІ^Х,  т--=  0,  1,  2,  (28) 

т.  е  радиусы  темных  полос  пропорциональны  квадрат¬ 
ному  корню  из  положительных  целых  чисел.  При  уве¬ 
личении  расстояния  между  линзой  и  пластинкой  задан¬ 
ная  толщина  зазора  Н  смещается  по  направлению  к  цен¬ 
тру,  причем  кольца  сжимаются  и  каждый  раз  при  уве-  Рис  7  29.  К  возникно- 
личении  расстояния  на  Х/2  одно  из  них  пропадает.  Ин-  вению  колец  Ньютона, 
тересно  отметить,  что  это  устройство,  так  же  как  и  опыт 
Юнга,  позволяет  очень  простыми  средствами  приближенно  определить  длину 
волны  света 

Если  толщина  пленки  достигает  всего  лишь  нескольких  полуволн,  порядки 
интерференции  в  монохроматической  картине  очень  низки,  и  полосы  становятся 
видимыми  в  белом  свете.  Примерами  таких  полос  могут  служить  цвета  мыльных 

*)  Изменение  фазы  при  отражении  от  металлической  поверхности  не  точно  равно  я,  как  . 
считается  в  (25),  но  это  не'  влияет  на  расстояние  между  полосами. 
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пузырей  и  масляных  пятен  на  воде,  видимые  в  отраженном  свете.  В  устройстве 
для  наблюдения  колец  Ньютона  (см.  рис.  7.29)  в  случае  соприкосновения  линзы 
и  пластинки  разность  фаз  в  центре  равна  л  для  всех  длин  волн,  и,  следователь¬ 
но,  в  этом  месте  в  белом  свете  всегда  будет  темное  пятно.  По  мере  удаления  от 
центрального  пятна  интерференционные  кольца  от  различных  монохроматиче¬ 
ских  компонент  света  значительно  расходятся,  и  при  визуальном  наблюдении 
вблизи  центра  видны  цветные  кольца.  Последовательность  цветов  этих  колец 
вполне  определенна  и  известна  как  цвета  Ньютона. 
Дальше  от  центра  кольца  различных  порядков  начи¬ 
нают  перекрываться  и  освещение  кажется  глазу  рав¬ 
номерно  белым  (см.  §  7.3.3).  Аналогично  в  клиновид¬ 
ной  воздушной  прослойке  в  белом  свете  у  ребра  клина 
отчетливо  может  наблюдаться  темная  полоса. 

До  сих  пор  мы  говорили  только  об  отраженном 
свете,  однако  интерференционная  картина,  локализо¬ 
ванная  в  пленке,  видна  также  и  в  проходящем  свете. 
Как  и  в  случае  плоскопараллельной  пластинки,  кар¬ 
тины  в  отраженном  и  прошедшем  свете  дополнительны, 
т.  е.  светлые  полосы  одной  появляются  в  тех  же  местах 
пленки,  что  и  темные  полосы  другой.  При  использова- 
і  нии  мало  отражающих  поверхностей  полосы  в  прохо¬ 
дящем  свете  плохо  видны  вследствие  неравенства  ин- 
Р  теисивностей  интерферирующих  пучков. 

Рис.  7.30.  Схема  интер-  Мы  показали,  что  необходимым  условием  отчет- 

ферометра  Физо.  ливости  полос  служит  ограниченность  диапазона  ве- 
„  личин  еоз  Ѳ',  соответствующих  каждой  точке  пленки, 

и  что  полосы  вырисовывают  контуры  слоев  равной  оптической  толщины,  только 
если  созО'  ^  1.  Оба  условия  одновременно  выполняются  на  большой  площади 
пленки  в  интерферометре  Физо  [17]  (рис.  7.30).  Пучок  света  от  квазимонохро- 
матического  источника  5  после  отражения  от  маленького  зеркала,  превращается 
линзой  Ь  в  параллельный  и  падает  почти  нормально  на  пленку  Р.  Свет,  отра¬ 
женный  поверхностями  пленки,  снова  проходит  через  линзу  Ь  и  собирается 
в  отверстие  $'  в  фокальной  плоскости  линзы  А.  Глаз,  помещенный  сразу  за  5 7 
и  сфокусированный  на  пленку,  видит  полосы,  вырисовывающие  контуры  слоев 
равной  оптической  толщины  на  всей  поверхности  пленки,  освещенной  линзой 
Ь.  Эти  полосы  часто  называют  полосами  Физо.  Как  мы  увидим  (см.  п.  7.5.3), 
полосы  Физо  можно  получить  и  в  толстых  пленках  при  условии,  что  источник 
достаточно  мал.  Такие  интерферометры  применяются  в  оптических  мастерских 
для  проверки  постоянства  оптических  толщин  плоскопараллельных  прозрачных 
пластинок.  В  Англии  они  используются  в  Национальной  физической  лаборато¬ 
рии  для  измерения  концевых  мер  или  калибров  [18].  Устройство  такого  прибора 
показано  на  рис.  7.31,  а.  Одна  из  поверхностей  калибра  О  плотно  прижата 
к  плоской  полированной  поверхности  стальной  плиты  В.  Верхнюю  поверхность 
(5,  параллельную  плите  В ,  покрывают  прозрачной  пластин  кой  Т  с  плоской  ниж¬ 
ней  поверхностью.  Вообще  говоря,  между  Т  и  О  и  между  Т  и  В  образуются  кли¬ 
новидные  воздушные  слои  и  в  каждом  из  них  может  наблюдаться  интерферен- 
і  ционная  картина,  состоящая  из  прямых  параллельных  линий  с  одинаковым  рас¬ 
стоянием  между  ними  в  обеих  картинах.  Изменяя  наклон  Г,  можно  установить 
полосы  перпендикулярно  к  одному  краю  калибра  (рис.  7.31,  б).  Пусть  в  ка¬ 
кой-то  точке  на  краю  калибра  толщины  воздушных  клиньев  над  С  и  В  состав¬ 
ляют  соответственно  Нг  и  /і2,  а  соответствующие  порядки  интерференции  равны 
тх  и  т2;  тогда,  согласно  (26),  длина  й  калибра  равна 

а=Ні—Н1-=(та—т1)~=^т~ , 


(29) 
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где  Ат  —  смещение  порядка  обеих  картин.  Таким  образом,  мы  можем  написать 

й  —  (х  +  е)  у  ,  (30) 

где  х — неизвестное  целое  число,  а  е<1 — дробная  часть- порядка,  которую 
можно  определить  интерполяцией.  Величину  х  находят  методом  дробных 


Ф 


Рис.  7.31.  Интерферометр  для  измерения  концевых  мер,  применяемый  в  английской  Нацио¬ 
нальной  физической  лаборатории, 

а — схема  установки,  О  —  поле  зрения.. 

частей  порядка ,  который  был  впервые  применен  в  интерферометрии  Бенуа  [19]. 
Дробные  части  порядка  измеряются  в  свете  четырех  известных  волн,  которые 
(при  использовании  подходящего  источника)  удобно  выделять  по  очереди  вра¬ 
щением  призмы  постоянного  отклонения  О.  Тогда  мы  получим  соотношения 

А  =  (^+е.)  \ '<=  (х2  +  ег)  ^=(х3  +  е3)  Ь  =  (х<  +  е4)  Ц  ,  (31 ) 

где  Хи  я2,  Хз  и  —  неизвестные  целые  числа;  эти  соотношения  определяют 
«четверки»  возможных  значений  величин  хи  #3,  хэ  и  хл.  Измеряя  приближенно 
микрометром  длину  д,  можно  решить,  какая  из  таких  «четверок»  правильна, 
и,  следовательно,  получить  точною  величину  (1.  С  надлежащими  предосторож¬ 
ностями  можно  измерять  калибры  длиной  до  10  см.  Если  дробная  часть  порядка 
определена  с  точностью  до  0,1,  то  для  X  -=  5000  А  точность  в  измерении  калиб¬ 
ра  составит  ±2,5- 10~6  см. 

Очевидно,  что  для  устройства  Физо  существует  предельный  случай,  когда 
источник  5  (см.  рис.  7.30)  уменьшается  до  точки  и,  значит,  0'  принимает  одина¬ 
ковые  значения  во  всех  точках  пленки.  В  этих  условиях,  однако,  если  поверх¬ 
ность  пленки  плоская,  полосы  должны  быть  нелокализованными,  т.  е.  в  любой 
плоскости,  в  которой  встречаются  отраженные  пучки,  они  будут  так  же  от¬ 
четливы,  как  и  в  пленке.  Мы,  следовательно,  вынуждены  более  тщательно 
выяснить  вопрос  о  локализации  полос  и  о  ее  связи  с  размерами  источника. 

7.5.3.  Локализация  полос*).  Интерференционные  устройства,  рассмотрен¬ 
ные  до  сих  пор,  можно  в  общем  охарактеризовать  как  устройства,  в  которых 
свет  от  источника  достигает  точек  в  области  интерференции  двумя  различными 
путями.  Пусть  Р  будет  такой  точкой,  и  предположим,  что  свет  длиной  волны 


Более  полное  рассмогрение  вопроса  о  локализации  полос  приведено  $  [201* 
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%0  испускается  квазимонохроматическим  точечным  источником  5.  Если  ЗА^В^Р 
и  ЗА2В2Р —  два  луча  от  5  до  Р  (рис.  7.32),  то  разность  фаз  в  точке  Р  равна 

(32) 

Величина  б0  зависит  от  положения  Я,  но  опа  однозначно  определена  для  всех  Я, 
так  что  интерференционные  полосы,  являющиеся  геометрическим  местом  точек, 

для  которых  6П  постоянна,  образу¬ 
ются  в  любой  плоскости  той  обла¬ 
сти,  где  встречаются  оба  луча  от  5. 
Мы  говорим,  что  іа  кие  полосы  не 
локализованы.  Они  всегда  наблюда¬ 
ются  с  точечным  источником,  и  их 
видность  зависит  только  от  относи¬ 
тельной  интенсивности  обеих  волн. 

Допустим  теперь,  что  ква¬ 
зимонохроматический  первичный 
источник  занимает  некоторое  про¬ 
странство  вокруг  5.  Как  и  в  п.  7.3.4,  предположим,  что  такой  источ¬ 
ник  состоит  из  некогерентных  точечных  источников,  каждый  из  которых 
создает  нелокализованную  интерференционную  картину.  Тогда  в  каждой 
точке  полная  интенсивность  равна  сумме  интенсивностей  таких  элементар¬ 
ных  картин.  Если  в  точке  Р  разность  фаз  излучения  от  различных  точек  про¬ 
тяженного  источника  неодинакова,  то  элементарные  картины  смещены  друг  от¬ 
носительно  друга  в  окрестности  Р  и  видность  полос  в  точке  Р  меньше,  чем 
в  случае  точечного  источника.  Вообще  говоря,  как  будет  видно  из  дальнейшего, 
взаимное  смещение  (а  следовательно,  и  уменьшение  видности)  растет  по  мере 
увеличения  источника,  но  зависит  от  положения  Р.  Таким  образом,  хотя  мы 
имеем  здесь  дело  с  протяженным  источником,  видность  полос  в  некоторых  точ¬ 
ках  Р  может  остаться  такой  же  (или  почти  такой  же),  как  и  в  случае  точечного 
источника,  тогда  как  в  другом  месте  она  упадет  практически  до  нуля.  Такие 
полосы  характерны  для  протяженного  источника  и  называются  локализо¬ 
ванными. 

Уменьшение  видности,  связанное  с  заданными  размерами  источника, 
вообще  говоря,  трудно  поддается  расчету,  так  как  оно  зависит  не  только  от  от¬ 
носительной  интенсивности  элементарных  картин,  но  и  от  их  взаимного  сме¬ 
щения.  Однако  здесь  легко  выделить  два  крайних  случая.  Взаимное  смещение 
элементарных  картин,  малое  по  сравнению  с  одним  порядком,  очевидно,  не¬ 
значительно  влияет  на  полосы,  и  при  определенных  обстоятельствах  (см. 
рис.  7.11)  уменьшение  видности  остается  незаметным,  по  крайней  мере  при  ви¬ 
зуальном  наблюдении,  пока 

(33) 

Здесь  5какс  и  6МЙН  —  максимальная  и  минимальная  разность  фаз  излучения 
в  точке  Я,  приходящего  от  различных  точек  протяженного  источника.  Этот 
критерий  справедлив  также  для  источника  с  рассмотренным  ранее  распределе¬ 
нием  интенсивности  (см.  рис.  7.15,  б,  в)}  и  мы  вправе  предположить,  что  он  всег¬ 
да  выполняется.  Вместе  с  тем,  когда 

бмакс—  (34) 

взаимное  смещение  элементарных  картин  достигает  многих  порядков,  и  вид¬ 
ность  полос  становится  очень  малой. 

Исследуем  теперь  зависимость  6  для  некоторой  точки  5'  протяженного 
источника  от  ес  положения  относительно  точки  5.  Точки  5  и  Я  являются  «со¬ 
пряженными»  в  том  смысле,  что  от  точечного  источника  с  длиной  волны  ^0, 


Рис  7.32.  К  интерференции  двух  пучков  света 
от  точечного  источника. 
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■находящегося  в?,  в  точку  5  пришли  бы  две  волны  с  разностью  фаз  бй.  Пусть 
и  —  волновые  фронты  этих  двух  волн,  проходящие  через  точку  5  и  нор¬ 
мальные  к  и  5Л2  соответственно  (рис.  7.33).  Их  кривизны  зависят  от  по¬ 
ложений  5  и  Р  и  от  оптических  особенностей  данного  устройства.  Пусть  нор¬ 
мали,  опущенные  из  точки  5'  на  волновые  фронты  \Ѵг  и  \Г2,  пересекаются  с  ними 
в  точках  N !  и  ІѴ2  соответственно.  Оптическая  длина  пути  от  N1  до  Р  равна 
[ЗЛ^Р],  а  оптическая  длина  пути  от  /Ѵ2  до  Р  равна  1 5А2В2Р].  Разность  фаз 
-в  точке  Я,  соответствующей  5%  составляет,  следовательно, 

б  =  ^{[5'М2]  +  [5Лг52Р]-[5'^1]-  [5Л.В.Я]},  (35) 

яли,  учитывая  (32), 


6-60  =  ^(52-5і),  (36) 

Где  5і==  52=  5'/Ѵ2  ид —  показатель 

преломления  среды,  окружающей  источник. 


Рис.  7.33.  К  интерференции  двух  пучков  света 
от  протяженного  источника. 


Ряс.  7.34.  К  исследованию  локализа¬ 
ции  полос  в  двухлучевом  интерферен¬ 
ционном  устройстве. 


Пусть  5  —  начало  прямоугольных  координат  с  осями  5Х,  5У  и  52, 
причем  52  и  5Х  —  соответственно  внутренняя  и  внешняя  биссектрисы  угла 
Лі5Л2  (рис.  7.34).  Пусть  далее  радиусы  кривизны  волновых  фронтов  ѴР 4 
и  №2  в  плоскостях  5'5Лі  и  5'5Л2  равны  соответственно  Рг  и  тогда  цент¬ 
рами  их  кривизны  Сі  и  С2  служат  точки  зіп  (р/2),  0,  Рхсоз(р/2)}  и 
{ — Р2  зіп  (р/2),  О,  Р2  со5  (р/2) }  соответственно,  где  р  —  угол  А !5Л2.  Если  (х,  у ,  г)  — 
координаты  точки  5%  то _ 

С, 5'  =  5,  +  і?,  =  і/"  (х— #х8Іп-|)а  +  0,!  +  (г—  Д1соз-|-)*  = 

=  %і]/' 1— ^  (х  5ІП  |-  +  г  С05  (37) 

Если  размеры  источника  малы  по  сравнению  с  /?ь  мы  можем  пренебречь  степе¬ 
нями  хІР1у  уіРі  и  г/Рг  выше  второй;  тогда 

$1  —  я  ЗІП  у— 2  СОЗу +  2^  |  23 —  (^х  5ІП  у  +  2  С05  -|)2|  .  (38) 

Аналогично  , 

з2  «  хзіп  у— 2Соз|^  +  2у;|л:3+г/24-^  — [л:5Іп-|-— гсоз-^у  | .  (39) 

В  большинстве  случаев,  представляющих  практический  интерес,  р  мало, 
и  можно  отбросить  члены  в  разложениях  (38)  и  (39),  содержащие  р2  и  рг/Р. 
Тогда  из  (36),  (38)  и  (39)  мы  получим 

б-е° *  ^{Р*+т(і~я;)  <*+*■>}  •  40> 

Если  здесь  можно  пренебречь  членом,  не  зависящим  от  р,  то 

а— (4і) 


18  М  бппи  Ч  Клтп.4 
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В  таком  приближении  6  — 60  при  х  ==  0,  так  что  разность  фаз  (и,  следовательно, 
уменьшение  видности)  незначительна,  если  мы  пользуемся  источником,  ппотя- 
же  иным  в  плоскости  У  82.  Согласно  (33)  и  (41)  уменьшение  видности  неощутимо, 
если  размеры  источника  в  направлении,  нормальном  к  эгой  плоскости,  не  пре¬ 
вышают  Я0/4яр.  Итак,  направления  5АЬ  и  5А2  и,  следовательно,  направления 
выбранных  координатных  осей,  вообще  говоря,  зависят  от  положения  Р.  Если 
для  всех  точек  Р  плоскости  У 82  имеют  общую  линию  пересечения,  то  линейный 
источник  (практически  щель  шириной,  меньшей  ?о„/4п,6),  вытянутый  вдоль  этой 
линии,  дает  в  любой  точке  полосы  такой  же  видности,  как  и  точечный  источник; 
полосы  остаются  нелокализованными.  Все  это  относится  ко  всем  случаям, 
описанным  в  п.  7.3.2  (исключая  опыт  Меслина).  В  случае  зеркал  Френеля,  на¬ 
пример,  при  любом  положении  точки  Р  линия,  проходящая  через  5  и  парал¬ 
лельная  линии  пересечения  зеркал,  лежит  в  плоскости  У 82,  и  при  линейном 
источнике  (щель),  ориентированном  также  вдоль  этой  линии,  наблюдаются, 
как  было  установлено  в  п.  7.3.4,  нелокализованные  полосы.  Легко  показать, 
что  выражение  (7.3.26)  для  ширины  щели  эквивалентно  условию  е^Х0/4яр. 
Однако,  вообще  говоря,  плоскости  У 82  для  всех  Р  не  имеют  общего  пересече¬ 
ния.  Для  получения  картин  в  точках  Р  линейный  источник  должен  находиться 
только  в  ограниченной  области  плоскости  У 82.  Если  же  протяженный  источ¬ 
ник  занимает  область,  границы  которой  отстоят  от  этой  плоскости  на  расстоя¬ 
нии,  большом  по  сравнению  с  Л0/2л(3,  то,  согласно  (34)  и  (41),  видность  будет 
очень  мала.  При  этих  обстоятельствах  полосы  от  линейного  источника  будут 
локализованы  в  области,  положение  которой  зависит  от  ориентации  источника. 

Величина  р  зависит  от  положения  Р,  и  если  мы  пренебрежем  зависимостью 
и  р2  от  р,  то,  согласно  (40),  величина  6  —  б0  для  данного  х  уменьшается  при 
уменьшении  р.  Отсюда  следует,  что  если  размеры  источника  увеличиваются 
в  направлении,  нормальном  к  плоскости  У 52,  то  полосы  локализуются  в  об¬ 
ласти,  соответствующей  достаточно  малым  значениям  р.  В  частности,  р  =  0, 
если  и  8А2  совпадают;  в  области  локализации  лежат  и  те  точки  Р  (если 
они  вообще  существуют),  которые  находятся  на  пересечении  обоих  лучей,  об¬ 
разованных  из  одного  падающего  луча,  выходящего  из  5.  В  окрестности  этих, 
точек  р  пренебрежимо  мало,  и  мы  получим  из  (40) 

<*+»■>•  <«> 

Пусть  И7Х  и  Ц72 — -  сферические  волновые  фронты;  тогда  и  Р2  не  зависят  от 
х  и  у,  и  уменьшение  видности  не  зависит  от  направления,  в  котором  источник 
вытянут  в  плоскости  У 82.  Для  источника  в  виде  диска,  лежащего  в  этой  же 
плоскости,  уменьшение  видности,  согласно  (33)  и  (42),  незначительно  при  усло¬ 
вии,  что  его  радиус  не  превышает 

1/Ѵг1Я,/(2а|ЯІ-К,|). 

В  случае  плоскопараллельной  пластинки,  рассматриваемой  в  зрительную 
трубу  (см.  п.  7.5.1),  р  =  0,  когда  точка  Р  находится  в  фокальной  плоскости 
объектива,  а  и  Р2  бесконечны  при  всех  положениях  5,  так  что  в  соответствии 
с  (42)  6  — -  б0  для  любых  хи  у.  Следовательно,  в  фокальной  плоскости  объектива 
видность  полос  не  зависит  ни  от  положения,  ни  от  размеров  источника.  На 
практике  апертура  объектива  всегда  ограничивает  эффективный  размер  источ¬ 
ника,  Следовательно,  при  наблюдении  полос  вне  фокальной  плоскости  объек¬ 
тива  (как,  например,  при  неправильной  установке  зрительной  трубы)  уменьше¬ 
ние  видности  остается  незначительным  до  тех  пор,  пока  эффективный  размер 
источника  не  превысит  величины,  допускаемой  (33)  и  (40). 

В  качестве  примера  рассмотрим  полосы  в  отраженном  свете  от  прозрачного 
клина  с  небольшим  углом  а;  пусть  его  показатель  преломления  равен  п' , 
а  сам  он  ограничен  плоскими  поверхностями  и  находится  в  среде  с  показателем, 
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преломления  *)  л.  Пусть  5  —  точечный  источник  квазимонохроматического 
света.  Рассмотрим  луч,  лежащий  в  главном  сечении  клина  (сечение  под  прямым 
углом  к  ребру)  и  падающий  на  переднюю  поверхность  клипа  в  точке  А 
(рис.  7.35).  Этот  луч  вызывает  появление  отраженного  луча  АР  и  преломленного 
АВ,  Преломленный  луч  А  В  после  отражения  в  В  от  задней  поверхности  клина 


Рис.  7.35.  Лучи,  отраженные  и  преломленные  на  поверхностях  плоского  клина. 


и  преломления  в  С  на  передней  его  поверхности,  выходит  в  направлении  СР 
и  встречает  отраженный  луч  ЛЯ  в  точке  Р.  Если  источник  занимает  конечную 
область  вокруг  5,  то  полосы  вблизи  плоскости  ЗАР  локализованы  в  окрест¬ 
ности  Р. 

Пусть  р  —  расстояние  между  А  и  ребром  клина  О,  0  и  0'  —  соответственно 
углы  падения  и  преломления  в  точке  А,  а  <р  —  угол  АРС .  Если  В  иО  находятся 
по  одну  сторону  от  нормали,  восстановленной  в  Л,  к  задней  поверхности  клина, 
то  точка  Р  оказывается  действительной  (рис.  7.35,  а):  угол  отражения  в  В 
равен  (Ѳ' — •  а),  угол  выхода  луча  в  точке  С  равен  (Ѳ —  <р),  и  из  элементарной 
геометрии  следует,  что 

л  р  Р  5ІП 
~  ср5<е/~а)  > 

ВС  _  со 5  Ѳ' 

АВ  —  сов  (Ѳ'  —  2а)  * 

АС  _  віп  2  (0'  —  а) 

АР _ С05  (Ѳ  —  ф) 

АС  зіп  ер  * 

СР  С05  О 
АС  зіп  ср  * 

По  закону  Снеллиуса  для  преломления  в  точках  Л  и  С  получим 

п*  зіп  Ѳ'  —п  зіп  Ѳ, 
п*  зіп  (Ѳ'  —  2а)  =  п  зіп  (Ѳ  —  <р). 

Вычитая  однб  т  другого  и  пользуясь  тождеством 


(43) 

(44) 

(45) 

(46) 

(47) 


(48) 

(49) 


вша- 


■  і  о  а-\~Ь  ■  а  —  Ь 
-ЗІП  Ь  —  2  СОЗ  — 4р- зш  — —  , 


находим 


зіпт= 


п'  віп  а  сов  (Ѳ'  —  а) 


п  сов  [  Ѳ 


(50) 


и,  если  величина  Ѳ  не  слишком  близка  к  я/2,  мы  можем  написать  для  малого  а 

2л 'а  сов  Ѳ 7  /с.ч 

^-„созѲ"-  <51> 


*)  Более  ^олно  этот  вопрос  рассмотрен  в  [21]. 


18* 
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Из  (43)*  (44)  и  (46)  имеем 

др  __  2 р  зхп  а  5ІП  (Ѳ'  ~  а)  со5  (Ѳ  —  <р) 
соз  [В"  —  2а)  зіп  ф 


(52) 


При  малом  а  последнее  соотношение  можно  разложить  по  степеням  а,  исполь¬ 
зуя  (5І).  Оставляя  только  главный  член  и  принимая  во  внимание  (48) ,  получим 


АР 


р/г2  зіп  Ѳ  со$2  Ѳ 
л'2  —  /г2  зпіа  Ѳ  * 


(53) 


Члены,  отброшенные  в  (53),  порядка  ра,  т.  е.  порядка  толщины  клина  в  точке 
А .  Если  В  и  О  находятся  по  разные  стороны  от  нормали  к  задней  поверхности 
клина,  восстановленной  в  точке  А  (рис.  7.35,  б),  то  точка  Р  оказывается  мни¬ 
мой,  но  приближенная  формула  (53)  остается  справедливой. 

Пусть  клин  представляет  собой  воздушную  прослойку  между  двумя  стек¬ 
лянными  пластинками  и  мы  вправе  пренебречь  эффектами,  вызванными  пре- 
ломлением  в  передней  пластинке;  тогда  можно  положить  в  (53)  п  =  п'  —  1, 
ЛР^ркІпѲ  и  угол  ОРА  ^  л/2.  Геометрическое  место  точек  Р  имеет  тогда  вид 


Рис.  /  Зь,  К,  локализации  полос  в  глав¬ 
ном  сечении  воздушного  клина. 

Преломление  на  поверхностях  клина  ае 
учитывается 


Рис.  7.37.  К  локализации  полос,  по¬ 
лучающихся  с  клином,  от  источника 
света,  находящегося  в  бесконечности. 


окружности  с  диаметром  031}  где  —  зеркальное  изображение  5  в  передней 
поверхности  клина  (рис.  7.36). 

Если  источник  5  находится  так  далеко  от  клина,  что  все  падающие  лучи 
можно  считать  параллельными  *)  ЗА,  то  0,  а  значит,  Ѳ'  и  ср  не  зависят  от  р, 
и  из  (52)  следует,  что  АР  пропорционально  р.  В  этом  случае  геометрическое  ме¬ 
сто  точек  Р — плоскость,  в  которой  лежит  ребро  клина  (рис.  7.37).  Угол  у 
между  этой  плоскостью  локализации  и  плоскостью,  нормальной  к  отраженному 
пучку,  определяется  из  (53)  и  соотношения  Л/Ѵ  —  рзІпѲ  в  виде 

ЧУ  ”  руѵ  ***  (  я'*  —  пА  8іп2  0  )  »  (54 ) 

Очевидно,  что  у  а?  О,  если  Ѳ  =  0,  и  при  нормальном  падении  плоскость  локали¬ 
зации  полос  совпадает  с  передней  поверхностью  клина. 

Рассмотрим  далее  оптическ>ю  разность  хода  Де^  в  точке  Р,  Из  рис.  7. 35, а 
для  действительной  точки  Р  имеем 


Д &  =  ц'  (АВ  +  ВС)  +  п  (СР  —  АР).  (55) 


Согласно  (43)  и  (44)  для  малого  а  и  величины  Ѳ',  не  слишком  близкой  к  л/2, 
находим 


АВ  +  ВС-2рзт  *  "°5  -в 
А  В  +  —  с08  ^  _  2а) 


2  А 

С05  Ѳ/  * 


где 


Н  =  р  а 


(57) 


')  Это  условие  полностью  удовлетворяется  в  устройстве  Физо  (см.  п.  7.5.2), 
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—  толщина  клина  в  точке  А .  В  этом  приближении  мы  отбрасывали  члены 
со  степенями  а.  Аналогичным ‘образом  из  (43),  (45),  (46)  и  (47)  получим 


СР—АР  =  - 


-2 р  5ІПСХ5Ш  (Ѳ  — зіп(Ѳ'- 


«СОЗ  СО 5  (Ѳ' 


2 к  зіп  0  5іп  О' 
СО  5  Ѳ' 


Следовательно,  из  (55),  (56),  (58)  и  (48)  имеем 

п’к  соз  Ѳ',  (59) 

и  соответствующая  разность  фаз  в  точке  Р  равна 

6  л:  соз  Ѳ'  =  Уп'і—п2  зіп2  Ѳ.  (60) 

Подобным  же  способом  мы  найдем,  что  это  приближение  справедливо  и  для  ус¬ 
ловий,  показанных  на  рис.  7.35,  б,  когда  Р  —  мнимая  точка.  Если  учесть 
изменение  фазы  на  я,  происходящее  при  ; 

отражении  на  одной  из  поверхностей  кли-  \РГ 

на,  то  в  соответствии  с  (60)  и  (7.2.16)  нахо-  \ 

дим,  что  максимумы  интенсивности  в  Р  бу-  (  $ у* 

дут  при  }*  У 


мнимая  точка. 


2 п'к  соз  Ѳ'  ±  * 


т  —  0,  1,  2,  ..., 


а  минимумы  интенсивности  ■ 
2/4'йсозѲ'  =  л 


(61а) 


Очевидно,  что  при  постоянном  угле  Ѳ'  по-  / 

лосы  в  плоскости  локализации  эквидис-  /р" 

тантны  и  параллельны  ребру  клина.  Рис.  7.38.  Положение  центров  кривиз- 

Наконец,  определим,  как  велики  МО-  ны  волновых  фронтов  от  точечного  ис- 

гут  быть  размеры  источника,  окружаю-  ІГлГи/Г  п^рхЗГ^лосГо 
щего  точку  5,  при  которых  еще  нет  за-  клина, 

метного  уменьшения  видности  полос  в  Р. 

Представим  себе,  что  точечный  источник  помещен  в  точку  Р7  и  определим  ра¬ 
диусы  кривизны  Рг  и  Р2  волновых  фронтов  и  достигающих  5  после  от¬ 
ражений  на  передней  и  задней  поверхностях  клина  (рис.  7.*38).  Центр  кривизны 
сферической  поверхности  лежит  в  Рг  на  А 5,  где  точка  Рх —  зеркальное 
изображение  Р  в  передней  поверхности  клина.  Таким  образом, 

/?1  =  5Р1  =  5Л  +  АР.  (62) 

Волновой  фронт  \Ѵ2>  вообще  говоря,  отличен  от  сферического.  Рассмотрим  сна¬ 
чала  его  радиус  кривизны  в  главном  сечении  клина.  После  преломления  в  С 
центр  кривизны  Р'  лежит  на  продолжении  ВС  и  его  положение  определяется 
формулой  (4.6.21).  В  обозначениях,  принятых  в  §  4.6,  имеем  п0=  пу  яХ“  /г', 
гу=  оо,  Ѳ(1=  Ѳ  —  ф,  Ѳ ! г—  Ѳ' —  2а,  1  СРУ  СР '  и  из  соотношения 


(4.6.21)  получаем 


пг  соз3  (Ѳ'  - 
п соз3 (0  - 


После  отражения  в  В  центр  кривизны  окажется  в  точке  Рп  на  продолжении  АВ , 
где  Р" —  зеркальное  изображение  Р‘  в  задней  поверхности  клина;  после  пре¬ 
ломления  в  А  центр  кривизны  окажется  в  точке  Р%  на  АЗ  и,  согласно  (4.6,21) 
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(при  п0—  п\  пх—  п у  Гу—  оо,  00=0',  Ѳі—  Ѳ,  АР\  д^  —  АР)у 

АР 2  п  сой2  Ѳ 

АР"  ~~  гі  соз2  Ѳ'  ' 


находим 

(64) 


Радиус  кривизны  Р2  фронта  в  главном  сечении  клина  равен 

Р2  =  ВР2  “  5Л  АР  2 , 

где,  согласно  (64),  и  соотношению  АР"~  А  В  +  ВС  +  СР' 


ЛР2  = 


п  С082  Ѳ 
гі  соз-  Ѳ7 


(АВ  +  ВС  +  СР% 


или,  используя  (63), 
АР 


п  С052Ѳ 

гі  со$2  0 


7  (АВ  +  ВС)  + 


сое2  0  сое2  (Ѳ'  —  2а)^р 

СОЗ2  0'  СОЙ2 (0 — ф) 


(05) 

(66) 

(67) 


Для  малого  а  имеем 


АР , 


п  С05’2  Ѳ 
гі  соз2  Ѳ 


7 (АВ  +  ВС)+СР 


п  сое2  Ѳ  2к 
гі  со 5 2  Ѳ'  *  соз  Ѳ 


7  4-  АР 


2к  8Ш  0  8Іп  0' 

СОЗ  гі 


.  (68) 


Здесь  мы  воспользовались  соотношениями  (56)  и  (58),  Из  (62),  (65)  и  (68)  полу¬ 
чим  окончательно 


Р2 


2 к  /  п  соз2  Ѳ 

соз  0'  \л,’СозіѲ' 


зіп  Ѳ  зіп  Ѳ 


(69) 


Аналогично  можно  вывести  соответствующие  выражения  для  сечения  ХР2, 
перпендикулярного  главному  сечению  клина.  Вместо  (4.6.21)  нужно  пользо¬ 
ваться  (4.6.22),  и  тогда  вместо  (63)  и  (64)  мы  получим 

СР'  гі  ЛР»  іг 


СР 


гі 
~  п 


АР 


(70) 


Это  приводит  к  следующей  формуле  для  разности  радиусов  кривизны  сечений 
и  Ц72,  перпендикулярных  к  главному  сечению  клина: 


Кг— К 


2 к  (  п 
со&гі\гі 


— зіпѲ  зіпѲ' ^  . 


(71) 


Как  уже  отмечалось  раньше,  из  (33)  и  (42)  можно  заключить,  что  уменьшение 
видности  в  точке  Р  незначительно,  если  радиальные  размеры  источника  отно¬ 
сительно  5Л  не  превышают  ]/гХ0Р1Р2/(2п\  — Р2\)-  Из  (69)  и  (71)  следует, 

что  при  0,  не  слишком  близком  к  л/2,  величина  Р2 —  /?!  будет  порядка  /і, 
и  если  7?!  достаточно  велико  по  сравнению  с  /г,  как  в  случае  устройства  Физо, 
то  можно  принять  Р2/Рі~  1-  В  этом  приближении  допустимый  угловой  радиус 
источника,  наблюдаемый  из  точки  Ръ  равен 


8 


1  •%/'  , _ ,  л/~ 

V  2 л  V  2л|/?!  — /г,Г 


(72) 


В  частности,  для  почти  нормального  падения  света  из  (69)  и  (71)  следует,  что 
Р2 —  2кп/п\  и  (72)  принимает  вид 


е 


1  1  /~ 

2  п  У  к 


(73) 


Для  типичных  значений  для  тонкого  воздушного  клина  к  —  0,01  см ,  гі —  п  ~  1 , 
Х0—  5500  А  выражение  (73)  дает  в  — 2°.  Очевидно,  допустимые  размеры  источ¬ 
ника  пропорциональны  У  1/к.  Например,  в  только  что  разобранном  случае 
при  к—\  см  величина  в,  согласно  (73),  примерно  равна  12'.  Поэтому  при  ис¬ 
следовании  интерферометра  Физо  мы  говорили,  что  можно  получить  полосы 
с  большой  видностью  с  толстым  клином,  если  источник  достаточно  мал. 

7.5.4.  Интерферометр  Майкельсона.  В  устройствах,  описанных  в  пп 
7,5.1  и  7,5.2  суперпозиция  обоих  интерферирующих  пучков  происходит  всюду 
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кроме  пространства,  ограниченного  поверхностями  пластинки  или  пленки. 
Иногда  это  обстоятельство  оказывается  неудобным,  и  его  можно  устранить 
с  помощью  вспомогательной  полуотражающей  поверхности,  на  которой  пучки 
полностью  разделяются.  Затем  пучки  опять  сводятся.  На  этом  принципе  осно¬ 
вано  устройство  интерферометра  Майкелъсона  [22]. 

Простейшая  схема  такого  прибора  показана  на  рис.  7.39.  Свет  от  протя¬ 
женного  источника  5  делится  полупрозрачной  поверхностью  Л  плоскопарал- 
лсльной  стеклянной  пластинки  Г)  на  два  пучка,  на¬ 
правленных  под  прямым  углом  друг  к  другу.  Отра-  ^ 

зившись  от  плоских  зеркал  А1г  и  М2,  они  возвраща- 
ются  к  О,  где  вновь  соединяются  и  попадают  в 
зрительную  трубу  Т.  Зеркало  Ма  неподвижно,  то¬ 
гда  как  зеркало  Ми  установленное  на  столике,  мож¬ 
но  передвигать  микрометрическим  винтом  в  направ¬ 
лении  пластинки  О  или  от  нее.  Пучок,  отраженный' 
от  М1у  проходит  сквозь  диспергирующую  пластин-  $ 
ку  П  три  раза,  прежде  чем  попадает  в  Т .  Пучок, 
отраженный  от  М2у  проходит  через  пластинку  О 
только  один  раз.  Чтобы  устранить  это  различие  в 
оптическом  пути,  не  позволяющее  работать  с  поло¬ 
сами  в  белом  снеге,  между  О  и  М2  ставится  ком¬ 
пенсирующая  пластинка  С  из  такого  же  материала 
и  с  такой  же  толщиной,  как  у  пластинки  П,  и  па¬ 
раллельная  ей. 

Предположим,  что  М'2 — изображение  М2  поверх¬ 
ностью,  делящей  пучок.  Оптическая  длина  пути  меж¬ 
ду  5  и  точкой  Р  вдоль  луча  8І±Л2Р,  отразившегося 

от  М2,  равна  оптической  длине  пути  между  5  и  Р  вдоль  луча  8ІіКІ%Р>  отра¬ 
зившегося  от  мнимой  поверхности  М2.  Следовательно,  можно  считать,  что  ин¬ 
терференционная  картина,  наблюдаемая  в  зрительную  трубу,  возникает  из-за 
воздушного  слоя,  ограниченного  действительной  отражающей  поверхностью  Мх 
и  мнимой  отражающей  поверхностью  М'2 .  При  этом  мы  должны  связать  с  отра¬ 
жением  от  М2  изменение  фазы  ср,  равное  разности  между  изменениями  фаз  при 
внешнем  и  внутреннем  отражениях  поверхностью  Л .  Величина  ф  зависит  от 
природы  полуотражающего  слоя  Л . 

При  параллельных  зеркалах  и  М'2  полосы  в  квазимонохроматическом 
'Свете  имеют  вид  окружностей  и  локализованы  в  бесконечности.  Они  отличаются 
от  полос  равного  наклона,  рассмотренных  в  п.  7.5.1,  только  тем,  что  здесь  кет 
многократных  отражений,  и,  значит,  распределение  интенсивности  находится 
в  полном  согласии  с  (7.2.15).  Если  Мг  приближается  к  М2 ,  полосы  стягиваются 
но  направлению  к  центру,  а  угловой  масштаб  картины  возрастает  до  тех  пор, 
пока  М і  не  совпадет  с  /И';  при  этом  освещенность  поля  зрения  становится 
равномерной  и  ее  уровень  зависит  от  ф.  Тогда  говорят,  что  зеркала  Мг  и  М2 
находятся  в  оптическом  контакте.  Когда  Мг  и  М2  близки  и  образуют  клин 
с  небольшим  углом,  полосы  локализуются  либо  на  поверхности  клина,  либо 
вблизи  нее.  При  достаточно  малом  расстоянии  между  Мг  и  М2  они  являются 
полосами  равной  толщины  и,  следовательно,  имеют  вид  эквидистантных  прямых 
линий,  параллельных  ребру  клина.  При  увеличении  расстояния  диапазон  уг¬ 
лов  падения,  соответствующих  каждой  точке  поля  зрения,  и  вариации  среднего 
угла  падения  по  полю  зрения  перестают  быть  незначительными,  видность  полос 
уменьшается,  и  они  искривляются,  обращаясь  выпуклостью  в  сторону  ребра 
клина.  ч  , 

Независимо  от  того,  параллельны  ли  М і  и  М2  или  наклонены  друг  к  Другу, 
изменение  оптической  длины  пути  в  любом  плече  интерферометра  на  Ат-Х0 
вызывает  смещение  картины  на  Ат  порядков.  Смещение  можно  оценить 


А;  Ж/ЖЛШ/Ш 


Рис.  7.39,  Интерферометр 
Майкельсона. 
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визуально  с  точностью  до  1/20  порядка,  но  в  определенных  условиях  методом 
Кеннеди  [23]  удастся  обнаружить  смещения  до  1/1000  порядка  [24]. 

При  расстоянии  между  Мі  и  М'я,  не  превышающем  нескольких  длин  волнг 
полосы  наблюдаются  в  белом  свете.  Они  служат  для  распознавания  нулевой 
полосы  в  монохроматической  интерференционной  картине.  Если  |ф [  =  іт, 
центральная  полоса  картины  в  белом  свете  оказывается  темной  и  соответствует 
пересечению  Мг  и  М'2\  она  находится  в  том  же  месте,  где  и  полоса  в  монохрома¬ 
тическом  свете  с  |  пг\  =  Ѵа.  В  общем  случае  ахроматическая  полоса  не  совпадает 
со  светлой  или  темной  полосой  монохроматической  картины,  но  это  не  вносит 
дополнительных  трудностей,  если  переход  от  картины  в  белом  свете  к  картине 
в  монохроматическом  свете  происходит  постепенно. 

В  настоящее  время  интерферометр  Майкельсона  устарел.  Исключение 
представляет  только  его  модификация,  в  которой  используется  освещение 
параллельным  пучком  (см.  ниже,  п.  7.5.5).  Несмотря  на  это,  интерферометр  та¬ 
кого  типа  широко  известен,  так  как  е  его  помощью  Майкельссн  провел  три  важ¬ 
нейших  эксперимента  —  опыт  Майкельсона — Морлея  по  увлечению  эфира 

[25] ,  первое  систематическое  изучение  тонкой  структуры  спектральных  линий, 
первое  прямое  сравнение  длин  волн  спектральных  линий  с  эталонным  метром 

[26] .  В  нашей  книге  мы  не  затронем  ни  первой,  ни  третьей  из  названных  работ, 
так  как,  во-первых,  здесь  мы  занимаемся  только  вопросами  оптики  неподвиж¬ 
ных  сред,  и,  во-вторых,  после  Майкельсона  более  точные  измерения  длин  волн 
были  выполнены  другими  методами  (см.  §7.7).  Метод  Майкельсона,  касающийся 
анализа  спектральных  линий,  также  был  заменен  позднее  более  прямыми  ме¬ 
тодами,  но  вследствие  его  значительного  теоретического  интереса  и  вследствие- 
его  связи  с  теорией  частичной  когерентности  мы  позже  рассмотрим  его  подробно 
(см.  п.  7.5.8). 

7.5.5.  Интерферометр  Тваймана  —  Грина  и  другие  аналогичные  приборы. 
Если  интерферометр  Майкельсона  освещается  точечным  источником  5  квази - 

монохроматического  света,  находящимся  в  фо¬ 
кусе  хорошо  скорректированной  линзы 
а  выходящий  из  интерферометра  свет  соби¬ 
рается  второй  такой  же  хорошей  линзой 
то  такой  прибор  становится  эквивалентным 
интерферометру  Физо,  но  в  отличие  от  по¬ 
следнего  здесь  пути  световых  пучков  полно¬ 
стью  разделены  (рис.  7.40).  Пусть  —  пло¬ 
ский  волновой  фронт  пучка,  отраженного  от 
Ліи  —  соответствующий  плоский  волновой 
фронт  пучка,  отраженного  от  М2,  и  —  вир¬ 
туальный  плоский  волновой  фронт,  распро¬ 
страняющийся  от  М2|  который  должен  был 
бы  выйти  из  делителя  пучка  совпадающим  и 
синфазным  с  ѴРг.  Оптическая  разность  хода 
между  выходящими  после  делителя  лучами, 
имеющими  виртуальное  пересечение  в  точке 
Р  на  №2,  равна 

А  3>  =  пН9  (74> 

где  к  =  РМ  —  расстояние  по  нормали  от  до  Я,  а  п  —  показатель  преломле¬ 
ния  среды  между  ѴР[  и-  Соответствующая  разность  фаз  равна 

6  =  .  (75} 

В  соответствии  с  последним  соотношением  и  (7,2.16)  находим,  что  глаз,  поме¬ 
щенный  в  фокальную  плоскость  линзы  и  сфокусированный  на  (в  случае 
надобности  с  помощью  вспомогательной  линзы),  увидит  в  Р  светлую  полосу, 


Рис.  7.40.  Интерферометр  Майкель¬ 
сона,  освещенный  параллельным 
света. 
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если 


пН  -----  гпк0. 

|ш|  =  0,  1,  2, . , 

(76а) 

ели  темную  полосу,  если 

пН  =  тХ0, 

\т\  =  Ѵ„  V»,  Ѵ,.... 

(766) 

Таким  образом,  полосы,  вообще  говоря,  имеют  вид  прямых  линий,  параллель¬ 
ных  ребру  клина,  образованного  и  ѴР2.  Если  путем  соответствующей  ориен¬ 
тации  М і  сделать  параллельными  фронты  и  Ц72,  то  поле  зрения  будет  осве¬ 
щено  равномерно.  При  точечном  источнике  полосы  не  локализованы,  но  практи¬ 
чески  из-за  недостатка  света  размеры  источника  нельзя  сделать  очень  малыми. 
Так  как  пути  выходящих  лучей  соответствуют  отражению  от  клина,  обра- 
вованного  М2  и  М'и  где  М[ —  мнимое  изображение  М і  в  делителе  пучка,  то 
полосы  с  протяженным  источником  кажутся  локализованными  вблизи  клина, 
так  же  как  и  полосы  Физо  (см.  стр,  276),  и  допустимые  размеры  источника  наи¬ 
более  велики,  если  М[  и  Мг  совпадают.  Вместе  с  тем  вследствие  неполной  моно¬ 
хроматичности  источника  полосы  будут  наблюдаться  только  в  случае  прибли¬ 
зительного  равенства  оптических  длин  путей  обоих  пучков.  Важно  отметить, 
что  условия  равенства  оптических  длин  путей  и  совпадения  и  УѴ13,  вообще 
говоря,  не  могут  выполняться  одновременно,  если  установка  асимметрична  от¬ 
носительно  Л. 

Такое  видоизменение  интерферометра  Майкельсона  было  предложено 
Твайманом  и  Грином  [27]  для  проверки  качества  оптических  деталей.  Послед¬ 
ние  помещают  в  пучок,  идущий  к  М 8,  и,  если  они  хороши,  то  отраженный  вол¬ 
новой  фронт  остается  плоским.  Так  как,  согласно  (76),  мы  вправе  считать» 


«—устройство  ДЛЯ  испытания  ^изм;  б  -  устройство  для  испытания  фотографических  объективов. 

что  светлые  полосы  соответствуют  контурам  с  интервалами  А,0,  определяе¬ 
мым  плоскостями,  параллельными  И7',  то  (принимая  для  воздуха  п  =  1)  можно 
обнаружить  искажения  1Г2,  получившиеся  в  результате  двойного  прохождения 
света  сквозь  испытуемую  деталь.  «Знак»  искажения  определяется  направлением 
смещения  полос  при  увеличении  расстояния  между  и  делителем  пучка.  Схе¬ 
ма  прибора  для  испытания  призм  в  минимуме  отклонения  показана  на 
рис.  7.41,  а  [283.  Наблюдаются  полосы,  совпадающие  с  одной  из  поверхностей 
призмы,  а  по  их  положению  можно  указать  те  участки  призмы,  которые  должны 
подвергнуться  ретуши.  Таким  путем  можно  скомпенсировать  внутренние 
неоднородности  материала  призмы.  На  рис.  7.41,  б  показана  схема  приспособ¬ 
ления  для  испытания  фотографических  объективов  [29].  М2 —  выпуклое  сфери¬ 
ческое  зеркало  с  центром  кривизны  в  фокусе  испытываемого  объектива  С. 
Объектив  может  вращаться  вокруг  линии,  перпендикулярной  его  оси,  что  позво¬ 
ляет  проводить  испытания  при  различных  наклонах  объектива.  Механические 
связи  обеспечивают  неизменность  положения  центра  кривизны  зеркала  М3 
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в  фокальной  плоскости  объектива  при  его  вращении.  Однако  существует  неко¬ 
торая  неопределенность  в  определении  по  интерференционной  картине  дефект¬ 
ных  мест  в  объективе,  так  как  в  случае  несовершенства  объектива  прямой  и 


Рис.  7.42.  Интерференционные  картины  Тваймана  —  Грина,  получающиеся  с  линзой  и  пока¬ 
зывающие  наличие  первичных  аберраций  [30[. 
сферическая  аберрация,  фмаіи.—  0.4Л0,  фокальная  параксиальная  плоскость;*  б  -  кома,  фмакс-2^** 
-фокальная  параксиальная  плоскость,  в  —  астигматизм,  фмакс-2»  центральная  плоскость  фмаке— 
максимальная  волновая  аберрация  в  зыходном  зрачке.  Вверху —  наблюдаемые  картины, 
внизу  — рассчитанные. 


а  — схема  установки,  б  — поле  зрения 


обратный  пути  света  через  него  не  совпадают.  Можно  уменьшить  такую  неопре¬ 
деленность,  выбирая  радиус  кривизны  зеркала  М2  возможно  большим  и  исполь¬ 
зуя  для  наблюдения  виртуальной  картины  полос,  возникающих  па  его  поверх¬ 
ности,  соответствующую  оптическую  систему.  На  рис.  7.42  приведены  фотогра¬ 
фии  таких  картин  и  соответствующие  рассчитанные  картины. 

Принцип  устройства  Тваймана — Грина  использован  в  интерферометре 
Кюстерса ,  предназначенном  для  измерения  длин  концевых  калибров  [31] 
«(рис*  7.43,  а),  Калибр  О  плотно  прижимают  к  зеркалу  Мг\  зеркало  Мг  распо- 
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лагают  в  таком  месте,  чтобы  эквивалентная  виртуальная  отражающая  поверх¬ 
ность  М[  находилась  примерно  на  половине  пути  от  М2  до  верхней  поверхности 
О  и  была  наклонена  относительно  О  и  М2  на  некоторый  небольшой  угол.  В  ква- 
зимонохроматическом  свете  будут  видны  параллельные  эквидистантные  по¬ 
лосы  нй  М2  и  О ,  перпендикулярные  к 
одному  из  краев  О  (рис.  7.43,6).  Дли¬ 
на  калибра  6’  определяется  методом 
дробных  частей  порядка,  как  и  в  слу¬ 
чае  уже  описанного  интерферометра 
английской  Национальной  физической 
лаборатории  (см.  п.  7.5.2).  Совершен¬ 
но  очевидно,  что  между  этими  двумя 
приборами  существует  большое  сход¬ 
ство  *). 

Можно  упомянуть  еще  один  по¬ 
добный  прибор  для  измерения  кон¬ 
цевых  мер  —  интерферометр  Дауэлла 
[323  (рис.  7.44,  а),  позволяющий  срав¬ 
нивать  длины  двух  калибров  без  не¬ 
обходимости  тщательного  прижатия. 

Пусть  А[  и  А з —  мнимые  изображе¬ 
ния  в  зеркале  Мг  поверхностей  Аг  и 
А  а  калибров  и  02,  а  В[  и  В'г —  мни¬ 
мые  изображения  в  Л12  и  в  делителе 
пучка  поверхностей  калибров  В г  и  В2. 

Расположение  деталей  прибора  тако¬ 
во,  что  мнимые  изображения  А\ 
и  В[,  В\  отражающих  поверхностей 
калибров  представляются  налагаю¬ 
щимися  друг  на  друга  (рис.  7.44,  б),  и  можно  считать,  что  интерферен¬ 
ционные  полосы  возникли  в  клинообразном  воздушном  слое  между  поверхно¬ 
стями  А  1»  В[  и  В2.  Соответствующей  установкой  О х  получаем  картину  гори¬ 

зонтальных  полос  в  монохроматическом  свете  /  в  области  перекрытия  А[  и 
и  полоса  нулевого  порядка,  которую  можно  отождествить  в  белом  свете,  пере¬ 
мещается  в  центр  поля.  Затем  калибр  (?2  устанавливают  таким  образом,  чтобы 
А'2  было  в  одной  плоскости  с  А[.  Тогда,  поскольку  поверхность  В'2  параллельна 
В[,  образуются  сходные  картины  горизонтальных  полос  II  и  III  в  областях 
перекрытия  В'2  с  А[  и  А'2  с  совпадающими  нулевыми  порядками.  При  таких 
условиях  расстояние  <1  между  В'2  и  В\ ,  равное  разнице  в  длинах  калибров, 
определяется  из  соотношения  д.  =  Ь0Ат/2п,  где  Ат —  смещение  порядков 
в  картинах  /  и  II.  С  этим  прибором,  применяя  метод  дробных  частей  порядка, 
можно  измерять  и  длины  одиночных  калибров. 

7.5.6.  Полосы,  получающиеся  с  двумя  одинаковыми  пластинами;  интер¬ 
ферометр  Жамена  и  интерференционный  микроскоп.  Пусть  свет  от  квазимо- 
нохроматического  точечного  источника  5  падает  на  две  прозрачные  плоскопа¬ 
раллельные  пластинки  (толщиной  к  каждая  и  с  показателем  преломления  я'), 
расположенные  друг  за  другом  и  образующие  между  собой  небольшой  угол  а 
(рис.  7.45).  Если  пренебречь  лучами,  испытавшими  более  двух  отражений  от 


*)  У  обоих  приборов  существует  предел  в  увеличении  расстояний  между  отражающими 
поверхностями,  до  которого  полосы  еще  удовлетворительно  видны.  Этот  предел  зависит  от 
углового  размера  источника  (см.  п.  7.5.3)  и  от  степени  его  немонохроматичности  (см.  п.  7.5.8). 
Так  как  в  устройстве  Кюстерса  используется  вспомогательная  отражающая  поверхность  М\  , 
лежащая  посередине  калибра,  то  с  его  помощью  при  данном  источнике  можно  измерять  ка¬ 
либры  почти  в  два  раза  длиннее,  чем  с  прибором  английской  Национальной  физической  ла* 
бораторищ 


& 

Рис.  7.44.  Интерферометр  Дауэлла  для  на¬ 
мерения  концевых  мер. 
а  — схема  установки,  6  —  поле  зрения. 
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поверхностей  пластинок,  то  останутся  две  группы  параллельных  лучей,  обра¬ 
зовавшихся  из  падающего  луча  ЗА  и  прошедших  сквозь  пластинки.  Первая 
группа  состоит  из  прошедшего  луча  и  лучей,  отраженных  обеими  поверхно¬ 


стями  каждой  пластинки.  Вторая 


группа  —  8  Л  ВОН,  ЗАВСЕІ ,  ЗАБОЕ.! 
и  ЗА  ВС  РОК  —  из  лучей,  отраженных 
от  одной  поверхности  каждой  пластин¬ 
ки;  они  три  раза  проходят  промежуток 
между  пластинками  и  образуют  с  лучами 
первой  группы  угол  2а. 

Лучи  второй  группы  собираются  в 
точке  Р  в  фокальной  плоскости  линзы  7,. 
Обозначив  оптические  длины  путей  от  5 
до  Р  вдоль  этих  лучей  через 
‘еТэ  и  еЯ4,  получим,  пользуясь  (7.5.5), 

-  &г  =  =  2  п'к  соз  Ѳі , 

(77а) 

=  2п'к  (соз  Ѳа  —  соз  ѲІ), 
(776) 

=  2 п'к  соз  (77в) 


Р  где  Ѳі  и  Ѳ' —  углы  преломления  в  точке 
Рис.  7.45.  Две  одинаковые  плоскопарал-  Б  второй  ПЛЭСТИНКИ  и  В  точке  О  первой 

дельные  пластинки;  возникновение  полос,  плягтиики  гпптнететвенио*  тяк  кяк  лтнт 
локализованных  в  бесконечности.  пластинки  соответственно,  так  как  ДЛЯ 

данной  точки  Р  углы  Ѳг  и  Ѳ2  зависят 
только  от  ориентации  пластинок,  то  оптические  разности  хода  не  зависят 
от  положения  5,  и  интерференционная  картина  от  протяженного  источника 
образуется  в  фокальной  плоскости  линзы  Е.  Если  диапазон  углов  падения  не 
слишком  велик,  эта  картина  не  перекрывается  картиной,  создаваемой  лучами 
первой  группы.  Далее,  так  как  соз  Ѳа  ^  соз  Ѳ2,  а  А^і  и  Д<^4з  велики  по  сравне¬ 
нию  с  Д^32,  при  достаточно  большом  к  мы  можем  использовать  источник,  для 
которого  условие  четкости  полос  (7.3.15)  справедливо  по  отношению  к  Д<^32> 
но  не  к  Д^гі  и  А^43.  В  этих  условиях  мы  можем  считать,  что  картина  полос 
связана  только  с  такими  лучами  как  ЗА  ВСЕ!  и  8АВ^Е^ .  Остальной  свет  соз¬ 
дает  почти  равномерный  фон,  просто  уменьшающий  видпость  полос. 

Из  (776)  находим,  что  разность  фаз  в  точке  Я,  соответствующая  ДеЯзг, 
равна 

б  =  ^  п'к  (соз  Ѳз  соз  Ѳі) ,  (78) 


т.  е.  на  основании  закона  преломления 

гіг — /газт2  Ѳ2  —  у/  я'2 — п%  зіп8  Ѳг)  щ 


(79) 


где  0і  и  Ѳ2 —  углы  падения  соответственно  в  точках  Вий,  а/і —  показатель 
преломления  среды,  окружающей  пластинки.  Для  того  чтоб  определить  форму 
полос,  рассмотрим  прямоугольные  оси  координат  ОХ,  ОУ  и  02  с  началом  в  точ¬ 
ке  О  во  второй  узловой  точке  линзы  Ь ,  причем  ось  02  параллельна  ребру  клина, 
образованного  пластинами  (рис.  7.46).  Пусть  N г  в  плоскости  ХОУ  —  фокаль¬ 
ная  точка  для  света,  отраженного  нормально  в  В  (0*  =  0),  а  Аг2  (также  в  плоско¬ 
сти  ХОУ)  —  фокальная  точка  для  лучей,  отраженных  нормально  в  И  (Ѳ2  =  0) 
Пусть  далее  ОХ  —  биссектриса  угла  Лгі ОіѴ2*  Тогда,  если  клин  «раскрыт»  в  на¬ 
правлении  ОУ,  направляющие  косинусы  прямых  0кг  и  0Л'2  равны  соответст¬ 
венно  {соз  (а/2),  зіп  (а/2),  0 },  {соз  (а/2), —  зіп  (а/2),  0}.  Пусть  ОР  составляет 
угол  ф  с  плоскостью  Х02,  а  проекция  ОР  на  нее  составляет  угол  <р  с  ОХ ,  Тогда 
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направляющие  косинусы  прямой  ОР  равны  (со$ф  со5<р,  зілф,  созфзіпф),  и  так 
как  РОАТ—  Ѳ1р  РОМ 2=  Ѳ2,  получаем 

сое  Ѳл  =  соз  со$  ф  соз  ф  +  зіп  зіп  ф,  (80а) 

соз  Ѳ3  =  соз  ~  соз  ф  соз  Ф — зіп  ---  зіп  ф.  (806) 


При  малом  а  мы  можем  пренебречь  членами,  содержащими  вторую  и  более 
высокие  степени  а  в  разложении  соз  ,  зіп  ,  и  из  (80)  находим 

соз2  ѲА  =  соз2  ф  соз2  ф  +  а  зіп  ф  соз  ф  соз  ф,  (81а) 

соз2  Ѳ2  —  соз2  ф  соз3  ф — а  зіп  ф  соз  ф  соз  ф .  (81  б) 

Тогда,  учитывая  (79)  и  последние  соотношения,  имеем 

—  гР  (1  — соз2 ф  СОЗ2 ф  +  а  зіпфеозф  СОЗф)  — 

— у Г п'г  —  п2(1 —  соз2  ф  соз2  ф — а  зіп  ф  соз  ф  соз  ф) }  (82) 

и  после  разложения  по  степеням  а,  вновь  отбрасывая  члены  с  а  в  степени 


5Ш  ф  С05  ф  С05  ф 

У й'2  —  п?  (1  —  СОЗ2  Ф  СОЗ2  ф) 

\т  |  =  Ѵ„  3/2,  V».  •  • 


т\ 


(846) 


Рич.  7.46.  К  исследованию  локализо- 
ватіых  в  бесконечности  полос,  полу¬ 
чающихся  с  двумя  шюскопараллелъ- 
ными  пластинками,  наклоненными  друг 

к  другу. 


Если  точка  Р  находится  близко  к  плос¬ 
кости  ХОХ ,  так  чтоф  мало,  порядок  интерференции  т  низок,  и  в  этой  области 
полосы  можно  наблюдать  в  белом  свете.  Центральная  светлая  полоса  (т  ~  0) 
лежит  в  плоскости  ХОХ  и  образуется  лучами,  для  которых  Ѳ^Ѳа. 

В  особом  случае  наблюдения  в  направлении,  близком  к  нормальному  па¬ 
дению,  ф  и  ф  малы,  и,  отбрасывая  члены  со  второй  и  более  высокой  степенью 
ф  и  ф,  мы  сведем  (84а)  к 

тп*\ь 


'♦  =  т і 


2д3йа 


\т\  —  0,  1,  2,  — 


(85) 


Таким  образом,  полосы  в  квазимонохроматическом  свете  имеют  вид  эквидистант¬ 
ных  прямых  линий,  параллельных  ребру  клина  между  пластинками.  Угловое 
расстояние  между  соседними  светлыми  полосами  пропорционально  показателю 
преломления  пластинок  и  обратно  пропорционально  их  толщине  и  углу  между 
ними.  Эти  полосы  впервые  наблюдались  Брюстером  и  называются  полосами 
Брюстера . 

Подобные  полосы  используются  в  интерферометре  Жамена  [33],  широко 
применявшемся  одно  время  для  измерений  показателя  преломления  газов. 
Теперь  этот  прибор  заменен  интерферометром  Рэлея  (см,  и,  7,3,5),  Основные 
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части  прибора  —  две  стеклянные  плоскопараллельные  пластины  одинаковой 
толщины  с  одинаковым  показателем  преломления.  Поверхности  пластин  М ^ 
и  М%  покрыты  непрозрачным  зеркальным  слоем  серебра;  их  расположение 
показано  на  рис,  7.47.  Пучок  света  от  протяженного  источника  падает  под 

углом,  близким  к  45°,  на  одну  из 
пластин.  В  результате  отражений  и 
преломлений  возникают  два  пучка: 
один,  отраженный  от  передней  по¬ 
верхности  первой  пластины  и  зад¬ 
ней  поверхности  второй,  и  другой, 
отраженный  от  задней  поверхности 
первой  пластины  и  передней  поверх¬ 
ности  второй.  Эти  пучки  образуют 
интерференционную  картину  в  фо¬ 
кальной  плоскости  зрительной  тру¬ 
бы  Т.  Толщина  пластин  выбирает¬ 
ся  такой,  чтобы  при  подходящем 
диафрагмировании  пучки  между 
пластинами  полностью  разделя¬ 
лись  и  чтобы  каждый  пучок  про¬ 
ходил  через  одну  из  газовых  кювет  бгь  02  и  один  из  компенсаторов  Си  Сж, 
подобных  описанным  в  п.  7.3.5.  В  работе  пластины  слегка  наклоняют,  так  что 
они  образуют  друг  с  другом  небольшой  клин  с  ребром,  параллельным  плоское ти 
рис.  7.47,  которую  мы  будем  считать  горизонтальной;  поверхности  пластин 
почти  вертикальны,  и,  следовательно,  пользуясь  теми  же  обозначениями,  что 
и  на  рис.  7.46,  мы  можем  считать  плоскость  Х02,  почти  горизонтальной.  Об¬ 
ласть  наблюдения  в  этом  случае  соответствует  малому  ф,  и  положение  светлых 
полос  определяется,  согласно  (84а),  соотношением 


Рис.  7.47.  Интерферометр  Жамена. 


С05  ф 


тХ0 


і/ п'* — п2  5Іп2  ф  2п2На 


\т\ 


=  0.  1,  2.. 


(86> 


Так  как  ф»  45°,  то  при  угловом  поле  небольшого  размера  изменения  члена  с  <р 
пренебрежимо  малы.  Следовательно,  полосы  соответствуют  точкам  с  одинако¬ 
вым  ф>  т.  е.  они  горизонтальны  и  эквидистантны.  Эти  полосы  относятся  к  низ¬ 
ким  порядкам  интерференции;  соответствующей  установкой  полосу  нулевого 
порядка  ("ф  =  0),  отождествленную  в  белом  свете,  можно  сместить  в  центр  поля 
зрения  *). 

'Метод  измерения  с  интерферометром  такого  типа  подобен  уже  описанному 
методу  работы  с  интерферометром  Рэлея.  Разница  заключается  только  в  том, 
что  здесь  отсутствует  вторая  система  полос,  служащая  неподвижными  репе¬ 
рами,  и  установка  ведется  по  кресту  нитей  в  зрительной  трубе.  Вследствие 
этого  прибор  более  чувствителен  к  нарушениям  в  оптической  системе,  чем 
интерферометр  Рэлея,  и  точность  получаемых  с  его  помощью  измерений  меньше. 

Сир кс  134]  и  позднее  Прингсгейм  [351  предложили  для  измерения  показа¬ 
теля  преломления  малых  объектов  видоизмененный  интерферометр  Жамена 
со  слегка  клиновидными,  а  не  плоскопараллельными  пластинами.  Пластины 
устанавливают  таким  образом,  чтобы  ребра  клиньев  были  антипараллельны. 


*)  Если  пластины  наклонены  так,  что  ребро  образованного  ими  клина  вертикально,  то 
плоскость  ХОѴ  горизонтальна,  и  область  наблюдения  соответствует  малому  ф,  а  положение 
максимумов  интенсивности  определяется  соотношением  (84а),  т.  е. 

- С05  ^  *іп  $  -А  |/п|  =  0,  1,  2... 


ѴпЛ 


-п2  зіпф  2п*На  ' 


Полосы  соответствуют  точкам  с  одинаковым  ф  и  в  нашем  случае  будут  вертикальны.  Однако  при 
*ф  —  45°  порядок  интерференции  значительно  отличается  от  нулевого  и  с  таким  расположением 
«ластин  полосы  в  белом  свете  не  наблюдаются. 
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а  внутренние  несеребренные  поверхности  —  почти  параллельны  (рис.  7.48)* 
и  освещают  параллельным  пучком  света.  Падающему  лучу  5А>  лежащему 
в  главном  сечении  клиньев,  соответствуют  два  луча:  5АВСС  и  5АОЕР,  кото¬ 
рые  после  выхода  из  второй  пластины  пересекаются  в  мнимой  точке  Я,  лежащей 
сзади  нее.  С  квазимонохроматическим  не  очень  большим  источником  интерфе¬ 
ренционные  полосы,  кажущиеся  расположенными  вблизи  Я,  можно  наблюдать 
в  микроскоп  М,  В  этой  области  полосы  направлены  под  прямым  углом  к  пло¬ 
скости,  определяемой  обоими  выходящими  из  пластин  лучами,  т.  е.  парал¬ 
лельны  ребрам  клиньев.  Исследуемый  объект  О  помещают  между  пластинами 
на  пути  луча  СО.  Изображение  Р*  точки  Я  передней  поверхностью  второй  пла¬ 
стины  также  лежат  на  луче  СО,  а  местоположение  этого  изображения  зависит 
от  наклона  пластин.  По  Прингсгейму  [35]  точка  Я'  находится  приблизительно 


на  половине  пути  между  пластинами,  если  их  внутренние  поверхности  парал¬ 
лельны,  но  незначительный  поворот  любой  пластины  вокруг  оси,  параллельной 
ребру  клина,  вызывает  заметное  смещение  Я'.  Таким  образом,  точку  Я'  можно 
совместить  с  О,  и  в  поле  зрения  микроскопа  изображение  объекта  и  система 
интерференционных  полос  наложатся  друг  на  друга.  Изменение  порядка  ин¬ 
терференции  в  точке  Я',  вызванное  введе¬ 


нием  объекта  О,  определяется  компенса¬ 
тором.  Отсюда,  зная  толщину  объекта  в 
Я\  можно  определить  и  его  показатель 
преломления. 

Сравнительно  недавно  Дайсон  [36] 
разработал  аналогичную  комбинацию 


Рис.  7.48.  Интерферометр  Сиркса  — 
Прингсгейма. 


Рис.  7.49.  Интерференционный 
микроскоп  Дайсона. 


микроскопа  и  интерферометра  (рис.  7.49).  Исследуемый  предмет,  находящийся 
на  предметном  стекле,  помещают  в  О  между  двумя  одинаковыми  стеклянными 
пластинами  Оі  и  02.  Пластины  слегка  клиновидны  и  их  ребра  антипараллельны. 
Верхняя  поверхность  нижней  пластины  0г  покрыта  полупрозрачным  слоем 
серебра,  а  ее  нижняя  поверхность  на  небольшом  центральном  участке  С,  не¬ 
много  большем  поля  зрения  микроскопа,  покрыта  непрозрачным  слоем  серебра. 
Верхняя  пластина  02  покрыта  частично  прозрачным  слоем  серебра  с  обеих  сто¬ 
рон.  Пространство  между  пластинами  (в  том  числе  и  область,  где  расположен 
исследуемый  предмет)  заполняется  веществом  с  таким  же  показателем  прелом¬ 
ления,  как  и  у  стекла.  Свет  проходит  через  конденсор  микроскопа,  фокусирую¬ 
щий  изображение  источника  на  плоскость  О.  Часть  этого  света  —  предметный 
пучок  —  проходит  через  О  и  выходит  из  02  после  отражения  от  его  верхней 
и  нижней  поверхностей.  Другая  его  часть  —  опорный  пучок  —  отражается 
от  верхней  поверхности  Ох  и  сходится  на  С,  где  он  отражается,  и,  проходя 
вне  предмета  О,  который  находится  в  тени  С,  прямо  проходит  через  02.  Стек¬ 
лянный  блок  со  сферической  верхней  поверхностью  Я,  покрытой  (за  исключе- 
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нием  небольшого  участка  А  на  оси  в  верхней  части  #)  непрозрачным  слоем  се¬ 
ребра,  склеен  с  <52.  Он  рассчитан  так,  чтобы  предметный  и  опорный  пучки  после 
отражения  на  #  и  на  верхней  поверхности  С2  сходились  в  А.  Опорный  пучок 
образует  действительное  изображение  сгг  источника  вблизи  А ,  предметный 
пучок  —  наложенное  друг  на  друга  действительное  изображение  ст2  источника 
и  действительное  изображение  предметной  плоскости.  Последнее  рассматривают 
в  обычный  микроскоп  *). 

Соответствующие  точки  на  Сі  и  о2  являются  изображениями  одних  и  тех 
же  точек  источника  и  поэтому  ведут  себя  как  взаимно  когерентные  вторичные 
источники.  Прибор  юстируют  таким  образом,  чтобы  эти  точки  совпали.  В  от¬ 
сутствие  предмета  оптические  длины  путей  предметного  пучка  и  пучка  сравне¬ 
ния  в  любой  точке  Р  на  П  равны  и,  пренебрегая  небольшой  разностью  фаз, 
вызванной  различием  в  отражениях  на  серебреных  поверхностях,  находим,  что 
порядок  интерференции  па  всем  изображении  П  будет  нулевым.  Это  можно  про¬ 
верить  в  белом  свете.  В  присутствии  предмета  в  О  оптическая  длина  пути  пред¬ 
метного  пучка  до  Р  увеличивается  приблизительно  на  (п* —  п)1,  где  п* —  пока¬ 
затель  преломления  предмета,  / —  его  толщина  в  точке  Р\  сопряженной  с  Р, 
п  —  показатель  преломления  окружающей  среды.  Вариации  п'  и  /  по  предмету 
влекут  за  собой,  таким  образом,  вариации  интенсивности  по  П  в  квазимопохро- 
матическом  свете  или  изменение  цвета  в  белом  свете.  При  движении  нижней 
пластинки  Оі  нормально  к  ребру  клина  и  оптической  оси  длина  оптического 
пути  пучка  сравнения  изменяется,  и  таким  способом  можно  компенсировать 
изменение  длины  оптического  пути  предметного  пучка.  Проградуировав  такое 
перемещение  в  монохроматическом  свете  и  зная  пи/,  можно  определить 
(п' —  п)  /,  а  значит,  и  п\  ѵ 

Однако  в  реальных  условиях  полностью  совместить  ог  и  о2  никогда  не  удается.  К  тому  же 
присутствие  преломляющего  предмета  и  использование  пластины  в  качестве  компенсатора 
вызывает  взаимное  смещение  аг  и  сг2,  параллельное  оптической  оси.  Удовлетворительное  опи¬ 
сание  интерференционных  явлений  в  области  и  о9  при  неточном  совпадении  соответствующих 
точек  этих  изображений  нельзя  сделать  в  рамках  элементарного  изложения,  приведенного 
в  настоящей  главе.  Его  можно  изящно  рассмотреть  с  помощью  теории  частичной  когерентности 
{см.  гл.  10). 

7.5.7.  Интерферометр  Маха —  Цендера;  интерферометр  Бейтса  со  смещен¬ 
ным  волновым  фронтом.  В  интерферометре  Жамена  (см.  п.  7.5.6)  передние 
поверхности  пластин,  выполняющие  роль  делителей  световых  пучков,  и  зад¬ 
ние  поверхности,  служащие  плоскими  зеркалами,  нельзя  установить  незави¬ 
симо  и,  следовательно,  расстояние  между  пучками  определяется  толщиной 
пластин.  Значительно  большей  гибкостью  обладает  прибор,  в  котором  делители 
пучков  и  зеркала  представляют  собой  независимые  элементы,  а  пучки  можно 
широко  развести.  На  этом  принципе  основано  устройство  интерферометра 
Маха — Цендера  [373,  применяемого  для  измерений  изменений  показателя 
преломления,  а  следовательно,  и  плотности  потоков  сжимаемого  газа. 

Схема  такого  прибора  показана  на  рис.  7.50.  Свет  от  источника  5,  находя¬ 
щегося  в  фокальной  плоскости  хорошо  коррегированной  линзы  делится 
на  полуотражающей  поверхности  плоскопараллельной  стеклянной  пла¬ 
стинки  Ол  на  два  пучка.  Отразившись  от  плоских  зеркал  Мг  и  М2,  они  вновь 
соединяются  на  полуотражающей  поверхности  второй  (идентичной  Ог) 
шюскопар аллельной  пластинке  П2  и  выходят  через  вторую  тоже  хорошо  корре- 
гированную  линзу  Р2.  Все  четыре  отражающие  поверхности  обычно  устанавли¬ 
вают  почти  параллельно  друг  другу  и  так,  чтобы  их  центры  находились  в  вер¬ 
шинах  параллелограмма.  Предположим  теперь,  что  5 — точечный  источник 
квазимонохроматического  света.  Пусть  —  плоский  волновой  фронт  пучка 


*)  Для  всех  остальных  пучков  света,  кроме  упомянутых,  несеребреный  участок  А  ПОЛ' 
«остью  экранируется  С,  и  свет  этих  пучков  не  может  попасть  в  микроскоп. 
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между  ~Мі  и  \Ѵ2 —  соответствующий  плоский  волновой  фронт  пучка  между 

Л12  и  О 2  и  XV х —  виртуальный  плоский  волновой  фронт  между  М,  и  Е>а,  который, 
выходя  из  совпадает  с  и  синфазен  ему.  В  точке  Р  на  волновом  фронте 
виртуальная  разность  фаз  между  выходящими  5 

пучками  равна 

(87) 

где  к  =  РМ  —  расстояние  по  нормали  от  Р  до  ѴУ{,  а 
п  —  показатель  преломления  среды  между  №3  и 
Согласно  (7.2.16)  в  сопряженной  с  Р  точке  Р'  в  вы¬ 
ходящих  пучках  светлая  полоса  находится  при 

пк~тХ0,  |  ш  |  =  0,  1,  2,.,.  (88а) 

темная  полоса  —  при 

пк  —  тК„,  | т]  =  —  ,  ...  (886) 

Если  ѴР[  и  ѴР2  параллельны,  интенсивность  во 
всех  точках  Р  одинакова,  и  при  этих  условиях  протя¬ 
женный  источник  даст  полосы  в  бесконечности  (т.  е. 
в  фокальной  плоскости  /.2),  так  же  как  и  интерферо¬ 
метр  Жамена.  Однако  в  общем  случае  и  \у.2  состав¬ 
ляют  некоторый  угол,  и  полосы  имеют  вид  прямых, 
параллельных  линии  пересечения  и  ЭДС.  Именно  такая  установка  применяет¬ 
ся  при  исследовании  газовых  потоков,  где  обычно  ощущается  недостаток  света, 
и  поэтому  желательно  применять  наибольшие  из  возможных  источников,  обес¬ 
печивающих  еще  достаточную  видность.  Как  мы  видели  в  п.  7.5.3,  полосы  при 
этом  локализуются  в  области,  где  пересекающиеся  лучи  имеют  наименьшее  уг¬ 
ловое  расхождение  при  выходе  из  5.  Положение  области  локализации  изме¬ 
няется  при  повороте  элементов  системы,  которые  служат  для  изменения  взаим¬ 
ного  наклона  и  Ж'2.  Например,  если  отражающие  поверхности  первоначаль¬ 
но  были  параллельны  и  если  для  простоты  мы  рассмотрим  случай  поворота 
вокруг  оси,  перпендикулярной  к  плоскости,  в  которой  .лежат  все  центры,  то 
при  повороте  М 2  виртуальный  район  локализации  находится  вблизи  М2 
(рис.  7,51,  а),  а  при  повороте  и  М2  и  —  между  М2  и  (рис.  7.51,  б).  Эта 
особенность  отличает  полосы,  возникающие  в  клине  интерферометра  Маха  — ■*> 
Цеидера,  от  полос,  появляющихся  в  интерферометре  Майкельсопа  при  освеще¬ 
нии  его  параллельным  пучком  света  (см.  п.  7.5.5/  с  виртуальной  областью  лока¬ 
лизации  близ  зеркал. 

В  техническом  варианте  прибора  в  одном  плече  интерферометра  помещается 
камера  С\  для  исследования  газового  потока  —  обычно  рабочая  секция  аэро¬ 
динамической  трубы  или  трубы  для  изучения  ударных  волн.  В  другом  его  плече 
располагается  компенсационная  камера  С 2,  позволяющая  получить  полосы 
порядков,  близких  к  нулю,  желаемой  ориентации,  с  удобным  расстоянием 
и  с  виртуальной  локализацией  вблизи  выбранной  плоскости  в  Си  нормальной 
к  направлению  падающего  света.  Эта  плоскость  изображается  на  фотографиче¬ 
ской  пластинке  посредством  линзы  Ь2  и  хорошо  к  ор  р  еги  р  она  иного  фото  графиче¬ 
ского  объектива.  Фотосъемка  картины  интерференционных  полос  производится 
как  в  присутствии  газового  потока,  так  и  без  него,  и  в  выбранной  точке  Р ' 
плоскости  изображения  измеряется  смещение  порядка  Ат  в  двух  картинах. 
Если  нужно,  то  используются  полосы  в  белом  свете  для  идентификации  соот¬ 
ветствующих  порядков.  Пусть  п — показатель  преломления  невозмущепвого 
газа  в  Сь  а  гі —  показатель  преломления  текущего  газа;  тогда 

Ат  =  ^  (п'  —я)  сі$ .  (69) 


19  М.  Бопн.  .4.  гі.ѵльФ 
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Здесь  интеграл  берется  вдоль  пути  лучей,  проходящих  через  Сх  и  достигающих 
Р‘ .  Пусть  Ох,  Оу,  Ог  —  оси  прямоугольной  системы  координат  с  началом  О 
в  выбранной  плоскости  в  камере  Си  причем  ось  Ог  совпадает  с  направлением 
падающего  света,  пусть  далее  Р  с  координатами  (х,  у,  0)  —  точка,  сопряженная 
с  Р'  в  отсутствие  газового  потока  в  Сг.  Тогда,  если  пренебречь  отклонением  лу¬ 
чей,  возникающим  вследствие  преломления  из-за  наличия  потока,  то  (89) 
можно  переписать  в  виде 

5 

Ляг  (ж,  у)  =  ~  [  {п'  (х,  у,  г)— п}Лг,  (90) 

и 

где  5  —  длина  Сг;  если  поток  удовлетворяет  определенным  условиям  симметрии 
(см.,  например,  [88]),  (/:' —  п)  в  (90)  можно  выразить  через  измеренные  величины 


Ат.  В  таком  случае  можно  определить  изменение  плотности  Др,  вызванное  по¬ 
током,  так  как  оно  пропорционально  ( гі —  п). 

Видоизмененный  Бейтсом  [39]  интерферометр  Маха  —  Цен  дер  а  можно 
применить  для  измерения  асферичности  сходящихся  волновых  фронтов, 
не  прибегая  к  сравнению  со  свободным  от  искажений  опорным  волновым 
фронтом,  как  это  необходимо  в  методе  Тваймана — Грина  (см.  стр.  280;. 
Устройство,  показанное  на  рис.  7.52,  а ,  особенно  подходит  для  испытания 
качества  систем^  с  большими  апертурами.  Подлежащий  проверке  сходящийся 
пучок  с  главной  осью  ОЛ,  направленной  горизонтально,  делится  в  Ог  на  два 
сходящихся  пучка,  дающих  изображения  5!  и  достаточно  малого  квазимоио- 
хроматического  источника.  В  начале  все  четыре  отражающие  поверхности  вер¬ 
тикальны,  параллельны  и  расположены  так,  что  на  пол  у  отражающей  поверх¬ 
ности  П,г  изображения  5Х  и  совпадают.  Тогда  соответствующие  падающему 
волновому  фронту  \Ѵ  виртуальные  волновые  фронты  и  \Ѵ2  с  главными  осями 
0х5і  и  0282  точно  совпадут,  и  глаз,  помещенный  после  П2і  увидит  равномерно 
освещенное  поле  зрения.  Повернем  теперь  Пх  и  АЦ  как  целое  вокруг  оси,  па¬ 
раллельной  ОА;  тогда  0і5х  и  0252  немного  сместятся  друг  относительно  друга 
по  вертикали.  Это  по^  существу  равносильно  повороту  относительно  \Ѵг 
вокруг  горизонтальной  оси,  и  мы  увидим,  что  поле  зрения  пересекается  экви¬ 
дистантными  горизонтальными  полосами,  видимыми  в  белом  свете. 

Предположим  теперь,  что  7)3  поворачивается  вокруг  вертикальной  оси, 
проходящей  через  «Ьх  и  52;  тогда  повернется  около  в  горизонтальной 
плоскости  и  ТСщ  сместится  относительно  При  идеально  сферических  \Ѵг 
и  на  картину  полос,  наблюдающуюся  в  области,  где  перекрывание  Ц7,  и  !Р'а 
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еще  сохранилось,  не  повлияет  смещение  полос.  При  наличии  отклонений  от 
сферичности  полосы  сместятся  на  расстояние,  зависящее  от  степени  асферич¬ 
ности  117.  Поэтому,  если  направление  оси  координат  0»Х  с  началом  в  0а  сов¬ 
падает  с  направлением  смещения,  то  смещение  порядка  Л т(х;  а)  в  точке  Р 
с  координатой  х  равно 

Ат(х;  (х)—ЗР  (х—а)\,  (91) 

где  ^ —  оптическая  разность  хода  между  и  сферой  с  центром  в  5*  и 


Рис.  7.52.  Интерферометр  Бейтса  со  смещенным  волновым  фронтом. 

а  — схема  установки,  О  -  поле  зрения  со  смещенными  волновыми  фронтами. 


радиусом  02$2,  аа —  величина  сдвига  {рис.  7,52,  б).  Так  как  &  рарно  нулю 
в  02  (х  =  0),  имеем  отсюда 

Ат  {а;  а)  =  ~&(а)  (92а) 

и  аналогично 

Ат(2а;  а)=^{^(2а) —  <^(д)}, 

так  что 

Дт(а;  а)  +  Ат  (2а;  а)  =  ^  &  (2а).  (926) 

Подобным  же  образом  нетрудно  получить  выражения  для  ^(За),  <^(4 а) 
и  т.  д.,  и  мы  видим,  что  величину  х )  можно  определить  с  интервалом  а  из 
измерений  Ат.  В  другом  случае,  когда  а  не  слишком  велико,  мы  получим  из 
(91)  соотношение 

Дт(х;  (93) 

'  д  Ф 

показывающее,  что  Ат  пропорционально  угловой  аберрации  луча,  выходя¬ 
щего  из  Р.  Очевидно,  что  в  отсутствие  вращательной  симметрии  полный  вол¬ 
новой  фронт  в  принципе  можно  исследовать  путем  изменения  направления 
сдвига. 

Когда  волновые  фронты  смещаются  друг  относительно  друга,  выходящие 
лучи,  виртуально  пересекающиеся  в  Р,  проходят  делители  пучков  под  разными 
углами,  и  если  смещение  полос  зависит  только  от  асферичности,  то  такое 


^  19* 
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различие  следует  скомпенсировать.  Для  этой  цели  служат  две  компенсирующие 
пластинки,  подобные  пластинкам,  используемым  в  качестве  делителей  пучков, 
и  вводимые  в  оба  плеча  интерферометра.  Одну  из  них,  Си  укрепляют  парал¬ 
лельно  О 2  и  при  сдвиге  поворачивают  одновременно  с  ней.  Другую,  С2,  соеди¬ 
няют  с  0>  механической  связью  и  поворачивают  в  два  раза  быстрее,  чем 
в  противоположном  направлении.  Сравнительно  недавно  Дрю  *)  разработал 
упрощенную  модель  интерферометра,  в  которой  компенсирующие  пластинки 
не  нужны, 

7.5)8.  Длина  когерентности;  применение  двухлучевой  интерференции  к  изу¬ 
чению  тонкой  структуры  спектральных  линий.  Газ  (например,  пары  кадмия), 
возбуждаемый  в  определенных  условиях  электрическим  разрядом,  испускает 
свет,  спектр  которого  состоит  из  резких  ярких  линий,  разделенных  темными 
промежутками, —  так  называемый  эмиссионный  линейчатый  спектр.  Выделим 
свет  одной  из  этих  линий  и  осветим  им,  например,  интерферометр  Майкельсона, 
установленный  так,  чтобы  образовались  кольцевые  интерференционные  полосы; 
тогда  мы  увидим,  что  полосы  становятся  отчетливыми,  если  длины  оптиче¬ 
ских  путей  обоих  интерферирующих  пучков  примерно  одинаковы.  При  возра¬ 
стании  оптической  разности  хода  видиость  полос  уменьшается  (вообще  говоря, 
немонотонно)  и  в  конце  концов  они  исчезают. 

Такое  исчезновение  полос  можно  объяснить,  предположив,  что  свет  спект¬ 
ральной  линии  недостаточно  монохроматичен  и  состоит  из  цугов  волн  конечной 
длины,  большое  количество  которых  проходит  за  любой  интервал  времени, 
необходимый  для  наблюдения.  Допустим  теперь,  что  все  эти  волновые  цуги 
идентичны.  Каждый  из  них,  попадая  в  интерферометр,  делится  на  два  цуга 
равной  длины,  и  если  оптическая  разность  хода  в  плечах  интерферометра 
больше  этой  длины,  один  из  цугов  пройдет  точку  наблюдения  Р  раньше,  чем 
другой  дойдет  до  нес.  В  таком  случае  в  точке  Р  интерференция  двух  волновых 
цугов,  образовавшихся  из  одного ,  наблюдаться  не  будет.  В  Р  в  любой  момент 
налагаются  друг  на  друга  волновые  цуги,  порожденные  разными  падающими 
волновыми  цугами,  и  так  как  они  приходят  беспорядочно,  быстро  сменяя  друг 
друга,  то  их  вклад  в  интерференционный  член  за  относительно  большое  время, 
необходимое  для  наблюдения,  в  среднем  равен  нулю. 

Можно  представить  наше  объяснение  в  другом  виде,  математически  более 
удобном  для  описания  изменений  зидности  полос  с  разностью  хода,  применив 
интеграл  Фурье.  Пусть  Р  (і)  —  световое  возмущение  в  некоторой  точке  в  момент 
времени  і,  вызванное  одиночным  волновым  цугом,  и  пусть  Р  равно  нулю  для 
|  і  I  ^  представим  эту  функцию  в  виде  интеграла  Фурье 

ос 

Р(і)  =  5  /Сѵ)ехр( — 2пМ)4ч,  (94) 

—  00 

где,  согласно  обратному  преобразованию  Фурье, 

ЙО 

( (ѵ)  =  ^  Р  (і)ехр(2піѵі)с1і ,  /95) 

—  се 

Если  за  время  наблюдения  эту  точку  минует  N  таких  волновых  цугов,  то  пол¬ 
ное  световое  возмущение  можно  записать  в  виде 

Ѵ(і)=  2  р  ((-*„),  (96) 

п=  1 

где  величины  іп —  обозначают  моменты  прихода  соответствующего  волнового 
цуга.  Средняя  интенсивность  света  за  временной  интервал  27\  необходимый 

ѵ')  См.  [40].  Применение  интерферометра  со  смещенным^  волновым  фронтом  обсуждается 
в  [40а]. 
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для  наблюдения,  равна 

Т  со 

/  =  |Ѵ(0І*Л*5Г  С  | Ѵ(і  1 Ыі,  (97) 

~Т  -  ей 

если  Т  велико  по  сравнению  с  /0  (половинсщ  длительности  волнового  цуга}. 
Из  (94)  и  (96)  следует,  что 

00 

V  ( і )  =  ^  V  (ѵ)  ехр  (— 2пЫ)  сіѵ  ,  (98) 

—  00 
где 

л/ 

у  (ѵ)  =  }  (ѵ)  2  ехр  (2 ліѵіп) ,  (99) 

п=  ) 

Следовательно,  в  соответствии  с  теоремой  Парсеваля  имеем 

$|ѴД)|а«#=  \  Мѵ)[а  йѵ  =  ?  |/ (ѵ)  |32  2  ехр  [2я*ѵ  (4— 4,)]<Ь.  (100) 

—  сс  —  оо  —  да  п—  I  т=1 

Мы  можем  написать 

2  2  ехр  [2яіѵ  (4—/м)]  -уѴ+  2  ехр  [2л* ѵ  іет)]  == 

п-  1  т=  1  чФШ 

=  N+2  2  соз2яѵ(/„— (т).  (101) 

П<т 

Однако,  поскольку  величины  іп  распределяются  случайным  образом,  вероятно¬ 
сти  того,  что  члены  с  косинусом  будут  положительными  или  отрицательными, 
одинаковы.  Следовательно,  средняя  величина  двойной  суммы  в  (100)  при  боль¬ 
шом  числе  таких  опытов  равна  /V,  и  из  (97)  и  (100)  получим,  что  средняя  интен¬ 
сивность  равна 

ОС 

/  =  2Г  і  ІИѵ)|аб(ѵ,  '  (102) 

—  * 

т.  е.  пропорциональна  интегралу  от  интенсивностей  і(ѵ)  =  |/(ѵ)  |2  (некогерент¬ 
ная  суперпозиция)  монохроматических  компонент,  составляющих  одиночные 
волновые  цуги  *).  В  интерферометре  каждая  монохроматическая  компонента 
дает  интерференционную  картину,  описанную  в  п.  7.5.4,  и  так  как  оптическая 
разность  хода  увеличивается  от  нуля,  смещения  интерференционных  картин, 
обусловленных  разными  компонентами,  увеличиваются  вследствие  различия 
в  длинах  волн.  Следовательно,  видность  полос  уменьшается,  и  они  полностью 
исчезают,  когда  оптическая  разность  хода  становится  достаточно  большой. 

Эти  две  возможные  интерпретации  отсутствия  полос  при  достаточно  боль¬ 
шой  разности  хода  —  в  рамках  представления  о  хаотичной  последовательности 
ограниченных  волновых  цугов  или  представления  о  суперпозиции  монохрома¬ 
тических  компонент,  распределенных  в  некотором  частотном  диапазоне, —  для 
большинства  практических  целей  эквивалентны,  и  из  предшествующего  обсуж¬ 
дения  мы  можем  заключить,  что  чем  длиннее  волновые  цуги,  тем  уже  частотные 
диапазоны,  в  которых  фурье- компоненты  имеют  заметную  интенсивность. 
Проиллюстрируем  эту  связь  на  простом  примере.  Предположим,  что  длитель¬ 
ность  всех  волновых  цугов  равна  Д/  и  в  течение  этого  времени  Р  (і)  есть  простая 


*)  Строгая  формулировка  найденного  результата  дается  теоремой  Кэмпбелла,  хорошо 
известной  в  анализе  случайных  шумов,  особенно  в  связи  с  дробовым  эффектом  (флуктуации  в 
интенсивности  потока  электронов  в  вакуумных  лампах)  [41]. 
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периодическая  функция  с  частотой  ѵ0,,  т.  е. 

Р  (і)  ~  (ѵ  ехр  [— 2п*ѵв*] ,  если  |  А^/2  , 

р(і)^  0,  если  |Г|>Д^/2, 

где  /о—  постоянная.  Тогда  из  (95)  й  (103)  находим 


!Ы- 


М/ 2 

-!»  \  ехр[2ім(ѵ- 

— Д^/2 


-ѵ0)  і]йі 


=  {„& 


еіп  {д  (ѵ— ѵ0)  А*} 
я  (ѵ  —  ѵ0)  Аі 


]• 


(103) 


(104) 


График  функции  [зіп  {я(ѵ  —  ѵ0)Д^Ѵ(я(ѵ — ѵ0)  А/).!2,  ответственной  за  распре¬ 
деление  интенсивностей  фурье-компонент  в  (103),  представлен  на  рис.  7.53. 

Частотный  интервал  *ѵ0 — Дѵ/2^  ѵ  ѵ0  +  Д ѵ;  2, 
в  котором  интенсивность  можно  считать  зна¬ 
чительной,  в  известной  степени  произволен, 
но  так  как  первый  нуль  (который  появляется, 
когда  аргумент  члена  с  синусом  равен  я)  со¬ 
ответствует  V — Ѵ0  —  ІІ:  1/Д^,  то  ясно,  что 


д 

і 

1 

I 

1 

ѵ0 

Аі 

Аѵ  і 


М 


(ЮЗ) 


Рис.  7.53.  График  функции 
Г  5іп  {я(у~ѵ0)  А і\у 

I  я(ѵ  — ѵ0)Д/ 


■ 


Итак ,  эффективный  частотный  диапазон 
фурье -спектра  равен  по  порядку  обратной 
величине  длительности  одного  волнового  цуга . 

Данный  пример,  в  котором  все  волно¬ 
вые  цуги  идентичны  и  имеют  простую  форму, 
дает  лишь  идеализироованное  представление  о  свете  реальных  источни¬ 
ков.  Согласно  теории  строения  атома  потеря  энергии  атомами  при  излучении 
вызывает  затухание  волновых  цугов.  Далее,  атомы  находятся  в  беспорядочном 
тепловом  движении  относительно  наблюдателя,  и  поэтому  наблюдающиеся 
спектры  искажены  эффектом  Допплера,  Кроме  того,  излучающие  атомы  возму¬ 
щаются  соседними,  и  волновые  цуги  беспорядочно  изменяются.  По  этим  причи¬ 
нам  нельзя  ожидать,  что  изучение  света  реальных  источников  позволит  придать 
простой  смысл  терминам  «длительность  волновых  цугов»  или  «частотный  диапа¬ 
зон  фурье-спектров».  Однако  для  любого  светового  возмущения  V  ( і )  или  его 
фурье-образа  ѵ  (ѵ)  можно  определить  величины  Д і  и  Аѵ,  которые  мы  вправе  рас¬ 
сматривать  соответственно  как  среднюю  длительность  волновых  цугов,  состав¬ 
ляющих  К,  и  как  эффективный  частотный  диапазон  фурье-спектра;  можно 
показать,  что  эти  средние  всегда  удовлетворяют  соотношению 

д  ,  (106) 


Последнее  неравенство,  по  смыслу  аналогичное  соотношению  неопределенности 
Гейзенберга  в  квантовой  механике,  выводится  и  обсуждается  в  п.  10.7.3. 
Здесь  мы  отметим  только,  что  в  большинстве  практически  интересных  случаев 
знак  неравенства  в  (106)  можно  заменить  знаком,  обозначающим  порядок  ве¬ 
личины. 

Промежуток  времени  А і%  входящий  в  (106),  известен  как  время  когерентно¬ 
сти  света;  если  Х0 — средняя  длина  волны,  то  длина  АІ,  определяемая  соотно¬ 
шением 

аі=са;~±^,  (іо?) 

известна  как  длина  когерентности.  Сравнивая  (107)  и  (7.3.15),  мы  видим,  что 
наше  прежнее  ограничение,  налагаемое  на  разность  хода  между  квазимонохро¬ 
матическими  пучками  означает,  что  она  должна  быть  мала  но  сравнению 
с  длиной  когерентности  света.  Если  оптическая  разность  хода  того  же  порядка 
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или  значительно  больше  длины  когерентности,  интерференционные  эффекты 
становятся  незаметными. 

Из  предыдущего  ясно*  что  наблюдения  за  изменением  видности  полос 
в  зависимости  от  оптической  разности  хода  в  соответствующих  интерференци¬ 
онных  опытах  должны  содержать  информацию  о  спектральном  распределении 
интенсивности  используемого  света.  Первые  наблюдения  такого  рода  были  вы¬ 
полнены  Физо  [173.  Осветив  свой  интерферометр  (см.  и.  7.5.2)  желтым  светом 
натриевой  лампы,  он  получил  кольца  Ньютона  и  наблюдал  за  ними  при  увели¬ 
чении  расстояния  между  линзой  и  пластинкой.  Физо  нашел,  что  при  контакте 
линзы  с  пластинкой  кольца  были  четкими,  почти  исчезли  вблизи  490-го  кольца 
и  снова  приобретали  приблизительно  первоначальную  четкость  около  980-го 
кольца.  Он  смог  проследить  периодическое  изменение  видности  полос  в  52  пе¬ 
риодах  из  980  колец  каждый.  Отсюда  Физо  сделал  правильный  вывод,  что  жел¬ 
тый  свет  натрия  состоит  из  двух  компонент  приблизительно  равной  интенсивно¬ 
сти.  Максимумы  видности  полос  наблюдались  там,  где  разность  хода  равнялась 
целому  кратному  длины  волны  каждой  компоненты  и,  следовательно,  эти  длины 
волн  относились  примерно,  как  981/980.  Физо  удалось  подтвердить  свое  заклю¬ 
чение  прямым  наблюдением  с  призменным  спектроскопом. 

Позднее  более  тщательные  наблюдения  были  проведены  Майкельсоном 
[423,  определившим  с  помощью  своего  интерферометра  видность  кольцевых  по¬ 
лос  путем  сравнения  их  с  системой  кольцевых  полос  с  известной  переменной 
видностью.  Это  позволило  ему  построить  кривые  видности  полос  как  функцию 
разности  хода  для  света  целого  ряда  спектральных  линий. 

Посмотрим  теперь,  как  кривая  видности  связана  со  спектральным  распре¬ 
делением  интенсивности.  Предположим  для  простоты,  что  интенсивности  двух 
интерферирующих  пучков  одинаковы.  Для  оптической  разности  хода  Д<^  раз¬ 
ность  фаз  равна 

Ь(Ь0,  А&‘1)  =  к0А&,  (108) 

где  2л/'Х„ —  волновое  число.  Из  (7.2.17)  найдем  для  интенсивности,  обус- 

ловленной  компонентами  с  волновыми  числами  в  интервале  йкд, 

і(Ь0 ,  А<^)  йк0  =  2іг  (к0)  (1  ~Ьсоз(60А^)}  с1кй,  (109) 

где  іі{ко)  —  спектральное  распределение  интенсивности  в  каждом  пучке. 
Как  уже  было  показано,  отдельные  спектральные  компоненты  складываются 
некогерентно,  и,  следовательно,  результирующая  интенсивность  в  интерферен¬ 
ционной  картине  равна 

/(Д^)  =  2рж(А0){1  І-соз^.Д  ^)}0ка.  (ПО) 

Для  света  спектральной  линии  Цк0)  пренебрежимо  мало  всюду,  за  исключе¬ 
нием  небольшой  области  к0  около  некоторого  среднего  волнового  числа  ~к0. 
Если  теперь  принять 

х  к0  к0і  I  (х)  =  і !  [к§  х)у  (111) 

то  вместо  (ПО)  можно  написать 

1  =  2  [  / (х)  { I  +  сов [(А„ +х)А&])<1х,  (112) 

Дальнейший  анализ  будет  вестись  так  же,  как  и  на  стр.  256.  Следовательно, 
последнее  соотношение  можно  переписать  (см.  (7.3.38})  в  виде 

/(Л<Г)  =  Р  +  С(А^)со5(^0Д<^)--5(А^)зіп(^Ас^),  (113) 

где 

Р  —  2  ^  /  (х)  йху  \ 

С  ( Ас?3)  =  2  ^  /  (х)  соз  (х  Д^)  йх,  і  (114) 

5  (Дс^)  =  2  ^  /  (х)  зіп  (х  Д<Г)  ах.  ^ 
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Так  как  для  спектральной  линии  }(х)  не  равно  нулю  только  при  \х\^к^ 
то  изменения  С  и  5  пренебрежимо  малы  по  сравнению  с  изменениями  со &{Іг0А&*} 


Рис.  7  54.  Кривые  видносги,  соогветствиощие  различным  спектральным  распределениям 

интенсивности 

1  і  1 8ІП  (т ДЙДс^ )  [ 

а)  /  =  ;0  когда  |  х  |  <  — -  4  к  г-0,  когда  |^|>~ДА  - - г— - б)  /=/0  ехр  (— а*х*)г 

2  2 

еу*  «  ехр  [  -  (%|-)  3  •  в)  /=/„  ехр  [- (ал+0)*]  +  /о  ехр  [-(ах-р)8],  “У3  « ехр  )  ]  х 

Х|С08('а  ^  )  1  при  г)  /=/0  ехр  [  — (ах  +  $)2]+^ /0  ехр  [— (ах  — Э)2}.  ^  « 

т  ехр  [~  (^")  ]  у  5  +  4с03  )  при  ^^-=1  Аналитические  выражения  Для 

выведены  в  предположении,  что  спет  квазимонохроматичен  На  рис  б),  в),  г)  ДА  — 2  V Іп  2/а  «  1,66/а. 


и  зт(Л0А«У)»  и  отсюда  следует,  что  положение  экстремумов  /  с  хорошим  при¬ 
ближением  определяется  соотношением 

[С  51П  (Г.А*)  +  5  С05  (№&)]  =  О, 


ІЕ(*0ДЛ--=  —5/С. 

Из  (ИЗ)  и  (115)  для  экстремальных  величин  /  найдем 

=  Я  ±|КСЙ^|. 

Отсюда  кривая  видности  описывается  соотношением 

ерл)  „  ^макс  ^мии  ___  I  У*~ ц- { 

^макс  Р  ^мин  Р 

Отметим,  что  (113)  можно  также  записать  в  виде 


/  ■=  Р  [  I  +  ^  С05  (ф  +  , 


где  ія  Ф  —  5/С.  Таким  образом,  кривая  видности  представляет  собой  огибающую 
нормированной  кривой  интенсивности  ИР. 

Рассчитанные  кривые  видности  для  нескольких  возможных  спектральных 
распределении  интенсивности  показаны  на  рис.  7.54.  Однако  на  практике  мы 
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встречаемся  с  обратной  задачей,  а  именно  с  определением  спектрального  рас¬ 
пределения  из  наблюдаемой  кривой  видности.  Если  функция  /  (х)  симметрична, 
то  Я  =  0,  и  (117)  сводится  к 


ш. 

р  * 


(119) 


В  таком  случае  кривая  видности  определяет  С  (не  считая  постоянного  множи¬ 
теля  пропорциональности  Р  и  знака,  который  обычно  находят  из  физическій 
соображений)  и  /(х)  получаются  из  (114)  с  помощью  обратной  теоремы  Фурье* 
Однако  в  общем  случае  кривая  видности  позволяет  найти  только  \  У  + 
но  этого,  вообще  говоря,  недостаточно  для 
определения  /(х),  и  нужно  знать  отдельно 
и  С,  и  3.  Рэлей  [43]  отметил  (см.  также 
[44]),  что  можно  определить  и  С,  и  5,  если 
измерять  не  только  видность  полос,  но  и 
их  положение,  так  как  последнее  с  помощью 
(115)  дает  отношение  С/3;  однако  такие 
измерения  очень  трудны  *). 

Несмотря  на  эти  трудности,  Майкель- 
сон  смог  выяснить  структуру  простых 
спектральных  линий,  получившую  убе¬ 
дительное  подтверждение  в  последующих 
исследованиях.  В  частности,  он  нашел,  что  красная  линия  кадмия  (Я  — 
=  6438А)  наиболее  близка  к  монохроматичиой  из  всех  исследованных  им 
линий;  ее  кривая  видности  (рис.  7.55)  соответствует  симметричному  спектраль¬ 
ному  распределению  гауссовой  формы  с  полушириной,  равной  лишь  0,013  V, 
ему  удалось  также  наблюдать  интерференционные  полосы  с  разностью  хода, 
превышающей  500  000  длин  волн  (~30  см). 

Такой  метод  анализа  спектров  с  помощью  двухлучевой  интерферометрии 
имеет  исторический  интерес  как  первое  применение  интерференции  в  спектро¬ 
скопии;  позднее  он  был  вытеснен  методами  многолучевой  интерферометрии 
(см.  §  7.6).  Однако  сравнительно  недавно  снова  возродился  интерес  к  двухлуче¬ 
вому  методу  в  применении  к  инфракрасной  области  спектра  (см.,  например, 
[47]  и  обзорную  статью  по  Фурье  спектроскопии  [47а]),  так  как  в  этом  случае 
он  имеет  ряд  технических  преимуществ. 


Рис.  7.55,  Кривая  видности  для  крас¬ 
ной  линии  кадмия  [46], 


§  7.6.  Многолучевая  интерференция 

При  падении  пучка  света  на  прозрачную  пластинку  на  ее  поверхностях 
происходят  многократные  отражения,  в  результате  чего  с  каждой  стороны 
пластинки  выходит  ряд  пучков  с  убывающей  амплитудой.  Рассматривая  интер¬ 
ференционные  эффекгы,  возникающие  с  такими  пластинками  (см.  пп.  7.5.1, 
7.5.2,  7.5.6),  мы  пренебрегали  вкладом  в  результирующую  интенсивность  пуч¬ 
ков,  испытавших  больше  двух  отражений.  Такое  допущение  оправдано  при  ма¬ 
лой  отражательной  способности  поверхностей.  Теперь  мы  учтем  все  отраженные 
пучки  и  покажем,  что  при  большой  отражательной  способности  поверхностей 
распределение  интенсивности  в  картине  полос  изменяется.  Именно  поэтому 
многолучевая  интерференция  находит  важное  практическое  применение. 

7.6.1.  Многолучевые  интерференционные  полосы,  полученные  с  плоско¬ 
параллельной  пластинкой.  Рассмотрим  плоской араллельную  прозрачную  пла¬ 
стинку  с  показателем  преломления  п',  находящуюся  в  среде  с  показателем 
преломления  и,  и  предположим,  что  на  эту  пластинку  под  углом  Ѳ  падает  пло¬ 
ская  волна  монохроматического  света.  Пусть  луч  35т  (рис.  7.56)  представляет 


)  Большое  число  іаких  измерений  описано  в  работе  Перарда  [45]. 
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направление  распространения  падающей  волны.  На  первой  поверхности  эта 
волна  разделяется  на  две  плоские  волны:  одну,  отраженную  в  направлении 
ВгСи  и  другую,  прошедшую  в  пластинку  в  направлении  ВхОі.  Прошедшая 
волна  падает  на  вторую  поверхность  под  углом  Ѳ'  и  здеси  снова  разделяется  на 
две  плоские  волны:  одну,  прошедшую  в  направлении  ОхЕи  и  другую,  отражен- 

„  ную  обратно  в  пластинку  в  направле- 
■4  нии  0\В<±  Такой  процесс  деления  вол¬ 
ны,  остающейся  в  пластинке,  продол¬ 
жается,  как  показано  на  рисунке. 

Пусть  Ли) —  амплитуда  электри¬ 
ческого  вектора  падающей  волны,  ко¬ 
торую  мы  считаем  линейно  поляризо¬ 
ванной  либо  параллельно,  либо  пер¬ 
пендикулярно  плоскости  падения. 
Как  и  в  п.  1.5  2,  мы  полагаем,  что  Аи) 
комплексна  и  ее  фаза  равна  постоян¬ 
ной  части  фазы  соответствующей  вол¬ 
новой  функции.  Для  каждого  члена 
совокупности  отраженных  или  про¬ 
шедших  волн  переменная  часть  фазы 
волновой  функции  отличается  от  та¬ 
кой  же  части  фазы  предыдущего  чле¬ 
на  на  величину,  соответствующую  двукратному  прохождению  луча  в  пла¬ 
стинке.  Согласно  (7.5.6)  эта  разность  фаз  равна 


\ 

ѳ\  / 

/  / 

/ 

л 

\і/  В2( 

/  вУ  вУ 

пг 

А  / 

гЛ/ 

\ДД 

л 

А. 

Е,  Гг 

\ 

Г, 

Рис  7  56  Отражение  плоской  волны  в  пло- 
сц опар аллельной  пластин ке . 


6  =  соз  Ѳ', 

А0 


(!) 


где  к  —  толщина  пластинки,  а  К —  длина  волны  в  вакууме.  Пусть  для  волны, 
идущей  из  окружающей  среды  в  пластинку,  г  —  коэффициент  отражения 
(отношение  амплитуд  отраженной  и  падающей  волн),  а  і —  коэффициент  про¬ 
пускания  (отношение  амплитуд  прошедшей  и  падающей  волн),  пусть  далее  г* 
и  /' —  соответствующие  коэффициенты  для  волны,  идущей  из  пластинки  в  ок¬ 
ружающую  среду.  Комплексные  амплитуда  волн,  отраженных  от  пластинки, 
запишется  тогда  в  виде 

гЛш,  «Ѵехр(іб),  М'г'М(|)ехр(2«б),  ...,  Н'г'і2р-*'А{і)  ехр{і  (р—  1)  б). 


Аналогично  комплексные  амплитуды  волн,  прошедших  сквозь  пластинку  (от¬ 
брасывая  несущественный  постоянный  фазовый  множитель),  будут  равны 

іігАи\  Н'г'*А™ехр  (іб),  //Ѵ'М<0  ехр  (2і6) . . .  #Ѵа^~1Ми>ехр  (і  (р — 1)6),  ... 


Величины/-,  г\  іи  V  связаны  с  л,  л',  0  и  О'  формулами  Френеля  (см  п.  5.2). 
Сейчас  нам  не  нужны  они  в  явном  виде,  а  важно  только  существование  таких 
связей.  Таким  образом,  из  соотношений  (1.5.20а)  и  (1.5.35)  видно,  что  для 
каждой  поляризованной  компоненты 

«'  =  сГ;  (2) 


аналогично  из  уравнения  (1.5.21а)  получим 

г  =  —  г',  (3) 


откуда,  согласно  (1.5.33),  . 

2  =  (4) 

где  І  и  /  —  соответственно  отражательная  и  пропускательная  способности 
поверхностей  пластинки  —  связаны  соотношением 

<3$-  -ф  ^  1  • 


(5) 
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При  суперпозиции  первых  р  отраженных  волн  амплитуда  А {г)  (р)  электри¬ 
ческого  вектора  отраженного  света  дается  выражением 

Л(п{р)^ 

—  {г  +  ііг  г'  ехр  (*6)  (1  ехр(гб)  +  . . .  +  г'2(^~2)  ехр  [і  ^р — 2)  6]}  Аі1)  =* 

-  {*  +  «'  ''  6ХР  <«> }  Л<Л-  <й> 

Если  пластинка  достаточно  длинна,  число  отраженных  волн  велико,  и  в  пре¬ 
деле  при  р-> оо  мы  получим  из  (6)  и  (3) 


А{г)  =  А{г)  (оо)  = 
Из  (2),  (4)  и  (5)  находим 


/•'{I— (''*  +  «')  ехр  (іб)} 
1  —  г'2  ехр  (іб) 

іЛ 


Л“>. 


4СП  =  1  у|(і) 

1 


(7) 

(8) 


и,  следовательно,  интенсивность  /<Г,=  АіпАіп  *  отраженного  света  равна 

б 

/<■*,  (9) 


/(Г)  _  (2— 2со8б)5?  ,(й . 

*  I  алЧ.  П  /7Ъ  Л  ‘ 


45^  зіп2  - 


— 2 51  С05  ^ 


(1  — ^1)а+45І5ІП2у 


где  /Іі)=  — интенсивность  падающего  света. 

Таким  же  путем  получаетсячвыраженне  для  амплитуды  А{г)  прошедшего 
света,  а  именно 

А ш  ( р )  —  іі'  (1  -г  г'2  ехр  (/б)  4-  *  ■  • 

+  г'2*-і>  ехр  [і{р— 1)6])  Лиі-- 


(10) 


1 ехр (&5)  ) 

В  пределе  при  р . >  оо  (10)  сводится  к 


іѴ 


ЛЧ 


(И) 


л‘»^л«>(ТО)=Гз7?еД. 

Отсюда,  используя  (2)  и  (4),  получим 

л«1  =  _^_Л(й  (12) 

и  соответствующая  интенсивность  ^^Л^Л10* 
прошедшего  света  равна 


/<П  = 


<Г2 


І+Зй2  "2^  соз  б 


/(й  = 


<іГа 


Рис.  7.57.  К  возникновению  много- 
/(/)  \  /1  о\  лучевых  интерференционных  полос 

—у/  .  (13)  равного  наклона  в  случае  плоскопа- 

(1  —  <5$)2 +4^  зіп2  —  раллельной  пластинки. 

Формулы  (9)  и  (13),  известные  под  названием  формул  Эйри,  находятся  в  со¬ 
гласии  с  результатами,  полученными  ранее  из  общей  теории  распространения 
волн  в  слоистой  среде  (см.  §  1.6);  если  в  уравнениях  (1.6.60)  положить  г12=  г, 
г 2з”  г',  і12=  і ,  2(3  —б  и  использовать  соотношения  (2)  и  (3),  то  получим 

(9)  и  (13)  *). 

Предположим  теперь,  что  плоские  волны  равной  интенсивности  падают  на 
пластинку  под  разными,  мало  различающимися  углами  и  прошедший  свет 

*)  При  этом  сопоставлении  следует  помнить,  что  в  отличие  от  обозначений,  принятых  а 
настоящем  разделе,  символы  %{  и  в  §  1.6  обозначают  отражательную  и  пропуска!  ел  ьную 
способности  всей  пластинки. 
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собирается  линзой!  (рис.  7.57).  В  точке  Р  фокальной  плоскости!  интенсивность 
прошедшего  света  относится  к  интенсивности  в  Р  в  отсутствие  пластинки,  как 
/0)//<°;  следовательно,  согласно  (13),  в  присутствии  пластинки  максимумы 
интенсивности  в  Р  будут  тогда,  когда  порядок  интерференции  т,  определяемый 
выражением 


т  = 


2л 


2п'Н  саз  Ѳ' 

К 


(І4> 


равен  целым  числам  1,  2,  . . минимумы, —  когда  он  равен  полуцелым  числам 
13  5  » 

у ,  Т  ’ '  Т  '  ‘  ‘  Очевидно,  что  в  фокальной  плоскости  !  появляются  полосы 

равного  наклона,  соответствующие  местам  с  постоянным  Ѳ'  (и,  следовательно, 
Ѳ).  Аналогично,  если  свет,  отраженный  от  пластинки,  собирается  линзой  !\ 
то  в  ее  фокальной  плоскости  также  появятся  линии  равного  наклона. 
Из  (9)  следует,  что  максимумы  интенсивности  в  этой  картине  для  отражен¬ 
ного  света  соответствуют  полуцелым  значениям  порядка  интерференции 

/н  =  у ,  у ,  у,...,  а  минимумы  —  целым  числам  1,  2...  Следовательно,  по¬ 
ложение  полос  в  обеих  картинах  совпадает  с  тем,  которое  получалось  при  при¬ 
ближенном  рассмотрении  в  п.  7.5.1,  где  с  каждой  стороны  пластинки  мы  учи¬ 
тывали  только  два  первых  пучка. 

ршно  Распределение  интенсивности  в  ин¬ 

терференционных  картинах  в  отражен¬ 
ном  и  прошедшем  свете  описывается  (9) 
и  (13)  и  с  помощью  (5)  их  можно  пред¬ 
ставить  в  виде 

,/<о  _  (6/2) 

/<Й  1  -Ь-/7  зігР  (6/2) 

/<*>_  1 
/<і>‘ 


Рис.  7.58.  Многолучевые  интерференцион¬ 
ные  полосы  равного  наклона  в  прошед¬ 
шем  свете. 

Отношение  интенсивности  прошедшего 

сіи  та,  к  интенсивности  падающего  как  функция 
ра  шости  фаз  6,  т  целое  число  I)  Г— 0  2, 
0,046;  II)  Г  =  2,  ^=0,27;  III)  Г=20, 
^=0,64;  IV)  Г-200,  ^-0,87. 


(15а) 

■ - ,  (156) 

I  +  р  8Іпа  (8/2) 

где  параметр  Р  определяется  соотноше- 
4^ 


нием 


(16) 


Очевидно,  обе  картины  дополнительны 
в  том  смысле,  что 

/ІЬ  ~Г  /(і)  “ 


(17) 


График  зависимости  /<*>//<*>  от  разности  фаз  6  при  разных  значениях  Р 
показан  на  рис.  7.58.  Когда  мало  по  сравнению  с  единицей,  Р  также  мало 

по  сравнению  с  единицей,  и  мы  можем  разложить  1  Д 1  +  !зіп3у^  в  ряд 
(см.  (15))  и  сохранить  члены  с  Р  только  в  первой  степени.  Это  дает 

^»^5Іп*4  =  -|г(1-соз6),  (18а) 

—  Яі  1—  ЛІП*-§-=1— - у<1-С05б),  (186) 

т.  е.  соотношения  для  изменения  интенсивности  имеют  вид  (7.2.15),  типичный 
для  двух  интерферирующих  пучков.  Если  М  увеличивается,  приближаясь 
к  единице  так,  что  и  Р  становится  большим,  то  интенсивность  минимумов  кар¬ 
тины  в  прошедшем  свете  падает  и  максимумы  становятся  резче.  Интенсивность 
в  прошедшем  свете  всюду,  за  исключением  участков,  находящихся  в  непосред- 
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ственной  близости  к  максимумам,  очень  мала.  Таким  образом,  интерференцион¬ 
ная  картина  в  прошедшем  свете  имеет  вид  узких  светлых  полос  на  почти  совер¬ 
шенно  темном  фоне.  В  отраженном  снеге  она  имеет  вид  узких  темных  полос  на 
почти  равномерном  светлом  фоне.  Резкость  полос  принято  измерять  полушири¬ 
ной  интенсивности ,  или  просто  полушириной .  Для  картины  в  прошедшем  свете 
она  равна  расстоянию  между  точками,  лежащими  по  обе  стороны  максимума 
в  том  месте,  где  интенсивность  уменьшается  до  половины  максимальной  вели¬ 
чины.  Отношение  расстояния  между  соседними  полосами  к  полуширине  мы 
назовем  резкостью  полос  и  обозначим  буквой  о Г.  У  полосы  целого  порядка  т 
точки,  где  интенсивность  равна  половине  максимальной  величины,  находятся 
при 

6  =  2 пт  ±  в/2,  (19) 

где  в  соответствии  с  (156) 


1  _  1 
1  Н-  Р  5ІП2  ^ 


(20) 


Когда  Р  достаточно  велико,  е  настолько  мало,  что  в  (20)  мы  можем  принять 
$іп  (е/4)  =  е/4,  и  получим  для  полуширины 


е  = 


4 

ѴТ  ■ 


(21) 


Так  как  расстояние  между  соседними  полосами  соответствует  изменению  6 
на  2 п,  то  для  резкости  находим 


р  2 


(22) 


До  сих  пор  мы  предполагали,  что  свет  строго  монохроматичен.  В  случае 
квазимонохроматического  света  распределение  интенсивности  равно  сумме 
распределений  интенсивностей  типа  (15),  обусловленных  каждой  монохромати¬ 
ческой  компонентой;  если  эти  компоненты  занимают  область  длин  волн  Д^0 
вблизи  средней  длины  волны  то  максимумы  порядка  гп  распределены  в  об¬ 
ласти,  соответствующей  |  Дб  |  в  картине,  получающейся  в  длине  волны 
Согласно  (14)  и  пренебрегая  зависимостью  п'й  от  длины  волны,  находим  |  Д6|  = 
=  2ятДАчД0;  можно  считать,  что  интерференционные  картины,  создаваемые 
этими  компонентами,  совпадают,  а  результирующее  распределение  интенсив¬ 
ности  оказывается  таким  же,  как  и  в  случае  строго  монохроматического  света 
с  длиной  волны  Х0,  если  |  Дб  |  пренебрежимо  мало  по  сравнению  с  полушириной 
е  монохроматической  полосы.  В  соответствии  с  (22)  последнее  условие  выпол¬ 
няется  при  0/АХ0,  т>  е.  при 


(23) 

(24) 

■ —  оптическая  разность  хода  между  соседними  интерферирующими  пучками. 
Неравенство  (23)  аналогично  неравенству  (7.3.15),  относящемуся  к  случаю  ин¬ 
терференции  двух  пучков.  Величина,  стоящая  в  правой  части  неравенства  (23), 
тождественна  длине  когерентности  света  (см.  (7.5.107)). 

Из  предыдущего  ясно,  что  при  возрастании  отражательной  способности 
поверхностей  и,  следовательно,  при  увеличении  оР  распределение  интенсивно¬ 
сти  становится  более  благоприятным  для  определения  положения  полос.  В  ин¬ 
терференционной  картине  в  проходящем  свете  полосы,  принадлежащие  раз¬ 
личным  монохроматическим  компонентам,  разделяются  более  четко.  По  этим 


302 


ЭЛЕМЕНТЫ  ТЕОРИЙ  ИНТЕРФЕРЕНЦИИ  И  ИНТЕРФЕРОМЕТРЫ 


[гл.  7 


причинам  многолучевая  интерференция  имеет  большое  практическое  значение. 
В  оптическом  диапазоне  отражательная  способность  поверхности  между  двумя 
диэлектриками  при  нормальном  падении  мала;  например,  для  границы  воздух 
(п~  1)-—  стекло  (;г'~  1,5)  находим  из  (1.5.37)  0,04.  Отражение  увеличи¬ 
вается  при  косом  падении  и,  как  мы  видели  в  §  1.5,  %  1,  когда  в  оптически 

более  плотной  среде  свет  падает  под  углом,  близким  к  критическому.  Отража¬ 
тельную  способность,  мало  отличающуюся  от  единицы,  можно  получить  и  при 
почти  нормальном  падении  света,  путем  нанесения  на  поверхность  диэлектрика 
многослойного  покрытия  из  других  подходящих  диэлектриков  (см.  §  1.6)  или 
путем  нанесения  частично  прозрачного  слоя  металла.  Теория  отражения  от  ме¬ 
таллических  пленок  на  диэлектрической  подложке  изложена  в  гл.  13,  но  здесь, 
_  забегая  вперед,  можно  сказать,  что  такие  слои  поглощают  свет,  что  сдвиг  фаз 
при  отражении  не  должен  быть  обязательно  равен  нулю  или  п  и  что  отражатель¬ 
ные  способности  и  сдвиги  фаз  на  обеих  поверхностях  слоя  различны,  если  у  гра¬ 
ничащих  с  ними  диэлектриков  неодинаковые  показатели  преломления.  Следо¬ 
вательно,  приведенный  выше  анализ  неприменим  в  случае  пластинок,  покрытых 
металлическими  слоями.  Однако  при  идентичных  слоях  на  обеих  поверхностях 
пластинки  уравнения  (12)  и  (13)  остаются  верными,  если  под  Эі  мы  будем  под¬ 
разумевать  отражательную  способность  при  внутреннем  отражении  и  заменим  5, 
определенную  соотношением  (1),  на  величину 

6  =  4—  тСН  со5  Ѳ'  4-  2ф,  (25) 

где  <р —  сдвиг  фазы  при  внутреннем  отражении.  Полагая 

+  А  =  1,  (26) 

т&еА — часть  света,  поглощенная  металлом,  получим  из  (13)  и  (16)  соотношение 

ОШ.  =  ( \ - — — У - ? _  (27) 

Г<і)  V  1  —&)  І+РйпЦЪ/2)  * 

Сравнивая  (27)  и  (156),  мы  видим,  что  для  данного  Р  поглощение  уменьшает 
интенсивность  картины  в  проходящем  свете  па  множитель  *)  [1 — Аі(  1  — 

При  падении  света  в  направлении,  близком  к  нормальному,  изменение  фазы  <р 

при  отражении  эквивалентно  увеличе¬ 
нию  оптической  толщины  пластинки  на 
<р^о/2я;  при  косом  падении  возникает  и 
другое  осложнение,  а  именно  то,  что 
сдвиг  фаз  зависит  от  поляризации  света. 

7.6.2.  Интерферометр  Фабри  —  Пе¬ 
ро.  Многолучевые  интерференционные 
полосы,  создаваемые  плоскопараллель¬ 
ной  пластинкой  при  почти  нормальном 
освещении,  используются  в  интерферометре  Фабри  Перо  [491.  Основными  час¬ 
тями  его  служат  две  стеклянные  или  кварцевые  пластины  Рг  и  Р2  (рис.  7.59) 
с  плоскими  поверхностями.  Внутренние  поверхности  пластин,  покрытые  час¬ 
тично  прозрачными  пленками  с  высокой  отражательной  способностью,  парал¬ 
лельны,  и  воздух,  заключенный  между  этими  поверхностями,  образ ѵет  плоско¬ 
параллельную  пластинку.  Сами  пластины  делают  слегка  клиновидными,  чтобы 
устранить  вредное  влияние  света,  отраженного  внешними  непокрытыми  по¬ 
верхностями.  В  первых  образцах  прибора  одна  пластина  была  неподвижна, 
а  другая  устанавливалась  на  салазках,  что  позволяло  перемещать  ее  с  помощью 
винта  относительно  первой.  Однако  вследствие  ненадежности  механической 
конструкции  такие  системы  вышли  из  употребления,  В  настоящее  время  пла- 

*)  При  многослойных  диэлектрических  отражающих  покрытиях  распределение  интен¬ 
сивности  в  интерференционной  картине  в  прошедшем  свете  тоже  определяется  (27),  а  уменьшен 
ние  интенсивности  в  этом  случае  обусловлено  в  основном  рассеянием  света  (см.  [481). 


Рис.  7.59.  Интерферометр  Фабри  —  Перо. 
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2 п'Н  со 5  Ѳ' 
^0 


ф. 

Я  ’ 


(28) 


стины  разделяют  неподвижным  кольцом  О  из  инвара  или  кварца  с  тремя  вы¬ 
ступами  па  торцах,  к  которым  пластины  прижимаются  пружинами.  Кольца 
обработаны  с  большой  точностью,  так  что  положение  плоскостей,  заданное  вы¬ 
ступами,  максимально  близко  к  парал¬ 
лельному,  а  тонкая  регулировка  осущест¬ 
вляется  изменением  нажима  пружин.  Ин¬ 
терферометр  такого  типа  с  фиксирован¬ 
ным  расстоянием  между  пластинами 
иногда  называют  эталоном  Фабри  — 

Перо. 

Как  мы  видели  в  п.  7.6.1'  свет  от 
протяженного  квазимонохроматического 
источника  5,  удовлетворяющий  условию 
(23),  образует  узкие  световые  полосы 
равного  наклона  в  фокальной  плоскости 
линзы  7..  Согласно  (25)  порядок  интерфе¬ 
ренции  равен 


где  гі —  показатель  преломления  возду¬ 
ха  между  пластинами,  Н  расстояние  Рис.  7. 60.  Полосы,  полученные  с  интер- 
между  отражающими  поверхностями,  Ѳ' —  ферометром  Фабри  —  Перо, 

угол  отражения,  а  (р — сдвиг  фазы. 

Ось  линзы  обычно  нормальна  к  пластинам,  поэтому  светлые  полосы,  соответст¬ 
вующие  целым  значениям  т  для  света,  прошедшего  в  направлении  нормали 
к  пластинам,  имеют  вид  окружностей  с  общим  центром  в  фокусе  лин¬ 
зы  (рис.  7.60)*  В  этой  точке  т  имеет  максимальную  величину  т0і  равную 


2  п'Н 


4-: 


(29) 


В  общем  случае  т0  отлично  от  целого  числа,  и  мы  можем  написать 

т0^тг-\-е,  .(30) 


где  /Пі—  пелый  порядок  внутреннего  наиболее  светлого  кольца,  а  е — вели¬ 
чина,  меньшая  единицы, —  дробный  порядок  в  центре.  Из  (28)  —  (30)  тем  же 
путем,  каким  выводилось  уравнение  (7.5.13),  можно  получить  угловой  радиус 
6^  р- го  светлого  кольца  от  центра  (если  0^  не  слишком  велико)  в  виде 

=  +е.  (31) 

где  п  —  показатель  преломления  воздуха  вне  пластин.  Диаметр  Пр  этогр  коль¬ 
ца  равен,  следовательно, 

Щ  =  (р- 1  +«);  (32) 


здесь  /  —  фокусное  расстояние  линзы  Ь. 

Важнейшими  практическими  характеристиками  интерферометра  Фабри  — • 
Перо  служат  резкость  аГ,  определенная  выше  как  отношение  расстояния  между 
полосами  к  их  полуширине,  максимальное  пропускание 


и  контрастность 


('л\ 

\/^  У  мака 


(33) 

(34) 


304  ЭЛЕМЕНТЫ  ТЕОРИИ  ИНТЕРФЕРЕНЦИИ  И  ИНТЕРФЕРОМЕТРЫ  [ГЛ.  7 

где  /и)  —  интенсивность  в  некоторой  точке  интерференционной  картины, 
а  /ш —  соответствующая  интенсивность  при  отсутствии  интерферометра.  Если 
мы  допустим  теперь,  что  внутренние  поверхности  пластин  плоски  и  параллельны 
и  пренебрежем  отражениями  на  внешних  поверхностях,  то  І{і)/Іи)  опреде¬ 
лится  (27).  Сравнивая  (27)  и  (156),  мы  видим,  что  резкость  задается  выражением 
(22),  а  используя  (16),  найдем 

Г  =  Й-.  (33) 

Согласно  (27)  максимум  пропускания  равен 

'-(‘-т4аГ 

согласно  (16),  (27)  и  (35)  контрастность  записывается  в  виде 

*-1+,_({±3)\.1+Я?.  (37) 

Как  мы  отмечали  в  п.  7.6.1,  отражающими  покрытиями  пластин  могут 
служить  либо  металлические  пленки  (чаще  всего  из  серебра  и  алюминия). 


Рис.  7.6Г.  Максимальное  пропускание  т  и  резкость  ^  при  различных  отражающих  покрытиях. 

Предполагается,  что  пластины  идеально  плоски  и  их  поверхности  строго  параллел.  ны  'Сплошные 
кривые  —  свежеприготовленные  серебряные  п  ъенки  [об]  пунктирная  кривая  -  алючи  і.,сзьи.  пленки  |о7], 
коужочки  —  пленки  из  сульфида  цинка  — криолита  |_58]'  квадратики  —  пленки  іи  хлористого  свинца  — 

фтористого  магния  [59] 

Для  диэлектрических  пленок  указаны  число  слоев  и  оптимальная  длина  волны 

либо  диэлектрические  пленки  из  чередующихся  слоев  материалов  с  высоким 
и  малым  показателем  преломления  (например,  сульфида  цинка  и  криолита) 
и  с  оптической  толщиной  л0/4  каждый  *}.  Пленки  обоих  типов  наносятся  терми¬ 
ческим  испарением  в  вакууме.  Для  данной  длины  волны  31,  вообще  говоря, 
возрасіаст  с  увеличением  толщины  пленки  из  металла  и  с  увеличением  числа 
слоев  диэлектрика  (см.  табл.  1,3).  Однако  было  установлено,  что  для  покрытий 
обоих  типов  при  больших  величинах  31,  представляющих  практический  ин¬ 
терес,  увеличение  31  сопровождается  увеличением  величины  Лі{\ —  31),  т.  е. 
согласно  (35)  и  (36),  т  уменьшается  с  увеличением  оТ.  Таким  образом,  получить 
одновременно  большие  величины  максимального  пропускания  и  резкости  (или 
контрастности)  невозможно,  и  практически  приходится  находить  какой-то 
компромисс  в  выборе  этих  величин.  На  рис.  7.61  приведены  величины  т  и  оГ , 
полученные  из  измерения  на  типичных  пленках.  Как  мы  видим  (исключая 
крайнюю  красную  часть  спектра),  наибольшие  величины  резкости  при  данном 
максимальном  пропускании  достигаются  с  диэлектрическими  покрытиями, 

*)  Применяется  также  комбинация  металлических  и  диэлектрических  пленок  [50]. 
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Следует  отметить,  однако,  что  коэффициент  отражения  многослойных  диэлект¬ 
рических  покрытий  высок  только  в  ограниченной  области  длин  волн  вблизи 
длины  волны  Х0,  для  которой  оптическая  толщина  каждого  слоя  составляет 
Я0/4,  и  поэтому  диэлектрические  покрытия  не  следует  применять  там,  где  один 
интерферометр  используется  для  широкого  спектрального  интервала.  В  види¬ 
мом  участке  спектра  серебряные  покрытия  дают  более  резкие  полосы  для 
данного  максимального  пропускания,  чем  алюминий,  тогда  как  в  области  мень¬ 
ших  длин  волн  (ниже  4000  А)  алюминиевые  покрытия  лучше  и  могут  при¬ 
меняться  в  ультрафиолете  вплоть  до  2000  А* 

Предыдущее  обсуждение  относилось  к  идеальному  интерферометру 
с  идеально  плоскими  и  параллельными  отражающими  поверхностями  *) 
Практически  же  поверхности  интерферометрических  пластин  невозможно 
сделать  абсолютно  плоскими  и,  следовательно,  расстояние  к  между  ними 
всегда  изменяется  по  площади  пластин.  Влияние  такого  непостоянства  к 
рассматривалось  Дюфуром  и  Пикка  [54]  и  Шаббалом  [55].  Они  показали, 
что  резкость  и  максимальное  пропускание  всегда  меньше,  чем  это  следует 
из  (35)  и  (36),  и  что  при  91  1  резкость  приближается  к  пределу  &  й> 

зависящему  только  от  дефектов  пластин,  т.  е.  для  данных  пластин  суще¬ 
ствует  верхний  предел  резкости  полос,  который  нельзя  превысить  ни  при 
какой  отражательной  способности  покрытий.  Величина  Ш й  зависит  от  формы 
и  величины  отступления  от  плоскопараллелыіости.  В  частности,  когда  дефект 
пластины  заключается  в  небольшой  ее  сферичности,  такой,  что  п'к  изме¬ 
няется  на  Х0/<7  от  центра  отверстия  интерферометра  к  его  краю,  то  а~-  ці2. 
В  качестве  примера  рассмотрим  интерферометр  с  <7—  100  (т.  е.  аГ^— 50),  пла¬ 
стины  которого  покрыты  свежеприготовленными  пленками  серебра;  пусть 
длина  волны  используемого 
света  примерно  равна  5200  А. 

Сравнение  резкости  Т  и  мак¬ 
симального  пропускания  т, 
получаемых  с  таким  интерфе¬ 
рометром,  с  их  величинами, 
указанными  на  рис.  7.61,  про¬ 
ведено  в  табл.  7.1.  Мы  видим, 
что  при  увеличение 

отражательной  способности 
приводит  к  уменьшению  мак¬ 
симального  пропускания, 
слегка  компенсируемому 
увеличением  резкости.  Этот 
пример  показывает  также,  с 
какой  высокой  степенью  точ¬ 
ности  должна  изготавливаться 
плоскость  пластин,  чтобы  можно  было  использовать  все  преимущества  вы¬ 
сокой  отражательной  способности. 

Величины  для  (а)  взяты  из  рис.  7.61.  Величины  для  (б)  получены  из 
теоретических  кривых  [551. 

7.6.3.  Применение  интерферометра  Фабри  —  Перо  для  изучения  тонкой 
структуры  спектральных  линий.  При  освещении  интерферометра  Фабри  - Пе¬ 
ро  квазимонохроматическим  светом,  не  удовлетворяющим  условиям  (23), 
распределение  интенсивности  в  прошедшем  свете  отличается  от  даваемого 


Таблица  7.1 

Резкость  и  максимальное  пропускание  г 
для  плоских  пластин  (а)  и  для  пластин  со 
сферической  кривизной  (б),  у  которых  различие 
величин  п'Н  ъ  центре  и  на  краю  составляет  52  А 


а)  Плоские 

пластины 

б)  Пластины  со  сфериче¬ 
ском  крнвионои  № (і=  50) 

У 

т 

У 

*т 

25 

0,59 

22 

0,55 

50 

0,44 

36 

0,34 

75 

0,30 

42 

0,20 

100 

0,20 

45 

0,11 

125 

0,13 

46 

0,06 

*)  Другой  тип  интерферометра  Фабри  —  Перо,  в  котором  плоские  зеркала  заменены  сфе¬ 
рическими  зеркалами  с  равными  радиусами  кривизны  и  установлены  так,  что  их  фокусы  сов¬ 
падают,  описан  в  [51].  Интерферометры  такого  типа  применяются,  например,  в  качестве  резо¬ 
наторов  в  лазерах  [52,  53]. 
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выражением  (27)  и  содержит  некоторую  информацию  о  спектральном  распреде¬ 
лении  используемого  света.  В  частности,  допустим,  что  свет  состоит  из  дв\\ 
монохроматических  компонент.  Представим  себе,  что  различие  в  их  длинах 
волн  постепенно  возрастает,  и  если  они  не  отличаются  слишком  сильно  по 
интенсивности,  наличие  двух  компонент  в  конце  концов  будет  замечено,  так 
как  в  интерференционной  картине  появятся  две  смещенные  друг  относительно 
друга  системы  максимумов.  В  таком  случае  говорят,  что  компоненты  разрешены 
интерферометром.  Подобным  способом  Фабри  и  Перо  [49]  удалось  непосредст¬ 
венно  наблюдать  тонкую  структуру  спектральных  линий,  существование  ко¬ 
торой  Майкельсон  только  предполагал  (см.  п.  7.5.8),  С  тех  пор  в  этой  об¬ 
ласти  спектроскопии  интерферометр  Фабри  —  Перо  играет  доминирующую 
роль. 

Для  сравнения  способностей  различных  приборов  разрешать  структуру 
спектров,  удобно  рассматривать  линию,  состоящую  из  двух  компонент  равной 
интенсивности,  и  установить,  быть  может  несколько  произвольно,  величину 
смещения  максимумов,  при  котором  компоненты  «начнут  разрешаться».  Пусть 

—  длины  волн  двух  таких  компонент;  тогда  величина  к0/А?ь0  назы¬ 
вается  разрешающей  силой  прибора.  Такой  критерий  разрешения  впервые 
введен  лордом  Рэлеем  [60]  для  спектроскопов  с  призмой  или  решеткой,  у  кото¬ 
рых  распределение  интенсивности  в  монохроматическом  свете  имеет  вид 

/  (6)  =  |>  /макс.  Рэлей  предложил  считать,  что  в  этом  случае  две 

компоненты  равной  интенсивности  начина¬ 
ют  разрешаться,  когда  главный  максимум 
интенсивности  одной  совпадает  с  первым 
минимумом  другой  (рис.  7.62).  При  таком 
комбинированном  распределении  отношение 
интенсивности  в  средней  точке  к  интенсив¬ 
ности  в  максимуме  равно  8'л3  —  0,811. 

Будем  считать  подобное  отношение  ин¬ 
тенсивности  в  седловине  и  в  максимуме 
критерием  разрешения  в  интерферометре 
Фабри  —  Перо  *).  Если  отражающая  спо¬ 
собность  пластин  не  столь  велика,  чтобы 
начало  сказываться  их  несовершенство, 
распределение  интенсивности  /  (б),  обусло¬ 
вленной  одной  монохроматической  компонентой,  можно  записать  на  основании 
(27)  в  виде 

/(6)= - (38} 

1  +  ^віп*^- 


Рис.  7.62,  Две  спектральные  монохро¬ 
матические  компоненты,  которые  на¬ 
чали  разрешаться  согласно  критерию 
Рэлея. 


а  полную  интенсивность  (б,  е),  создающуюся  в  результате  суперпозиций 
двух  таких  компонент,  расстояние  между  которыми  соответствует  изменению  б 
на  величину  е, —  в  виде 


^дшш  (6»  е)  —  /  ^б  -ф  -~-е^  -|-  /  ^6 — ^ 


2  *)' 


14-Рзіп* 


(•-*•) ' 


(39) 


*)  Критерию  Рэлея  нельзя  приписать  какой-либо  специальный  физический  смысл,  и 
время  от  времени  предлагаются  другие  критерии  разрешения.  При  сравнении  различных  ин¬ 
струментов  специальный  выбор  критерия  мало  существен. 
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Полная  интенсивность  в  средней  точке  между  максимумами  интенсивности 
двух  компонент  равна  /1ЮШ(2тпу  г),  где  т —  целое  число;  если  (при  условии, 
что  компоненты  начинают  разрешаться)  мы  считаем,  что  максимумы  полной 
интенсивности  совпадают  с  максимумами  интенсивности  компонент,  то  полная 

интенсивность  в  максимумах  равна  /І(01|1  [2пт  +  -і-  в,  г).  Следовательно,  ис¬ 
пользуя  выбранный  нами  критерий,  мы  должны  считать,  что  две  линии  начи¬ 
нают  разрешаться,  если  г  удовлетворяет  соотношению 

— 0,81  (/.+ - '-І-—  1  .  (40) 

—  '[  1+ЕзІП2-^-| 


При  большой  резкости  полос  е  в  (40)  мало  по  сравнению  с  л/2,  и  можно  приняі  в 
5ІП8  — е;  тогда  (40)  сведется  к 


РЧ*—  15,5  №—30  -0, 


откуда,  учитывая  (22),  находим 

е  ~ 


4,15  2,07л 

ѵ~~~  г 


(4!) 


Далее  из  (28),  принимая  п‘  не  зависящим  от  длины  волны  и  полагая  Н 
столь  большим,  что  можно  пренебречь  ср  по  сравнению  с  б,  получим 


I  2ятг'Асо5  0/  А*  л  АЯ0 

I Л6  [  = - ^ - ДЯ0  =  2лщ  — - .  (42) 

Яр  Я0 

На  пределе  разрешения  |  Д6  |  равно  величине  е,  определяемой  (41),  и,  следова¬ 
тельно,  для  разрешающей  силы  интерферометра  имеем 

^■=0,97  тЖ.  (43) 


По  аналогии  с  выражением  (8.6.14)  для  разрешающей  силы  дифракционной 
решетки  с  конечным  числом  интерферирующих  пучков  равной  интенсивности 
множитель  0,97  сГ  иногда  называют  эффективным  числом  пучков.  При  падении 
света,  близком  к  нормальному,  т  ж  2п'Н/Х0і  и  можно  считать,  что  разрешающая 
сила  равна 


ДЯ0 


,  2^пЧг 

Яр 


(44) 


Итак  разрешающая  сила  интерферометра  пропорциональна  резкости  и  оптиче¬ 
скому  расстоянию  между  пластинами.  В  качестве  примера  возьмем  |Г  —  30 
0,9),  величину  легко  достижимую  при  работе  в  видимом  спектре,  и  п'Н  = 
7г4 мм\  тогда  разрешающая  сила  для  Я0—  5000  Л  примерно  равна  5  •  10в,  т.  е. 
имеет  тот  же  порядок,  что  и  разрешающая  сила  наибольших  штриховых  дифрак¬ 
ционных  решеток.  Для  спектроскопических  целей  удобно  также  ввести  интер¬ 
вал  Дк0  спектроскопических  волновых  чисел  (к0=  1/?-0)»  соответствующий  наи¬ 
меньшей  разрешаемой  разности  длин  волн  ДХ0  и  определяемый  как 


1 

Щп‘Н  ‘ 


(45) 


Величину  Д/с0  иногда  называют  пределом  разрешения  интерферометра.  В  пре¬ 
дыдущем  примере  предел  разрешения  составлял  примерно  0,04  см~1. 

Если  у  двух  компонент  различие  в  длинах  волн  достаточно  велико,  сме¬ 
щение  интерференционных  картин  друг  относительно  друга  больше  рассюяния 
между  соседними  максимумами  каждой  компоненты.  Тогда  мы  говорим  о  «пере¬ 
крытии»  порядков.  Разность  длин  волн  (Д>,0)о<д,  соответствующая  смещению  на 
один  порядок  (|Д6|  — 2я),  называется  областью  дисперсии  интерферометра» 
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При  падении  света,  близком  к  нормальному,  находим  из  (42) 


(АЬо) 


кі 

2 п'Н  ‘ 


(46) 


Если  область  дисперсии  выразить  через  спектроскопическое  волновое  число,  то 


(Д*)о. 


(АЯго)04  д 

ку 


і 

2  п'Н 


(47) 


Как  мы  видим,  размер  области  дисперсии  обратно  пропорционален  расстоянию 
между  пластинами,  и  значит,  увеличение  разрешающей  силы,  получающееся 
при  увеличении  этого  расстояния,  сопровождается  пропорциональным  умень¬ 
шением  области  дисперсии.  Сравнивая  (44)  и  (46),  мы  также  видим,  что  область 
дисперсии  (Д>.0)о#д  приблизительно  в  раз  больше  наименьшей  разрешаемой 
разности  длин  волн.  С  практически  достижимыми  величинами  дГ  область  дис¬ 
персии  при  большой  разрешающей  силе  очень  мала.  В  типичном  случае,  рас¬ 
смотренном  выше  (аГ~30,  п'Н  —  4  мм,  к0—  5000  А)  имеем  (ДЛ0)ОіДа?  0,3  А. 
В  п.  7  6  8  мы  увидим,  что  большую  область  дисперсии  можно  получить,  поль¬ 
зуясь  двумя  последовательно  соединенными  интерферометрами  Фабри  —  Перо. 
Тем  не  менее  при  исследовании  сложных  спектров  во  всех  случаях  (кроме  очень 
близких  линий)  требуется  дополнительная  аппаратура  для  разделения  интер¬ 
ференционных  картин;  это  будет  описано  ниже. 

Если  две  близкие  линии  разрешены,  соответствующий  им  интервал  спект- 
р  хжопических  волновых  чисел  легко  определить  из  данных  о  диаметрах  колец 
и  расстоянии  между  пластинами.  Согласно  (29)  и  (30)  для  спектроскопических 
волновых  чисел  Ко  и  к9  можно  написать 

т1  +  ег  —  2  п'Нк0  +  <р/л„  т[  +  е\  =  2  п'Нк0  +  ф/я,  (48) 


где  тл  и  т\ —  целые  порядки  первых  светлых  полос,  е2  и  е\  —  дробные  порядки 
в  центре  картины,  и  мы  предполагаем,  чго  ф  постоянно  в  интервале  от  к0  до  к'0 
Вычитая,  получим 


-  (^і — т)  ( е'\ — е{) 
2  п'Н 


(49) 


Для  каждой  линии  дробный  порядок  получается  из  измерений  диаметров 
двух  светлых  колец.  Так,  из  (32)  находим,  что  диаметры  Ор  и  Г><}  р-г о  и  с/-го  ко¬ 
лец  связаны  друг  с  другом  соотношением 

Р2р _ р—  1  -\~е 

Ц  —  д-\+е' 


[  откуда  * 


(<?-1)Рр-(Р~1)Оаг 

0!,--Рр 


(50) 


Если  измерения  сделаны  не  с  двумя,  а  с  большим  числом  колец,  то  среднюю 
величину  е  находят  методом  наименьших  квадратов.  Разность  целого  числа 
порядков  (т[ — Ші)  перекрывающихся  картин  определяется  из  наблюдений  за 
изменением  картин  при  уменьшении  расстояния  между  пластинами.  Обычно 
точность  в  определении  величины  (т\ — /п2)  +  (е] — е,)  не  превышает  МОД 
так  как  редко  работают  с  расстоянием  между  пластинами,  меньшем  1  мм,  то 
для  измерения  к  достаточно  точности  микрометра,  а  п’  воздуха  можно  принять 
за  единицу. 

Мы  уже  говорили,  что  вследствие  малости  области  дисперсии  интерферо¬ 
метра  все  картины,  за  исключением  картин  от  очень  близких  линий,  следует 
разделить.  При  фотографическом  методе  регистрации  такое  разделение  обычно 
успешно  достигается  «скрещиванием»  интерферометра  с  дифракционным  или 
призменным  спектрографом,  исправленным  на  астигматизм.  Одно  из  таких 
устройств  показано  на  рис.  7.63,  Интерферометр  I  освещается  светом  источника 
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5,  находящегося  в  фокальной  плоскости  линзы  Ьи  и  интерференционная  кар¬ 
тина  проектируется  хорошо  коррегированной  линзой  *)  /.>  на  плоскость  щели 
спектрографа.  Интерферометр  устанавливают  таким  образом,  чтобы  центр 
картины  совпал  с  центром  щели.  Тогда  щель  выделит  диаметральное  сечение  из 
системы  колец,  создаваемой  каж¬ 
дой  присутствующей  линией,  и  п  /п  _  — 7К 

задача  спектрографа  состоит  в  ^  Г  ПГ  \"Жч 

том,  чтобы  разделить  эти  сече-  $ 

иия.  Если  исследуемый  спектр  "Т"'  Ц  ®>ель  / 

состоит  из  эмиссионных  линий,  спектрографа, 

то  щель  может,  быть  относитель-  л  „ 

по  шиоокой  Топа  в  гіюкять-  Рис.  7.63  Интерферометр  Фабри  —  Перо,  скрещен  - 
по  широкой  іогда  в  фокалъ-  ный  с  призменным  спектрографом. 

ной  плоскости  спектрографа  вид¬ 
ны  изображения  щели  в  свете 

каждой  линии,  пересеченные  короткими  дугами  светлых  полос  (рис.  7.64). 
Схожая  картина  наблюдается  и  с  абсорбционными  линиями,  если  непрерывней 
фон,  сопровождающий  линии,  захватывает  область  длин  волн,  меньшую  обла¬ 
сти  дисперсии  интерферометра.  Абсорбционные  линии  представляются  темными 
линиями,  пересеченными  широкими  светлыми  полосами  фона  (рис.  7.65). 
г  _  „  ,  ^  Если  непрерывный  фон  захваты- 

ѵч:*.****л  вает  широкую  область  длин  волн,  как, 


Рис.  7.64.  Полосы,  полученные  с  интер-  Рис.  7.65.  Полосы,  полученные  с  интерферо- 
ферометром  Фабри  —  Перо,  в  свете  метром  Фабри  —  Перо,  в  свете  двух  линий 
эмиссионных  линии  гелия  (^ютографи-  спектра  неона  (фотографический  негатив)  [71]. 

ЧеСКИИ  Негатив)  [70].  а  эмиссия  6 —  абсорбции  и  центре  линии  с  длиной 

волны  6402  а  показана  стрелками 

например,  в  солнечном  спектре,  ситуация  становится  более  сложной**).  Чтобы 
разобраться  в  ней,  предположим,  что  ширина  щели  спектрографа  пренебрежимо 
мала,  а  разрешающая  сила  спектрографа  бесконечна.  Пусть  оси  прямоуголь¬ 
ной  системы  координат  Ох  и  Оу  находятся  в  фокальной  плоскости  спектро¬ 
графа,  начало  координат  О  лежит  на  линии,  определяемой  светом,  прошедшим 

*)  Возможны  и  другие  комбинации  интерферометра  со  спектрографом.  Выбор  того  и  т 
иного  устройства  в  каждом  частном  случае  зависит  ог  таких  соображений,  как  компактное. іь 
установки,  ее  стоимость,  размеры,  интенсивность  и  однородность  источника,  а  также  от  при¬ 
сутствия  «духов»,  которые  возникают  при  нежелательных  отражениях  от  поверхностей  си¬ 
стемы  (см  [61]). 

**)  Впервые  этот  вопрос  был  разобран  Фабри  и  Бюиссоном  [62]. 
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через  центр  щели,  ось  Оу  параллельна  щели  Вдоль  линии  х  =  сопзі  длина  вот- 
ны  Х0  постоянна,  и  положение  максимумов  интенсивности  определяется  (28), 
тогда  можно  написать 

^т_±)^  =  2л'йс05Ѳ'  =  2«'л(і— — )=2л(і  — у)  ,  т=  1,2,  ..  (51) 

Мы  здесь  предполагаем,  что  Ѳ'  мало  и  принимаем  п'^=  п—  1  для  воздуха. 
Угол  Ѳ  —  угол  выхода  лучей  из  интерферометра  При  малом  Ѳ  он  связан  с  ко- 
ординатой  у  соотношением  у  =  Ж/Ѳ,  где  / —  фокусное  расстояние  линзы  Ь2у 
проектирующей  полосы  на  щель,  а  М  —  увеличение  спектрографа  Далее, 
связано  с  координатой  х  зависимостью  Р  (х)  -  где  функция  Р  характеризует 
дисперсию  спектрографа  Исключая  с  помощью  этих  соотношений  л0  и  Ѳ  из 
(51),  мы  получим  для  источника  с  непрерывным  спектром  геометрическое  место 

точек  максимумов  интенсивное!  и 

(т-!)/Ч*>  =  2Ч1— 2 Шр)> 

т=  1,  2,  ...  (52) 

Относительное  распределение 
интенсивности  между  максиму¬ 
мами  служит  характеристикой 
интерферометра  Спектр  в  фо¬ 
кальной  плоскости  спектрографа 
рассекается  узкими  светлыми 
полосами  — -  каналами  с  широ 
кими  темными  промежутками 
между  ними  Эти  каналы  сим 
мстрйчны  относительно  линии 
и  -  О  и  обращены  выпуклостью 
в  суорону  больших  длин  волн, 
при  у  =  сопзі  различие  между 
ийми  в  длинах  вотн,  очевидно, 
равно  области  дисперсии  интер* 
феоометрн  В  специальном  слу¬ 
чае,  когда  Р  (х)—  линейная  функ¬ 
циям,  каналы  имеют  вид  парабол. 

Если  в  спектре  присутст¬ 
вуют  линии  поглощения,  светлые 
каналы  прерываются  темными 
полосами  в  местах  пересечения 
с  линиями  поглощения  иными 
словами,  эти  темные  полосы  находятся  па  тех  же  местах,  где  были  бы  свет¬ 
лые  полосы,  образованные  эмиссионными  тиниями  с  той  же  длиной  волны,  что 
и  у  линии  поглощения  Если  щель  раскрывается  симметрично,  темные  полосы 
расширяются  в  направ  тении  ѵ  То  же  происходит  и  со  светлыми  полосами,  ко¬ 
торые  в  конце  концов  соприкасаются  и  сливаются  В  ыг их  условиях  непрерыв¬ 
ный  спектр  представляется  испещренным  темными  «по юсами»,  обусловленными 
абсорбционными  линиями  (рис  7  66)  Полученные  картины  могут  измеряться 
таким  же  способом,  как  и  светлые  картины,  создаваемые  эмиссионными  іи- 
пиями.  Практически  разрешающая  сила  спектрографа  не  бесконечна  вследствие 
дг  фракции  и,  следовательно,  свет  с  любой  дтинсм  волны  растягивается  на  чо- 
н(чіюе  расстояние  в  направлении  л  Таким  образом,  влияние  этого  эффекта 
аналогично  расширению  щели  г  е  ведет  к  хшнрению  светлых  канатов  в  на¬ 
правлении  х,  и  они  начнут  перекрываться,  когда  спектрограф  оке  пе  сможет 
полностью  разрешить  длины  волн,  расстояние  между  которыми  равно  расстоя- 


Рис  /  66  Полосы,  полученные  с  интерферометром 
Фабри  —  Перо,  обусловленные  линиями  поглоше 
ния  в  солнечном  спектре  [72] 
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«ию  между  соседними  светлыми  полосами.  Мы  видели»  что  это  расстояние  равно 
области  дисперсии  интерферометра,  которая  уменьшается  с  увеличением  рас¬ 
стояния  между  пластинами.  Тем  самым  конечная  величина  разрешающей  силы 
вспомогательного  спектрографа  ставит  верхний  предел  расстоянию  между  пла¬ 
стинами,  которым  еще  можно  пользоваться. 

Интерферометр  Фабри  —  Перо  можно  также  использовать  в  спектроско¬ 
пии  в  комбинации  с  фотоэлектрическим  детектором  [63].  Свет  исследуемой 
спектральной  линии,  выделенный  предварительно  монохроматором,  направ¬ 
ляется  в  интерферометр.  Получающаяся  интерференционная  картина  проекти¬ 
руется  на  кольцеобразное  отверстие,  концентричное  кольцам  картины.  Это  от¬ 
верстие  пропускает  свет  от  небольшой  части  порядка  (кольца)  па  фотоэлемент. 
Изменяя  оптическое  расстояние  между  пластинами,  можно  увеличивать  или 
уменьшать  величину  колец  на  отверстии  и  таким  образом  исследовать  струк¬ 
туру  интерференционной  картины.  Такое  устройство  имеет  важное  практиче¬ 
ское  значение  потому,  что  интерферометр  Фабри  —  Перо,  как  показал  Жаки  но 
164],  пропускает  значительно  больший  световой  поток,  чем  призменный  или  ди¬ 
фракционный  монохроматор  с  той  же  разрешающей  силой. 

7.6.4.  Применение  интерферометра  Фабри  —  Перо  для  сравнения  длин 
волн.  Измерения  длин  волн  в  спектрах,  полученных  с  призменными  или  ди¬ 
фракционными  спектрометрами,  выполняются  путем  интерполяции,  и  длина 
волны  любой  линии  определяется  в  зависимости  от  длин  волн  известных 
соседних  эталонных  линий.  Так  как  с  большим  спектрографом  такое  сопостав¬ 
ление  можно  сделать  с  точностью  около  1  ■  10~6,  то  необходимо  знать  относитель¬ 
ные  длины  волн  эталонных  линий  по  крайней  мере  с  такой  же  точностью  Число 
таких  линий  также  должно  быть  достаточно  велико,  чтобы  нс  затруднять  ин¬ 
терполяцию.  Далее  желательно  сопоставить  длины  волн  с  длиной  метра.  Та¬ 
ким  образом,  выбор  рациональной  системы  длин  волн  для  спектроскопических 
целей  включает  две  операции;  (а)  сравнение  длины  волны  выбранной  первичной 
эталонной  линии  с  длиной  материального  эталона  метра  и  (б)  сравнение  длины 
волны  первичной  эталонной  линии  с  длинами  волн  линий,  которые  будут  слу¬ 
жить  вторичными  эталонными  линиями,  распределенными  по  всему  спеіпру. 
В  1907  г.  в  качестве  первичного  эталона  [651  была  выбрана  красная  линия 
(6438  А)  кадмия,  возбуждаемая  в  определенных  условиях  166].  Измерение 
длины  волны  этой  линии  в  долях  метра,  является  метрологическим  процессом, 
требующим  специальных  методов,  и  оно  будет  описано  в  §  7.7.  Измеренная  дли¬ 
на  волны,  составляющая  6438,4696- 10“10  м,  принята  за  6438,4696  А.  Это  и  есть 
определение  ангстрема;  он  отличается  от  ІО-10  м  не  больше  чем  на  3  - 10“ 5  'V. 
С  этим  первичным  эталоном  длин  волн  чисто  оптическим  методом  сравниваются 
длины  волн  всех  других  линий.  Такие  измерения  составляют  важнейшее  при¬ 
менение  интерферометра  Фабри  —  Перо. 

Интерферометр  освещают  (предпочтительно  одновременно)  светом  первич¬ 
ной  эталонной  линии  и  светом  неизвестной  линии.  Интерференционные  картины 
разделяют  и  фотографируют  соответствующим  устройством.  Пусть  Х$ —  длина 
волны  эталонной  линии  в  воздухе  с  показателем  преломления  среды  между 
пластинами  интерферометра,  равным  п\  и  пусть  А.я,  .. .  —  длины  волн  неиз¬ 
вестных  линий.  В  таком  случае,  пренебрегая  изменением  с  длиной  волны, 
получим  из  (29)  и  (30) 

{ти + е,)  Х,4.  =  (т„  +  е,)  Ч  =  (т„  +  е,)  X,  = —  =  2  Н,  (53а) 

2Н  =  2/г  +  ^  ,  (536) 

где  т1з,  т1и  /лІ2,  . . .  —  целые  порядки  первых  светлых  колец,  а  е8,  еи  . , . — 
дробные  порядки  в  центре  картины.  Для  каждой  линии  дробные  порядки 
можно  найти  из  измерений  диаметров  колец  (см.  стр.  309);  целые  порядки 
тиі  п%ги  ^12»  *  •  *  находят  методом  дробных  частей  порядка,  о  котором  мы 
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коротко  упоминали  на  стр.  271.  Для  этого  вначале  с  помощью  микрометра  изме¬ 
ряют  расстояние  к  между  пластинами.  Целое  т'и ,  ближайшее  к  2 НГк&,  является 
приближенной  величиной  ть,  и  можно  написать 

пч  #  =  +  (54) 


где  х  —  неизвестное  целое  число.  Если  неопределенность  измерения  к  состав¬ 
ляет  Д к,  то 


і*к 


2&Л 
К  * 


(55) 


Например,  при  М~0,01  мм  и  А8=  6438  А,  имеем  |я|^30.  Далее  по  извест¬ 
ным  приближенным  значениям  А;,  А',  . ..  длин  волн  Ах,  А2,  ...  из  (53а)  вычис¬ 
ляют  приближенные  порядки  интерференции  для  неизвестных  линий,  соответ¬ 
ствующие  порядку  (пги  г  е8)  для  А6;  имеем 

А] 

Я  { 

т1%  +е,  =  («*»  + ...  ) 

Если  принять  -  Я|+  ДЯх.  то  из  (53а)  й  (54)  находим 

(«и  +  «і)  (К  +  ЛЛ)  =  (т„  +  е3)  к,  =  (ті,  +  х  +  е5)  к„  (57) 

откуда,  используя  (56), 

+  (58) 


Юц +  *!  =  **;,+ я  Ч- 


е[  + 


-  Аі 


Аі 


Дробная  часть,  содержащаяся  в  квадратных  скобках  правой  части  (58),  вычис¬ 
ляется  далее  для  возможных  величин  а\  допускаемых  (55).  При  правильном 
значении  х  вычисленная  дробь  должна  согласовываться  с  измеренной  дробью 
е1  в  левой  части  (58)  с  неопределенностью  (тп+  ег)ААх/А;,  которая  мала  по  срав- 
неиию  с  единицей,  если  расстояние  между  пластинами  достаточно  мало.  На¬ 
пример,  для  приближенных  значений  длин  волн,  определенных  по  измерениям 
с  решеткой,  ЛА.;/Л;~  10~5;  следовательно,  (тп  -|-  ег)  ДА' і\\ж  0,1  для  ти~ ■  Ш4, 
что  соответствует  к  ж  тиХл!2^  3  мм  при  работе  в  видимой  области  спектра. 
Сравнение  вычисленных  и  измеренных  дробных  частей  укажет  на  непригод¬ 
ность  некоторых  величин  Такие  же  вычисления  с  приближенными  длинами 
волн  А',  Ау,  ...  дают  возможность  определить  х  однозначно;  обычно  достаточно 
трех  линий,  если  их  длины  волн  расположены  соответствующим  образом;  чет¬ 
вертая  линия  может  служить  контрольной. 

По  известному  х  определяют  тІ8 ,  т1и  т12і  ...  из  (54)  и  (58),  а  из  (53а> 
получим 


ШцН-е,  5 


ти~\-ез  \ 
тх«-\~е 


(59) 


Так  как  целые  порядки  определяются  точно,  то  величины  ДАХ,  ДА2,  . ..  для  этих 
длин  волн  обусловлены  только  ошибками  в  измерении  дробей  е8,  еи  е2, 
и  если  последние  не  превышают  +0,01  —  точность,  которую  нетрудно  достичь 
с  высоко  отражающими  покрытиями,  а  /п1й,  т1и  ти,  ...  порядка  ІО4,  как 
в  только  что  приведенном  примере,  то  АХг/Хи  ДА2/А2,  . ..  будут  порядка  10~1’, 
т.  е.  при  таких  измерениях  точность,  с  которой  известны  Аь  А3,  ...  увеличилась 
примерно  в  10  раз.  Исправленные  значения  длин  волн  можно  использовать 
для  повторных  опытов  с  еще  большим  расстоянием  между  пластинами,  что 
в  свою  очередь  дает  еще  большую  точность  для  значений  длин  волн.  Подобную 
процедуру  можно  повторять  до  тех  пор,  пока  резкость  линий  оправдывает  эти 
измерения. 
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Выше  мы  предполагали,  что  (не  считая  первичных  эталонов)  имеются 
лишь  относительно  неточные  значения  длин  волн  *).  В  свое  время  было  изме¬ 
рено  большое  число  вторичных  эталонов  с  точностью,  близкой  к  точности  оп¬ 
ределения  первичных  эталонов,  что  значительно  упростило  дальнейшие  изме¬ 
рения  длин  волн.  Эталонные  длины  волн,  а  также  метод  дробных  частей  поряд¬ 
ка  **)  используются  для  определения  2//.  Для  однозначного  определения  по 
приближенным  значениям  длин  волн  к'І9  К,  ...  величин  ти,  т12,  ...  нужно 
только,  чтобы  величина  2 И  была  достаточно  мала.  Так,  из  (53а)  и  (57)  имеем 

і  2/7  !  е  \  тс\\ 

«п+е^гт — (тп  +  еЭ  —А ,  (60) 


а  тх  получается  однозначно,  если,  например,  ег)  Д 0,3.  Пусть, 

как  и  раньше,  10  тогда  3 -  ІО4,  что  соответствует  И  ж  10  мм 

для  длин  воли  видимого  света;  если  измеряемая  дробь  ег  лежит  в  пределах 
±0,01,  погрешность  в  длине  волны  2 ///(%■{■  ег)  примерно  равна 

3’10“\  г.  е.  однократное  применение  интерферометра  увеличивает  точность 
почти  в  тридцать  раз. 

Практически  предположение  о  независимости  срХ  от  длины  волны  может 
оказаться  неверным,  если  сравниваемые  линии  широко  разнесены  по  спектру. 
Систематические  ошибки,  связанные  с  этим,  устраняются,  если  измерения 
производятся  с  двумя  значениями  к ,  например  с /г,  и  ки.  Тогда,  применяя  те  же 
обозначения,  что  и  в  (53),  находим  из  (29)  и  (30) 

| (т15  +  “||?ч  =  {('«п  4-е,),— |г}а=  •  =2 

( («,,  +  е*)„  — )  К  =  { («н  +  е,)ц  —  ^  )  А,  =  . . .  =  2 Ни, 


откуда 


1  \тиЛ-Ч)\\ — )і  15 


(61) 


Длины  волн,  полученные  после  коррекции  на  изменение  фазы,  приводят 
к  их  величинам  в  нормальных  условиях,  при  которых  измерялся  первичный 
эталон  (сухой  воздух  при  15'  С  и  давлении  760  мм  рт.  ап.).  Для  этого  необхо¬ 
димо  знать  дисперсию  воздуха.  Если  далее  следует  привести  найденные  длины 
волн  к  их  значениям  в  вакууме,  то  нужно  знать  еще  и  показатель  преломления 
воздуха.  Величины  показателя  преломления  и  дисперсии  воздуха  с  точностью, 
вполне  достаточной  для  данной  цели,  можно  получить  с  помощью  многолучевых 
интерферометрических  методов  (см.  п.  7.6.8). 

7.6.5.  Интерферометр  Люммера  —  Герке.  Мы  уже  упоминали  в  п.  7.6.1, 
что  коэффициент  отражения  света  на  внутренней  поверхности  диэлектрика 
приближается  к  единице,  когда  угол  падения  в  более  плотной  среде  прибли¬ 
жается  к  критическому  углу.  Это  обстоятельство  использовано  в  многолучевом 
интерферометре,  предложенном  Люммером  и  Герке  1731,  основная  часть  кото¬ 
рого  представляет  собой  длинную  плоскопараллельную  пластинку  из  стекла 
или  кристаллического  кварца  (рис.  7.67).  Пучок  света  от  источника,  лежащег0 


*)  В  своих  ранних  работах  по  сравнению  длин  волн  с  длиной  волны  красной  лигіин  кад¬ 
мия  Фабри  и  Перо  [67]  пользовались  интерферометром  с  подвижным  зеркалом.  Они  использо¬ 
вали  точные  длины  воли  зеленой  (5086  А)  и  голубой  (4800  А)  линий  кадмия,  измеренные  на 
двухлучевом  интерферометре  1 20],  и  определяли  целые  порядки  с  помощью  так  называемого 
« метода  совпадений).  Принципиально  этот  метод  не  отличается  от  описанного  выше  метода 
дробных  частей  порядка,  но  более  трудоемок  и  требует  визуальных  наблюдений. 

*  Если  эталонные  длины  волн  расположены  достаточно  часто,  то  можно  быстро  подсчи¬ 
тать  приближенную  величину  .ѵ  и  тем  самым  сократить  вычисления  (см.,  например,  [68]).  Сле¬ 
дует  упомянуть,  что  Гаррисон  [69]  описал  машину,  с  помощью  которой  длины  волн  определя¬ 
ются  непосредственно  по  интерференционной  картине,  и  все  необходимые  вычисления  произ¬ 
водятся  автоматически. 
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на  продольной  оси  пластинки,  входит  в  нее  через  призму  Р ,  укрепленную  на 
одном  из  концов  пластинки,  и  падает  на  внутреннюю  поверхность  последней 
под  углом,  немного  меньшим  критического.  В  этом  случае  ряд  световых  пучков 
выходит  с  каждой  стороны  пластинки  под  углом,  очень  близким  к  скользящему; 
вышедшие  из  нее  пучки  собираются  линзой  Ь  и  образуют  интерференционную 
картину  в  ее  фокальной  плоскости. 


I 

Рис.  7.67.  Пластинка  Люммера  —  Герке. 


Для  монохроматического  света  с  длиной  волны  разность  фаз  б  между 
соседними  пучками  определяется  выражением  (1),  т.  е. 

б  =  ~  п'к  соз  Ѳ'  =  ^  V п'г  —  д2  5Іп3  Ѳ,  (62) 


где  Лип'  —  толщина  пластинки  и  ее  показатель  преломления,  я  —  показа¬ 
телъ  преломления  окружающего  воздуха,  Ѳ' —  угол  отражения  в  пластинке, 
а  0  —  угол  выхода  лучей  из  пластинки.  Соответствующий  порядок  интерферен¬ 
ции  т  равен 


т  =  ~=^Ѵп’*—п*  зіп2Ѳ. 

Ад 


(63) 


Полосы,  соответствующие  постоянному  Ѳ,  образуют  семейство  гипербол,  кото¬ 
рые  вблизи  центра  О  картины  имеют  вид  почти  прямых  линий,  параллельных 
поверхностям  пластинки.  В  соответствии  с  (63)  для  порядка  интерференции  /я* 
,в  центре  (Ѳ  =  я/2)  получим 


,4^ 

Лр 


(64) 


==  т—  (! 5ІПаѲ  —  V п"*  —  П 2). 


(65) 


Если  мы  положим  х  =  (п!2) —  0,  то  %  мало  вблизи  центра,  и  можно  считать,  что 
8Іи3  0  =  1  —  х1.  Тогда,  разлагая  в  ряд  (65)  и  отбрасывая  члены  с  %  в  степени, 
большей  второй,  находим 


т  іщ 


п\  Н% 3 

V  п'*  —  пг  К 


(66) 


Угол  соответствующий  д-іл  от  центра  светлой  полосе  целого  порядка  тд, 
определяется  выражением 

\/  п*% — П2  ]/~ я0  !  Л -  }/" п'2 — п 2  \/~^\/ -  /сутѵ 

-  V  д/т,-я,  =  і— ; -  У  тѴд—е,  (67) 


где  е —  дробный  порядок  в  центре.  Следовательно,  угловой  масштаб  картины 
пропорционален  V  к0і к,  и  если  е  =  0 ,  то  расстояния  светлых  полос  от  оси  про¬ 
порциональны  квадратному  корню  из  целых  положительных  чисел. 

Распределение  интенсивности  в  такой  картине  отличается  от  распределе¬ 
ния,  рассмотренного  в  п.  7.6.1,  так  как  в  данном  случае  отсутствует  вклад 
света,  вносимый  первым  отражением  поверхностью  пластины.  Чтобы  упростить 
здесь  обсуждение,  рассмотрим  схему,  показанную  на  рис.  7.68.  Свет  попадает 
в  пластинку  через  отверстие  У /С,  ограниченное  диафрагмой  и  преломляется 
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в  пластинке.  Очевидно,  что  пластинка,  соединенная  с  призмой,  изображенной 
на  рис.  7.67,  действует  так  же,  как  и  пластинка  с  отверстием.  Разница  состоит 
только  в  том,  что  у  пластинки  с  призмой  коэффициент  отражения  для  входя¬ 
щего  луча  ничтожно  мал  *).  Пусть  Р  и  Р' —  фокальные  точки  I.  для  света,  вы¬ 
ходящего  из  нижней  и  верхней  поверхностей  пластинки  под  углом  0,  и  пусть 
А  —  комплексная  амплитуда  света  в  Р  в  отсутствие  пластинки.  Комплексные 


Л 


Рис.  7.68.  Многократное  отражение  в  тоскопараллелькой  пластинке  при  устранении  отраже¬ 
ний  первичного  пучка  света  от  ее  внешней  поверхности. 


амплитуды  в  Р  в  пучках  нижней  группы  равны  (см.  п.  7.6.1),  с  точностью  до  не¬ 
существенного  постоянного  фазового  множителя,  величинам 

іі'Ау  іѴгпА  ехр  («6),  іі'г'{2р~1)  Аехр  (і  (р  — 1)6), 

и,  следовательно,  для  результирующей  амплитуды  в  точке  Р  при  суперпозиции 
р  первых  пучков  имеем 


АЦ)  (/?)  =  (  1  +г'2ехр  (;б)  +  . . .  ехр  [і  {р —  1)  6]  іѴ А  = 

—  1  —  ^ехр  (ір&І 

1-Й  ехр  (Ф)  &  Л 


(68) 


В  пределе,  считая,  что  предельное  число  пучков  находим 


(оо)  = 


& 

1— ^ех р  (іб) 


А, 


а  интенсивность  /ш—  А{і1Аіт  в  Р  равна 

6Г2 

/{і)  =  /ш  (оо)  = 


1+ЗІ2  —  2^008  6 


1  + 


(69) 

(70) 


где  /  —  А  А* —  интенсивность  в  Я  в  отсутствие  пластинки.  Аналогично  для  ам¬ 
плитуд  в  точке  Р*  в  пучках  от  верхней  поверхности  имеем 

іі'г'А,  М'  (г')*ехр(іЬ)А,  ...  «  ехр  [/  {р—  1)  6]  Л ... , 


и,  следовательно,  при  суперпозиции  р  первых  пучков  результирующая  ампли¬ 
туда  в  точке  Р'  равна 

Аіп  (р)  =  (  1  +  г'2ехр(/6)  +  .  . .  +г'а<^“1>ехр  [*  (р — 1)6]  И’ г' А  — - 


1  — рр  ехр  (фЙ) 
1  —  Н  ехр  (<6) 


V  &А, 


(71) 


и  в  пределе,  когда  р-* оо,  интенсивность  в  Р*  запишется  в  виде 


рг>~рг>  (оо). 


5?с Г2 


1  И-  ЭР  —  2 Эі  соз  6 


(72) 


*)  Подобное  устройство  реализуется  на  практике,  если  свет  поступает  а  интерферометр 
Фабри  —  Перо  через  прозрачное  отверстие  в  одном  из  отражающих  покрытий.  Особенности 
такого  устройства  рассмотрены  Дюфуром  [74]. 
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Из  (70)  и  (72)  очевидно,  что  максимумы  в  интерференционных  картинах,  лежа¬ 
щих  под  и  над  пластинкой,  находятся  на  одинаковых  угловых  расстояниях  от¬ 
носительно  нормали  к  ней.  * 

Выходящие  друг  за  другом  с  одной  стороны  пластинки  пучки  разделены, 
очевидно,  расстоянием  2/іі^Ѳ'  (считая  вдоль  пластинки)  и  при  пластинке  дли¬ 
ной  I  общее  число  п>чков  р  равно 

рЯ>  2АС*80,  =  2Л  Ѵ~ п>  зіп-іѲ- *’  (73) 

или  для  Ѳ^я/2  и  при  1  для  воздуха 

(74> 

При  приближении  Ѳ'  к  критическому  углу  1,  а  2ЯР  перестает  быть  ничтож¬ 
но  малым,  и  поэтому,  использование  предельных  выражений  (70)  и  (72)  с  р-^оо 
становится  неоправданным;  в  этих  условиях  распределение  интенсивности 
в  верхней  картине  получается  из  (68)  в  виде 

й7-42 г  _ 


—  с.о5б 

(1—  5?^)* +  45^  зІпа 


-#)а“МЗй  зіп3  ѵ 


І+Ор* 

І  +  ^зіп3 


п  -  4&р  /7ПѴ 

Ѵр  “(}  —  *%ру  ’ 

а  Г  задано  (16).  Итак,  распределение  интенсивности  определяется  функцией 

(1  -|-  О  зіп2  (рб/2))'(1  +  Р  зіп2  (6/2)), 
л*  отличающейся  о  г  функции  распре- 

а \  деления  нри  оо  добавочным  чле- 

Х\^р~75  ном  (О,, зіп2  (рЫ2))!(\  +  Р  зіп2  (6/2)). 

//  \д  Последний  не  влияет  на  положение 

//  \\^-р=оо  абсолютных  максимумов,  ост  аю- 

//  \\  щи хся  при  6/2  —  /ял,  где  т — целое 

I/  \\  число,  но  та  к  как  (Орып2  (рд/2)) !( 1  ~Ь 

у/  ~уР  зіп2  (6/2))  равно  нулю  при  6/2= 

, — =  (т  +  д/р)  я,  ?  ==  0,  1 ,  2,  . . . ,  р  и 
2(т-%)я  2тт  2(т+^)я  о  положительно  в  остальных  случа- 

Рис  7  69.  Зависимости  интенсивности  в  интерфс-  тс>  абсолютные  максим}  мы  ста- 

ренционпых  полосах,  полученных  с  пластъ н кои  НОВЯТСЯ  шире,  чем  при  оо,  и 

Люммера  —  Герке,  от  разности  фаз  {&  0,87)  между  ними  ПОЯВЛЯЮТСЯ  вторичные 

максимумы  (рис.  7.69). 

Пластинка  Люммера  —  Герке  служит  исключительно  для  исследования 
тонкой  с гр )  ктуры  спектральных  линии  Применяется  она,  подобно  интерферо¬ 
метру  Фабри — Перо,  в  комбинации  со  вспомогательным  диспергирующим 
прибором.  Область  дисперсии  пластинки  можно  нанги  из  формулы  (63),  кото¬ 
рая,  если  считать  п—  1,  запишется  в  виде 

т*Ц  =  4Да  (п'3— зіп3Ѳ).  (77) 

Таким  образом,  в  данном  угловом  положении  изменение  порядка  Д тщ  соответ¬ 
ствующее  изменению  длины  волны  па  АЯ*,  с  точностью  до  членов  первою  по¬ 
рядка  относительно  малых  величин  равно 


2(т-%)я  2тт  2(т+^)ті  о 

Рис  7  69.  Зависимости  интенсивности  в  интерфе¬ 
ренционных  полосах,  полученных  с  пластинкой 
Люммера  —  Герке,  от  разности  фаз  0,87) 


(78) 
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Для  области  дисперсии,  соответствующей  изменению  т  на  единицу,  получим, 
следовательно, 


(А^о)о.  д  — 


_ тк  І) _ 

/72аХ0  —  4/Ря'  !^~ 
V  Л-0 


(79) 


или,  подставляя  т  из  (77)  и  полагая  зІп  Ѳ  —  1  для  лучей,  выходящих  под  углом, 
близким  к  скользящему, 


(А^о)о.  д 


V  п'2  —  \ 


2  Н 


/О  бп' 

п~пХ*ок 


(80) 


Мы  видим,  что  величина  (ДЬ0)о.  д.  обратно  пропорциональна  толщине  пластинки, 
У  кварца  множитель  гі%  —  1 1  ^ п '3 — п'\  —  1  ^  изменяется  приблизитель¬ 
но  от  0,6  при  Я0“  2000 А  до  0,8  при  А,0~ 

*=  соооА. 

Если  считать  31  постоянной,  то  точ¬ 
ки  в  интерференционной  картине,  где 
[[і)  ( р )  уменьшается  до  половины  своей 
максимальной  величины,  соответствуют 
6  —  2тя  ±  е/2  (т  целое  число),  и  из  (75) 
находим 

І+С^зіп2  (^)  ^  і 
1-І  ^зіпЗ  •  2 

т.  е. 

8І"2  (т)-2^зіп(т)+І  =  °-  <81> 

Очевидно,  что  резкость  <!Г  —  2 піг  за¬ 
висит  как  от  51,  так  и  от  р.  На  рис.  7.70 
показана  зависимость  ее  от  31  для  раз¬ 
личных  значений  р .  Согласно  (74)  р 
определяется  в  основном  отношением  НН. 

31  является,  конечно,  функцией  0', 
а  значит,  и  %;  следовательно,  при  данном  %  значение  51  х  больше  31  п  (при 
п'  Д>  п);  поэтому  выгодно  выделять  поляризованную  компоненту,  колеблющую¬ 
ся  перпендикулярно  к  плоскости  падения.  Предельный  случай  р-+оо  соответст- 
в\ от  пластинке  бесконечной  длины,  у  которой  распределение  интенсивности  та¬ 
кое  же,  как  и  в  интерферометре  Фабри  —  Перо  (см.  (70)  и  (27)).  В  этом  случае 
резкость  определяется  из  (35).  Рис.  7.70  показывает,  что  при  конечном  р  вели¬ 
чина  бГ  соответствует  р=о о,  пока  31  не  слишком  велико.  При  таких  значениях 
31  можно  пренебречь  (а  значит,  и  Ор)  и  тогда,  по  существу,  весь  свет,  во¬ 
шедший  в  пластинку,  участвует  в  образовании  полос.  При  больших  значениях 
31  величина  оГ  меньше  величины,  соответствующей  р=оо,  и  когда  31  прибли¬ 
жается  к  единице,  еГ  приближается  к  максимальной  величине 

,  (82) 


Рис.  7.70.  Зависимость  резкости  от  от¬ 
ражательной  способности  31  и  числа  отра¬ 
жений  р  для  пластинки  Люммера  —  Горке. 
Для  сравнения  указаны  величины  угла  х. 
отсчитываемого  от  центра  картины,  и  отношение 
длины  кварцевой  пластинки  к  ее  толщине  1/Н. 


где  предельную  величину  е,  можно  найти  из  (81).  Например,  полагая  51  = 
1 — получим  (допуская,  что  ©Г  мало)  1 — 33'  ж  р<3~,  так  что  РІСр -~ 
~  (1  — Зір)ЧЗір~1(  1  — 31  )2  «  рУ(  1  — р2  при  & -*■  0.  Поскольку  1/0р-+  О, 
когда  ©Г — >■  0,  (81)  дает 


Лп2  (т) —  т 8Іп2  (т) =  °- 


(83) 
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Отсюда  для  малого  е/  находим 

5іп  (рег/4)  ! 

РЧ/  4  ~  УТ  ' 


Ф  =  0,45я„  3Г1 


1,1  Р. 


(84) 


Однако  из  (75)  следует,  что  при  1  интенсивность  ІЦ)(р)  в  интерференцион¬ 
ной  картине  стремится  к  нулю,  ибо  увеличивается  доля  света,  который,  войдя 
в  пластинку,  остается  в  ней  после  последнего  отражения  и  теряется  у  ее  даль¬ 
него  конца.  Если,  как  обычно,  любые  заметные  потери  света  недопустимы* 
пластинка  должна  работать  в  гой  области,  где  величина  соответствует  р  —  со, 
и  из  рис..  7.70  следует,  что  тогда  наибольшее  значение  ІГ  приблизительно  равно 
2еГрЗ«0,7  р.  В  этой  области  относительное  распределение  интенсивности  та¬ 
кое  же,  как  и  в  интерферометре  Фабри  —  Перо.  Таким  образом,  как  мы  видели 
на  стр.  307,  можно  принять,  что  наименьшая  разрешаемая  разность  длин  волн 
составляет  приблизительно  1/оТ  часть  области  дисперсии  (ДЯ0)о.д.  Из  (74) 
и  (80)  получим  выражение  для  разрешающей  силы,  соответствующее  |Г ^  0,7  /?, 
в  виде 

^ ,  0, 7 рА0 
(Д^оіо.  д 


0,7  Р 


(85) 


Разрешающая  сила,  определяемая  последним  соотношением,  зависит  только 
от  длины  пластинки  и  не  зависит  от  ее  толщины,  но  следует  помнить,  что  она 
достигается  при  величинах  Ѳ,  приближающихся  к  л/2  при  увеличении  /.  Прак¬ 
тически  длина  /  ограничивается  техническими  трудностями,  возникающими  при 
изготовлении  пластинки, 

Пластинка  Л  і  ом  мер  а — Герке,  сделанная  из  кристаллического  кварца, 
прозрачна  для  длин  волн  вплоть  до  2000  А,  и  в  течение  долгого  времени  она 
была  наи лучшим  из  доступных  интерферометров  с  большой  разрешающей  силой 
для  спектроскопии  в  ультрафиолетовой  области.  Однако  получение  отражаю¬ 
щих  покрытий  для  .ультрафиолета,  пригодных  для  использования  в  интерферо¬ 
метре  Фабри  —  Перо,  и  успехи  в  изготовлении  отражающих  решеток  типа 
эшелетов  привели  к  тому,  что  теперь  пластинка  Л юммер а  —  Герке  исполь¬ 
зуется  в  исследованиях  крайне  редко. 

7.6.6.  Интерференционные  фильтры.  Предположим,  что  параллельный 
пупок  белого  света  падает  нормально  на  плоскопараллельную  пластинку  с  по¬ 
верхностями,  хорошо  отражающими  свет.  В  соответствии  с  (27)  мы  видим,  что 
в  таком  случае  в  прошедшем  свете  появляются  максимумы  интенсивности,  если 
разность  фаз  6  равна  целому  числу,  умноженному  на  2л.,  или,  согласно  (25), 
если  Я0=  где  '  ’ 


2  п'к 

{т  —  ф/л)  * 


т-- 


1,  2, 


(86) 


и  по'  обе  стороны  от  этих  максимумов  интенсивность  прошедшего  света  быстро 
падает  до  малых  величин.  Таким  образом,  пластинка  действует  как  фильтр 
длин  волн  с  многочисленными  полосами  пропускания,  получающимися  при 
целых  значениях  порядка  т.  В  частности,  если  оптическая  толщина  пластинки 
составляет  лишь  несколько  полуволн  видимого  света,  то  полосы 
пропускания  в  видимой  области  принадлежат  низким  порядкам  и  широко  раз¬ 
несены  по  длинам  волн.  Поэтому  обычно  можно  не  пропустить  все  эти  полосы, 
кроме  одной,  либо  при  помощи  вспомогательных  абсорбционных  фильтров, 
либо,  воспользовавшись  селективной  реакцией  детектора,  применяемого  для 
наблюдения. 

Фильтр  подобного  типа  изготовляют,  нанося  на  плоскую  поверхность 
стеклянной  пластинки  две  отражающие  пленки,  разделенные  слоем  диэлектрика 
(рис.  7.71).  Если  при  нормальном  падении  фильтр  должен  пропускать  полосу 
порядка  т  длины  волны  А[3т),  то,  согласно  (86),  оптическая  толщина  п'!г 
промежуточного  слоя  должна  равняться  (т — <р/я)  Л,унѴ2.  У  металлических 


§  7.6] 
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отражающих  пленок  <р  зависит  от  и  толщины  пленки  (и,  следовательно, 
от  отражательной  способности  .гД).  У  многослойных  диэлектрических  отражаю¬ 
щих  пленок  31{Х$г))  максимально,  когда  оптическая  толщина  каждого  слоя 
равна  Х(0Ш)/ 4;  в  этом  случае  ф(Х{,т>)  равно  нулю  (см.  §  1.6)  и,  следовательно, 
оптическая  толщина  промежуточного 
слоя  должна  составлять  тХ\\п)12. 

Важными  характеристиками  тако¬ 
го  фильтра  служат  максимальное  про - 
пускание  т,  определяемое  так  же,  как 
и  у  интерферометра  Фабри  —  Перо  (см. 

(33)},  и  полуширина  полосы  пропуска¬ 
ния  (ДЯо)п.ш.,  которая  определяется 
как  интервал  .между  длинами  волн  в  по¬ 
лосе  пропускания,  на  котором  отноше¬ 
ние  /«>//<л  уменьшается  до  половины  своей  максимальной  величины.  Если 
оптическое  расстояние  между  отражающими  поверхностями  постоянно  по  всей 
рабочей  поверхности  фильтра,  то  т  получается  из  (36),  а  согласно  (21)  (ДА0)П  ш# 
соответствует  изменению  6  па  величину  4 іур  при  условии,  что  в  области  про* 
пускания  фильтра  мы  вправе  пренебречь  изменениями  и  ^  с  длиной  волны* 
Итак,  если  можно  пренебречь  дисперсией  в  промежуточном  слое,  то  при  нор* 
малыюм  падении  света  изменению  длины  волны  на  ДХ0  соответствует  измене¬ 
ние  3  на  Д6,  равное  с  точностью  до  членов  первого  порядка  относительно  малых 
величин 

дб=(~§'і'А+2й)/и°’  (87) 


Промешу  ташки  Частично  отражаю- 

слои  из  ачзленнщта  щип  планки. 


3^ 


Стекла 


Рис.  7.71.  Интерференционный  фильтр  тц- 
па  Фабри  —  Перо. 


и  вблизи  полосы  пропускания  порядка  ш  мы  получим,  используя  (86), 


Д6: 


с>} 


АХ. 


(88) 


Поэтому,  учитывая  (22),  находим  для  полуширины  фильтра,  выраженной 
в  длинах  волн,  которая,  как  мы  только  что  показали,  соответствует  изменению 
в  6  на  МУ  Г; 

_ 2л„ _  Х0 


(ДХ)„. , 


л  У  Р  \  т 


~ ТГ  [щ  (,рХо,)]  |  ^  I т  -  7Г  (щ  (Ч>Я«) )  х«п» 


(89) 


У  металлических  отражающих  пленок  д<р/дХ0  столь  мало,  что  д  (ср70)/дЯ0^  <р. 
Дюфур  [75]  исследовал  влияние  изменения  фазы  в  том  случае,  когда  в  отражаю¬ 
щие  пленки  входит  многослойный  диэлектрик,  и  показал,  что  в  видимом  спектре 

у  таких  диэлектриков,  как  сульфид  цинка  и  криолит,  (фЯ0)/я  находятся 

между*)  — 1,0  и  —1,5.  4 

Мы  видели,  что  при  имеющихся  в  нашем  распоряжении  отражающих  плен¬ 
ках  т  уменьшается  при  увеличении  3~ ;  следовательно,  для  фильтра  заданного 
порядка ,  изготовленного  из  данных  материалов,  меньшей  полуширине  сопутст¬ 
вует  меньшее  пропускание.  Практически,  как  и  в  случае  интерферометра 
Фабри  —  Перо,  верхний  предел  полезного  отражения  определяется  изменения¬ 
ми  оптического  расстояния  между  отражающими  поверхностями  по  рабочей 
площади  пластин.  Однако  здесь  отступление  от  идеальной  плоскости  стеклян¬ 
ной  поверхности,  на  которой  изготовляется  фильтр,  несущественно,  так  как 
нанесенная  испарением  пленка  повторяет  все  неровности  поверхности,  на 


*)  При  исследовании  разрешающей  силы  интерферометра  Фабри  —  Перо  мы  пренебре¬ 
гали  зависимостью  ср  от  длины  волны  (см.  (42)  и  (88)).  Это,  очевидно,  оправдано,  когда  т  до¬ 
статочно  велико.  Г 
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которую  она  наносится.  При  соответствующем  изготовлении  фильтров  неравно¬ 
мерность  в  оптическом  расстоянии  между  отражающими  поверхностями  удается 
сделать  значительно  меньше,  чем  при  двух  независимо  обрабатываемых  рабо¬ 
чих  поверхностях  в  интерферометре  Фабри  —  Перо,  и  поэтому  можно  исполь¬ 
зовать  соответственно  большую  отражательную  способность.  Типичные  ха¬ 
рактеристики  фильтров  с  металлическими  и  комбинированными  отражающими 

Таблица  7.2 


Характеристика  интерференционных  фильтров  с  металлическими  отражающими  пленками 
и  пленками  металл-диэлектрик  [76} 


Тип  фильтра 

Длина  йолны 
максимума 
пропускания.  А 

Максимальное 

пропускание 

т 

Полуширина 
(ДХ0)  п>  ш> 

А 

М—2 1—М 

5310 

0,30 

130 

М  —  41.—  М 

5350 

МШ  —  21. —  НІМ 

5470 

0,43 

48 

мшін—21-ниіім 

6050 

0,38 

20 

М  —  металлическая  пленка  (серебро), 

А — четвертьволновой  слой  диэлектрика  с  малым 

показателем  преломления  (фторисшй  магний),  И  —  четвертьволновой  слои  диэлектрика 
с  большим  показателем  преломления  (сульфид  цинка). 

покрытиями  металл  —  диэлектрик  приведены  в  табл.  7.2,  а  с  чисто  диэлектри¬ 
ческими  покрытиями  —  в  табл.  7.3.  Как  мы  видим,  наибольшая  величина  про¬ 
текания  при  данной  полуширине  достигается  с  отражающими  пленками, 
содержащими  слои  диэлектрика.  Следует  заметить,  что  отражающие  свойства 
нанесенных  пленок  зависят  от  длины  волны,  и  поэтому  такие  фильтры  дают  вто¬ 
ричные  полосы  пропускания,  помимо  тех,  которые  определяются  выражени¬ 
ями  (86). 


Таблица  7.3 

Характеристика  интерференционных  фильтров  из  сульфида  цинка  —  криолита  [77} 


Тип  фильтра 

Длина  волны 
Ьр”*  максимума 
пропускания,  Л 

Максимальное 

пропускание 

Полуширина 

(Д?иП)  д,  щ 

А  ' 

НІИ  —  21 —  НЬИ 

5185 

0,90 

380 

ІІІНІП  —  ЧІ.—НІНІН 

4750 

0,85 

ПО 

Н1Н1ЛП.  —  2Н  —  ІНІИІН 

6565 

0,90 

65 

иишпл— 2і  -  и  іи  ін  іи 

5200 

0,70 

40 

ниііиіні —2н—і*н  иі  ітн  \ 

6500 

0,80 

35 

ньншиит-ън-иишмьньн  \ 

6600 

0,50 

20 

Л — четвертьволновой  слой  криолита, 

Н — четвертьволновой  слой  сульфида  цинка. 

Так  как  фильтры  должны  пропускать  только  определенную  длину  волны, 
оптическую  толщину  промежуточного  слоя  следует  тщательно  контролировать. 
Согласно  (86)  изменению  п'к  на  А(п'Н)  соответствует  смещение  АА;,П>  полосы 
пропускания  т-го  порядка  на  величину  ААот)  Х^г)А(п'к)Іп'Н.  Например, 
в  результате  ошибки  в  оптической  толщине  промежуточного,  слоя  на  1%  при 
Ѵ0Ш)  =  5000  А  полоса  пропускания  фильтра  сместится  на  50  А,  что  превышает 
полуширину  узкополосных  фильтров.  Удобные  методы  контроля  толщины  про- 
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межуточного  слоя  во  время  его  нанесения  были  описаны  Гриндландом  и  Бшь 
лингтоном  [78],  Джиакомо  иЖакино  [79],  и  Лисбергером  и  Рингом  180].  Из  (25! 
видно  также,  что  полосу  пропускания  фильтра  можно  сместить  в  сторону  более 
коротких  волн,  наклоняя  фильтр  так,  чтобы  падение  света  не  было  нормальным. 
Однако  качество  фильтра  ухудшается  по  мере  увеличения  наклона.  В  частно¬ 
сти,  при  металлических  или  отражающих  плен¬ 
ках  фазы  фи  иф^для  света,  поляризованного 
параллельно  и  перпендикулярно  плоскости 
падения,  становятся  неравными,  и  полосы 
пропускания  таких,  по-разному  поляризо¬ 
ванных  волн  будут  находиться  при  разных 
длинах  волн.  Смещение  полосы  пропускания 
при  заданном  угле  наклона  зависит  от  угла 
отражения  Ѳ'  в  промежуточном  слое  таким  об¬ 
разом,  что  меньшее  смещение  полосы  соответ¬ 
ствует  большему  показателю  преломления  ве¬ 
щества  этого  слоя.  Поэтому  промежуточный 
слой  выгодно  изготовлять  из  материалов  с 
большим  показателем  преломления,  в  особен¬ 
ности  если  фильтр  должен  работать  в  сходя¬ 
щемся  пучке. 

В  другом  тиле  интерференционного  филь¬ 
тра,  называемом  фильтром  с  нарушенным  пол¬ 
ным  внутренним  отражением ,  впервые  описан¬ 
ным  в  работе  [81],  тонкие  отражающие  слои  из 
вещества  с  малым  показателем  преломления 
окружены  веществом  с  большим  показателем  преломления.  В  п.  1.5.4  было  по¬ 
казано,  что  при  освещении  такого  достаточно  тонкого  слоя  светом  под  углом, 
большим  критического,  отражение  не  будет  полным,  и  некоторое  количество 
света  пройдет  сквозь  слой,  который  в  этих  условиях  действует  как  непоглощаю¬ 
щий  отражатель.  Изменяя  толщину  слоя,  можно  получить  любую  степень  от¬ 
ражения.  Конструкция  такого  фильтра  показана  на  рис.  7.72.  У  призмы  из  тя¬ 
желого  стекла  гипотенузную  грань  покрывают  слоем  вещества  с  малым  показа¬ 
телем  преломления,  на  который  последовательно  наносят  промежуточный  слой 
с  высоким  показателем  преломления  и  слой  с  малым  показателем  прелом¬ 
ления;  затем  вторую  призму,  подобную  первой,  соединяют  с  первой  веще¬ 
ством  с  таким  же  показателем  преломления,  как  и  у  стекла. 

Угол  призмы  и  показатели  преломления  выбирают  так,  чтобы  свет,  падаю¬ 
щий  нормально  основанию  призмы,  попадал  на  слой  с  малым  показателем  пре¬ 
ломления  под  углом,  большим  критического.  Длины  волн  полос  пропускания 

Таблица  7.4 

Характеристики  некоторых  фильтров  с  нарушенным  полным  внутренним  отражением 
с  отражающими  слоями  из  фтористого  магния  на  тяжелом  флинте  и  с  промежуточным 
слоем  из  сульфида  цинка  [82] 


Порядок  интерференции 

1 

2  _ 

— і  : 

Поляризация 

іі 

11 

X 

» 

X 

Длина  волны  максимума  про¬ 
пускания  А 

Максимальное  пропускание  т 
Полуширина  |ДХП|  „  ш  А 

4600 

>0,93 

66 

5300 

>0,93 

120 

4630 

0,90 

50 

5080 

.  0,90 
49 

,  — 

5110 

0,12 

30 

Слои  из  Сиэлвшрит 
с  малым  показателем 
прп’вмття 


Промежуточный  с  ой 
из  диэлектрика  с  бел  мл  им 
показателем  преломления 

Рис.  7.72.  Фильтр  с  нарушенным 
полным  внутренним  отражением. 
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фильтра  зависят  от  оптической  толщины  промежуточного  слоя,  угла  преломле¬ 
ния  в  нем  и  сдвига  фаз  при  отражении.  Отражательная  способность  (и,  следова¬ 
тельно,  полуширина  для  данного  порядка)  зависит  от  толщины  слоев  с  низким 
показателем  преломления.  Сдвиг  фазы  зависит  от  состояния  поляризации,  и  по¬ 
этому  для  данного  порядка  полосы  пропускания  компонент,  колеблющихся 
параллельна  или  перпендикулярно  плоскости  падения,  имеют  разные  длины 
волн.  Характеристики  типичных  фильтров,  работающих  в  видимом  спектре, 
приведены  в  табл.  7.4.  Фильтры  такого  типа  изготовляются  и  для  работы  в  сан¬ 
тиметровом  диапазоне  [83]. 

7.6.7.  Многолучевые  полосы  в  тонких  пленках.  В  п.  7.6.1  мы  видели, 
что  полосы  равного  наклона,  создаваемые  в  плоскопараллельной  пластинке, 

сильно  сужаются  при  увеличении  от¬ 
ражательной  способности  сс  поверх¬ 
ностей.  Подобное  же  действие  оказы¬ 
вает  увеличение  отражательной  спо¬ 
собности  на  распределение  интенсив¬ 
ности  в  полосах  равной  толщины 
Физо  (см.  п.  7.5.2),  наблюдаемых  в 
тонких  пленках.  В  результате  такого' 
перераспределения  интенсивности  от¬ 
четливо  выступают  более  тонкие  изме¬ 
нения  в  толщине  пленки. 

Для  простоты  рассмотрим  сперва 
пленку  в  виде  клина,  образованного 
плоскими  поверхностями  с  небольшим 
углом  а.  На  пленку  под  прямым  углом 
к  ребру  *)  падает  плоская  волна  мо¬ 
нохроматического  света  (рис.  7.73Е 
Вследствие  многократных  отражений 
от  поверхностей  прошедший  свет  со¬ 
стоит  из  группы  плоских  волн,  рас¬ 
пространяющихся  в  различных  нап¬ 
равлениях.  Если  прошедшая  через 
первую  поверхность  волна  падает  на  вторую  поверхность  со  стороны  нор¬ 
мали,  ближайшей  к  ребру  клина,  под  углом  Ѳ',  то  р- я  волна  прошедшей, 
группы  выходит  из  клина  под  углом  Ѳ^,  и  из  законов  преломления  и  отражения 
следует,  что 

п  8Іп  вр  =  гі  віп  [&  +  2  (р — 1)а],  (90) 


Рис.  7.73.  Многократные  отражения  в  клине. 


где  п '  —  показатель  преломления  пленки,  ап  —  показатель  преломления 
окружающей  среды.  Виртуальные  волновые  фронты  прошедшей  группы  ѴРи 
Ц7 2,  .. . ,  . . .,  в  плоскости  которых  лежат  ребра  клина,  были  бы  синфазны, 
если  бы  при  отражении  не  происходило  изменения  фазы.  В  точке  Р  на  второй 
поверхности  на  расстоянии  р  от  О  оптическая  разность  хода  между  р-й  волной 
и  волной,  прошедшей  прямо  (/?—!),  равна 


=  п  (РNр — Р^г)  =  гср  (зіп  вр — віп  Ѳі),  (91) 


где  N  р  и  —  основания  перпендик>ляров,  опущенных  из  точки  Р  на  \Ѵр 
и  \Ѵ-і  соответственно.  Если  ф —  изменение  фазы  при  однократном  отражении 
на  любой  поверхности  клина,  то  для  полной  разности  фаз  6^  между  р- й  волной 


з  Приводимый  ниже  анализ  принадлежит  Бросселу  [84[. 
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и  волной,  прошедшей  прямо,  получим,  учитывая  (90)  и  (91), 


6я=|Ьд^/>+2(р-1)ф  = 


•п' р  {зіп  [Ѳ'  +  2  (р —  1)а]  — зіпѲ'}  +  2  (р — 1)ф  = 


=  ~п'Н  со$Ѳ'  — —  {соз  {р  —  1)  а — Ѳ'  $іп(р—  1)а}+  2(р— ■  1)ф,  (92) 

а0  а 

где 

А  —  рІ§а 

—  толщина  пленки  в  точке  Р.  Когда  прошедшая  волна  падает  па  вторую 
поверхность  со  стороны  нормали,  удаленной  от  ребра  клина,  волновой  фронт 
1^1  действительный;  в  этом  случае  6^  получается  из  (92),  но  знак  члена  с  І^Ѳ' 
изменяется. 

В  обозначениях,  принятых  в  п.  7.6.1,  амплитуды  прошедших  волн  имеют 

вид 

Н'Аи}  ехр  (гбО,  іі'г'2Аф  ехр  (*68),  М'г/*і*’тта  А1/)  ехр(ібя),  ... 

Амплитуда  в  Ру  получающаяся  в  результате  суперпозиции  бесконечного  ряда 
таких  волн,  равна 

Л1Й  =  Л“>«'  2  /•'*<'-»  ехр  (*«,)=.  4й»  <Г  2  ЯР-'ехрііб  ),  (93) 

Р-1  '  Р  =  1 

а  соответствующая  интенсивность  равна 

/<й  =  /(й^г2  2  5^-1ехр(%)  .  (94) 

Р=  I 

В  дальнейшем  исследовании  сохраним  только  конечное  число  членов 
в  рядах  (93)  и  (94).  |АШ|  нс  может  превышать  — 31)  и,  если  учи¬ 

тываются  только  первые  р  членов,  ошибка  |ААа)|  в  А(і)  не  может  превысить 
\Аш\оГЗІігЧ(1 — 31).  Соответствующая  относительная  ошибка  ]А/Ш|//Ш 
удовлетворяет  соотношению 

1НДі<2|МД|<2|^|-а.  (95) 

/«>  |  А«>  I  |  Д«>  |(1  —  31) 

Далее  мы  увидим,  что  в  условиях,  представляющих  наибольший  практический 
интерес,  /а>  достаточно  точно  определяется  формулой  Эйри  (13),  согласно  ко¬ 
торой  минимум  интенсивности  соответствует  |АШ|  =  Аи)<&~/(1  А~ЗІ).  Следова¬ 
тельно,  если  мы  хотим,  чтобы  для  этого  частного  значения  |Аи)|  величина 
|Д/Ш|/7Ш  не  превышала,  например,  0,01,  что  дает  относительную  ошибку 
в  определении  интенсивности  по  соседству  с  максимумом  1{і\  значительно 
меньшую  чем  0,01,  то,  согласно  (95),  число  р  членов,  которые  нужно  оставить 
в  ряде,  получается  из  соотношения 

<*> 

Например,  если  ^=0,93,  то  рл?120. 

Только  при  конечном  числе  членов  в  ряду  (94)  и  при  достаточно  малом  а 
(92)  можно  разложить  по  степеням  а.  Сохраняя  в  этом  разложении  члены  со 
степенью  не  выше  второй,  получим 

6,  =  (р—  1)  п'Н  соз  Ѳ'  +  2<р|>  —  (р—  I)2  а  ^  п’Н  зіп  Ѳ'  — 

(р —  1 )  (2 р2  —  Ар~\~ 3)  да  4лп'1г  со 5  Ѳ/  . 


В  частности,  при  нормальном  падении  (Ѳ'  =  0)  имеем 

6,=  (р-1)  +  2ф ) -(р~ 1)1 
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Можно  пренебречь  членом  с  а2,  если  он  мал  по  сравнению  с  л,  и  считать  раз¬ 
ность  фаз  6р — следующих  друг  за  другом  волн  постоянной  и  равной 
6  ■=■=  4лл'Л/Я0+  2ф.  В  таком  случае  Іа)  определяется  формулой  Эйри  (13),  и  в 
плоскости  клина  наблюдаются  полосы  с  таким  же  распределением  интенсив- 
та)  носки,  как  и  у  локализованных  в  бес  ка¬ 


рие  7.74.  Сравнение  распределения 


нечности  полос,  создаваемых  плоско-па¬ 
раллельной  пластинкой  (см.  рис.  7.58). 
Положения  максимумов  интенсивности, 
соответствующие  б  =  2 пш9  определяются 
из  соотношения 

2 пЪ=(т — т=1,  2,  ...  (99) 

Следовательно,  эти  полосы  параллельны 
ребру  клина  и  находятся  па  расстоянии 
Х0/2п'ос  друг  от  друга.  Если  отражатель¬ 
ная  способность  велика  (5&^0,9)  и,  зна¬ 
чит,  велико  р,  то  мы  вправе  заменить 
(р — 1)(2 р% — 4/?+3)  на  2р3  и  условие  мало¬ 
сти  члена  с  а3  в  (98)  по  сравнению  с  л 
дает 

пЪ<$Ь-  (100> 


интенсивности  в  многолучевых  интер- 

фереиционных  полосах  Физо  (сплошная  При  величинах  ос,  соответствующих  рас- 
кривая)  с  соответствующим  р  а  спреде-  СТОЯНИЮ  между  соседними  полосами  по- 
лен  нем  интенсивности  Эйри  (пунктир)  рядка  ]  см  или  меНьше.  это  условие 

0  *  строго  ограничивает  п'ку  и  распределение 

интенсивности  полос  совпадает  с  распределением  Эйри  только  вблизи  ребра 
клина,  где  оптическая  толщина  составляет  несколько  длин  волн.  Например, 
при  а  «  2,5*  КГ4  (что  при  п'~  1  и  5500  А  соответствует  примерно  одной 
полосе  на  1  мм)  р~50  (5 0,9)  и  условие  (100)  дает  л7г^50Я0.  При  большем 
удалении  от  ребра  клина  член  с  а3  в  (98)  значительно  возрастает  и  численный 
расчет  показывает  (рис.  7.74),  что  на  значение  1{и  это  влияет  следующим  об¬ 


разом:  интенсивность  максимумов  становится  меньше,  а  их  полуширина  боль¬ 
ше,  чем  следует  из  формулы  Эйри;  максимумы  смещаются  от  положений,  опре¬ 
деляемых  (99),  в  сторону  от  ребра  клипа;  полосы  становятся  асимметричными 
за  счет  появления  вторичных  максимумов  на  стороне,  удаленной  от  ребра  клина. 

Согласно  (99)  интерференционные  полосы  соответствуют  линиям  равной 
оптической  толщины  в  случае  плоских  поверхностей  пленки.  Однако  важное 


практическое  применение  интерференционных  полос  заключается  в  исследова¬ 


нии  пленок  с  неплоскими  поверхностями;  поэтому  сейчас  мы  должны  выяснить, 
насколько  строго  в  этих  условиях  формы  полос  соответствуют  контурам  рав¬ 
ной  толщины.  У  полос,  точно  отражающих  нарушения  постоянства  толщины 
пленки,  интенсивность  в  каждой  точке  Р  должна  однозначно  зависеть  от  тол¬ 


щины  пленки  к  в  Я,  что  обычно  нс  имеет  места.  Луч,  приходящий  в  точку  Р 
после  2  (р — 1)  отражений  (рис.  7.75,  а)  входит  в  пленку  в  Л1  и  отражается 
в  точках  В1у  Сіу  . . Вр__ ь  С г.  Его  вклад  в  результирующую  амплитуду  в  точ¬ 
ке  Р  зависит  от  оптической  толщины  пленки  между  /ц  и  Р.  Таким  образом, 
полосы  могут  быть  смещены  относительно  положения,  соответствующего 
истинным  очертаниям  контуров  равной  оптической  толщины,  на  величину, 
зависящую  от  формы  пленки  близ  Р.  Этот  эффект,  конечно,  наиболее  существен 
при  высокой  отражательной  способности,  но  при  данном  отражении  он  мини¬ 
мален  там,  -где  толщина  тіленки  меньше  всего  и  падение  света  близко  к  нор¬ 
мальному.  Можно  оценить  размер  участка  пленки,  который  оказывает  влия- 
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ние  на  интенсивность  в  Р,  если  предположить,  что  он  имеет  плоскую  поверх¬ 
ность  (рис.  7.75,  б).  Пусть  Л 2,  Л I,  . . .,  А'р_ І9  А"р_ 1 —  изображения  Аи  соответ¬ 
ствующие  ряду  последовательных  отражений  на  второй  и  первой  поверхностях 
пленки.  Эти  изображения,  находящиеся  в  главном  сечении  клина,  проходящем 
через  Лъ  лежат  на  окружности  с  центром  в  О  на  ребре  клина  и  радиусом  ОАг  ^ 
*=р'.  Угол  АгОА",  равен  2(р — 1)а.  Изображение  А"р_у_  связано  с  отрезком 
луча  Ср_гР  и  поэтому  лежит  на  его  продолжении.  Допустим,  что  луч,  приходя¬ 
щий  в  В2і  лежит  в  главном  сечении  клина  и  падает  под  углом  Ѳ'  с  той  стороны 


О 


Ф)  6)  ' 

Рис.  7.75.  Смещение  многократно  отраженного  луча  ьо  клинообразной  пленке. 

а  —  поверхности  неправильной  формы;  б  -  плоские  поверхности. 


нормали,  где  находится  точка  О;  тогда  угол  падения  этого  луча,  когда  он  до¬ 
стигает  Р ,  равен  Ѳ'+2 (р — 1)ос.  В  треугольнике  А^РО  сторона  ОЛ^—  р', 
и  мы  можем  написать 


^л;_гро= 


-[Ѳ'  +  2(р — 1)  ос] ,  /[РЛ;_10=і+(Ѳ'-а>; 


следовательно,  полагая  ОР  =  р,  получим  р'/созІѲ'  +2  (р —  1)а]  =  р/соз(Ѳ' — сс). 
Поэтому 

а  ,  к  I*  соз[Ѳ'4-2(р — 1)  а]І  /щи 

ДР  =  Р-Р=І^Ѵ - соіТІГ— а)  7  •  <101> 

Полагая  Ѳ'  =  0  и  пренебрегая  членами  со  степенью  а,  большей  второй,  получим 

Ар==4р2~28р+Зйа.  (102) 


Следовательно,  если  существует  р  достаточно  интенсивных  пучков,  то  можно 
ожидать,  что  влияние  толщины  пленки  будет  сказываться  на  интенсивности  в  Р 
на  расстояниях  порядка  2 р2кос  от  Р.  Это  расстояние  мало  даже  при  высокой 
отражательной  способности  поверхностей,  если  величина  к  достигает  лишь  не¬ 
скольких  длин  волн  видимого  света.  Например,  при  р~  50,  /і  =  2,5*10"4  см 
(около  5  длин  волн)  и  а  —  2,5*  ІО"4  оно  составляет  около  3-  ІО"3  мм.  Если  вни¬ 
мательно  интерпретировать  малые  искажения  полос,  то  можно  считать,  что  по¬ 
лосы  соответствуют  контурам  равных  оптических  толщин  неоднородных  пленок 
в  тех  случаях,  когда  толщина  пленки  достаточно  мала. 

До  сих  пор  предполагалось,  что  источник  света  точечный,  но  практически 
из-за  недостатка  света  следует  использовать  источники  максимально  допу¬ 
стимых  размеров.  Отбрасывая  в  (97)  члены  с  а  и  а3,  получим  для  положения 
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максимумов  интенсивности  в  свете,  падающем  не  под  прямым  углом,  соотно¬ 
шение 

2я7ісозѲ'  =  I,  2,  ...  (103) 

Здесь  мы  пренебрегаем  углом  клина,  и  поэтому  оно  остается  справедливым 
для  любой  плоскости  падения.  Следовательно,  при  работе  с  источником,  про¬ 
тяженным  в  радиальном  направлении,  т.  е.  при  углах  падения,  находящихся 
в  пределах  О^Ѳ'^е',  максимумы  данного  порядка  занимают  участок,  соответ¬ 
ствующий  Ат  порядкам,  и,  согласно  (103),  для  малого  г '  находим 

Ат  =  -ц  п'Н  |  Д  (со$  Ѳ')  |  =  -1ц-  •  (104) 

Такое  расширение,  связанное  е  увеличением  размера  источника,  зависит  от 
резкости  <?Г  полос,  образованных  единичным  элементом  источника;  если 
п’Ы’Ч’к 1/ІГ,  то  увеличение  в'  влияет  главным  образом  на  увеличение  ин¬ 
тенсивности  максимумов;  если  же  п'кв'2/Х0^>  1/ІГ,  то  влияние  е'  сказывается 
главным  образом  на  ширине  полос.  Данный  эффект  формально  очень  напоминает 
расширение  полос  в  интерферометре  Фабри  —  Перо,  связанное  с  наличием 
у  пластин  сферической  кривизны  (см.  стр.  305),  и  это  может  помочь  нам  в  его 
изучении.  Соответствующая  обработка  результатов  исследований  Дюфура 
и  Пикка  [54]  показывает,  что  если  п'къ'*/Х0  превышает  1/|Г,  то  наблюдается 
лишь  небольшое  увеличение  интенсивности  максимумов,  и  можно  утверждать, 
что  при  достижении  половины  этой  величины  полосы  будут  примерно  иа  10% 
шире,  чем  при  точечном  источнике.  Учитывая  преломление  лучей  на  первой 
поверхности  пленки,  можно  определить  допустимый  угловой  радиус  г  источ¬ 
ника  соотношением 

8  ^ 

Его  можно  сравнить  с  аналогичным  соотношением  (7.5.73),  относящимся  к  ин¬ 
терференции  двух  пучков.  Если  величина  к  составляет  только  несколько  длин 
волн,  е  не  очень  мало;  например,  при  кт  5?^,  —  30  (^і^0,9),  п' «  1,  из 

(105)  получим  8^3°.  Следовательно,  падающий  свет  не  должен  быть  строго 
параллельным,  и  для  наблюдения  полос  с  большим  увеличением  протяженный 
источник  имеет  преимущество. 

Если  свет  квазимонохроматичен  и  длины  волн  его  компонент  распреде¬ 
лены  в  области  АХ0  около  средней  длины  волны  то  максимумы  данного  по¬ 
рядка  занимают  участок,  соответствующий  Ат  порядкам.  Пренебрегая  зави¬ 
симостью  пг  и  ф  от  длины  волны,  получим  из  (99)  Ат  =  2 п'кАХп/Х1.  Полосы  не¬ 
значительно  расширяются  при  отступлении  от  строгой  монохроматичности, 
если  величина  Ат  мала  по  сравнению  с  1/оГ,  т.  е.  если 

(106) 

Если  гік  составляет  несколько  длин  волн,  последнее в условие  нельзя  считать 
жестким;  например,  при  п'кж  5Я0,  &  =  30,  Л0=  5500  А  (106)  дает  ДА,0<^;  18  А. 
Следовательно,  источник  не  должен  принадлежать  к  типу,  применяемому  в  ин¬ 
терферометрии  при  больших  разностях,  и  .можно  пользоваться  обычным  дуго¬ 
вым  разрядом  высокого  давления,  создающим  большую  яркость  и  позволяю¬ 
щим  производить  наблюдение  при  большом  увеличении. 

До  сих  пор  мы  имели  дело  со  светом,  проходящим  сквозь  пленку,  однако 
многолучевую  интерференционную  картину  можно  наблюдать  и  в  отраженном 
свете.  Она  оказывается  дополнительной  к  картине  в  проходящем  свете,  если  на 
отражающих  поверхностях  не  происходит  поглощения.  Такую  дополнитель¬ 
ность  надо  понимать  в  том  смысле,  что  для  обеих  картин  сумма  интенсивностей 
в  каждой  точке  равна  интенсивности  падающего  света.  Влияние  поглощения. 


Н  8  1  -т /~ 

V  Щг* 


(105) 
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которое  практически  всегда  существует  у  отражающих  покрытий,  рассмотрено 
в  работе  [863.  В  ней  показано,  что  при  использовании  хорошо  отражающих 
я  мало  поглощающих  покрытий  из  серебра  интерференционная  картина  в  от¬ 
раженном  свете  состоит  из  темных  полос  на  почти  равномерном  светлом  фоне, 
причем  эти  полосы  уже  соответствую¬ 
щих  светлых  полос  в  проходящем 
свете,  но  в  отраженном  свете  ин¬ 
тенсивность  в  минимумах  очень  чувст¬ 
вительна  к  поглощающим  свойствам 
покрытия  на  первой  поверхности 
пленки,  и  если  поглощение  слишком 
велико,  то  полосы  исчезают. 

Многолучевыми  полосами  Физо 
пользуются  в  оптических  цехах  для 
испытания  высококачественных  оп¬ 
тических  поверхностей,  например  у 
пластин,  применяемых  в  интерферо¬ 
метре  Фабри  —  Перо;  они  широко 
использовались  также  Толанским  и 
его  сотрудниками  при  изучении  то¬ 
пографии  почти  плоских  кристалли¬ 
ческих  и  металлических  поверхностей 
[87].  Испытуемая  и  оптически  плоская 
эталонная  поверхности,  покрытые  отражающими  слоями  серебра,  плотно 
прижимаются  друг  к  другу.  Создаваемые  воздушной  прослойкой  интерфе¬ 
ренционные  полосы  рассматриваются  в  микроскоп  с  большой  угловой  апер¬ 
турой,  позволяющей  использовать  все  полезные  пучки.  Если  к  ~  к0іп'  — 
длина  волны  в  воздухе,  то  полосы  соответствуют  контурам  исследуемой  по¬ 
верхности,  определяемым  плоскостями,  параллельными  эталонной  поверхности 
и  разделенными  интервалами  к/2.  При  достаточно  большом  клине  между  пла¬ 
стинами  в  поле  зрения  появляется  большое  число  полос  (ем.,  например, 
рис.  7.76),  и  можно  измерить  неровности  исследуемой  поверхности,  определяя 
отклонение  полос  от  прямых  линий;  там,  где  неровности  поверхности  дости¬ 
гают  А/г,  полосы  смещаются  в  сторону  на  Ат  порядков;  так  как 

к 


Рис.  7.76.  Многолучевые  интерференционные 
полосы  Физо  на  поверхности  скола  слюды  в 
свете  зеленой  (54Ы  А.)  и  желтых  (5770  А  и 
5790  А)  линий  ртути  (проходящий  свет).  (По 
В  ил  коку). 


АН  - 


■  А  т, 


(107) 


то  можно  определить  А/г,  если  известно  Ат.  Величина  Ат  приблизительно  рав¬ 
на  отношению  смещения  данной  полосы  к  расстоянию  между  соседними  по¬ 
лосами.  При  большой  отражательной  способности  покрытий  таким  способом 
можно  измерять  очень  малые  неровности  исследуемой  поверхности.  Легко  из¬ 
меряемое  смещение  на  полуширину  полосы  соответствует  А/г  —  к/2оГ ;  при  к  ~ 
=  5500  А  и  ^Г=40  это  составляет  всего  лишь  70 А*).  Наблюдая  за  направле¬ 
нием  смещения  полос  при  изменении  расстояния  между  пластинами,  часто 
можно  решить  вопрос  о  том,  имеем  ли  мы  на  поверхности  углубление  или  вы¬ 
пуклость.  Однако,  вообще  говоря,  для  этой  цели  необходимы  наблюдения 
в  нескольких  длинах  волн.  При  наблюдении  в  проходящем  свете  можно  исполь¬ 
зовать  одновременно  несколько^  длин  волн;  особенно  удобны  желтые  линии 
ртути  с  длинами  волн  к  =  5770  А  и  Я,  =  5790  А.  В  этом  свете  полосы  располо¬ 
жены  тесными  парами,  расстояние  между  которыми  увеличивается  по  мере 
увеличения  порядка  интерференции;  поэтому  легко  определяется  тип  неров¬ 
ности  поверхности.  Если  же  наблюдаются  разрывы  полос,  например,  при  на- 

А)  Толщина  серебряного  покрытия  достигает  500  А,  однако  установлено,  что  оно  не  изме¬ 
няет  топографии  поверхности,  по  крайней  мере  настолько,  чтобы  это  удалось  обнаружить 
подобным  методом. 
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личии  ступеньки  (плоскости  скола)  в  кристалле,  то  по  изменению  порядка 
можно  также  определить  характер  поверхности  кристалла. 

Если  исследуемая  поверхность  близка  к  плоскости,  го,  уменьшая  ее  наклон 
относительно  эталонной  оптически  плоской  поверхности,  можно  добиться  того, 
чтобы  все  поле  зрения  было  занято  только  одной  полосой  (см.,  например, 
рис.  7.77).  В  этих  условиях  крайне  малые  изменения  высоты  приводят  к  за¬ 
метным  изменениям  интенсивности.  Пусть  Іи  /  + А/ —  интенсивности  участ¬ 
ков,  обусловленные  соседними  площадками,  отличающимися  по  высоте  на  ма¬ 
лую  величину  А/і,  которым  соответствует  изменение  б  на  Дб.  Контрастность, 


определяемая  как  |  А/  )//, 


максимальна,  когда  б  выбрано  таким,  чтобы 
|  ді/дб  | II  было  максимальным.  Рассматривая 
картину  в  проходящем  свете,  найдем  из  (27) 


/ш 

і 

(108) 

/О) 

макс 

І-рТ’зіпЗу 

Отсюда 

1( 

’  /ІІ)  > 

\ _  — Т^зіпб 

(109) 

;(/) 
мак  с  у 

)  2  (і+^зіп2-^2 

Следовательно,, 

1 

|  д№  | 

Р  5)П  б 

(110» 

№ 

1  аб  Г 

~  {  б  \  * 

так  что  при  максимальной  контрастности  имеем 

2  ('і+^5ІП2-| 

^  СОЗ  б  —  Р  5Ш2  б  =г=  0. 

(111) 

Рис.  7.77.  Многолучевая  интер- 

поверхно“иЯкри^лаФалмаз7  ПРИ  высокой  отражательной  способности  Р  вели- 
(По  Вилкоку).  ко,  и  значения  б,  удовлетворяющие  (311),  близки 

к  целым  кратным  2л;  поэтому  можно  написать 
б  =  2 тл±  е,  где  т  —  целое,  а  8  — •  малая  величина  по  сравнению  с  л/2 .  В  та¬ 
ком  случае  из  (111),  пренебрегая  степенями  е,  большими  второй,  получим 

6=тт~  ѵ?'  <П2> 

и  (ПО)  сводится  к 


I 

/т 


!  д/Ю 

Ръ 

1  аб 

макс  2 | 

:*+?) 

У? 

2 


(113) 


Следовательно,  в  первом  приближении  максимум  контрастности  определяется 
выражением 

1  А/<*>  I  =  1 

.  I  (макс 


дб 


ІДбІ 


Ч-\щ- 


(114) 


Так  как  в  соответствии  с  (99)  Аб  и  АН  связаны  соотношением  |  Аб  |  =  4л  |А/г|Я, 
то,  используя  (22),  можно  написать  для  максимума  контрастности 


А/«> 

/«)  |макс 


4  оТ 


\АН\. 


(П5) 


При  X  —  5500А  и  Г- 40  последнее  соотношение  дает  |  Д/и>//ш  |макс^  0, 
если  А/і«3,54,  что  порядка  молекулярных  размеров. 

'  Ло  сих  пор  мы  рассматривали  эффекты  в  квазимонохроматическом  свете. 
Теперь  предположим,  что  пленка  освещается  белым  светом,  падающим  нор- 
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мально,  и  допустим,  что  в  проходящем  свете  ахроматическая  линза  Б  дает 
изображение  пленки  на  плоскости  щели  спектрографа  (рис.  7.78).  Для  каждой 
спектральной  компоненты  фазовые  соотношения  пучков,  приходящих  в  точку 
Р'  на  щели  спектрографа,  такие  же,  как  и  в  точке  пленки  Р>  сопряженной  с  Р\ 


Рис.  7.78.  Схема  установки  для  наблюдения  интерференционных  полос,  полученных  с  тонкой 

пленкой,  в  белом  свете. 


Следовательно,  если  плёйка  достаточно  тонка  и  удовлетворяет  условию  (100), 
то,  согласно  (99),  существуют  максимумы  интенсивности  в  точке  Р,ш  для  тех 
длин  волн  7 Д} ,  которые  удовлетворяют  соотношению 


Т  <т>  __ 
л0  — 


2п'к 

т — (р/л  ’ 


т  = 1 ,  2,  . .  . , 


(ііб) 


где  п'к —  оптическая  толщина  пленки  в  точке  Р.  Интенсивность  для  длин 
волн  между  этими  величинами  получается  из  формулы  Эйри.  Таким  образом, 
при  высокой  отражательной 
способности  пленки  спектр  в 
фокальной  плоскости  спек¬ 
трографа  пересечен  узкими 
яркими  полосами,  разделяю¬ 
щимися  значительно  более 
широкими  темными  проме¬ 
жутками,  и  различие  в  дли¬ 
нах  волн  соседних  полос  тем 
больше,  чем  тоньше  пленка. 

В  особом  случае,  когда 
величина  п'к  постоянна,  А4т> 
также  постоянна,  и  полосы 
представляют  собой  прямые 
линии,  параллельные  щели. 

Их  иногда  называют  полосами 
Эдсера  —  Бутлера.  Если  <р 
не  зависит  от  длины  волны, 
полосы  располагаются  через  равные  интервалы  Д/Со=  У2п'к  (к0=  1/70).  Эта 
особенность  делает  их  полезными  для  калибровки  спектрографов,  особенно 
в  инфракрасной  области,  где  эталонные  длины  волн  немногочисленны.  Обычно 
7(0т}  меняется  вдоль  полосы  в  зависимости  от  изменения  оптической  толщины 
вдоль  сечения  пленки,  сопряженного  со  щелью.  В  частности,  если  пленка  пред- 
.  ставляет  собой  воздушный  зазор  между  исследуемой  и  оптически  плоской  по¬ 
верхностями,  такие  полосы  позволяют  с  большой  точностью  найти  профиль 
выбранного  сечения  исследуемой  поверхности.  Эти  полосы,  впервые  описанные 
Толанским  [88],  называют  иногда  полосами  равного  хроматического  дюрядка 
(рис.  7.79). 

Пусть  толщины  пленки  в  двух  дочках  Р±  и  Р2  равны  Нх  и  /і2,  и  пусть  в  со¬ 
пряженных  точках  Р[  и  Р'2  на  щели  имеются  максимумы  порядка  т  в  длинах 
волн  в  воздухе  Ѵ/;°  и  ?4ГЛ)  соответственно.  Так  как  Ут)  =  У^іп' ,  то  из  (116) 


Рис.  7.79.  Полосы  равного  хроматического  порядка, 
образованные  на  участке  поверхности  кристалла  ал¬ 
маза  [89]. 

Шкала  показывает  длины  волн  в  сотнях  ангстрем. 


следует 


т  - 


-+і-кт\ 


АН  =  Н2  —  пг  ~ 


2 


(117а) 
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где 


т _ Фі  Фз 


(1176) 

а  фі  и  ф2 —  сдвиги  фаз  при  отражении  для  длин  волн  и  Ѵ2т).  Величину 
т  —  фі/я  можно  найги,  измеряя  расстояние  в  длинах  волн  между  соседними 
полосами.  Так,  если  для  точки  Р'х  на  щели  имеется  максимум  порядка  т~\-  1 
в  длине  волны  то,  учитывая  (116),  получим 


т.  е„ 


где 


(т^)^>  =  (т+і_|і)ьГ 


т-^^а+Ь) 


.  Фі  —  Фі 
я 


(118а) 


(1186) 


а  —  изменение  фазы  при  отражении  волны  длиной  Я5Ш+1>.  В  том  случае,  когда 
полосы  прерываются,  для  идентификации  соответствующих  порядков  нужно 
измерить  расстояние  в  длинах  волн  между  соседними  полосами  с  каждой  сто¬ 
роны  от  разрыва.  Из  (117)  и  (118)  имеем 

1  (ш+1)  л  Ога) 

А*  /  2  ~ 


М  =  (І  +  Ь) 


кіт> 


->  Ш)  \  іт 

Л'2  - -  /ѵд^ 


(119) 


Можно  пренебречь  величинами  а  и  Ъ>  появляющимися  вследствие  вариации 
сдвига  фазы  с  длиной  волны  при  отражении  на  серебряных  покрытиях,  если 
рассматриваемый  интервал  длин  волн  не  слишком  велик.  В  таком  случае  из¬ 
мерения  к[т\  Яітт1;  и  Х%п)  дают  Д/г,  и  так  как  по  (119)  Д/г  пропорционально 
к(Іщ — Х\гп\  то  профиль  выбранного  сечения  исследуемой  поверхности  опреде¬ 
ляет  одна  полоса. 

7.6.8.  Многолучевые  полосы,  получающиеся  с  двумя  плоскоиараллельными 
пластинками,  а.  Полосы  в  монохроматическом  и  квазимонохроматическом  свете . 
две  плоскопараллельные  пластинки  с  хорошо  отражающими  поверхностями, 

расположенные  друг  за  другом. 
На  пластинки  надают  плоские 
волны  монохроматического  све¬ 
та  (рис.  7  80).  Воспользуемся 
обозначениями,  принятыми  в 
п.  7.6.1,  и  отметим  пластинки 
индексами  1  и  2,  Интенсивность 
света,  прошедшего  сквозь  пер¬ 
вою  пластинку,  согласно  урав¬ 
нениям  (26)  и  (27),  запишется  в 
виде 

/</>  _ ^ _ тіо 


Рис.  7.80  К,  возникновению  интерференционных 
полос,  локализованных  в  бесконечности,  после  мно¬ 
гократных  отражений  в  двух  плоскопараллельных 
пластинках. 


И- Л  51,13  у 

(120) 

где  /(0  —  интенсивность  падаю¬ 
щего  света.  Аналогично  ин¬ 
тенсивность  света,  прошедшего 
сквозь  вторую  пластинку,  соответствующая  интенсивности  падающего  света 
/і\  выразится  соотношением 

сГй 


1 


(1-ЗЫ" 


1+^2  ^ 


(121) 
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Предположим,  что  свет,  отразившийся  от  второй  пластинки  обратно  и  снова 
отразившийся  вперед  от  первой,  исключается.  Это  означает,  что  расстояние 
между  пластинками  достаточно  велико  по  сравнению  с  их  рабочей  поверх¬ 
ностью,  и  если  пластинки  взаимно  параллельны,  то  направление  падения  света 
не  слишком  близко  к  нормальному.  Полная  интенсивность  Іш  прошедшего 
света  тогда  равна  и  согласно  (120)  и  (121)  имеем 

(122) 

Следовательно,  в  фокальной  плоскости  линзы  Ь  образуются  полосы  с  отно¬ 
сительным  распределением  интенсивности,  равным  произведению  относитель¬ 
ных  распределений  интенсивностей  в  полосах,  создаваемых  каждой  пла¬ 
стинкой. 

Разности  фаз  6і  и  63,  согласно  (25),  равны 


б,  =  п'А  сое  4-  2фі, 
д0 


4л 


63  =  п2Н2  соз  Ѳц  +  2ф2. 


(123) 


Рассмотрим  случай,  когда  две  пластинки  взаимно  параллельны,  так  что  си¬ 
стемы  колец,  которые  получались  бы  с  каждой  пластинкой  отдельно,  концент- 
ричны.  Когда  угол  падения  Ѳ2=  Ѳ  мал,  созбр^  1  —  Ѳ32/2,  созѲ'л;  1  —  ЩѴ2 
и  если  п  —  показатель  преломления  окружающей  сре^ы,  то  по  закону  прелом¬ 
ления  получим  Ѳ^/гѲ//гі,  в'2жп$/п2.  Следовательно,  из  (123)  с  точностью  до 
второго  порядка  по  Ѳ  имеем 

61=^1(«;-|^)+24>х,  в8  =  0Л,(я;~5-)+2ф8.  (124) 


Отсюда  вытекает,  что  при  изменении  0  соответствующие  изменения  и  62 
находятся  в  отношений 


Дб2 _ пА 

Абі  п'^ 


•  (125) 


причем  ф  считается  не  зависящим  от  Ѳ.  Если  показатели  преломления  и  тол¬ 
щины  пластинок  таковы,  что  в  некотором  направлении  0  =  0О,  порядок  интер¬ 
ференции  для  каждой  пластины  равен  целому  числу,  т.  е.  если 

0  =  00,  61^2ш1я,  6а~2/я3я  (тх  и  /п2 — целые),  (126) 


то  оба  члена  с  Рх  и  в  (122)  достигают  максимального  значения,  равного 
единице,  и  при  Ѳ  =  0О  существует  абсолютный  максимум  интенсивности  про¬ 
шедшего  света.  Если,  кроме  того, 

пА 
«2^1 


-=а, 


(127) 


а  —  положительное  целое  число,  то  из  (125)  видно,  что  целые  порядки  (т2 —  а), 
(т<> —  2а),  ...  для  второй  пластинки  соответствуют  тем  же  величинам  0,  что 
и  целые  порядки  {тх —  1),  {тг —  2),  ...  для  первой  пластинки.  Следовательно, 
и  в  этих  направлениях  также  существуют  абсолютные  максимумы  /ш//и). 


Практически  требуется  только  ограниченное  число  р  совпадений,  и  тогда  пА!пА  доста¬ 
точно  близко  к  целому  а,  если  взаимное  смещение  максимумов,  обусловленных  членами  с  Рх 
и  Г2  при  61=2(т1 — р)л  и  62=2(т2 — ра)л,  мало  по  сравнению  с  их  полушириной.  Используй 
(125)  и  уравнение  (21),  найдем  для  этих  полуширин,  выраженных  через  62,  величины 
4 п'А/пА  ѴА  и  4 1  У Следовательно,  необходимое  условие  имеет  вид 


пА 

«2^1 


2рп~2рт 


которое  можно  переписать  для  (пА/пА) 

ІпА 
п'%Н  і 


пА  4  ,  4 

п'л  Ѵ"р[  ^  ѵк 


<  р  (<Г.+<Г*)  ’ 


(126а) 
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Где  ІГі  и  —  резкости  полос,  получающихся  с  каждой  пластиной  в  отдельности.  Далее,  до 
тех  пор,  пока  р  не  слишком  велико  и  порядок  интерференции  тг  для  первой  пластины  не  слиш¬ 
ком  мал,  соотношения  (126)  и  (126а)  могут  практически  удовлетворяться  одновременно.  Поэ- 
тому'при  ^г1=(|г2—  30  и  а—  1  (126а)  требует,  чтобы  \{щ}іъіп2кх) —  <*|  1/15  р,  тогда  как  (126) 

всегда  может  удовлетворяться  при  изменении  п2Іг2  на  'кцІА  и  соответствующее  изменение 
П\к^пф,х  составит -около  «іА0/4«22^і  «  ,  так  как  тх  ъз  2  /ц/цА 0. 


Вид  кривой  интенсивности  прошедшего  света  показан  на  рис.  7.81.  Между 
последовательными  главными  максимумами  находятся  (а —  1)  вторичных 

максимумов,  соответствующих  це¬ 
лым  порядкам  (т2 —  1),  (т2 — 2),  . . . 
.  . (т2 —  а  +  1),  . . от  второй 
пластинки.  Если  Рх  велико,  а  а  не 
слишком  велико,  то  соответствую¬ 
щие  величины  членов  с  Р±  малы  по 
сравнению  с  единицей,  и  вторичные 
максимумы  много  слабее  главных. 

Полосы  такого  рода,  получен¬ 
ные  с  двумя  интерферометрами -Фаб¬ 
ри  —  Перо,  используются  для  ис¬ 
следования  тонкой  структуры  спек¬ 
тральных  линий.  Разделяющие 
кольца  выбирают  так,  чтобы  Н21кх 
приблизительно  равнялось  подхо¬ 
дящему  целому  а,  а  точная  установ¬ 
ка  осуществляется  изменением  дав¬ 
ления  воздуха  (и,  следовательно, 
его  показателя  преломления)  в 
герметичном  контейнере,  в  который  помещен  один  из  интерферометров  *). 
При  а,  большем  единицы,  такая  установка  имеет  преимущество  перед  оди¬ 
ночным  интерферометром,  так  как  при  данной  разрешающей  силе  обладает 
большей  областью  дисперсии  **).  Изменение  длины  волны,  необходимое  для 
того,  чтобы  сместить  картину  на  величину,  равную  расстоянию  между  сосед¬ 
ними  главными  максимумами,  соответствует  изменению  на  единицу  порядка 
интерференции  в  первой  пластинке  и  изменению  на  а  порядка  интерференции 
во  второй  пластине.  Следовательно,  область  дисперсии,  в  которой  не  происхо¬ 
дит  перекрывания  главных  максимумов,  равняется  области  дисперсии  интер¬ 
ферометра  с  меньшим  расстоянием  между  пластинами  и  в  а  раз  больше,  чем 
у  интерферометра  с  большим  расстоянием  между  пластинами  (см.  (46)).  По¬ 
луширина  главных  максимумов  соответствует  2тхя>  ±  8і/2или  2 ш2л  ± 

±  г2ІІ  (т.и  т2 — целые  числа),  где,  согласно  (122), 

(Ы-Р.віп8-^- 

или  в  соответствии  с  (125)  и  (127) 


Рис.  7.81.  Отношение  интенсивности  прошедшего 
света  к  интенсивности  падающего  как  функция 
разностей  фаз  б!  и  б2. 

Многолучевые  интерференционные  полосы  равного 
наклона  в  двух  плоскопараллельных  пластинках. 
^  =  0,64,  ^2=0.64,  а— 4. 


1+Д$іп*-^-)=2( 

1-ЬДзіп2-^Л=2. 


(128) 


При  достаточно  большом  Р2  величина  е2  значительно  меньше  тс/2  и  можно  при¬ 
нять  зіпез—вг-  Тогда  (128)  сведется  к 


(*)*-('.+*■)(*) 


—  О,- 


(129) 


*)  Точную  установку  (хотя  и  менее  совершенную)  можно  также  осуществить,  наклоняя 
один  из  интерферометров  относительно  другого 

**)  Такое  устройство  было  впервые  описано  в  [90], 
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откуда 


_ 4  Уг _ 

’2  ~  V (І\+7^)+Ѵ Т\+^Р^+РІІа'  ' 


(130) 


Если  удалить  интерферометр  с  меньшим  расстоянием  между  пласти¬ 
нами,  то  Р і==  0  и  последнее  соотношение  сведется  к  е2  —  4 іѴ Р* ,  что  находится 
в  согласии  с  (21).  В  других  случаях  е2  меньше  А/Ѵ Р2У  поэтому  полуширины 
главных  максимумов  меньше  полуширины  полос  интерферометра  с  большим 
расстоянием  между  пластинами.  Практически  а  берется  равным  3  или  боль¬ 
шему  числу,  и  из  (130)  видно,  что  увеличение  Р2  вызывает  значительно  большее 
уменьшение  е2,  чем  такое  же  увеличение  Рх.  Следует  также  помнить,  что  макси¬ 
мальное  пропускание  такой  комбинации  интерферометров  равно  произведению 
т.  е.  величин  максимального  пропускания  обоих  интерферометров,  как 
это  следует  из  (122)  и  (33);  в  самом  деле,  мы  видели  в  п.  7.6.2,  что  при  исполь¬ 
зовании  соответствующих  отражающих  покрытий  увеличение  31х  и  (а  сле¬ 
довательно,  Еі  и  Р2)  сопровождается  уменьшением  %х  и  т2.  Поэтому  не  следует 
делать  Рх  больше,  чем  это  необходимо  для  подавления  вторичных  максимумов 
до  приемлемой  величины,  и  наоборот,  Р2  нужно  делать  как  можно  больше, 
пока  уменьшение  интенсивности  не  поставит  этому  предел.  При  таких  условиях 
Рг/ао  столь  мало  по  сравнению  с  Е2,  что  «  4/|/ рг  и  разрешающая  сила  по¬ 
добной  комбинации  интерферометров  почти  равна  разрешающей  силе  интерфе¬ 
рометра  с  большим  расстоянием  между  пластинами.  Присутствие  вторичных 
максимумов  неудобно,  если  спектральные  компоненты  исследуемого  источника 
сильно  различаются  по  интенсивностям,  так  как  главные  максимумы  слабой 
компоненты  можно  принять  за  вторичные  максимумы  сильной  компоненты. 
Такая  неопределенность  устраняется,  если  наблюдения  ведутся  с  комбинаци¬ 
ями  интерферометров  с  различными  расстояниями  между  пластинами. 

Если  а  —  1,  вторичные  максимумы  отсутствуют,  и  из  (122)  и  (34)  следует, 
что  контрастность,  достигаемая  с  комбинацией  интерферометров,  равна  произ¬ 
ведению  контрастностей  обоих  интерферометров.  Для  данного  макси¬ 

мального  пропускания  с  такой  комбинацией  интерферометров  достигается 
значительно  более  высокая  контрастность,  чем  с  одиночным  интерферометром; 
поэтому  подобное  устройство  особенно  ценно  при  наблюдении  слабых  сателли¬ 
тов  спектральных  линий  [50,  913. 

6.  Полосы  суперпозиции.  Большой  практический  интерес  представляют 
полосы,  получающиеся  с  двумя  плоскопараллельными  пластинками,  накло¬ 
ненными  под  углом  а  друг  к  другу  и  освещенными  светом,  падающим  почти 
нормально.  Предполагается,  что  падающий  свет  столь  сильно  отличается  от 
монохроматического,  что  с  каждой  отдельной  пластинкой  интерференционные 
полосы  не  наблюдаются.  Чтобы  разобраться  во  всех  обстоятельствах,  связан¬ 
ных  с  этим  *),  рассмотрим  сначала  прохождение  монохроматической  волны 
с  волновым  числом  &п=2д/лг)  сквозь  одну  пластинку.  Пусть  А Іі)(к0)  и  Аа)(к0)  — - 
комплексные  амплитуды  соответственно  падающей  и  прошедшей  волн.  Прини¬ 
мая  во  внимание  все  отражения,  получим,  согласно  (10)  и  учитывая  (2)  и  (4), 

Аш  ІЮ  =  Л“> (к0) $Г  2  Ярехр(ір8),  (131) 

Ѵ~  О 

а  интенсивность  1ІІ)  =  *  прошедшего  света  выразится  соотношением 

/<»  (А.)  =  (/г0)  2  2  Я/5Ѵ'  ехр  [і  (р-р')Ь],  (1 32) 

Р- о  р'  =  о 

где  Іи>  =*  Аи)Аи)*  —  интенсивность  падающего  света.  Если  мы  примем 


:)  Приведенный  здесь  анализ  в  основном  принадлежит  Бенуа,  Фабри  й  ТХеро г  [92] . 
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| р — р'  ]  =  д,  то  (132)  можно  переписать  в  виде 

/“'  (йо)  =  /и>  (й„)  2  ЯѴ  { 1  +  Ё  Я*  (ехр  (і<?6)  +  ехр  (-  н/6)|-  = 

=  Ю  т^х  ( 1+  2  2  Л*  < соз  ^ .  (133) 

Интенсивность  монохроматического  света»  прошедшего  сквозь  две  пластин¬ 
ки,  поставленные  последовательно  (если  пренебречь  светом,  отраженным 
в  прямом  и  обратном  направлениях  между  двумя  пластинами),  определяется 
выражением 

/ш  (*,)  = 

-~=Іи' (Йо)  (^— ( 1  +  2 X  Л{С08гв^  х  ^1+2^  ЯІсозяб,^,  (134) 

где  индексы  1  и  2  относятся  соответственно  к  первой  и  второй  пластинке.  Раз¬ 
ности  фаз  и  62  находят  из  соотношений 

6і  =  й0  Д^'1  +  2ф1  =  й„2п;лісо5  0;  +  2<р1,  1 
=  Й0  +  2фо  =й02п^йа  С08  Ѳа  +  2<р„  I  ' 


где  разные  символы  имеют  то  же  значение,  что  и  раньше. 

Однако  если  свет  не  монохроматичен,  мы  можем  рассматривать  его  как 
суперпозицию  монохроматических  компонент  с  различными  частотами.  Со¬ 
гласно  и.  7.5.8  отдельные  компоненты  некогерентны  и  результирующая  интен¬ 
сивность  равна  сумме  (интегралу)  интенсивностей  отдельных  компонент. 
Таким  образом,  из  (134)  получается  следующее  выражение  для  полной  интен¬ 
сивности  света,  прошедшего  через  обе  пластинки: 

1Щ  =  |  ІФ  ^  (1  +  2  ^  С0В  Лві)  (!  +  2  2  Я|  СО55бг^Й0, 

,  (136) 

где  і{і)(к0) — -спектральное  распределение  интенсивности  падающего  света. 
Величины  сЯ  и  ©Г ,  вообще  говоря,  являются  функциями  к„,  но  мы  допустим,  что 
в  области,  где  іи)(к0)  значительно,  их  изменения  в  зависимости  от  к0  ничтожны. 
Первый  множитель  в  (136)  можно  тогда  вынести  за  знак  интеграла,  и  оконча¬ 
тельно  это  выражение  можно  переписать  в  виде 

6Г2  6Г2  Г 

/<в  =  7і-^)'(і-і1Г  ]  ‘<Л (й»){1  +  2(<т1  +  аі  +  а*  +  <ТГИ} М0,  (1 37а) 

где 

аг  =  2  созгб^  о2  =  2  со3 

Г  «  5=1  .  .  (1376) 

=  2  2  5Цй1С05(гб,-В5б2),  2  2  ,^1  СОЗ  (/-6,-56,). 

Г=1 5=1  Г^І 5=1  / 

Если  монохроматические  компоненты  занимают  область  длин  волн  М» 
вблизи  средней  длины  волны  Я,0,  то  соответствующая  область  к„  равна  2л;ЛЯ,0Ао 
и  при  А&х  и  Де/2>  достаточно  больших  по  сравнению  с  длиной  когерентности 
Х*1Ла,  области  изменения  и  62  велики  по  сравнению  *)  с  2л.  При  таких  усло- 

*)  Интегрирование  выражения  (133)  по  всем  спектральным  компонентам  ясно  показы¬ 
вает,  что  в  любой  отдельной  пластинке  интенсивность  прошедшего  света  практически  не  зави¬ 
сит  от  6,  т«  е.  полосы  отсутствуют. 
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виях  оь  сг2  и  о|2  быстро  изменяются  в  области  интегрирования  и  многократно 
изменяют  знаки.  Следовательно,  вклад  этих  членов  в  невелик*  и  (137) 
сводится  к  *) 

1<і]  ~  ^  (і  ^  і-и)  ІК)  ^1+2  ^  ^  соз  (гбх  8&^<ік0.  (138) 

В  общем  случае  величины  тЬх —  5ба  по  крайней  мере  такого  же  порядка,  как  и  6і 
или  62,  а,  значит,  интегралы  от  членов  с  косинусом  в  (138)  также  незначитель¬ 
ны,  и  поэтому  Іф  действительно  не  зависит  от  6*  и  б2.  Существует,  одиако, 
исключение,  когда 

а(д^+2^)-Чд^+?)=8’ '  (,39) 

где  а  и  Ь  —  небольшие  целые  числа,  не  содержащие  общего  множителя,  а  |е  | 
невелико  по  сравнению  с  Я^/Л^0.  В  этом  случае  при 

г  =  цау  5  =  4 Ь  (4=1,  2,  3,  ...)  (140) 

получим 

гбх  — 5б2  =  4Ѵ»  (И1) 

и  область  значений  |г6і — з62|  равна  І4еА&0І»  что  невелико  по  сравнению  с  2 щ\ 
при  таких  значениях  г  и  5  интегралы  членов,  содержащих  косинусы,  в  (138) 
не  обязательно  пренебрежимо  малы,  и  мы  получим 

(е)  да  |  **й  (*.) (і  +  2  V  (,<Й?5?‘)?С03 дк0г)М„.  (142) 


Ряд  под  знаком  интеграла  в  (142)  идентичен  ряду  в  выражении  (133)  для  ин¬ 
тенсивности  волны  монохроматического  света,  прошедшей  сквозь  одиночную 
пластину.  В  п.  7.6.1  такой  ряд  был  просуммирован  (см.  уравнение  (13)).  Сле¬ 
довательно,  сумму  ряда  в  (142)  можно  написать  сразу  в  виде 


1  -Ь  2  ^  {д со$  4&0е  = 

9=і 


(1 -5ЙД*)2  ,-45&5Й  зіп2-^- 


(143) 


Из  (142)  и  (143)  находим 

1 '  <е> = о -яі)  (1  -«»  и  -  &Аіа'іУ  ) 

где 

о 

'  (1-аймІ)*  ‘ 


Ѵ'ік») 

І  +  йыіі2 


6^0» 


(144) 

(145) 


Сравнивая  с  (156),  мы  видим,  что  распределение  интенсивности  (144) 
эквивалентно  суперпозиции  распределений  интенсивности  монохроматиче¬ 
ских  компонент.  Форма  распределения  для  каждой  компоненты  совпадает 
с  показанными  на  рис.  7.58.  Максимумы  интенсивности  в  этих  распределениях 
появляются  при  &0е,  равному  целому  кратному  2я,  т.  е.  при 

е  =  тЬ0,  | т |  =  0,  1,  2,  ...  (146) 


Если  предположить,  что  п\,  п2У  ф л!ке  и  ф2/&0  постоянны  в  спектральной  об¬ 
ласти,  включенной  в  (144),  то  максимумы  нулевого  порядка  (е  =  0)  в  распре¬ 
делениях  интенсивности  для  монохроматических  компонент  совпадают  в  цент- 


*)  Строгое  доказательство  возможности  перехода  от  (137а)  к  (142)  требует  более  точного 
рассмотрения,  чем  это  сделано  здесь. 
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ральной  полосе.  Согласно  (135)  н  (139)  ее  положение  в  фокальной  плоскости 
линзы  Ь  (см.  рис.  7.80)  определяется  соотношением 

Лг  с05  Оз  _  а  ^  1 47) 

П\НХ  СОЗ  +  ^ 

где  сг  и  с2  обозначают  <р х/к0  и  ср2/&о  соответственно.  При  увеличении  [  е  |  с  обеих 
сторон  этой  полосы  интерференционные  картины  от  компонент  взаимно  сме¬ 
щаются,  так  как  размер  каждой  картины  пропорционален  соответствующей  ей 
длине  волны,  и  поэтому  четкость  полос  уменьшается.  В  белом  свете  видна  белая 
центральная  полоса,  положение  которой  определяется  (147),  окруженная  с  каж¬ 
дой  стороны  цветными  максимумами  и  минимумами.  По  мере  удаления  от 
центра  освещенность  для  глаза  приближается  к  равномерной.  Такие  полосы 
называются  полосами  суперпозиции.  Они  представляют  собой  многолучевой 
вариант  полос  Брюстера  (см.  п.  7.5.6)  и,  подобно  последним,  имеют  вид  прямых 
линий,  параллельных  ребру  клина,  образованного  пластинами.  Расстояние 
между  этими  полосами  обратно  пропорционально  углу  клина  а. 

Полосы  суперпозиции  можно  использовать,  как  предложили  Фабри  и  Бю- 
иссон  [93],  для  определения  разности  оптических  толщин  двух  эталонов  Фаб¬ 
ри  —  Перо,  отношение  оптических  толщин  которых  очень  близко  к  целому  чис¬ 
лу  а.  Для  этой  цели  один  эталон  укрепляют  неподвижно,  а  другой  наклоняют 
по  отношению  к  первому  до  тех  пор,  пока  центральная  белая  полоса  его  интер¬ 
ференционной  картины  не  пройдет  через  точку  О,  т.  е.  фокус  линзы  Ь  для  света, 
прошедшего  нормально  через  неподвижный  эталон  (см.  рис.  7.80).  При  фикси¬ 
рованном  первом  эталоне  0і  =  Ѳ;-=  0  и  Ѳ2-^  а,  где  а  —  угол  между  эталонами. 
Для  малого  а  по  закону  преломления  имеем  паіп%>  где  п  —  показатель 
преломления  воздуха,  окружающего  эталоны;  соз  1  —  %г!2ж\  —  п2а21п^ 
и  из  (147),  принимая  Ь=  1,  получим  с  точностью  до  второй  степени  а 

{п'гНг  +  сг)  — а  (Пій,  ■+  с,)  =  ф^а2.  (148а) 

Если  же  второй  эталон  неподвижен,  то  белая  полоса  проходит  через  точку  О, 
когда 

а{п\к1  +  с1)-(п'ікъ  +  сі)  =  -!^-аг.  (1486) 

Если  эталоны  эвакуированы  (что  иногда  делается),  то  можно  принять  п\=* 
~  п  при  условии,  что  разность  \а(п1Н1+  Сг)  —  {п2Н2~\-с2)  I  достаточно  мала; 
тогда  измерения  а  дают  эту  разность,  выраженную  через  оптическую  толщину 
одного  из  эталонов.  Таким  способом  были  выполнены  измерения  при  значениях 
а,  равных  10. 

Сходное  устройство,  только  с  эталонами  приблизительно  равной  толщины, 
было  использовано  для  измерений  показателя  преломления  и  дисперсии 
воздуха  [94].  Сначала  эталоны  эквакуировали  и  наклоном  одного  из  них  уста¬ 
навливали  удобный  интервал  между  полосами  в  почти  монохроматическом  свете 
со  средней  длиной  волны  Я0.  Затем  заполняли  воздухом  неподвижный  эталон 
толщиной  /г,  что  приводило  к  изменению  г  на* 2  ( п — 1  )к,  где  п —  показатель 
Преломления  воздуха.  Подсчитывая  соответствующее  число  Д т  полос,  прошед¬ 
ших  через  О,  имеем  в  согласии  с  (146) 

дот=  121;  (149) 

отсюда,  если  известны  к  и  А,0,  находим  (п —  1), 
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§  7.7.  Сравнение  длин  волн  с  эталонным  метром 

Эталон  длины  представляет  собой  расстояние  между  двумя  штрихами, 
выгравированными  на  стержне  из  сплава  платина  —  иридий,  при  темпера¬ 
туре  О  °С.  Этот  стержень,  хранящийся  во  Франции,  называется  международным 
эталоном  метра.  Как  уже  упоминалось  в  п.  7.6.4,  соотношение  между  оптиче¬ 
скими  длинами  волн  и  фактическими  длинами  основано  на  сравнении  длины 
волны  красной  линии  (6438  А)  кадмии  с  длиной  этого  эталона.  Первое  сравне¬ 
ние  было  выполнено  в  1892  г.  Майкельсоном  и  Бенуа  [263  с  помощью  видоизме¬ 
ненного  интерферометра  Майкельсона.  В  1905  г.  такое  измерение  было  повто¬ 
рено  с  большей  точностью  Бенуа,  Фабри  и  Перо  [92].  Они  воспользовались 
пятью  эталонами  Фабри  —  Перо  с  длинами,  примерно  равными  6,25;  12,5; 
25;  50  и  100  см.  Число  длин  волн  красной  кадмиевой  линии,  содержащихся 
в  длине  самого  короткого  эталона,  определялось  методом  дробных  частей  по¬ 
рядка,  который  требует  знания  достаточно  точного  отношения  Длин  волн  (см. 
п.  7,6.4),  а  не  самой  их  длины.  Длина  каждого  эталона  сравнивалась  затем 
с  длиной  следующего  по  величине  эталона  с  помощью  интерференционных  полос 
в  белом  свете.  Для  этого  два  эталона  устанавливались  параллельно  и  освеща¬ 
лись  белым  светом.  Прошедший  свет  освещал  тонкий  воздушный  клин,  обра¬ 
зованный  двумя  полупрозрачными  посеребренными  плоскими  поверхностями. 
При  этих  условиях  возникали  полосы,  локализованные  в  клине,  подобные 
описанным  в  п.  7.6.8.  б.  Центральная  полоса  располагалась  вдоль  линии, 
где  толщина  клина  равнялась  разности  между  длиной  большего  эталона  и  уд¬ 
военной  длиной  более  короткого  эталона.  Эта  разность  была  определена 
в  длинах  волн  красной  кадмиевой  линии  путем  предварительной  градуировки 
толщины  клина.  После  четырех  последовательных  сравнений  эталонов  между 
собой  было  определено  число  длин  волн,  укладывающихся  в  эталоне  длиной 
100  см.  Наконец,  определялась  разница  между  длиной  этого  эталона  и  длиной 
копии  эталона  метра.  Эта  часть  эксперимента  включала  установку  особо  точ¬ 
ных  подвижных  измерительных  микроскопов  па  градуировочные  штрихи 
метра  и  на  такие  же  градуировочные  штрихи,  нанесенные  на  боковые  поверх¬ 
ности  пластин  эталона.  Расстояние  между  последними  штрихами  и  отражаю¬ 
щими  поверхностями  эталона  определялось  дополнительными  опытами.  Окон¬ 
чательный  результат,  полученный  для  длины  волны  красной  линии  кадмия 
в  сухом  воздухе  при  Іо  °С  и  при  давлении  760  мм  рт .  ст.  равнялся 
6438,4696- 10-10  м.  Возможная  относительная  ошибка  в  интерферометрических 
измерениях  составляла  около  МО-7. 

Повторные  определения  (библиографию  см.  в  [953)  соотношения  между 
длиной  волны  красной  линии  кадмия  и  метром  были  выполнены  в  целом  ряде 
лабораторий  по  стандартизации  таким  же  методом,  как  и  метод  Бенуа,  Фабри 
и  Перо  или  в  принципе  схожим  с  ним.  Интересны  эксперименты  Сирса  и  Бар¬ 
релла  [96],  так  как  в  них  сделаны  прямые  измерения  длины  волны  в  вакууме. 
Они  воспользовались  только  тремя  эталонами  Фабри  —  Перо;  самый  большой 
имел  в  длину  немного  больше  метра,  другие  —  приблизительно  одну  треть 
и  одну  девятую  метра.  Разделителями  служили  цилиндры  из  инвара  с  оптиче¬ 
ски  плоскими  хромированными  торцами,  к  которым  прижимались  эталонные 
пластины.  Эти  соединения  были  герметизированы,  и  эталоны  можно  было 
эвакуировать.  Было  измерено  число  длин  волн,  укладывающееся  в  самом  ко¬ 
ротком  эталоне.  Измерения  делались  методом  дробных  частей  порядка,  а  для 
сравнения  эталонов  друг  с  другом  применялись  полосы  суперпозиции,  описан¬ 
ные  в  п.  7.6.8.  Самый  большой  эталон  имел  достаточную  длину,  чтобы  в  нем 
могла  поместиться  стальная  концевая  мера  номинальной  длиной  в  1  м.  Рас¬ 
стояние  в  длинах  волн  между  полированными  торцами  концевой  меры  и  отра¬ 
жающими  поверхностями  эталона  определялось  путем  наблюдения  в  отражен¬ 
ном  свете  полос,  локализованных  в  бесконечности.  Таким  способом  была 
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определена  длина  концевой  меры  в  длинах  волн  красной  кадмиевой  линии 
с  точностью  около  2-  ІО-8.  Окончательно  концевая  мера  сравнивалась  с  копией 
метра  хорошо  разработанным  методом  сравнения  концевых  эталонов  с  штри¬ 
ховыми  *). 

После  того  как  результаты  всех  измерений  были  приведены  к  длине  волны 
в  воздухе  при  нормальных  условиях  (воздух  при  15  °С  и  давлении  760  мм 
рт .  ст.у  свободный  от  паров  воды  и  содержащий  0,03%  углекислого  газа), 
было  найдено  среднее  значение  6438,4696- 10"10  мч  которое  случайно  совпало 
с  величиной,  принятой  в  качестве  определения  ангстрема.  Наибольшее  откло¬ 
нение  в  любом  отдельном  измерении  от  среднего  составляло  3*10~5%  от  изме¬ 
ренной  величины  или  около  3-І0~*  мм  на  1  м.  Это  значительно  меньше,  чем 
ширина  градуировочных  штрихов  на  эталоне  метра  и  на  его  копиях,  исполь¬ 
зованных  в  экспериментах.  Несомненно,  что  это  внесло  неопределенность  в  из¬ 
мерения,  сделанные  с  помощью  микроскопа.  Интерферометрические  измерения 
можно  осуществлять  со  значительно  большей  точностью,  и  поэтому  естественно 
предусмотреть  замену  материального  эталона  метра  определением  длины  метра 
в  длинах  волн  какой-то  спектральной  линии. 

Международное  бюро  мер  и  весов  приняло  в  1954  г.  рекомендацию  по  этому 
вопросу  [98]  с  оговоркой,  что  для  сохранения  преемственности  эталона  длины 
его  новые  определения  должны  быть  согласованы  с  величиной  6438,4696*  10“10  м 
для  длины  волны  красной  линии  кадмия.  В  1958  г.  Международное  бюро  по¬ 
становило  [99],  что  лучше  всего  для  этой  цели  подходит  спектральная  линия 
с  длиной  волны  приблизительно  6056  А,  соответствующая  переходу  между 
уровнями  2 рго  и  5 (іг>  атома  криптона  с  массовым  числом  86;  на  основании  изме¬ 
рений,  сделанных  в  пяти  различных  лабораториях,  бюро  предложило,  чтобы 
метр  был  определен  точно  в  1  650  763,73  длины  волны  в  вакууме  этого  излуче¬ 
ния.  Такое  определение  было  одобрено  в  1960  г.  11-й  Генеральной  конферен¬ 
цией  по  мерам  и  весам  [100]).  Следовательно,  первичные  эталоны  длин  волн 
и  первичный  эталон  длины  теперь  идентичны  и  ангстрем  точно  равен  10”10  м. 
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§8.1,  Введение 

Переходя  от  общего  электромагнитного  поля  к  оптическому  полю,  харак¬ 
теризующемуся  очень  высокими  частотами  (короткие  волны),  мы  нашли,  что  в 
определенных  областях  простая  геометрическая  модель  распространения 
энергии  становится  неверной.  В  частности,  мы  увидели,  что  отклонений  от 
нее  нужно  ожидать  в  непосредственной  близости  к  границам  тени  и  в  областях, 
где  концентрируется  большое  число  лучей.  Подобные  отклонения  проявляются 
появлении  темных  и  светлых  линий  —  дифракционных  полос.  Теория  диф¬ 
ракции  занимается  главным  образом  изучением  поля  в  этих  особых  областях, 
и  естественно,  что  такие  области,  в  которых  лежит  часть  пространства,  где 
образуется  оптическое  изображение  (область  фокуса),  представляют  большой 
практический  интерес, 

Первое  упоминание  о  дифракционных  явлениях  появилось  в  работе  Лео¬ 
нардо  да  Винчи  (1452 — 1519  гг.).  Однако  впервые  они  были  описаны  детально 
только  в  книге  Гримальди,  опубликованной  в  1665  г.  спустя  два  года  после 
его  смерти.  Корпускулярная  теория,  которую  считали  в  то  время  правильно 
описывающей  распространение  света,  не  могла  объяснить  дифракцию.  Гюй¬ 
генс,  впервые  обосновавший  волновую  теорию,  очевидно,  не  знал  об  открытии 
Гримальди,  иначе  он  несомненно  сослался  бы  на  него  для  подтверждения  своей 
точки  зрения.  О  возможности  объяснить  явления  дифракции  в  рамках  волно¬ 
вой  теории  нигде  не  упоминается  вплоть  до  1818  г.,  когда  появился  прекрас¬ 
ный  мемуар  Френеля  (см.  «Историческое  введение»),  где  было  показано,  что 
явление  дифракции  можно  объяснить  с  помощью  построения  Гюйгенса  (см. 
п.  3.3.3)  и  применения  принципа  интерференции.  Позднее  Кирхгоф  (1882  г.) 
придал  исследованиям  Френеля  строго  математическое  обоснование,  и  с  этого 
времени  началось  широкое  изучение  дифракции  *). 

Проблемы,  возникающие  при  изучении  дифракционных  явлений,  отно¬ 
сятся  к  наиболее  трудным  в  оптике,  и  их  редко  удается  довести  до  строгого 
решения.  Первое  такое  решение  было  получено  только  в  1896  г.  А.  Зоммер- 
фельдом,  рассмотревшим  важный  вопрос  дифракции  плоской  волны  на  иде¬ 
ально  проводящем  пол  у  бес  конечном  плоском  экране.  С  тех  пор  было  найдено 
строгое  решение  только  нескольких  дифракционных  задач,  относящихся  глав¬ 
ным  образом  к  двумерным  структурам  (см.  гл.  11).  В  большинстве  же  случаев, 
представляющих  практический  интерес,  из-за  математических  трудностей 
приходится  прибегать  к  приближенным  методам,  и  тут  теория  Гюйгенса  и 
Френеля  служит  чрезвычайно  мощным  орудием,  позволяющим  решить  боль¬ 
шинство  вопросов,  встречающихся  в  инструментальной  оптике.  Эта  теория  и 
некоторые  ее  приложения  составляют  главное  содержание  настоящей  главы* 

§  8.2.  Принцип  Гюйгенса  —  Френеля 

Согласно  построению  Гюйгенса  (см.  п.  3.3.3)  каждую  точку  волнового 
фронта  можно  считать  центром  вторичного  возмущения,  которое  вызывает 
элементарные  сферические  волны,  а  волновой  фронт  в  любой  более  поздний 
момент  времени  —  огибающей  этих  волн.  Френель  смог  объяснить  явление 

*)  Более  полное  знакомство  с  историческим  развитием  этого* предмета  можно  получить 

в  ПЗ- 
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дифракции,  дополнив  построение  Гюйгенса  утверждением,  что  вторичные 
волны  интерферируют  между  собой.  Это  сочетание  построения  Гюйгенса  с  прин¬ 
ципом  интерференции  называется  принципом  Гюйгенса — Френеля.  Прежде 
чем  применить  его  к  изучению  дифракционных  эффектов,  следует  проверить  (с 
некоторыми  простыми  дополнительными  предположениями),  правильно  ли  он 
описывает  распространение  света  в  вакууме. 

Пусть  5  (рис.  8.1) — мгновенное  положение  сферического  монохромати¬ 
ческого  волнового  фронта  с  радиусом  г0,  распространяющегося  от  точечного 
источника  Р0;  допустим,  что  требуется  определить  световое  возмущение  в 


х5* 


точке  Р.  Возмущение  в  точке  ф  волнового  фронта  можно  представить  (с  точ¬ 
ностью  до  периодического  по  времени  множителя  ехр  ( — іЫ))  в  виде 
А  ехр  (іЬг0)/г0,  где  А  —  амплитуда  на  расстоянии  единицы  длины  от  источника, 
В  соответствии  с  принципом  Гюйгенса  —  Френеля  каждый  элемент  волнового 
фронта  рассматривается  как  центр  вторичных  возмущений,  которые  распро¬ 
страняются  в  виде  элементарных  сферических  волн;  вклад  в  возмущение сШ  (Я), 
вносимый  элементом  дЗ,  находящимся  в  точке  С},  запишется  в  виде 

аи  (Р)=к  (у)  -1*р  т 

где  8  —  ()Р,  К  (г)  —  коэффициент  наклона ,  описывающий  изменение  ампли¬ 
туды  вторичных  волн  в  зависимости  от  направления,  ах  —  угол  (часто  назы¬ 
ваемый  углом  дифракции)  между  нормалью  в  точке  (}  и  направлением  (}Р . 
Следуя  Френелю,  предположим,  что  К  максимально  в  первоначальном  на¬ 
правлении  распространения  света,  т.  е.  при  %=--0,  быстро  уменьшается  с  уве¬ 
личением  %  и  равно  нулю,  когда  ()Р  становится  касательной  к  волновому 
фронту,  т*  е,  когда  %  л/2;  наконец,  предположим,  что  в  точке  Р  сказывается 

влияние  только  той  части  5'  первоначальной  волны,  которая  не  загоражи¬ 
вается  каким-либо  препятствием,  находящимся  между  Р9  и  Р.  Поэтому  полное 
возмущение  в  точке  Р  равно 

и  ( р )  =  Л ‘ЕІІ1ЁА  Л  Д-  (%)  (15,  (5) 

Для  того  чтобы  вычислить  (1),  воспользуемся  так  называемыми  зонами 
Френеля.  Построим  вокруг  точки  Р  сферы  с  радиусами 

Ь,  Ь  +  ±,  ь  +  ~,  ...у  ь  + 
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где  Ь  =  СРУ  а  С —  точка  пересечения  Р0Р  с  волновым  фронтом  5  (см.  рис.  8.1). 
Сферы  делят  5  на  целый  ряд  зон  ХІУ  73>  .  .  .,  2;,  .  .  .  ' 

Пусть  г 0  и  Ь  велики  по  сравнению  с  длиной  волны;  тогда  можно  предполо¬ 
жить,  что  в  любой  зоне  величина  К  постоянна  и  в  зоне  /  равна  Из  рисунка 
видно,  что 

$3  =  г\  +  {Г о  -Г  ^)2  —  2г0  (г0  +  Ь)  соз  Ѳ. 

Следовательно, 

$сІ8  =  г0  (г0  -\-Ь)  ЗП1  Ѳ<іѲ  (2) 

и,  значит. 


/*5іпѲ^Ѳ  гйр  — — рг  вгіяйср, 

г  о  "Г  0 


где  ф  —  азимут.  Следовательно,  вклад  зоны  /  в  (У  ( Р )  равен 

6+ /У  г 


Д  ехр  (ійг„) 


*/.(Р)‘=2я 

у  гО  “Г 


/Су  ^  ехр  (ікз)  сіз  = 

&+(/  -  1)  V  2 

2лг  ,,  А  ехр  \ік  (гйН-6)] 


~  к  К/  \\  +Ѵ*  1  ехР  ^  2 

Так  как  кХ  —  2л,  последние  два  множителя  сводятся  к 


ехр 


(‘-^)  (і  —  ехр (  — тр)  )  =ехр  (ія/)  (1  -/ехр  (—  ія))  =(—!)/ -2 


и,  следовательно, 


с/,  (Я)  =  2  &  {—  1  )'+ 1  /Су  — р  — 

1  *  га~г" 


(3) 


Заметим,  что  вклады  следующих  друг  за  другом  зон  имеют  разные  знаки. 
Результирующий  эффект  в  точке  Р  получается  суммированием  вкладов  от 
всех  зон,  т.  е. 

ѵ  (?) = 2  а  •Лехр|!Т',~і,)І-  У  (— 1У+1  к,. 

Ряд 


(4) 

(5) 


2=  2(-іХ+,а/«а,-/г1+іг,-...+(-і)*+ііс. 

/  =  і 

можно  приближенно  вычислить  по  методу  Шустера  [2]. 

Перепишем  вначале  (5)  в  виде 

Е-^+№-«.+^)+№-«.+4|-)+-  <« 

Последний  член  равен  V*  Кп  или  Ѵ2  Кп~ і —  /Сп  в  зависимости  от  того,  не¬ 
четно  п  или  четно.  Допустим  теперь,  что  закон,  определяющий  изменение  К  с 
направлением  таков,  чю  величина  К7  больше  среднего  арифметического  со¬ 
седних  значений  /С?_і  и  К7+і*  Тогда  каждый  член  в  (6),  заключенный  в  скобки, 
отрицателен  и,  значит, 


3< 

Х<4н- 


«2.  ,  *д. 

2^2’ 

^  п  — 1 


-к„, 


если  п  нечетно, 
если  п  четно. 


(7) 


Теперь  перепишем  (5)  в  виде 


Б=у- 


ь. 

2 


У+^-^-У+т5-)--**  (8> 

~~2 


Последний  член  этого  ряда  равен  —  4-  Кп^1-\~Кп,  если  п  нечетно,  и  — К> 
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если  оно  четно.  Следовательно, 

У .  >  К, — — ^  2~1'  ~г  К п ,  если  п  нечетно, 

И  V  ~  ЛГ  **  *я 

2-  - т~ - 2^  »  если  я  четно. 


(9) 


Величина  каждого  К/  лишь  немного  отличается  от  величин  соседних  К}-.± 
и  іСу+і,  и  поэтому  правые  части  соотношений  (7)  и  (9)  практически  равны  и 
приближенно  можно  считать,  что 


Легко  проверить,  что  соотношения  (10)  остаются  справедливыми,  если 
каждое  К}  меньше  среднего  арифметического  соседних  членов,  и  тогда  члены  в 
(6)  и  (8),  заключенные  в  скобках,  отрицательны.  Более  того,  можно  ожидать, 
что  (10)  останется  справедливым  даже  тогда,  когда  только  часть  членов  в  скоб¬ 
ках  отрицательна,  а  другая  часть  положительна.  В  этом  случае  ряд  можно 
разделить  на  две  части  в  зависимости  от  знаков  членов  в  скобках,  и  к  каждой 
такой  части  применить  предыдущие  рассуждения.  Итак,  мы  приходим  к  заклю¬ 
чению,  что  сумма  ряда  определяется  выражениями  (10),  если  члены  в  скобках 
в  соотношениях  (6)  и  (8)  не  меняют  знак  так  часто,  что  неточности,  склады¬ 
ваясь,  достигают  значительной  величины.  Если  исключить  последний  случай» 
то  из  (4)  и  (10)  находим 

V  (Р)  -=  ік  (Кг  ±Кп)  А  ехр^°-+  6)1  ;  (11) 

здесь  верхний  знак  берется  при  нечетном  п,  а  нижний  —  при  четном. 

Воспользовавшись  (3),  уравнение  (11)  можно  переписать  в  виде 

ѵ(Р)=т[и,(Р)  +  Ѵп(Р)]-  (12) 


Для  последней  зоны  видимой  из  Я,  С становится  касательной  к  вол¬ 
новому  фронту,  т.  е.  %  =  я/2,  и,  как  говорилось  выше,  для  такого  %  величина 
К,  по  предположению,  равна  нулю.  Следовательно,  /Сл=0,  и  (11)  сводится  к 
выражению 

и  (Р) = і%к1  л  е*р^°+6)|  =  Г  (/1  (Я),  (із) 

показывающему,  что  полное  возмущение  в  Р  равняется  половине  возмущения » 
обусловленного  действием  первой  зоны. 

Соотношение  (13)  находится  в  согласии  с  выражением,  описывающим  дей¬ 
ствие  сферической  волны,  если 

ШС,  =  1, 

т.  е.  если 

(И) 

Множитель  ехр  ( — ш/2)  можно  объяснить,  если  предположить,  что  вторичные 
волны  отстают  по  фазе  на  четверть  периода  от  первичной  волны.  Присутствие 
дрчгого  множителя  становится  понятным,  если  допустить,  что  амплитуды 
вторичных  и  первичных  волн  относятся,  как  1  :  X.  Таким  образом,  мы  прихо¬ 
дим  к  заключению,  что  при  этих  допущениях  относительно  амплитуды  и  фазы 
вторичных  волн  принцип  Гюйгенса  —  Френеля  правильно  описывает  распро¬ 
странение  сферических  волн  в  свободном  пространстве.  Однако  приведенные 
выше  дополнительные  предположения  нужно  рассматривать  просто  как  удоб¬ 
ный  способ  интерпретации  математических  выражений;  иными  словами,  они 
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не  имеют  какого-либо  физического  смысла.  Истолкование  множителя  (14) 
станет  очевидным  позднее  (см.  §  8.3). 

Следуя  и  дальше  Френелю,  закроем  несколько  зон  плоским  экраном, 
перпендикулярным  к  Р0Р ,  с  круглым  отверстием,  центр  которого  находится  на 
этой  линии,  и  рассмотрим  действие  оставшихся  зон  в  точке  Р.  Теперь  следует 
считать,  что  суммарное  возмущение  в  Р  обусловлено  только  волнами  от  не¬ 
закрытых  зон.  Если  экран  оставляет  открытой  только  половину  первой  зоны, 
то  из  (3),  полагая  /  =  1  и  умножая  на  1/2,  получим 

Ц(Р)=  іХК  А  ехр  —  Лехр  рб(/-0+6))  ^ 


Следовательно,  возмущение  в  Р  оказывается  таким  же,  как  и  в  отсутствие  эк¬ 
рана.  Если  закрыты  все  зоны,  кроме  первой,  то  из  (3)  находим 


ІЛР\=2іХК  А  ехр  г-  2  А  ехр  №  + 

ѵ  ]  Аі  г0+Ь  гѵ+Ь 


(16) 


и  интенсивность  /  (Р)  =»  \ІІ  (Р)|а  в  четыре  раза  больше,  чем  в  отсутствие  экрана. 
При  дальнейшем  увеличении  отверстия  интенсивность  уменьшится,  так  как 
первые  два  члена  в  (4)  имеют  разные  знаки.  Больше  того,  /<\  и  Кі  почти  оди¬ 
наковы,  и,  следовательно,  если  отверстие  приблизительно  равно  двум  первым 
зонам,  то  в  точке  Р  будет  почти  полная  темнота.  Поэтому  при  изменений 
размеров  отверстия  наблюдается  периодическое  изменение  интенсивности  в  Р. 
Такой  же  результат  получается  и  тогда,  когда  размеры  отверстия  и  источника 
остаются  постоянными,  а  точка  наблюдения  Р  перемещается  вдоль  оси.  В  этом 
случае  при  постепенном  приближении  точки  Р  к  экрану  увеличивается  число 
открывающихся  зон. 

Все  полученные  выше  результаты  находятся  в  хорошем  согласии  с  экспе¬ 
риментом.  Одно  из  предсказаний  теории  Френеля  произвело  сильное  впечат¬ 
ление  на  его  современников  и  фактически  положило  конец  долгому  спору  меж¬ 
ду  сторонниками  корпускулярной  и  волновой  теорий  света.  Этот  спор  был 
решен  в  пользу  волновой  теории.  Речь  идет  о  явлении,  наблюдаемом  при  за¬ 
крытии  первой  зоны  маленьким  круглым  диском,  помещенным  под  прямым 
углом  к  прямой  РъР.  Согласно  (5)  комплексная  амплитуда  в  Р  равняется 

и  (Я)  =  2і\  -Л  ехр [-  /с,  +  К„ -К,  + . . .  I ■  (17) 

Так  же,  как  и  раньше,  получим,  что  сумма  ряда  в  скобках  равна  —  /С2/2.  Выше 
мы  предположили,  что  К 2  только  немного  отличается  от  Кл  —  1/іХ  и,  следо¬ 
вательно,  в  геометрической  тени  диска  интенсивность  света  будет  такой  же, 
как  и  в  отсутствие  диска  *), 


§  8.3.  Теория  дифракции  Кирхгофа 

8.3.1.  Интегральная  теорема  Кирхгофа.  Основная  идея  теории  Гюйгенса — 
Френеля  заключается  в  том,  что  световое  возмущение  в  точке  Р  возникает 
вследствие  суперпозиции  вторичных  волн,  испускаемых  поверхностью,  на¬ 
ходящейся  между  этой  точкой  и  источником  света,  Кирхгоф  [3]  придал  этой 


*)  В  1818  г.  Пуассон,  будучи  членом  комитета  Французской  академии,  рассматривавшего 
представленный  па  премию  мему  ар  Френеля,  показал  на  основании  теории  Френеля,  что  в 
центре  тени  маленького  диска  должно  находиться  светлое  пятно  Этот  результат  Пуассон  счел 
противоречащим  опыту  и  тем  самым  отвергающим  теорию  Френеля.  Однако  Араго,  другой  член 
того  же  комитета,  выполнил  эксперимент,  показавший,  что  это  удивительное  предсказание 
правильно.  Такое  же  наблюдение,  сделанное  Марал ьди  столетием  раньше,  было  забыто. 
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идее  строгий  математический  вид  *)  и  показал,  что  принцип  Гюйгенса  —  Фре¬ 
неля  можно  считать  приближенной  формой  определенной  интегральной  тео¬ 
ремы  **).  В  этой  теореме  решение  однородного  волнового  уравнения  в  про¬ 
извольной  точке  поля  выражается  через  значения  искомой  величины  и  ее  пер¬ 
вой  производной  во  всех  точках  произвольной  замкнутой  поверхности,  окру¬ 
жающей  точку  Р. 

Рассмотрим  сначала  строго  монохроматическую  скалярную  волну 

Ѵ(х ,  у,  г,  і)  -=и(х,  у ,  г)  ехр  ( — Ш).  (1) 


В  вакууме  ее  часть,  зависящая  от  координат,  удовлетворяет  волновому  урав¬ 
нению,  не  зависящему  от  времени, 

(Ѵ2-Н2)6/=0,  {2) 

где  к  —  (й/с.  Уравнение  (2)  называется  также  уравнением  Гельмгольца. 

Пусть  ѵ  —  объем,  ограниченный  произвольной  замкнутой  поверхностью 
-5,  а  Р —  какая-нибудь  точка  внутри  него;  предположим,  что  V  имеет  непре¬ 
рывные  частные  производные  первого  и  второго  порядков  внутри  этого  объема 
и  на  поверхности  5.  Если  II'  —  любая  другая  функция,  удовлетворяющая 
таким  же  требованиям  непрерывности,  как  й  II,  то  по  теореме  Грина  получим 


(3) 


где  д!дп  означает  дифференцирование  вдоль  внутренней  ***)  нормали  к  по¬ 
верхности  5.  В  частности,  если  II'  удовлетворяет  также  волновому  уравнению, 
не  зависящему  от  времени,  т,  е.  если 


<Ѵ« +  *»)</'=  О, 


(4) 


то  из  (2)  и  (4)  сразу  же  следует,  что  подынтегральное  выражение  в  левой  части 
{3)  обращается  в  нуль  в  каждой  точке  объема  ѵ  и,  следовательно, 


(5) 


Рассмотрим  функцию  II' (х,  у ,  г)  —  е,к*/%  где  5 — расстояние  от  Р  до 
точки  (х,  г/,  г).  Эта  функция  имеет  особенность  при  $-^=0,  и  так  как  предпола¬ 
гается,  что  II'  непрерывна  и  дифференцируема,  то,  следовательно,  точку  Р 
нужно  исключить  из  области  интегрирования.  Поэтому  окружим  ее  небольшой 
сферой  радиуса  е  и  произведем  интегрирование  по  объему,  заключенному  меж¬ 
ду  5  и  поверхностью  этой  сферы  5'  (рис.  8.2).  Тогда  вместо  (5)  получим 


^ехр  (іка)^ 


ехр 

5  гІЯ  I  1 


*)  Теория  Кирхгофа  применима  к  дифракции  скалярных  волн.  В  §  8.4  будет  показано, 
что  скалярная  теория  обычно  вполне  пригодна  при  рассмотрении  проблем  инструментальной 
оптики. 

Векторное  обобщение  принципа  Гюйгенса  —  Френеля  предлагалось  многими  авторами. 
Первая  удовлетворительная  работа,  посвященная  этому  вопросу,  принадлежит  Коттлеру  [4] 
{см.  [5],  стр.  144). 

**)  Для  монохроматических  волн  эта  теорема  была  выведена  раньше  в  акустике  Гельм¬ 
гольцем  [6]. 

***)  Теорема  Грина  обычно  формулируется  для  внешней  нормали,  но  в  данном  случае 
более  удобна  внутренняя  нормаль. 
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откуда 


ЯК(^) 

-Я{ 


ехр  (ікв)  ді/  \  _ 

5  дп  I  — 


и 


ехр  (ІЩ 


-ш 


(■-и 

ехр  (ікн) 


ехр  (ікз)  дѴ 


и 


Ік- 


где  сКі —  элемент  телесного  угла.  Так  как  интеграі  по  5  не  зависит  от  е, 
можно  заменить  интеграл  в  правой  части  (6)  его 
предельным  значением  при  е  0.  Первый  и  третий 
члены  в  нем  не  дают  вклада  в  этот  предел,  а  полный 
вклад  второго  члена  равен  4 кУ (Р),  Следовательно, 


ехр 


ехр  (ікз)  ді/  ] 
8  дп  I 


йЗ.  (7) 


Это  одна  из  форм  интегральной  теоремы  Гельмгольца 
и  Кирхгофа  *). 

Заметим,  что  когда  к-^0,  то  не  зависящее  от  вре¬ 
мени  волновое  уравнение  (3)  сводится  к  уравнению 


Рис.  8.2.  К  выводу  интег¬ 
ральной  теоремы  Гель¬ 
мгольца  —  Кирхгофа;  об¬ 
ласть  интегрирования. 


Лапласа  Г2  б'  —  0,  и  (7)  переходит  тогда  в  хорошо  известную  формулу  тео¬ 
рии  потенциала 


В) 


Если  Р  лежит  вне  поверхности  5,  но  і/  —  по-прежнему  непрерывная  и 
дифференцируемая  до  второго  порядка  функция  внутри  5  и  если,  как  и  раньше, 
принять  —  ехр  (і7г$)/$,  то  уравнение  (3)  остается  справедливым  по  всему 
объему  внутри  Тогда,  согласно  (5),  интеграл  по  поверхности  равен  нулю. 

Существует  другая  дополнительная  форма  теоремы  Гельмгольца — Кирх¬ 
гофа  для  случая,  когда  функция  V  непрерывна  и  дифференцируема  до  второго 
порядка  вне  и  на  самой  замкнутой  поверхности  5  (источники  внутри).  Однако 
в  таком  случае,  как  и  в  задачах,  связанных  с  распространением  света  в  бес¬ 
конечной  среде,  одних  граничных  значений  на  5  уже  недостаточно  для  полу¬ 
чения  однозначного  решения.  Здесь  требуются  еще  дополнительные  предпо¬ 
ложения  относительно  решения  **)  при 

До  сих  пор  рассматривались  только  строго  монохроматические  волны. 
Теперь  выведем  теорему  Кирхгофа  в  общем  виде,  пригодном  и  в  случае  немо¬ 
нохроматических  волн. 

Пусть  V  {ху  у  у  Ху  і)  —  решение  волнового  уравнения 


V  Ѵ  С2^2  » 


(9) 


*)  Эта  теорема  выражает  О  (Р)  черев  V  и  дѴІдп  на  5.  Тем  не  менее  можно  показать  на 
основании  теории  функций  Грина,  что  для  определения  V  в  каждой  точке  Р  внутри  5  доста¬ 
точно  одной  какой-нибудь  величины,  т.  е.  или  (/,  или  дІ]Ідп  (см.,  например,  [7]).  Однако  только 
в  простейших  случаях,  например  когда  5  —  плоскость,  можно  найти  соответствующую  функ¬ 
цию  Грина  (см.  [8]). 

**)  Желающие  более  подробно,  познакомиться  с  этим  вопросом  могут  воспользоваться,  на¬ 
пример,  [5]. 
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и  его  можно  представить  в  виде  интеграла  Фурье 

Ѵ{х,  у,  г,  /)  =  -Ь=- у  у,  г)ехр(—  Ш)сІа. 

'  —  да 

Тогда  по  формуле  обратного  фурье-преобразования 


У>  г 


і 

\г2п 


+  да 

^  V  (х,  у ,  г,  /)  ехр(/<ц*)  Л, 

-  * 


(10) 


(П) 


Так  как  предполагается,  что  V  (х,  у ,  г,  2?)  удовлетворяет  волновому  уравне¬ 
нию  (9),  то  и^(х>  у ,  г)  удовлетворяет  не  зависящем)  от  времени  волновому 
уравнению  (2).  Если,  кроме  того,  V  подчиняется  соответствующим  условиям 
регулярности  внутри  замкнутой  поверхности  5  и  на  ней,  то  мы  вправе  приме¬ 
нить  формулу  Кирхгофа  отдельно  к  каждой  фурье- компоненте  11  т(х9  у ,  г)  =* 
=  Ѵт  ( Р ),  т.  е.  написать 


■ІИ 


1!ы 


А 

дп 


*  / 


5  дп  } 


аз.  ■ 


(12) 


Изменяя  порядок  интегрирования  и  полагая  к  —  м/с,  приведем  (10)  к  виду 


Ѵ(Р.  ()  = 

Кя  -аы“-д.-«аі  %.}  . 

і  И  (т) +./і/  “р  і-  <“('-*)]- 

ехр  [ —  4©  (*  — 5/с)]  диш\ 
- 7 - -щг]а<0, 

или,  используя  (10) 


В  квадратных  скобках  заключены  «запаздывающие  величины»,  т.  е.  значения 
функций,  взятых  в  момент  времени  і — $1с.  Формула  (13)  представляет  собой 
теорему  Кирхгофа  в  общем  виде. 

По  аналогии  с  предыдущим  случаем  отметим,  что  если  Р  находится  вне  5, 
то  величина  интеграла  в  (13)  равна  нулю. 

Последний  член  в  (13)  представляет  собой  вклад  в  решение,  обусловлен- 

-  йый  распределением  источников  с  «силой»  —  —  ~  на  единицу  площади,  а 

первые  два  члена  —  вклад  от  диполей  «силой»  ѴУ4л  на  единицу  площади, 
направленных  нормально  к  поверхности.  Естественно,  что  эти  источники  и 
диполи  фиктивные  и,  следовательно,  в  такой  интерпретации  пет  глубокого 
физического  смысла. 

8.3.2.  Теория  дифракции  Кирхгофа.  Интегральная  теорема  Кирхгофа 
базируется  на  основной  идее  принципа  Гюйгенса  —  Френеля.  Однако  законы, 
управляющие  вкладами  ог  различных  элементов  поверхности,  значительно 
сложнее,  чем  предполагал  Френель.  Тем  не  менее  Кирхгоф  показал,  что  во 
многих  случаях  эту  теорему  можно  свести  к  приближенной,  но  более  простой 
форме,  эквивалентной  формулировке  Френеля,  и,  кроме  того,  определить  точ¬ 
ный  вид  коэффициента  наклона,  который  в  теории  Френеля  остается  неопре¬ 
деленным. 
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Рассмотрим  монохроматическую  волну,  идущую  от  точечного  источника 
Ра  сквозь  отзерстие  в  плоском  непрозрачном  экране.  Пусть,  как  и  раньше, 
Р  —  точка,  в  которой  определяется  световое  возмущение.  Допустим,  что  ли¬ 
нейные  размеры  отверстия  велики  по  сравнению  с  длиной  волны  света,  но  малы 
по  сравнению  с  расстояниями  от  Я0  и  Р  до  экрана. 

Для  того  чюбы  найти  возмущение  в  точке  Я,  рассмотрим  интеграл  Кирх¬ 
гофа  но  поверхности  5,  образованной  (рис.  8.3,  а):  1)  отверстием  Л ,  2)  участ¬ 
ком  ®  неосвещенной  стороны  экрана  и  3)  частью  %  большой  сферы  с  центром 


а)  6) 

Рис.  0-3.  К  выводу  дифракционной  формулы  Френеля  —  Кирхгофа. 


\в  Р  и  радиусом  Я,  которая  вместе  с  А  и  Зв  образует  замкнутую  поверхность» 
\  Из  теоремы  Кирхгофа  в  форме  (7)  имеем 


У(Р>-і[Я+Н+№, 


ехр 

I  у 


ехр  р/г5-)> 


где,  как  и  раньше,  5  —  расстояние  между  элементом  <І5  и  Я,  а  д/дп  —  обоз¬ 
начает  дифференцирование  вдоль  внутренней  нормали  к  поверхности  инте¬ 


грирования. 

Здесь  дело  осложняется 'тем,  что  значения  V  и  дІЛдп  на  Л,  Зв  и  кото¬ 
рые  необходимо  подставить  в  (14),  никогда  точно  неизвестны.  Однако  разумно 
считать,  что  повсюду  на  Л,  кроме  мест,  находящихся  в  непосредственной  бли¬ 
зости  к  краю  отверстия,  II  и  дІЛдп  мало  отличаются  от  тех  значений,  которые 
они  имели  бы  в  отсутствие  экрана,  и  что  на  Зв  эти  величины  близки  к  нулю* 


Тогда,  согласно  Кирхгофу,  имеем 

,  ,,  ГІМ  ди  ди 
на  Л:  I/ =.!/«.  а-  =  -^ 

на  ЗВ:  0,  тг"  =  0, 


в-  величины,  относящиеся  к  падающему  полю  (рис.  8.3,  б),  а  Л  —  постоян¬ 
ная  Приближения  (15),  называемые  граничными  условиями  Кирхгофа ,  лежат 
в  основе  теории  дифракции  Кирхгофа 

Остается  еще  учесть  роль  части  сферической  поверхности  Теперь  оче¬ 
видно,  что,  беря  радиус  Я  достаточно  большим,  можно  получить  значения  V  и 
дІЛдп  на  #  сколь  угодно  малыми  и,  следовательно,  можно  пренебречь  вкладом 
от  Однако  при  неограниченном  увеличении  Я  площадь  %  также  неограни¬ 
ченно  увеличивается  и  условие  0  и  дІЛдп-+  0  при  Я— ^оо  недостаточно 
для  того,  чтобы  наш  интеграл  стремился  к  нулю.  Таким  образом,  необходимы 
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более  точные  допущения  относительно  поведения  волновой  функции  на  боль¬ 
шом  расстоянии  от  экрана.  Этот  вопрос  уже  обсуждался  на  стр.  347  в  связи  с 
вопросом  об  однозначности  решений  задач,  рассматривающих  бесконечную 
среду.  Для  нашей  же  задачи  достаточно  сделать  физически  очевидное  допу¬ 
щение,  что  радиационное  поле  не  существовало  всегда,  а  начало  создаваться 
источником  в  некоторый  определенный  момент  времени  *)  і  =  і0.  (Это,  конечно, 
означает  отступление  от  строгой  монохроматичности,  так  как  идеально  моно¬ 
хроматическое  поле  существует  неограниченное  время.)  Тогда  в  любой  момент 
времени  і>и  поле  заполняет  некоторую  часть  пространства,  внешняя  гра* 
ница  которой  находится  от  Р0  на  расстоянии,  не  превышающем  с(і —  10),  где 
с —  скорость  света.  Следовательно,  если  радиус  К  выбирается  столь  большим, 
что  в  момент  наблюдения  в  Р  вклад  в  возмущение  от  %  отсутствует  (так  как  в 
этот  момент  поле  еще  не  достигло  столь  удаленных  областей),  то  интеграл 
по  равен  нулю.  Учитывая  это  и  пренебрегая  в  производных  по  нормали  чле¬ 
нами  1/г  и  1/5,  малыми  по  сравнению  с  к ,  окончательно  получим  вместо  (14) 

V  (Р)  —  —  ^  ^  ехр  +"~  [С05  (п,  г)— соз(п,  з)]гі$.  (17) 

А 

Это  выражение  называется  дифракционной  формулой  Френеля  —  Кирхгофа . 

Очевидно,  что  вместо  Л  мы  вправе  выбрать  любую  другую  незамкнутую 

поверхность,  границы  которой  совпа¬ 
дают  с  краем  отверстия.  В  частности, 
вместо  Л  можно  взять  часть  ѴР  падаю¬ 
щего  волнового  фронта,  которая  при¬ 
близительно  заполняет  отверстие,  и  часть 
%  конуса  с  вершиной  в  Д0  и  с  образую¬ 
щими,  проходящими  через  края  отвер¬ 
стия  (рис.  8.4).  При  достаточно  большом 
радиусе  кривизны  волнового  фронта 
вкладом  от  очевидно,  можно  пре¬ 
небречь.  Кроме  того,  на  Ц7  имеем 
соз  (п,  г0)  =  1.  Если  еще  положить 

%  =  л — (г0,  5),  то  вместо  (17)  получим 

и  (Р)  „  -  ^  ^  жШ.  (і + соз  х)  аз,  (18) 

где  г  о  —  радиус  волнового  фронта  \Ѵ.  Этот  результат  находится  в  согласии  с 
формулировкой  принципа  Гюйгенса  Френелем,  если  вкладом  от  элемента  <Ш 
волнового  фронта  считать 

-2Г— - (19) 

Сравнивая  (18)  с  (8.2.1),  найдем  для  коэффициента  наклона,  фигурирующего  в 
теории  Френеля,  выражение  **) 

К(Х)=  —  §зДИ-С05Х).(  (20) 

Для  центральной  зоны  %  =  0  и  (20)  дает  Кі  —  К(0)== — /Д,  что  согласуется  с 
(8.2.14).  Видно,  однако,  что  Френель  неправильно  предполагал,  будто 
ЛГ(л/2)-0. 

Возвращаясь  снова  к  дифракционной  формуле  Френеля  —  Кирхгофа  (17), 
отметим,  что  она  симметрична  относительно  источника  а  точки  наблюдения.  Это 

*)  Это  предположение  несущественно,  но  сокращает  обсуждение.  Более  формальную 
аргументацию  см.  в  [9]. 

**)  Выражение  (20)  для  коэффициента  наклона  впервые  получено  Стоксом  [10], 


Рис.  8.4.  К  выводу  дифракционной  фор¬ 
мулы  (18). 
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означает,  что  точечный  источник ,  находящийся  в  Р0»  производит  в  Р  такое  же 
действие ,  какое  производил  бы  точечный  источник  равной  интенсивности ,  по¬ 
мещенной  в  Р.  Этот  вывод  иногда  называют  теоремой  взаимности  (или  теоремой 
обратимости)  Гельмгольца. 

До  сих  пор  мы  предполагали,  что  свет  на  пути  от  источника  до  точки  Р 
не  встречает  других  поверхностей,  кроме  дифракционного  экрана:  в  таком  слу¬ 
чае  падающие  волны  сферические.  Легко  распространить  этот  анализ  и  на 
более  сложные  случая,  когда  форма  волны  не  столь  проста.  И  тогда  мы  опять 
получим,  что  выводы  теории  Кирхгофа  по  существу  эквивалентны  предсказа¬ 
ниям,  сделанным  на  основе  принципа  Гюйгенса  —  Френеля,  при  условии,  что 
в  каждой  точке  волнового  фронта  радиусы  его  кривизны  велики  по  сравнению 
с  длиной  волны  света,  а  углы  достаточно  малы. 

Из  предыдущих  рассуждений  можно  сразу  же  вывести  заключение  о  рас¬ 
пределении  света,  дифрагировавшего  на  дополнительных  друг  другу  экранах, 
т.  е.  на  экранах,  у  которых  отверстия  одного  точно  совпадают  с  непрозрачными 
частями  другого  и  наоборот.  Пусть  і)х  (Р)  и  [/2  (Р)  —  комплексные  возмущения, 
когда  только  один  из  экранов  помещен  на  пути  ме^ду  источником  и  точкой 
наблюдения  Р.  Тогда,  поскольку  6/т  и  Ѵ2  можно  представить  в  виде  интегралов 
по  отверстиям,  а  отверстия  в  дополнительных  экранах  располагаются  так,  что 
полностью  «открывают»  весь  волновой  фронт,  то 

и^и^и.  (2і> 

Это  так  называемый  принцип  Бабине  *)  [11]. 

Из  принципа  Бабине  можно  вывести  два  заключения.  Если  6/х  =  0,  то 
ІД  —  Б!>  т.  е.  в  точках,  где  интенсивность  при  наличии  одного  экрана  равна 
нулю,  в  присутствии  лишь  другого  экрана  она  будет  такой  же,  как  и  в  отсут¬ 
ствие  экранов.  Далее,  если  17  =  0,  то  ІД  = — 6Д,  т.  е.  в  точках,  где  і/  равно 
пулю,  фазы  6Д  и  Ѵ2  различаются  на  я,  а  интенсивности  Д—  | Ь\  |2  и  Д  =  |ГД|2 
одинаковы.  Так,  например,  если  точечный  источник  изображается  хорошо  кор- 
регированным  объективом,  распределение  света  V  в  плоскости  изображений 
повсюду  равно  нулю,  за  исключением  мест,  находящихся  в  непосредственной 
близости  от  изображения  О  источника.  Если  дополнительные  экраны  поместить 
на  пути  между  источником  и  изображением,  то  Д--  Д  всюду,  за  исключением 
мест  близ  О . 

Выводы  из  основного  приближения  (15)  теории  Кирхгофа  подвергались 
многим  критическим  замечаниям,  из  которых  следует,  например,  что  решение 
Кирхгофа  не  дает  исходных  значений  интенсивности  в  плоскости  отверстия 
[12]  (см.  также  [5]  стр.  71,  72  и  [13]). 

Однако  сравнительно  недавно,  Вольф  и  Марчанд  [14]  показали,  что  теорию 
Кирхгофа  можно  изложить  полностью  математически  **).  В  таком  виде  теория 
дает  точное  решение  некоторых  иных  краевых  задач,  чем  (15)  и  (16),  и  полно¬ 
стью  применима  к  основным  проблемам  инструментальной  оптики.  Это  объяс¬ 
няется  главным  образом  тем,  что  длины  волн  оптического  диапазона  малы  по 
сравнению  с  размерами  препятствий,  на  которых  происходит  дифракция  [17] 

В  других  задачах,  относящихся,  например,  к  поведению  поля  в  непосредсі 
венной  близости  к  экранам  и  другим  препятствиям,  нужно  применять  более 


*)  В  §  11.3  приводится  аналогичная  теорема,  которую  можно  считать  строгой  форму¬ 
лировкой  принципа  Бабине.  В  этой  теореме  рассматривается  не  только  скалярная  функция  V , 
но  и  векторное  электромагнитное  поле. 

45  *)  Коттлер  [14а]  также  нашел,  что  теория  Кирхгофа  дает  строюе  решение  определенной 
задачи,  связанной  с  разрывом  непрерывности  (задачи  с  заданными  разрывами,  а  не  с  заданными 
граничными  значениями).  Такая  интерпретация  представляет  большой  интерес  в  связи  с  зада¬ 
чей  дифракции  на  черном  (полностью  поглощающем)  экране  (см.  также  [51,  стр.  98  и  [15]). 

В  статье  [16]  содержатся  многочисленные  ссылки  на  работы,  касающиеся  различных 
видоизменений  теории  Кирхгофа. 
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тонкие  методы.  Такие  задачи  необходимо  рассматривать  как  задачи  электро- 
магнитной  теории  с  граничными  условиями  и  считать  источники  особыми 
точками  волновых  функций.  Решения  подобных  задач  найдены  только  для 
очень  небольшого  числа  случаев;  некоторые  из  них  будут  рассмотрены  в  гл  11. 

8.3.3.  Дифракция  Фраунгофера  и  Френеля.  Исследуем  теперь  подробно 
дифракционный  интеграл  Френеля  —  Кирхгофа  (17) 

(/(/>)=  —  Д  ехр  ^(г  +  5)1  [С08  (я,  Г)  —  С05  (п,  «)]  аз.  (22) 


Рис.  8  5.  Дифракция  на  отверстии  в  плоском 
экране 


Когда  элемент  сіЗ  пробегает  область  интегрирования,  г+з  в  общем  слу¬ 
чае  будет  изменяться  на  очень  много  длин  волн;  и  поэтому  множитель  в 

ехр  \ік  (г  +  з)]  будет  быстро  осцилли- 
ровать.  Кроме  того,  если  расстояния  от 
точек  Ро  и  Р  до  экрана  велики  по 
г  уЖ  ^  Жж,  8  сравнению  с  линейными  размерами 

[ГІ  ~л %'■'  — — - —  ,  п  отверстия,  то  множитель  [соз  (и,  г)  — 

г '  _  8 '  —  соз  (я>  5)1  изменяется  по  отверстию 

У  г  незначительно.  Далее,  предполагая, 

что  ^  зт0  ЛІ°бая  точка  отверстия  и 
углы,  образованные  линиями  Р00  и 
Рис.  8  5.  Дифракция  на  отверстии  в  плоском  ОР  С  РцР,  не  СЛИШКОМ  велики,  можно 
экране  заменить  этот  множитель  на  2созб, 

где  б  —  угол  между  линией  Р0Р  и 
нормалью  к  экрану  И  наконец,  множитель  1/г$  можно  заменить  на  1  !ггз\  где 
Риз'  —  расстояния  от  точек  Р0  и  Р  до  начала  координат;  тогда  (22)  све¬ 
дется  к 

У(Р)«-^_Цехр  [ік (г  +  х)]  аЗ  (23) 

Л 

,  Возьмем  за  начало  декартовой  системы  координат  точку  О  отверстия,  а  оси 
0х  и  Оу  выберем  в  плоскости  отверстия.  Будем  считать,  что  ось  г  направлена  в 
сторону  полупространства,  в  котором  находится  точка  наблюдения  Р  (рис, 
8.5). 

Пусть  (лт<ь  уо,  г0)  и  (*,  у ,  г)  —  координаты  точек  Ра  и  Р  соответственно,  а 
{5.  *])  —  координаты  точки  0  отверстия;  тогда 

г2  =  (х0— ІУ  +  О/о— •пГ  +  г?,  )  2 

&*  =  (х-Ь)*  +  (у- т\Г  +  г\  ( 

г'*  =  х*  +  у о  4-г*,  (  ^25) 

8,а  =  хг  +  уі+г‘.  I 


Следовательно. 


.г'*-2(*6+*.Ч)  +  ІЧ 

=  х'2  —  2(хІ  +  ЭТ)  +  І2  +  і 


^  ) 
Г)2.  / 


Мы  предположили,  что  линейные  размеры  экрана  малы  по  сравнению  с  г '  и  я'і 
и  поэтому  можем  разложить  г  и  з  в  степенные  ряды  по  |/Р,  т|/г\  |/Ѵ  и  ц/з': 
тогда  получим 

г _ /  |  (*оІ+УоЧ)а _  "1 

Г~Г  г,  -Г  2Р  2 г'3  •  *  *  1 


(хІ  +  УЧ)* 
2$'3 


Подстановка  (27)  в  (23)  дает 

п /р\ _ Л  ехр  [*&(/•' ~Н')І 

ѵ  \г}~  л  />Ѵ 


ЭД  «р  [шпъ,  -п>]  аі  ац. 
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тде 

НЪ,  11) 


—  _ІПІ±МІ 


|  +  Т)3  (Хо^+у0Т|)а  (х&+  Щ])3  ,одѵ 

$'  2г  2$'  }г'л  ^ 


2г'* 


'2ь'* 


Если  мы  обозначим  первые  два  направляющих  косинуса  через  (/0,  гп0)  и  (/,  т)> 
т.  е. 


_ ,  _  х_ 

Г'  *  *  5*  * 


тЛ  =  — 


У  о 


У 

/л  , 

5  * 


(30) 


то  (29)  можно  переписать  в  виде 

/(І,  ч)-(/»-06  +  (т.-«)Ч  +  т{(^  +  ?)  (І2  +  Ч2)- 

(л,і+^оп)а  (іьНЬеііі!  I  ^  ^  (Зі) 


Мы  свели  задачу  определения  светового  возмущения  в  Р  к  вычислению 
интеграла  (28).  Конечно,  оно  упростится,  если  в  /  пренебречь  квадратичными 
членами  и  членами  более  высоких  порядков  относительно  5  и  тр  В  этом  случае 
мы  имеем  дело  с  дифракцией  Фраунгофера ;  если  же  квадратичными  членами 
пренебречь  нельзя, —  то  с  дифракцией  Френеля .  К  счастью,  более  простой  слу¬ 
чай  дифракции  Фраунгофера  представляется  в  оптике  значительно  более 
важным.  , 

Строго  говоря,  члены  второго  и  более  высоких  порядков  исчезают  только 
в  предельном  случае  г'->о о  и  т.  е.  когда  и  источник,  и  точка  наблю¬ 

дения  находятся  в  бесконечности  (тогда  надо  допустить,  что  и  множитель  А 
перед  интегралом  стремится  к  бесконечности  так  же,  как  г'з'.  Однако  очевидно, 
что  вклад  членов  второго  порядка  в  интеграл  невелик,  если 

±к\ (Іг+1)  ^  +  |<2я.  (32) 


Можно  сразу  же  указать  определенные  условия,  при  которых  (32)  удов¬ 
летворяется.  Для  этого  воспользуемся  неравенством  вида  (/0^  + 

<!(/*  +  т%)  (I2  +  г)2)  и,  вспомнив,  что  ,  ті,  1 2  и  тг  не  превышают  единицы,  по¬ 
лучим,  что  (32)  удовлетворяется,  если 


/•'1>(^+|2)маке  И  і5'1><|2+я)М'"‘С’ 


(33) 


или  если 


И,  гпі 


/2,  шг  <3^  ^ 


\г'\Ь 


+  ЛЛ)ы 


(34) 


Условия  (33)  позволяют  оценить  расстояния  г'  и  5',  при  которых  применимо 
приближение  Фраунгофера.  Условия  (34)  означают,  что  дифракция  Фраунго¬ 
фера  имеет  место  и  тогда,  когда  точка  наблюдения  находится  в  плоскости, 
параллельной  плоскости  отверстия  при  условии,  что  точка  наблюдения  и 
источник  света  достаточно  близки  к  оси  г.  Здесь  следует  различать  два  сл\чая. 
Если  г'  отрицательно,  то  падающие  на  отверстие  волновые  фронты  имеют  вог¬ 
нутость  в  направлении  распространения  и  точка  Р0  является  центром  схож¬ 
дения,  а  не  расхождения  падающей  волны.  Этот  случай  очень  важен  для 
практики,  так  как  осуществляется  в  пространстве  изображений  хорошо  кор- 
регированной  центрированной  системы,  изображающей  точечный  источник, 
расположенный  недалеко  от  оси.  Дифракционная  картина  Фраунгофера  обра¬ 
зуется  в  параксиальной  плоскости  изображений  и  может  рассматриваться  как 
результат  дифракции,  дающей  изображения  волны  на  выходном  зрачке.  Если 
г'  положительно,  то  волновые  фронты  имеют  выпуклости  в  направлении  рас¬ 
пространения;  дифракционные  картины  оказываются  мнимыми  и  кажутся 
образованными  на  экране,  проходящем  через  источник  Р0.  Этот  случай  имеет 
место,  например,  тогда,  когда  отверстие  в  экране  находится  непосредственно 
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перед  глазом  или  когда  установка  объектива  зрительной  трубы  соответствует 
рассматриванию  удаленного  источника  света. 

Чтобы  составить  ясное  физическое  представление  о  том,  почему  дифрак¬ 
ционная  картина  Фраунгофера  наблюдается  в  фокальной  плоскости  хорошо 
коррсгированного  объектива,  сравним  сначала  две  ситуации,  показанные  на 
рис.  8.6.  На  рис,  8.6,  а  пучок  лучей  от  бесконечно  удаленной  точки  падает  на 
отверстие  в  направлении,  определяемом  направляющими  косинусами  /0,  т0, 
Пц.  Можно  считать,  что  дифракция,  наблюдаемая  в  направлении  /,  ш,  п  в  очень 
удаленной  точке  Р,  возникла  в  результате  суперпозиции  плоских  волн,  ис¬ 
ходящих  из  каждой  точки  отверстия  в  этом  направлении.  Такие  волны  (не 


Рис.  8.6.  Сравнение  двух  случаев  дифракции  Фраунгофера. 


существующие  в  рамках  геометрической  оптики)  можно  назвать  дифрагирова¬ 
вшими  волнами ,  а  соответствующие'  волновые  нормцли  —  дифрагировавшими 
лучами . 

Если  теперь  поместить  хорошо  коррегированный  объектив  позади  экрана 
(см.  рис.  8.6,  б),  то  весь  свет,  дифрагировавший  в  направлении  (/,  т ,  п)у  собе¬ 
рется  в  фокусе  Р'  в  фокальной  плоскости  объектива.  Так  как  длины  оптических 
путей  всех  лучей,  приходящих  в  Р '  от  волнового  фронта  дифрагировавшего 
пучка,  равны,  то  по  существу  интерференционные  эффекты  остаются  такими 
же,  как  и  в  первом  случае,  конечно,  при  условии,  что  объектив  так  велик,  что 
не  вносит  дополнительной  дифракции.  Более  общее  ограничение,  состоящее  в 
том,  что  на  отверстие  должна  падать  плоская  волна,  также  можно  снять,  если 
длины  путей  от  источника  до  Р*  примерно  одинаковы  для  всех  лучей. 

В  случае  дифракции  Фраунгофера  четыре  величины  /0,  т0і  /,  т  входят  в 
(31)  только  в  комбинации 

р=1  —  199  д  =  т  —  т^  (35) 

Следовательно,  в  той  области,  где  справедливо  упомянутое  выше  прибли¬ 
жение,  картина  не  изменится,  если  отверстие  сместится  в  своей  собственной 
плоскости.  г 

Запишем  интеграл,  описывающий  дифракцию  Фраунгофера,  в  виде 

і/(Р)  =  С^ехр  [  ік  (36> 

Л 

здесь  С — величина,  стоящая  перед  интегралом  (28).  С  определяется  через 
величины,  связанные  с  положениями  источника  и  точки  наблюдения;  однако 
на  практике  часто  удобнее  выражать  ее  через  другие  величины.  Пусть  Е  — 
полная  энергия,  падающая  на  отверстие.  По  закону  сохранения  энергии  вся 
энергия,  достигающая  плоскости  наблюдения,  должна  равняться  Е\  поэтому 
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должно  выполняться  нормирующее  условие 

$$ \і?  (р,  д)\айрсід  =  Е-,  (37) 

здесь  интегрирование  производится  по  всем  возможным  значениям  величин  р 
и  7.  Уравнение  (36)  можно  записать  теперь  в  виде  интеграла  Фурье 

.  Щр,  9)=||о(і,  Т))ехр  .  (38) 

где  О  —  функция  зрачка  *),  определяемая  как 

<?(|,  т|)  =  сопз1:  (С)  в  точках  отверстия, 

0(%,  я)=0  в  точках  вне  отверстия, 

а  интеграл  берется  по  всей  (5,  т]) -плоскости. 

По  теореме  Парсеваля  для  фурье-преобразования  [18]  имеем 

|0<«.  =  (40) 

или,  используя  (37)  и  (39)  и  обозначая  площадь  отверстия  через  П, 

Тл  =  |СрО,  '  (41) 

откуда  **)  _____ 

с-ІѴТ-  .  <42> 

Тогда,  основной  интеграл,  описывающий  дифракцию  Фраунгофера,  прини¬ 
мает  вид 

.  Ѵ(Р,  Я)  =  {  ]/ 411 ехр  ік  Ір1  +  *»]  аг  а'ѵ  ИЗ) 

Следует  обратить  внимание,  что  интенсивность  /0  =*  |{У.(0,  0)|3  в  центре  кар¬ 
тины,  где  р  =  <7  =  0,  равн^ 

(х)’-&  (Я  <*<*)' =  (44) 

При  выводе  (43)  мы  пренебрегли  тем,  что  формула  (36)  была  получена 
для  ограниченной  области  величин  р  и  д.  Однако  ошибка,  вносимая  при  рас¬ 
пространении  интегрирования  в  (40)  на  все  значения  р  и  д,  ничтожна,  так  как 
величина  V  ( р ,  д)  очень  мала  всюду,  за  исключением  области,  находящейся  в 
непосредственной  близости  от  точки  р  =  д=^0. 

Однако  вернемся  к  основному  интегралу  (28)  теории  дифракции.  Когда 
точка  (5,  т|)  пробегает  область  интегрирования,  функции  тр  изменяется 
на  очень  много  длин  волн;  поэтому  вещественная  и  мнимая  части  подынтег¬ 
рального  выражения  многократно  изменяют  знак.  В  общем  случае  вклады  от 
различных  элементов  фактически  уничтожают  друг  друга  (деструктивная  ин¬ 
терференция).  По  для  элементарного  участка,  окружающего  точку  (назовем  ее 
критической  точкой  или  полюсом ),  где  /(§,  т|)  постоянна,  положение  другое. 
Здесь  подынтегральное  выражение  изменяется  значительно  медленнее,  и 
можно  ожидать,  что  его  вклад  станет  заметным.  Поэтому,  если  длина  волны 
достаточно  мала,  величина  интеграла,  по  существу,  определяется  поведением  / 
вблизи  точек,  где  [  постоянно.  Это  является  основой  метода  стационарной 
фазы ,  позволяющего  определить  асимптотическое  поведение  интегралов  опре¬ 
деленного  класса  (более  подробно  он  разбирается  в  приложении  3).  Ниже  мы 

*)  Более  общие  функции  зрачка  рассматриваются  в  §  8.6  и  9.5. 

**)  Постоянный  фазовый  множитель  опускается,  так  как  он  не  вносит  вклада  в  интенсив¬ 
ное!  ь  /=|(/|2. 
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используем  предыдущие  результаты  для  классификации  дифракционных  яв¬ 
лений. 

Сравнивая  (22)  и  (28),  мы  видйм,  что  г +  5  =  +5' +/,  и  поэтому  (см. 

рис.  8.5) 

/^Р^  +  фР  +  сопзі.  (45) 

Очевидно,  /,  рассматриваемая  как  функция  (},  постоянна,  когда  С}  коллинеарно 
с  Рс  и  Р,  Следовательно,  основной  вклад  в  возмущение  в  точке  Р  поступает 
от  точек,  находящихся  в  непосредственной  близости  к  точке  <?,  в  которой 
линия,  соединяющая  источник  с  точкой  наблюдения,  пересекает  плоскость 
отверстия.  В  частном  случае  дифракции  Фраунгофера,  Р0  и  Р  находятся  в 
бесконечности  и  особой  точки  $  не  существует.  Следовательно,  в  данном  случае 
поведение  дифракционного  интеграла  должно  быть  необычным. 

В  §  8.5 — 8.8  мы  рассмотрим  наиболее  важные  случаи  дифракции  Фраун¬ 
гофера  и  Френеля.  Но  сначала  следует  убедиться,  что  при  вычислении  интен¬ 
сивности  света  мы  вправе  пользоваться  скалярной  волновой  функцией  V. 

§  8.4.  Переход  к  скалярной  теории*) 

При  выводе  интегральной  теоремы  Кирхгофа  мы  воспользовались  только 
одним  свойством  функции  I],  а  именно  тем,  что  она  удовлетворяет  однородному 
скалярному  волновому  уравнению.  Следовательно,  эта  теорема  и  заключения 
предыдущей  главы  применимы  к  каждой  декартовой  компоненте  векторов  поля, 
векторного  потенциала,  векторов  Герца  и  т.  д.  в  областях,  где  не  существует 
ни  токов,  ни  зарядов.  Для  того  чтобы  полностью  описать  поле,  теорему  Кирх¬ 
гофа  следует  применять  отдельно  к  каждой  декартовой  компоненте.  Однако  в 
силу  удачного  стечения  обстоятельств  в  большинстве  оптических  задач  вполне 
достаточно  приближенного  описания  поля  одной  комплексной  скалярной  вол¬ 
новой  функцией. 

Для  полного  описания  электромагнитного  поля  необходимо  знать  вели¬ 
чины  векторов  поля,  а  также  их  направления  (поляризацию)  как  функции 
положения  и  времени.  Но  в  оптическом  поле  вследствие  его  очень  высокой  ча¬ 
стоты  (порядка  ІО14  се/с~х)  измеряются  не  мгновенные  значения  этих  величин,  а 
лишь  значения,  усредненные  по  времени  в  интервале,  большом  по  сравнению  с 
периодом  световых  колебаний.  Более  того,  обычно  имеют  дело  с  естественным 
светом,  где  в  наблюдаемом  (макроскопическом)  поле  нет  преимущественных 
направлений  поляризации.  В  этом  случае  первостепенное  значение  имеет  ин¬ 
тенсивность  /,  уже  определенная  в  п.  1.1.4  как  средняя  повремени  энергия, 
протекающая  в  единицу  времени  через  единицу  площади,  содержащую  элект¬ 
рический  и  магнитный  векторы,  т.  е. 

/  =  ^|<ЕхН>|. 

Мы  покажем,  что  интенсивность  электромагнитного  поля,  связанного  с  про¬ 
хождением  естественного  света  через  правильно  рассчитанные  оптические 
приборы  с  отверстием  средней  величины,  можно  приближенно  выразить  через 
одну  комплексную  скалярную  волновую  функцию  с  помощью  формулы  **) 

‘  /-  йч 

и  что  функцию  V  можно  вычислить,  зная  эйконал  системы. 

8.4.1.  Поле  изображения,  создаваемое  монохроматическим  осциллятором. 
Рассмотрим  симметричную  оптическую  систему,  освещенную  точечным  источ- 

*)  Здесь  мы  в  основном  пользуемся  исследованием  [19] 

**)  Вольф  [201  показал,  что  в  более  общем  случае  усредненные  но  времени  плотность 
энергии  и  поток  энергии  в  поле  неполяризованного  квазимонохроматического  излучения  всегда 
можно  получить  из  одной  комплексной  гармонической  во  времени  скалярной^олновой  функции. 
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ником  света,  находящимся  в  Р0  (рис.  8.7)  и  испускающим  естественный  ква¬ 
зимонохром  ати  чески  й  свет  с  частотой  ш0.  Предположим,  что  угол  наклона  лу¬ 
чей,  прошедших  сквозь  систему,  к  оси  невелик,  скажем,  не  больше  10°  или  15°. 
Поместим  начало  декартовой  системы  координат  ( хи  х2,  х3)  в  точку  Р0  и  будем 
считать,  что  ось  х3  направлена  вдоль  главного  луча.  Можно  рассматривать 
источник  как  диполь  с  моментом  О  (I),  у  которого  со  временем  і  изменяется  и 


Рис.  8.7.  Распространение  электромагнитной  волны  через  оптическую  систему. 


величина  и  ориентация.  Запишем  компоненты  0(0  по  трем  направлениям  в 
виде  интегралов  Фурье,  т.  е. 

-И  ос 

0 ДО  ехр  Ш)  аа>  (/=1.2.  3).  (П 

Так  как  <2;(0  действительно,  комплексные  величины  (со)  удовлетворяют  соот¬ 
ношениям 

<?;(—  (2) 

где  звездочка  означает  комплексное  сопряжение.  Следовательно,  (1)  можно 
записать  в  виде 

С;(0  =  Ке||/Т|?у(со)ехр(— ісо/)й<й|  (/=1,2,3).  (3) 

Каждая  компонента  Фурье  в  (3)  представляет  собой  монохроматический  ос¬ 
циллятор  Герца  с  осью  вдоль  направления 

Пусть  |  ^  (со)  |  и  6;  (со)  —  амплитуда  и  фаза  (со),  т*  е* 

Я;  (ю)  =  I  Я)  (ю)  I  ехр  [Іб;  (©)] .  (4) 

Так  как  предполагается,  что  наш  источник  излучает  квази  монохроматический 
свет,  модуль  \^^  (со)  |  для  каждого  /  заметно  отличается  от  нуля  только  в  узком 

интервале  (со0 — 2^со»  о)0+4'^Сд)‘  Предположение  о  том,  что  источник  испу¬ 
скает  естественный  свет,  означает,  что  функции  6/(00)  быстро  и  беспорядочно 
изменяются  по  частотному  диапазону  *).  . 

Так  как  исследуемое  поле  можно  рассматривать  как  суперпозицию  строго 
монохроматических  полей,  то  удобнее  сначала  исследовать  вклад,  вносимый  в 
интенсивность  каждым  монохроматическим  осциллятором  Герца,  находя¬ 
щимся  в  Р0.  Поле  такого  осциллятора  слабо  вблизи  его  оси,  и  можно  принять, 
что  углы,  под  которыми  из  Р0  видны  диаметры  входного  зрачка,  малы;  поэтому 
существенный  вклад  в  поле  вносят  только  компоненты  0  (/),  а  именно  С1Х  (і)  и 
<2г(0’  Возьмем  в  качестве  произвольного  осциллятора  такой,  ось  которого 
лежит  в  плоскости  х±х2. 


*)  Более  подробное  исследование  этого  вопроса  можно  найти  у  Планка  |21], 
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Пусть 

Не  {<?  ((о)  р0  ((о)  ехр  (—  іо>/)}  (5) 

‘ — момент  такого  произвольного  диполя,  а  р0(оо) —  единичный  вектор  в  на¬ 
правлении  оси  диполя.  Поле  этого  диполя  в  точке  Т  в  вакууме  на  расстоянии 
от  точки  Ро,  большом  по  сравнению  с  длиной  волны  Я  =  (2яс/оо),  определяется 
(см.  (2.2.64))  выражениями 

Еи>  =  Ке  |  ^  |  <7(о>)|  г0  х  (Ро  (ш)  х г0)  ехр  [(.[б  (со)— со  (/—л/с)]]  )  , 

Н„,  =  Не  |  ^  |  (со)|г„ х ро (®) ехр  [і  [б (со) —  со(/— л/с)]]  |  , 

где  г0  обозначает  единичный  радиальный  вектор. 

Пусть  —  произвольный  геометрический  волновой  фронт  в  простран¬ 
стве  предметов  на  расстоянии  от  Р0>  большом  по  сравнению  с  длиной  волны. 
Так  как  мы  предположили,  что  углы»  которые  лучи  составляют  с  осью  системы, 
малы,  то  из  (6)  непосредственно  следует,  что  в  любой  данный  момент  векторы 
Еш  и  Нш  незначительно  изменяются  по  величине  и  по  направлению  по  всему 
фронту  47 ь 

Первая  поверхность  *)  ах  оказывает  на  падающее  поле  двойное  действие. 
Во-первых,  амплитуды  векторов  поля  уменьшаются  вследствие  потерь  при 
отражении  и,  во-вторых,  изменяются  направления  колебаний.  Формулы  Фре¬ 
неля  показывают,  что  оба  эффекта  зависят  главным  образом  от  величины  угла 
падения.  Если  угол  мал  (около  10°),  потери  на  отражение  также  малы  (около 
5%),  а  поворот  плоскостей  колебаний  не  превышает  нескольких  градусов  (см. 
§  1.5).  Кроме  того,  эти  эффекты  практически  одинаковы  по  всей  поверхности 
0і.  Так  как  независимые  от  времени  части  Е<(,  и  Нш  незначительно  изменяются 
по  волновому  фронту  №Т,  они  столь  же  мало  изменяются  и  по  преломленному 
волновому  фронту  47',  распространяющемуся  после  ох  (см.  рис.  8.7).  Те  же 
рассуждения  применимы  к  обоим  полям  и  на  любом  другом  волновом  фронте, 
движущемся  в  пространстве  между  сгх  и  второй  поверхностью  о».  В  самом  деле, 
в  п.  3.1.3  было  показано,  что  в  однородной  среде  направление  колебаний 
вдоль  каждого  луча  остается  постоянным  и,  так  как  волновые  фронты  близки  к 
сферическим  (с  центром  в  параксиальном  изображении  точки  Р 0  первой  по¬ 
верхностью),  то  амплитуды  уменьшаются  почти  в  отношении  параксиальных 
радиусов  кривизны  волновых  фронтов. 

Повторяя  те  же  рассуждения,  мы  в  конце  концов  перейдем  к  волновому 
фронту  47,  проходящему  через  центр  С  выходного  зрачка,  и  снова  отмстим,  что 
независимые  от  времени  части  Еш  и  Н(й  не  изменяются  заметным  образом  по 
этому  волновому  фронту.  Такой  результат  позволяет  сразу  написать  прибли¬ 
женное  математическое  выражение  для  векторов  поля  в  области  изображения. 

Пусть  начало  прямоугольной  системы  декартовых  координат  (х,  у ,  г)  на¬ 
ходится  в  параксиальном  изображении  Рх  точки  Р0у  а  ось  г  направлена  вдоль 
СРі .  Поле  во  всех  точках  отверстия,  за  исключением  точек,  находящихся  в 
непосредственной  близости  от  его  края,  можно  приближенно  представить  в 
виде  выражений  (см.  гл.  3) 


Е^(х,  у,  г,  *)  = 


=  Ке  у,  г) ехр 

^  |б(со) — <0  | 

і  У>  2)]}] 

і ' 

Нц,  (х,  у,  г,  /)  = 

[/—  У<  г)] 

н 

=  Ке  |  ~ (х,  у,  г)  ехр 

|\*  |  6  (со) — со  | 

1  * , 

*)  Здесь  предполагается,  что  ох  —  преломляющая  поверхность.  Если  —  зеркало,  то 
необходимо  только  небольшое  изменение  наших  рассуждений,  что  следует  из  рассмотрения  фор¬ 
мул  Френеля, 
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которые  мы  вправе  рассматривать  как  обобщение  (6).  Здесь  (я,  у,  г)  ~ 
длина  оптического  пути  от  точки  предмета  до  точки  (л*,  у ,  г),  а  еОІ  (х,  у ,  2)  и 
(*»  У  *  г)  —  взаимно  ортогональные  вещественные  векторы  *).  В  однородной 
немагнитной  среде  с  показателем  преломления  п  эти  векторы  удовлетворяют 
соотношению  (см.  уравнения  (3.1.19)  и  (3.1.20)) 

|Ьш|  =  «|еД.  (8) 

Рассмотрим  опорную  сферу  5  с  центром  в  Ри  проходящую  через  центр  С 
выходного  зрачка,  и  обозначим  ее  радиус  СРг  через  Р.  Практически  расстоя¬ 
ние  между  5  и  ЧР  нигде  не  превышает  нескольких  десятков  длин  волн.  Следо¬ 
вательно,  на  5,  также  как  и  на  векторные  амплитуды  и  Ьц,  практически 
постоянны  по  величине  и  по  направлению. 

Пусть  Р(Х,  У,  2) —  точка  в  области  изображений,  где  определяется  ин¬ 
тенсивность.  Если  углы,  под  которыми  из  Р  видны  диаметры  выходного  зрач¬ 
ка,  малы,  то,  используя  формулу  Кирхгофа  с  теми  же  допущениями,  как  и  в 
предыдущем  параграфе,  и  интегрируя  выражение  (7)  по  части  5'  поверхности 
«5,  приблизительно  покрывающей  выходной  зрачок,  найдем,  пренебрегая  из¬ 
менением  коэффициента  наклона  на  5', 

Еш  (X,  У,  2,  0=Де^5  ехР  I6  <*) -«*])  й  т  е“>  <*'■»'• г)' х 
X  ехр  у’,  2')  +  5]]  аз, 

Нш  (X,  у,  г,  і)  =  ехр  (г  [6  (со) -соф  (х\  у',  г')  X 

3' 

X  ехр  ^,2')  +  5]]с/5. 

Здесь  5 —  расстояние  от  произвольной  точки  (х*,  у\  г')  па,  опорной  сфере  до 
точки  Р . 

Так  как  векторы  ет  (х\  у\  г')  и  (х\  у\  г')  не  меняются  заметно  по  по¬ 
верхности  интегрирования,  можно  заменить  их  значениями  еш  (0,  0, —  Р)  и 
(0,  0,  —  которые  они  принимают  в  центре  С  выходного  зрачка.  Тогда, 
поскольку  эти  векторы  взаимно  ортогональны  и  удовлетворяют  (8),  можно 
принять,  если  вдобавок  считать  п—  1,  что 

е(»  (0,  о,  —  Л)  =  а  (СО)  а  (со),  )  ^ 

МО,  0,  -ф=а(ш)р(ш),  / 

где  а  (со)  и  р  (со) —  ортогональнще  единичные  векторы,  лежащие  в  плоскости 
перпендикулярной  к  направлению  г .  Соотношение  (9)  принимает  вид 

Еш  (X,  У,  2,  і)  =  Де  |  -з-  (X,  У,  2)  а  (со)  а  (со)  еХр  [і  [6  (со)— со/]]  )  ,  ) 

Н„(Х,  У,  2,  і)  =  ке  {  %  Ѵт  (X,  У,  2)  а  (со)  р  (со)  ехр,  [с  [6  (со)— со/)] }  ,  |  °  ° 
где  —  скалярная  волновая  функция  вида 

Ѵш  (X,  Г,  2)  7  ехР  [« т  [*•  <*'.  у *')  +  «]]  08-  (12) 

Вычисляя  вектор  Пойнтинга  5^  =  с  I  Еш  X*  Н„,  1/4д  и  усредняя  по  вре¬ 
мени,  получим  непосредственно  из  (11),  что  интенсивность  в  точке  Р(Х ,  У,  2), 
обусловленная  одиночным  диполем  (определяемым  формулой  (5)),  помещенным 

*)  Вещественный  характер  еш  и  следует  из  того  обстоятельства,  что  в  (6)  соответствую¬ 
щие  векторы  вещественны  (линейная  поляризация)  и  что  поляризация  остается  линейной  при 
каждом  отражении.  Кроме  того,  между  любыми  двумя  последовательными  поверхностями  со¬ 
стояние  поляризации  постоянно  вдоль  каждого  луча,  как  это  показано  в  п.  3.1.3. 
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в  Р 0,  пропорциональна  квадрату  модуля  скалярной  волновой  функции 
2).  Однако,  чтобы  использование  одной  скалярной  волновой  функции 
для  расчета  интенсивности  было  оправдано,  усреднение  ио  времени  следует 
выполнять  не  для  одной  монохроматической  компоненты,  а  для  всего  поля. 

8.4.2.  Полное  поле  изображения.  Мы  видели,  что  вклад  каждой  частотной 
компоненты  в  полное  поле  можно  рассматривать  как  результат  действия  двух 
диполей,  помещенных  в  Р0,  с  осями,  направленными  вдоль  и  х2.  Таким  обра¬ 
зом,  из  (1)  и  (11)  следует,  что  если  мы  с  помощью  соотношений  типа  (2)  опреде¬ 
лим  также  вклад  от  отрицательных  “частот,  то  полное  поле  в  области  изобра¬ 
жения  приближенно  можно  представить  в  виде 
00 

Е  (. X ,  У,  2.  і)  =  -^=  $  -5-  Ѵя  (X,  V,  2)  К  (со)  о,  (со)^хр  [«А  (со)]  + 

4-  аг  (со)  а2  (о>)  ехр  [іб2  ((о)]  ]  ехр  ( —  ті)  <ісо, 

щх,у,г,  Ы®)М«)  ехр  [А(®)1  + 

+  #2(ю)  Рз(®)  ехр  [«,(«)]]  ехР( — Ш)й<ь. 

Здесь  индексы  1  и  2  относятся  к  вкладам  осцилляторов,  оси  которых  направ¬ 
лены  вдоль  хх  и  хг. 

Для  того  чтобы  определить  интенсивность  в  области  изображений,  напи¬ 
шем  отдельно  выражения  для  каждой  декартовой  компоненты  векторов  Е  и  Н. 
Пусть  Ѳі  (со)  и  02  (со)  —  углы,  которые  единичные  векторы  га,  (ш)  и  га2(со)  состав¬ 
ляют  с  осью  х  в  пространстве  изображений.  Так  как  аДсо),  рДсо)  и  сс2(а>), 
(со)  —  вещественные  взаимно  ортогональные  векторы,  лежащие  в  плоско¬ 
сти,  перпендикулярной  к  оси  г,  то  в  соответствии  с  (13)  получим,  что  компо- 
центы  векторов  Е  и  Н  приближенно  равны  *) 

ЕЛХ,Ѵ,29і)  =  Ну&шѴ,2,і)  = 

+  ж 

=  -р=  ]  (X,  У,  2)  {  (щ)  ехр  (—  Ш)  с/со, 

Еу  (X,  К.  2,1)  =  —  Нх  (X,  У,  2~і)  =  I  П4> 

— |  НШ(Х,  У,2)§(м)ехр(—  /со/)  с/со, 

Ег  (Х,’У,  2,і)  =  Нг(Х,У  ,1, 1)  =  О, 

Где 

/  («О  =  4  К  (®) С05  ѳі  ехР  [‘А  (®)]  +  аг  (со)  С05  Ѳг  (со)  ехр  [А  (со)]] , 

ё (®)  =  4  К  зіп  ехР  №  (“)]  +йг  (®)  зіп  Ѳ2  (®)  ехр  [А  (со)] ] . 

Из  П4)  следует,  что  величину  вектора  Пойнтинга  5-с|ЕХ  Н]/4я  приближенно 
можно  представить  в  виде 

|3|  =  ^[Яг4-^]=4[Я*+Д>].  (16) 

Теперь  нужно  определить  среднее  по  времени  этой  величины  **). 

*)  Было  бы  неправильно  делать  из  (14)  вывод,  что  в  области  изображения  направление 
потока  энергии  обязательно  параллельно  г.  Относительные  ошибки  в  (14)  могут  существенно 
повлиять  на  определение  направления  в  областях,  где  интенсивность  мала,  например  в  обла¬ 
стях  вблизи  темных  колец  в  картине  Эйри. 

а  Использованный  здесь  метод  вычисления  среднего  предложен  Борном  и  Йор¬ 
даном  [22]. 


•  (13) 
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Учитывая  требование  сходимости,  мы  предполагаем,  что  поле  излучения 
существует  только  в  промежутке  времени  между  і  —  —  Т  и  і~Тл  где  7Т>>  2л;/ (о0. 
Теперь  нетрудно  перейти  к  пределу  Г-э-оо.  В  силу  обратной  теоремы  Фурье 
получим  из  (14) 

т 

иш(Х,  V,  2)  I  (<о)  =  I  Ех (X,  Г,  2, і)  ехр  («о і)Лі.  (17) 

Аналогичные  выражения  можно  написать  и  для  Еу,  Нх  я  Ну.  Тогда  в  соответ¬ 
ствии  с  (14)  имеем 

т  т  * 

<^>  =  2Г^  ^^  =  2Г  I  Е*аіѴШІ  (со)  ехр  ( —  №і)  Аы,  (18) 

—  Т  -У  '  “  -00 

или,  меняя  порядок  интегрирования  и  учитывая  (17), 

+  да  Т  +  со 

<Щ>  =  2Г  I  С„/(«)<Ь>-П=  С  Ехе\р(—ш()М  =  ~  ^  С„/«ДоД>  <&>  = 

—  00  —  Г  —  ОО 

00 

=  ТЛ^1а1П®)1гйсо,  (19) 

О 

так  как  и  [( — сю)™/*  (со).  Аналогично 

со 

(20) 

о 

Следовательно,  интенсивность  І(х,  у,  г),  определенная  как  средняя  по  вре¬ 
мени  величина  вектора  Пойнтинга,  равна,  согласно  (16),  (19)  и  (20), 

со 

/  (х,  у,  г)  =  ^  I  г/и  (X,  К  2)141/ («>)  р  + (о)  I3]  Ао.  (21) 

О 

Если  величина  |  А  со  |  достаточно  мала,  то  [  ІІІЛ  |  практически  не  зависит  от  со 
в  диапазоне  эффективных  частот,  и  |  [  можно  заменить  на  1 \  и  вынести 

за  знак  интеграла.  Оставшийся  член 

да 

-4^-5{|/(®)І2  +  и(й))|а}й(0,  (22) 

о 

не  зависящий  от  X,  У  и  2,  также  не  должен  зависеть  от  Т  (неявно  содержа¬ 
щегося  в  /  и  о,  на  основании  (17)),  если  наблюдается  стационарное  явление. 
Поэтому  величина  (22)  постоянна  (допустим  равна  С),  и  окончательно  можно- 
написать  выражение  для  интенсивности  в  виде 

/  (X ,  К,  2)  С  |  і/<й0  (X ,  У ,  2)  | 3.  (23) 

Постоянная  С  сложным  образом  зависит  от  характеристик  источника  и  опти¬ 
ческого  прибора.  Однако  в  обычных  условиях  интерес  представляет  только  от¬ 
носительное  распределение  интенсивности,  а  не  ее  абсолютная  величина. 
В  этом  случае  интенсивность  измеряется  просто  величиной  |  ѴІО(і  |2.  Таким  об¬ 
разом,  комплексная  скалярная  функция  (12)  позволяет  вычислять  распреде¬ 
ление  интенсивности  в  изображении,  полученном  с  источником  естественного- 
света  с  помощью  оптической  системы  при  умеренной  числовой  апертуре. 
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§  8.5.  Дифракция  Фраунгофера  на  отверстиях  разной  формы 

Исследуем  теперь  картину  дифракции  Фраунгофера  от  отверстий  разной 
формы.  *  .  1 

8.5.1.  Прямоугольное  отверстие  и  щель.  Рассмотрим  сначала  прямо¬ 
угольное  отверстие  со  сторонами  2а  н  2Ь.  Если  начало  координат  О  находится 

в  центре  прямоугольника,  а  оси  0|  и  Оц  парал- 
*  лельны  его  сторонам  (рис.  8  8),  то  дифракцион¬ 

ный  интеграл  Фраунгофера  (8.3.36)  принимает 
вид 


2Ъ 


-2а- 


%  Ѵ(Р)  =  С  5  5  ехр  [-  ік  (РІ  +  <?г,)]  аы я  = 

—  а  -Ь 

а  Ь 

=  $хр  (~~ікрІ)йІ  5  ехр(—ікдц)<іц. 


Рис.  8.8.  Прямоугольное  отвер¬ 
стие. 


Тогда 


|  ехр  (—  ікрі)  аі  =  —  ~[ех р  (—  і/гра)—ехр  (Игра)]  =  2  э'°^-  • 

-а 

Такой  же  вид  имеет  и  второй  интеграл.  Следовательно,  интенсивность  записы¬ 
вается  в  виде 


/ 


(Р)=іР(Р)Р=(^і)а(^р 


(о 


где,  согласно  (8.3.44),  /0  =  С2  В 3  =  ЕВ/Х2  —  интенсивность  в  центре  картины, 
Е  —  полная  энергия,  падающая  на  отверстие,  а 
В  —  4аЬ — площадь  прямоугольника. 

Таблица  8.1 

Пять  первых  максимумов  функции 
(  8ІП  ДЛ  2 


У 

іо 

0,9 


ѵ  = 


X 

/  8Ш  *\2 
ѵ=  (  —  ) 

0 

1 ,430л  —  4,493 

2, 459л  =  7,725 
3,470л—  10,90 
4,479л=  14,07 

1 

0,04718 

0,01694 

0,00834 

0,00503 

График  функции  у^(5іпх!х)2  приведен  на  рис. 
8.9.  Она  имеет  главный  максимум  у  —  1  при  х  =  0 
и  минимумы,  равные  нулю,  при  =Ь2я, 

гЬЗя,  ...  Эти  минимумы  разделяют  вторичные 
максимумы,  положение  которых  определяется  кор¬ 
нями  уравнения  і%х — *  =  0  (см.  табл.  8.1).  Зна¬ 
чения  корней  асимптотически  приближаются  к  вели¬ 
чинам  х—{2т  -|-  1)я/2,  где  т —  нечетное  целое  число. 


0,8 

8,7 

0,0 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

ОЛ 


* 

- 

- 1 

- 

- 

- 

—  \ 

иг- 

О  1  2  к  2тс  Зтс  х 


Рис  8  9  Дифракция  Фраун¬ 
гофера  на  прямоугольном  от¬ 
верстии. 


График  функции  у- 


Очевидно,  что  интенсивность  /  ( Р )  равна  нулю  вдоль  двух  рядов  линий, 
параллельных  сторонам  прямоугольника.  Положение  этих  линий  определя¬ 
ется  из  соотношений 

кра=±ил,  (и,  ѵ^І,  2,  3,  ...), 


(2) 
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8.5.2.  Круглое  отверстие.  Аналогичным  образом  можно  исследовать 
дифракцию  Фраунгофера  на  круглом  отверстии.  Для  этого  целесообразно  ис¬ 
пользовать  полярные  координаты  вместо  прямоугольных.  Пусть  (р,  Ѳ)  — ♦ 
полярные  координаты  произвольной  точки  отверстия,  т.  е, 

р  соз  Ѳ  =  I,  р  $іп  б  =  11,  (6) 

и  пусть  (да,  ф)  —  координаты  точки  Р  в  дифракционной  картине,  относящейся 
к  геометрическому  изображению  источника,  т.  е. 

да  соз  ф  ~  дазіпф  —  ^.  (7) 

Из  определения  р  и  следует,  что  да  =  Кр2  -Н7®  равно  синусу  угла  между  на¬ 
правлением  (/?,  ц)  и  центральным  направлением  /?  =  </  =  0.  В  таком  случае, 
если  а — радиус  круглого  отверстия,  то  дифракционный  интеграл  (8.3.36) 
принимает  вид 

а  2л 

О  (Р)  ~  С  ^  ^  ехр  [ —  ікрш  соз  (Ѳ — ф)]  р  ф  Л®.  (8) 

0  0 

Воспользуемся  теперь  хорошо  известным  интегральным  представлением 
бесселевых  функций  *)  ^п(2) 

2п 

^  ехр  [іх  соз  а]  ехр  (іпа)  йа  —  ^п  (х).  (9) 

о 

Тогда  уравнение  (8)  сведется  к 

а 


V  {р)  =  2лС  }  ^0  (фда)  р  ф. 

0 

(10) 

Существует  также  хорошо  известное  рекуррентное  соотношение  (см.,  напри¬ 
мер,  [24]  или  [26]) 

%{х*+^п+1(х)}  =  х"+Чп(х)> 

(11) 

дающее  после  интегрирования  для  п  —  0 

^  *Ѵ0  (я')  йхг  =  x^^  ( х ). 

0 

(12) 

Из  (10)  и  (12)  следует,  что 

Ѵ(Р)  =  СП  , 

(13) 

где  И  —  да3-  Следовательно,  интенсивность  определяется 

выражением 

/(/>)=іі/(Р)р=[н^]г/о, 

(14) 

где  в  соответствии  с  (8.3.44)  /0  =  С:П*  =  ЕО!№.  Эта  широко  известная  формула 
в  несколько  ином  виде  впервые  была  получена  Эйри  [27]**). 

Распределение  интенсивности  в  окрестности  геометрического  изображения 
описывается  функцией  у  =  (2^  (х)1х)2,  график  которой  приведен  на  рис.  8.11. 
Она  имеет  главный  максимум  у—  I  при  х  =  0  и  с  увеличением  х  осцил¬ 
лирует  с  постепенным  уменьшением  амплитуды  подобно  функции  (зіп  я/х)3, 

*)  См.,  например,  [24]  или  [25]. 

**)  Почти  одновременно  с  Эйри,  Шверд  нашел  приближенное  решение,  заменив  кружок 
правильным  многоугольником  со  180  сторонами. 

Векторное  рассмотрение  дифракции  сходящейся  сферической  волны  на  круглом  отверстии 
с  учетом  поляризационных  особенностей  поля  было  опубликовано  в  [28]. 
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рассмотренной  в  п.  8.5.1.  Интенсивность  равна  нулк>  (минимум)  при  значе¬ 
ниях  х,  определяемых  Минимумы  уже  не  строго  эквидистантны 

(см.  табл.  8.2). 


Таблица  82 

Несколько  первых  максимумов  и  минимумов  функции 

(2Мх)у 


У  = 


- 


X 

(Щ,). 

0 

1 ,220я  — 3,832 

1 ,635я=5, 136 
2,233Я  =  ?,016 
2,679я  =  8,417 

3 , 238я  —  10,174 
3,699я=  11,620  і 

1 

0 

0,0175 

0 

0,0042 

0 

0,0016 

Максимум 

Минимум 

Максимум 

Минимум 

Мн  ксимум 

Минимум 

Максимум 

О 

1,0 

цо 

0,8 

0:7 

0,6 

0,5 

Ці 

0,3 

0,2 

0,1 


\ 

1 

~ 

\ 

\ 

Д 

1 

\ 

__ 

Положения  вторичных 
делаются  значениями  х, 
уравнению 


максимумов  оп ре¬ 
удовлетворяющими 

=  0, 


О  1  2  3  4  5  6  7  8  0  а; 


Рис.  8.11.  Дифракция  Фраунго¬ 
фера  на  круглом  отверстии. 

График  функции 


или,  пользуясь  формулой  *)  (аналогичной  (11)) 


Тх  \хп1п  (х)]  =  —  (X), 


(15) 


Рис.  8.12.  Картина  дифракции 
Фраунгофера  на  круглом  отверстии 
{картина  Эйри)  диаметром  6  мм  (по 
Ли  пеон  у,  Тейлору  и  Томпсону). 
Увеличение  50 х,  желтая  линия  ртути 
?„=5790  А  Для  выделения  слабых 
вторичных  максимумов  центральная 
часть  переэкспонирована. 


—  корнями  уравнения  /2(х)  =  0.  При  увели¬ 
чении  х  расстояния  между  последовательны¬ 
ми  минимумами  или  последовательными  мак¬ 
симумами  приближаются  к  я,  как  и  в  пре¬ 
дыдущем  случае. 

Найденные  результаты  показывают,  что 
наблюдаемая  картина  имеет  вид  светлого  дис¬ 
ка  с  центром  в  геометрическом  изображении 
источника  р  —  ц  —  0,  окруженного  светлыми  и 
темными  кольцами  (рис.  8.11  и  8.12).  Интен¬ 
сивность  светлых  колец  быстро  уменьшается 
с  увеличением  радиуса  и  обычно  только  одно 
или  два  первых  кольца  достаточно  ярки,  чтобы 
их  можно  было  наблюдать  невооруженным 
глазом.  Из  табл.  8.2  следует,  что,  поскольку 
л;  =  2я атіХу  радиусы  темных  полос  равны 

ш-Кр5+^0,610”  1,116--,  1,619^,  ...  (16) 


Расстояние  между  двумя  соседними  кольцами 
асимптотически  приближается  к  величине 
Х!2а.  Здесь  мы  снова  видим,  что  эффективные  размеры  дифракционной  кар¬ 
тины  обратно  пропорциональны  линейным  размерам  отверстия. 


')  См.,  например,  [24]  и  126]. 
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Представляет  также  интерес  определить,  какая  часть  полной  падающей 
энергии  приходится  на  центральное  пятно  дифракционной  картины  Обозна¬ 
чая  через  I  (&’[>)  ту  часть  полной  энергии,  которая  приходится  на  кружок  ра¬ 
диуса  ы)0  в  плоскости  изображения  с  центром  в  геометрическом  изображении, 
получим 

.  2лд у„  2 Л  а* _  к<Щ}а 


А(ш0)=-тг  \  \  / (ад) 


И[ 


2.71  (каю)! 
каю  I 


гЫадДф  =  2 


гіхг,  (17) 


Учитывая  уравнение  (15)  для  ц  —  0  и  умножая  на  получим 


■/*<*) 


=  -/о  (X)  Ч  Ч  (Л  =  -  у  1  [/»  (X)  +  7?  (X)] 


Поскольку  У0(0)~1,  /х(0)=6,  выражение  (17)  сводится  к 

2Дад0)  =  1 — ,/2(&2ад0) —  7|(/еаш0).  (18) 

Эта  формула  была  получена  Рэлеем  [29,  30]  График  функции  /_,  (ау0)  показан 
на  рис.  8  13.  Для  темных  колец  /і(&адоо)  =  0,  и  следовательно,  часть  полной 

энергии  вне  любого  темного  кольца  про¬ 
сто  равна  У*(&ад,).  Для  первого,  вто¬ 
рого  и  третьего  темных  колец  (кахѵп) 
равно  соответственно  0,162,  0,090  и 
0,062.  Таким  образом,  более  90%  света 
концентрируется  внутри  круга,  ограни¬ 
ченного  вторым  темным  кольцом. 

8.5.3.  Отверстия  другой  фомы.  Ди¬ 
фракцию  Фраунгофера  на  отверстиях 
другой  формы  можно  изучать  аналогич¬ 
ным  образом.  Вычисления  значительно 
упрощаются,  если  можно  выбрать  та¬ 
кие  криволинейные  координаты,  чтобы 
одна  из  координатных  осей  совпадала 
с  краем  отверстия  Мы  не  собираемся 
подробно  рассматривать  здесь  другие 
случаи  дифракции  *),  но  выведем  полез¬ 
ную  теорему,  касающуюся  видоизмене¬ 
ния  дифракционной  картины  при  симмет¬ 
ричном  расширении  (или  сжатии)  отверстия  в  каком-нибудь  одном  направлении 
и,  кроме  того,  рассмотрим  дифракцию  Фраунгофера  на  экране  с  большим  чис¬ 
лом  отверсфий  одинакового  размера  и  формы 

Пустц  Лх  и  Л2  —  два  отверстия,  причем  в  некотором  направлении  (О?) 
размеры  Лг.  в  Ц  раз  больше,  чем  Лг.  Для  дифракции  Фраунгофера  на  Лх  имеем 

Ч(Р.  <7)=С$$ехр{—^(Й  +  <7Ч)]  ЙЫ г\.  (19) 

Л\ 

Аналогично  для  дифракции  Фраунгофера  на  Л%  находим 

ѵг(р,  <7)-С$$ехр  [—Ік(р1  +  і 7Я>]  <%<ІЯ  (20) 

Лъ 

Заменяя  здесь  переменные  интегрирования  (|,  т])  на  г)'),  где 

Г,'=Г|,  (21) 

*)  Дифракция  Фраунгофера  на  кольцеобразном  отверстии  кратко  рассматривается  в 
связи  с  разрешающей  силой  в  п  8  6  2 

Фотографии  картин  дифракции  Фраунгофера  на  отверстиях  разной  формы  можно  найти  в 
[31].  Фотографий  дифракционных  картин  Френеля  были  опубликованье  в  [32]. 


Рис  8  13  График  функции  1— У?  (я)  — 
(я),  определяющей  часть  полной  энер¬ 
гии,  приходящейся  на  кружок  заданного 
радиуса  в  картине  дифракции  Фраунгофе¬ 
ра  на  круглом  отверстии 
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получим 

Ѵъ  (Л  Я)  =--  цС  И  ехР  1~  ік  +  ЯЧ')]  <%,’  =  ,ч^!  (ир,  <?)•  (22)- 

Отсюда  следует,  что  если  отверстие  симметрично  расширяется  в  каком-либо 
направлении  в  \і  раз ,  то  дифракционная  картина  Фраунгофера  сжимается  в  том 
же  направлении  в  р  раз,  а  интенсивность  в  некоторой  точке  новой  картины 
становится  в  и,3  раз  больше  интенсивности  в  соответствующей  точке  первона¬ 
чальной  картины.  Используя  этот  ре¬ 
зультат,  можно,  например,  сразу  найти 
картину  дифракции  Фраунгофера  от  эл¬ 
липтического  отверстия  или  отверстия 
в  виде  параллелограмма  соответственно 
из  картины  дифракции  от  круга  или 
прямоугольника.  На  рис.  8.14  показан 
случай  дифракции  на  эллиптическом 
отверстии. 

Рассмотрим  теперь  важный  случай 
экрана,  состоящего  из  большого  числа 
одинаковых  и  одинаково  ориентиро¬ 
ванных  отверстий  (согласно  принципу 
Бабине  найденный  результат  будет  также  применим  к  дополнительному  рас¬ 
положению  препятствий).  Пусть  Оь  0.2,  . .  .  ,  0п —  ряд  точек,  одинаково  рас¬ 
положенных  по  одной  в  каждом  отверстии,  и  пусть  их  координаты  относитель¬ 
но  фиксированных  осей,  находящихся  в  плоскости  отверстия,  равны  (|г,  тц), 
(|2,  щ),  .  .  (ІЛ,,  т]іѴ).  Тогда  распределение  света  в  дифракционной  картине 

Фраунгофера  можно  записать  в  виде 

{/(/>,  <7 )  =  С  2^ехр[— й  [(!„  +  &')  Р +  (!!„  + іі')  9]  = 

Л  . 

=  С  2  ехр  [—  ік  [ріп  +  </11* ]]  у  ехр  [—  ік  (рі'  +  рц')]  <%>'  сіг)',  (23) 

где  интегрирование  ведется  по  любому  отверстию  Л  из  их  совокупности.  Ин¬ 
теграл  выражает  действие  одиночного  отверстия,  тогда  как  сумма  —  супер¬ 
позицию  когерентных  дифракционных  картин.  Если  І{0)  (р,  у)  —  распределе¬ 
ние  интенсивности,  обусловленное  дифракцией  на  одиночном  отверстии,  то, 
согласно  (23),  полная  интенсивность  равна 

I  (р,  р)  =  /«"(р,  </)|2ехр  [—ік  (РІ„  +  ЯП, ,)]р  = 

=  1т(Р,  <?)22ехР  (~ік  ІР$п  —  Ът)  +  Я{4„— »»«)])•  (24) 

п  т 

Простейший  случай  с  двумя  отверстиями  рассмотрен  в  §  7.2  в  связи  с  тео¬ 
рией  интерференции.  Но  там  мы  пренебрегали  зависимостью  /(0)  от  р  и  у  (т.  е. 
влиянием  дифракции  на  каждом  отверстии)  и  рассматривали  только  эффект 
суперпозиции.  Легко  показать,  что  прежний  результат  (7.2.17)  находится  в 
согласии  с  соотношением  (24).  При  N  =  2  оно  сводится  к 

I  =  Г  \2 +  ехр  {-ік  [р  &  — Ь)  +  Я  (% - Ъ)1 }  + 

+  ехр  {—ік  [р(Б,— Ь)  +  <7(т Ъ“-'Пі)]}^4/С01с°52уб, 
где 

Ь^к  [р (5, — іі)  +  <7 (П2 — Лі)] - 

Рассмотрим  теперь  действие  большого  числа  отверстий.  Покажем,  что  ре¬ 
зультаты  окажутся  совершенно  разными  в  зависимости  от  того,  правильно  ли 
распределены  отверстия  по  экрану  или  беспорядочно. 


Отверстие  Ц 


Дифракцион¬ 
ная  картина 


Рис.  8.14.  Сравнение  дифракции  Фраун- 
гофера  на  круглом  и  эллиптическом  от¬ 
верстиях. 
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При  беспорядочном  расположении  отверстий  члены  с  тфп  в  двойной 
сумме  быстро  меняются  в  интервале  от  +1  до  — 1  по  мере  того,  как  р  ид  при¬ 
нимают  различные  значения,  и  сумма  таких  членов  не  достигает  конечного 
среднего  значения. 

Каждый  член  с  т—  п  равен  единице.  Поэтому,  если  исключить  локальные 
флуктуации  *),  полная  интенсивность  в  N  раз  больше  интенсивности  света, 
дифрагировавшего  на  одном  отверстии,  т.  е. 

/(Р,  д).  (25) 

Дифракционные  эффекты  такого  рода  или  чаще  встречающиеся  дополнитель¬ 
ные  эффекты  (в  смысле  принципа  Бабине)  легко  наблюдаются,  если,  например, 
стеклянную  пластинку,  посыпанную  порошком  ликоподия  или  другим  порош¬ 
ком  с  частицами  одинакового  размера  и  формы,  осветить  пучком  света  от  уда¬ 
ленного  источника.  Кусок  тонкой  фольги,  проколотый  в  случайно  выбранных 


Рис.  8.15.  Картины  дифракции  Фраунгофера  от  56  одинаковых  и  одинаково  ориентированных 
отверстий  в  плоском  экране  (по  Липсону,  Тейлору  и  Томпсону) 

•а  -  беспорядочная  ориентировка  б  —  упорядоченная  ориентировка  Форма  и  ориентировка  отверстий 
показаны  в  нижней  части  рисунка  Освещение  желтой  линией  ртути  ^=5790  Д, 


местах  булавкой,  также  действует  как  дифракционный  экран  рассмотренного 
выше  типа. 

Совершенно  иной  результат  получается  при  регулярном  расположении 
отверстий.  Тогда  при  некоторых  значениях  р  и  ^  члены  с  тфп  могут  внести 
заметный  вклад  в  интенсивность.  Например,  если  точки  0п  расположены  так, 
что  при  определенных  значениях  р  и  д  фазы  всех  членов  с  тфп  кратны  точно 
2л,  то  их  сумма  равна  N  (М —  1)  и  при  больших  N  становится  порядка 
Такое  большое  увеличение  интенсивности  в  некоторых  направлениях,  ясно 
видимое  на  рис.  8.15,  имеет,  как  мы  увидим  ниже,  важное  практическое  зна¬ 
чение. 


*)  Флуктуации  несколько  другого  рода  возникают,  если  отверстия  имеют  не  совсем  оди¬ 
наковую  форму,  но  расположены  регулярно  или  согласно  какому-то  статистическому  закону 
{см.  [33]).  Аналогичные  эффекты  наблюдаются  при  дифракции  рентгеновских  лучей  в  жид¬ 
костях  (см.  [34]), 
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§  8.6.  Дифракция  Фраунгофера  в  оптических  приборах 


8.6.1.  Дифракционные  решетки,  а )  Принцип  действия  дифракционной 
решетки .  Дифракционной  решеткой  можно  назвать  любое  устройство,  обеспе¬ 
чивающее  периодическую  модуляцию  падающей  волны  по  амплитуде  или 
фазе,  или  одновременно  по  обоим  этим  параметрам.  Любую  данную  решетку 
можно  охарактеризовать  ее  функцией  пропу¬ 
скания ,  определение  которой  мы  сейчас 
дадим. 

Пусть  прозрачный  или  полупрозрач¬ 
ный  предмет  (нс  обязательно  периодический) 
закрывает  часть  воображаемой  коорди¬ 
натной  плоскости  и  освещается  пло¬ 
ской  монохроматической  волной,  направле¬ 
ние  падения  которой  определяется  косинуса¬ 
ми  /0  и  т0.  На  рис.  8.16,  иллюстрирующем 
это  расположение,  ось  ц  перпендикулярна  к 
плоскости  рисунка.  В  отсутствие  предмета 
возмущение  в  плоскости  описывается  функцией  К0(|,  ц)  =  Л  ехр  {ік  (4?т 
-1-т0ц)};  множитель  ехр( — Ш),  как  обычно,  здесь  опущен.  В  присутствии 
предмета  возмущение  изменяется  и  описывается  некоторой  другой  функцией, 
например  V  (І,  ц).  Тогда  функция  пропускания  предмета  определяется  соотно- 


Рис.  8.16.  К  определению  функции 
пропускания. 


шением 


.  Ѵ(Ъ, 

(Ь  л) ' 


(1) 


Вообще  говоря,  функция  пропускания  Р  зависит  не  только  от  іи  гц  но  и  от 
направления  (10,  т0)  освещения;  кроме  того,  в  общем  случае  функция  Р  ком¬ 
плексна,  так  как  при  прохождении  сквозь  предмет  свет  может  менять  и  ам¬ 
плитуду,  и  фазу.  В  частности,  когда  предмет  изменяет  только  амплитуду  па¬ 
дающей  волны,  не  изменяя  ее  фазу  (т.  е.  если  аг^Е^О),  мы  говорим  об  ам¬ 
плитудном  объекте ,  если  же  он  изменяет  фазу,  а  не  амплитуду  (т.  е.  |Е|  =  1), 
мы  говорим  о  фазовом  объекте. 

Если  изучается  свет,  отраженный  предметом,  а  не  прошедший  сквозь  него, 
то  рациональнее  говорить  о  функции  отражения ,  .определяемой  так  же,  как  и 
функция  пропускания,  но  тогда  координатная  плоскость  помечается  с  той  же 
стороны  предмета,  с  которой  надает  свет. 

Отношение  | Ѵі Ѵ0 1  практически  равно  единице  для  всех  точек,  находя¬ 
щихся  вне  геометрической  тени  (граница  ее  на  рис.  8.16  обозначена  точками  А 
и  В ),  отбрасываемой  предметом.  Закрывая  область,  лежащую  за  пределами 
тени,  непрозрачным  экраном,  мы  получим  устройство,  действующее  как  диф¬ 
ракционное  отверстие  А  с  неоднородной  функцией  зрачка  (см.  (8.3.39)).  Пусть 
линейные  размеры  I  велики  по  сравнению  с  длиной  волны,  и  пусть  функция  Р 
остается  в  достаточной  мере  постоянной  в  областях,  размеры  которых  срав¬ 
нимы  с  длиной  волны  света;  тогда  дифракционная  формула  (8.3.23)  остается 
справедливой  при  тех  же  условиях,  что  и  раньше,  если  подынтегральное  выра¬ 
жение  дифракционного  интеграла  умножено  на  р. 

Рассмотрим  одномерную  решетку,  состоящую  из  уѴ  параллельных  штри¬ 
хов  произвольного  профиля,  нанесенных  на  одну  из  поверхностей  плоскопа- 
раллсльной  стеклянной  пластинки.  Пусть  плоскость  Іц  совпадает  с  плоской 
поверхностью  пластинки,  ц  —  направление  штрихов,  а  іі  —  период  решетки  в 
направлении  |  (рис.  8.17). 

Предположим,  что  направление  падающей  на  решетку  волны  лежит  в 
плоскости  рисунка  и  образует  угол  Ѳ0  с  осью  ОІ,  и  пусть  0  —  угол  между 
осью  ОС  и  линией,  соединяющей  очень  удаленную  точку  наблюдения  Р 
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с  решеткой.  Как  и  раньше,  положим  /0  =  зіп  Ѳ0, 1  =  зіп  Ѳ,  р  —  I —  /0  =  зіп  Ѳ — 
—  зіп  Ѳ0.  В  таком  случае  из  (8.5.23)  сразу  же  получаем  выражение  для  комп¬ 
лексной  амплитуды  в  Р,  если  подынтегральное  выражение  умножается  на 


функцию  пропускания  Р  одного  периодического  элемента.  Полагая  #  =  0  и 
1а  =  пй,  т]„  =  0  (п  —  0,  1,  ....  N —  I),  (2) 

находим 

У  ДО  =  <У(0>  ДО  2  ехр  ( — ікп йр)  =  С/<0>  ДО 


-ехр  ( — ікйр)  * 


(3) 


где  *) 

Следовательно, 

/ДО  =  ЩДО| 


ѵ ДО  =С  5  Р (6)  ехр  ( — ікр%) й(|. 
Л 


(4> 


__  (1— ехр(— Шкір))  _  (1— ехр(і ’.Хкйр)) .  , ,  .  ,3  _  Ь- 
(1— ехр  (—ікйр))  '  (1 — схр  {ікйр))  '  •  1- 


соз  Мк  (ір 


(1— ехр  (—ікйр))  (1 — схр  {ікйр)) 

где  (р)  =\и(0)  (р)\*>  Если  ввести  функцию 


(5> 
(6) 


то  формула  (5)  для  интенсивности  примет  вид 

/ДО-я(ѵ,  ^)/<»>ДО.  (5а> 

Прежде  чем  обсуждать  содержание 
этой  основной  формулы,  отметим,  что,  со¬ 
гласно  (3),  распределение  интенсивности 
будет  таким  же,  как  и  распределение,  обу¬ 
словленное  системой  вторичных  когерен¬ 
тных  источников;  каждый  из  них  харак¬ 
теризуется  одной  и  той  же  амплитудной 
функцией  |[У<01  (/?)|,  а  их  фазы  отличаются 
на  величину,  кратную  Ыр.  Чтобы  понять 
значение  этой  разности  фаз,  рассмотрим  две 
Рис.  8.18.  К  теории^  дифракционной  соответствующие  точки  А  и  В  в  соседних 
решетки.  штрихах  решетки  (рис.  8.18).  Так  как  влия¬ 

ние  решетки  заключается  в  периодическом 
воздействии  на  падающую  волну,  то  разность  хода  между  световыми  лучами, 
приходящими  в  А  и  В,  такая  же,  как  и  в  отсутствие  решетки,  т.  е.  равна  Л  ТС  = 


*)  Так  как  Р  зависит  от  10,  то  величины  6Д°>  и  /(0)  зависят  и  от  /  и  от  /0,  а  не  только  от 
разности  I — 10.  Поскольку  пас  интересуют  только  эффекты,  возникающие  при  фиксированном 
направлении  падения  света,  то  мы  можем  считать  і0  постоянным  и  сохранить  предыдущие 
обозначения. 
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=(і  5Іп  Ѳ(>.  Здесь  точка  К  —  основание  перпендикуляра,  опушенного  из  В 
на  луч,  падающий  в  А.  Далее  путь  светового  луча,  выходящего  из  В  в  направ¬ 
лении  Ѳ,  превышает  путь  луча,  выходящего  из  Л  в  том  же  направлении,  на 
В/,-=^зіпѲ;  здесь  Ь — основание  перпендикуляра,  опущенного  из  А  на  луч, 
дифрагировавший  в  В  в  направлении  Ѳ.  Следовательно,  полная  разность  хода 
между  светом,  приходящим  в  удаленную  точку  наблюдения  о  г  соответствующих 
точек  двух  соседних  штрихов,  равна 

ВЬ~~АК  =с2  (зіп  Ѳ  —  $іп  Ѳ0)  =  йру  (7) 


а  соответствующая  разность  фаз  равна  2 псіріХ  =кс1р. 

Формула  (5а)  выражает  I (р)  в  виде  произведения  двух  функций.  Одна 
из  них  /(0)  определяет  действие  одного  периода  решетки,  другая  Н  отражает 
эффект  интерференции  света  от  раз¬ 
личных  периодов  решетки.  Функция 
Н  (уѴ,  х)  имеет  максимумы  величи¬ 
ной  ІѴ2  во  всех  точках,  в  которых 
исчезает  знаменатель  зіп2х,  т.  е. 
в  тех  точках,  где  х  равно  нулю  или 
целому  кратному  л.  Следова¬ 
тельно,  функция  Н  (Лг,  к  йрі2) 
имеет  максимумы  величиной 
когда 


.  _  тХ 

-51П  Ѳ0  =  -т- 


(8) 


р==зіпѲ  —  —  й 

(т~  0,  ±1,  гЬ2,  , . . 

Целое  число  т,  согласно  (7),  пред¬ 
ставляет  собой  разность  хода  (в 
длинах  волн)  между  светом,  диф¬ 
рагирующим  в  направлении  мак¬ 
симумов  и  распространяющимся 
от  соответствующих  точек  дву  х 
соседних  штрихов.  В  согласии  с 
нашим  прежним  определением 
(см.  и.  7.3.1)  назовем  т  поряд¬ 
ком  интерференции.  В  промежут¬ 
ках  между  этими  главными  мак¬ 
симумами  находятся  слабые  вто¬ 
ричные  максимумы  (рис.  8.19,  а). 

Когда  N  велико,  первый  вторич¬ 
ный  максимум  составляет  лишь  не¬ 
сколько  процентов  от  главного  мак¬ 
симума.  Максимумы  разделяются 
точками  с  нулевой  интенсивно¬ 
стью  при  х=Ыр/ 2  —  ±  т хіМ,  т.  е. 
расположены  в  направлениях,  определяемых  соотношениями 


Рис.  8.19.  Графики  интерференционной  функ¬ 
ции  и  функции  интенсивности, 
а)  -  нормированная  интерференционная  функция 


_  Г  5Ш  ни  й  РІ 2)  2 

~  Ь/ѵ'  «іи  { к  (і  р/2)  Д 


б  —  нормиро- 

функция  интенсивности  в  случав  щели 
....  .  ѵ  Г  зіп  (кзр/2)1 1 

/(0)(р)=:|  — — Д  •  в  -  нормированная  функ¬ 
ция  интенсивности  в  случае  решетки,  состоящей 
цз  N  одинаковых  эквидистантных  параллельных 


щелей 


/V2 


/  О?) 


_  Г  5ш  {Икйр! 2)  1 2  Г  зіп  {кзр/2)  ~І 2 
~  1_ЛГ  ып  (Ыр/2)  I  Ц  кзр/2  ^ 


«иг  {Икйр/ 2)  I 
_ЛГ  ып  (Ыр/!  .  _ 

По?;азана  только  область  р  0  все  кривые  сим¬ 
метричны  относительно  вертикальной  оси  р—0. 


р  ее==  зіп  Ѳ — зіп  Ѳ0  — 


пХ 

Ш 


{п  =  і  1 ,  +  2 ,  . . . )  5 


(9) 


случай,  когда  пШ  равно  целому  числу,  исключается. 

Функция  Іі0)(р)  зависит  от  формы  штрихов.  Предположим,  что  она  имеет 
главный  максимум  в  некотором  направлении  р  —  р'  и  что  с  обеих  сторон  мак¬ 
симума  она  спадает  медленно  по  сравнению  с  изменением  Н,  В  таком  случае 
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/  ( р )  имеет  общий  вид  интерференционной  функции  Н,  но  тодудированной» 
функцией  /(0).  Следовательно,  у  I (р)  также  существуют  достаточно  острые 
максимумы  в  направлении,  близком  к  р—тХІй.  Так  как  эти  направления 
(исключая  случай  т  а*  0)  зависят  от  длины  волны,  то  очевидно,  что  решетка 
разлагает  пучок  немонохроматического  света  в  спектры  нескольких  порядков . 

Для  иллюстраций  изложенного  выше  рассмотрим  решетку,  состоящую 
из  ряда  длинных  эквидистантных  щелей  (рис.  8.20)  шириной  5  и  длиной  Ь 

и —  (і  — ^ 

'  1  ’  У  '  “  ‘ 

Рис.  8.20.  Простая  линейная  решетка. 


в  непрозрачном  экране.  Если  решетка  освещается  очень  удаленным  линейным 
источником,  расположенным  параллельно  щелям,  то  интенсивность  /Со)  опре¬ 
деляется  выражением  (8.5.4)  (с  2а  — 5,  2Ь  =  Ць  и  мы  получим 


5Іп  (Лгк  <ір,/2)\2 
5Іп  (к  сір/2)  ) 


(  8*п  (к$р/ 2)  у 

V  кзрі  2  } 


(10) 


На  рнс.  8Л9  приведены  кривые,  соответствующие  обоим  множителям  в  (10)  и 
их  произведению.  Последний  множитель  в  (10),  представляющий  действие 
одиночной  щели,  имеет  главный  максимум  при  р  -=0  и  минимумы  при  кзр/2  — 

=  ш,  т.  е.  при 

р^пк/в  (п  =  ±  1,  ±2,  ...)  (11) 

разделенные  слабыми  вторичными  максимумами.  .Если  т.  е.  если 

ширина  каждой  щели  мала  по  сравнению  с  сІ ,  то  в  дополнение  к  главному 
максимуму  при  р  =  0  функция  / (р)  имеет  с  обеих  сторон  от  него  ряд  резких", 
но  постепенно  убывающих  максимумов,  расположенных  в  направлениях, 
определяемых  (8). 

Возвращаясь  к  общему  случаю,  мы  видим,  что  при  очень  малой  ширине 
каждого  штриха  —  порядка  длины  волны  (практически  это  часто  бывает), 
выведенная  в  приближении  Кирхгофа  формула  (4)  не  будет  справедлива.  В  та¬ 
ких  случаях  для  установления  детального  распределения  интенсивности  тре¬ 
буется  более  тонкое  исследование.  Однако  мы  вправе  ожидать,  что  основные 
качественные  характеристики,  указанные  нашей  элементарной  теорией,  а 
именно  существование  резких  максимумов,  положение  которых  по  существу 
определяется  интерференционной  функцией  Н ,  остаются  правильными  даже 
при  очень  юнкнх  штрихах;  конечно,  при  этом  функция  интенсивности  для 
единичного  периода  должна  мало  изменяться  в  интервале  порядка  А р  —  Х/сі. 

Выясним  теперь,  какова  разрешающая  сила  дифракционной  решетки.  Рас¬ 
стояние  между  главным  максимумом  порядка  т  и  соседним  минимумом  опре- 
деляется,  согласно  (9),  как  ^ 

АР^Ш-  (12) 


Если  длина  волны  изменится  на  величину  АЛ,  максимум  порядка  т  сместится, 
согласно  (8),  на  величину  .  , 

'  А>=ВДдя.  (13) 

Предположим,  что  линии  с  длинами  волн  Л  ± -І- ДХ  начинают  разрешаться, 

если  максимум  одной  длины  волны  совпадает  с  минимумом  другой  (см.  стр. 
307);  тогда  для  предела  разрешения  в  порядке  т  получим  т.  е. 


(14) 
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Следовательно,  разрешающая  сила  равна  произведению  номера  порядка  т  на 
число  штрихов  N.  Для  порядка  т ,  согласно  (8),  й($іпв —  зіпѲ0)  —  тА,  и  раз¬ 
решающую  силу  можно  записать  в  виде 

X  _ЛГгі|8ІпѲ  — эіпѲ0  (  .... 

X  * 

В  соответствии  с  (7)  это  означает,  что  разрешающая  сила  равна,  числу  длин  волн , 
укладывающихся  в  разность  хода  двух  лучей,  дифрагировавших  от  краев  решетки 
(расстояние  между  ними  составляет  Ш)  в  направлении  Ѳ.  Следует  отметить, 
что  поскольку  |  зіп  Ѳ — зіп  Ѳ0  |  не  может  превысить  2,  разрешающая  сила  ре¬ 
шетки  шириной  т  не  может  быть  больше  2хю!Х. 

Для  иллюстрации  формулы  (14)  определим  число  штрихов,  которое  должна 
иметь  решетка,  чтобы  разрешить  две  линии,  отстоящие  друг  от  друга  на  0,1  Л 
и  лежащие  в  центре  видимой  области  спектра.  В  этом  случае  X  а*  5500  А,  АА~ 
—  10”1  А,  и  при  наблюдении  во  втором  порядке  (т  =  2),  согласно  (14),  получим 
А7^?  5,5-  10Ѵ2*  10'1  —  27  500.  Таким  образом,  решетка  должна  иметь  по  крайней 
мере  27  500  штрихов. 

Для  сравнения  рассмотрим  разрешающий)  силу  призмы  в  положении  наи¬ 
меньшего  отклонения,  освещаемую  линейным  источником,  параллельным  реб¬ 
ру  Л  (щель  спектрографа).  Пучок  параллельных  лучей,  падающий  на  призму, 
дифрагирует  на  прямоугольнике  шириной  12  (см.  рис.  4.28).  Согласно 
(8.5.2)  первый  минимум  интенсивности  находится  на  угловом  расстоянии 
(предполагается,  что  оно  мало) 

Р  =  (15) 

от  геометрического  изображения  щели.  Изменение  угловой  дисперсии,  соответ¬ 
ствующее  изменению  длины  волны  на  величину  ДА,  согласно  (4.7.36),  равно 

Де  =  1|АХ,  (16) 


где  і —  наибольшая  толщина  стекла,  сквозь  которую  проходит  один  из  край¬ 
них  лучей,  а  п  —  показатель  преломления  материала  призмы.  На  пределе 
разрешения  р  а?  Де,  и  поэтому  разрешающая  сила  определяется  соотношением 


X  _  ,  йп 
&Х^г  Ж  * 


(17) 


Последнее  соотношение  показывает,  что  при  данном  сорте  стекла  разрешающая 
сила  призмы  зависит  только  от  наибольшей  толщины  стекла  *),  которую  лучи 
проходят  в  призме ;  в  частности ,  разрешающая  сила  не  зависит  от  угла  призмы . 
Например,  пусть  длина  основания  призмы  равна  5  см  и  сделана  она  из  тяжелого 
флинта  с  сіп/ііХ  ~  1000 см~х  на  длине  волны  X  —  5500 Л.  Если  работает  вся  приз¬ 
ма,  то,  согласно  (17),  в  средней  части  видимой  области  спектра  разрешаются 
линии, находящиеся  на  расстоянии,  не  меньшем  ДА,  где  А  —  5,5- 10”5  см/ Б,  КН  — 
1,1  А.  Следовательно,  у  такой  призмы  довольно  больших  размеров  разре¬ 
шающая  сила  в  десять  раз  меньше,  чем  у  решетки  с  27  500  штрихами,  о  ко¬ 
торой  мы  говорили  выше. 

До  сих  пор  мы  рассматривали  только  одномерную  решетку,  но  наш  анализ 
легко  распространитъ  на  дву-  и  трехмерную  периодические  структуры,  вызы¬ 
вающие  дифракцию.  Двумерные  решетки  (называемые  пересекающимися)  не 
нашли  практического  применения,  хотя  действие  подобных  решеток  наблю¬ 
дается  часто,  например  при  рассматривании  яркого  источника  света  скеозь 
тонкую  ткань  (хотя  бы  носовой  платок).  Теория  же  трехмерных  решеток  пред¬ 
ставляет  огромный  практический  интерес,  так  как  такие  решетки  образуются 
в  кристаллах  благодаря  правильному  расположению  атомов.  Постоянная  этой 


*)  По  существу  разрешающая  сила  призмы  зависит  не  от  наибольшей  толщины  стекла,  а 
от  разности  в  длинах  верхнего  и  нижнего  оснований.  (Прим,  перев.) 
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решетки  (расстояние  между  соседними  атомами)  порядка  1  А(Ю“8сж),  что  сов¬ 
падает  по  порядку  величины  с  длиной  волн  рентгеновских  лучей.  Следова¬ 
тельно,  при  прохождении  сквозь  кристалл  пучка  рентгеновских  лучей  возни¬ 
кает  дифракционная  картина,  и,  анализируя  ее,  можно  получить  информацию 
относительно  структуры  кристалла  (см.,  например,  [35]  или  [36]).  Дифракция 
рентгеновских  лучей  в  кристаллах,  предсказанная  в  1912  г.  Лауэ,  наблюдалась 
впервые  Фридрихом  и  Книппингом  [37]. 

Другим  примером  решеткоподобной  структуры  служат  ультразвуковые 
волны  в  жидкости.  Они  представляют  собой  упругие  волны,  создаваемые  пьезо¬ 
электрическим  генератором,  и  отличаются  от  обычных  звуковых  волн  только 
значительно  более  высокой  частотой,  лежащей  существенно  выше  верхнего 
предела  слышимости.  Такие  волны  вызывают  периодические  разряжения 
и  сжатия  жидкости,  действующие  на  проходящий  свет,  как  решетка.  Теория 
этого  явления  излагается  в  гл.  12.  В  заключение  настоящего  параграфа  рас¬ 
смотрим  одномерные  решетки,  которые  применяются  в  спектроскопии. 

6)  Типы  дифракционных  решеток*).  Принцип  действия  дифракционной 
решетки  был  открыт  в  1785  г.  Риттенхаузом  ([39],  см.  также  [401),  но  тогда  его 
открытие  не  привлекло  внимания,  и  решетка  была  изобретена  вновь  в  1819  г. 
Фраунгофером  141].  Первые  решегки,  изготовленные  Франугофером,  были  вы¬ 
полнены  из  очень  тонкой  проволоки,  навитой  на  два  параллельных  винта.  Из¬ 
готовление  таких  проволочных  решеток  сравнительно  несложно,  н  поэтому 
в  некоторых  случаях  ими  пользуются  даже  в  наше  время,  особенно  в  длинно¬ 
волновой  (инфракрасной)  области  спектра.  Позднее  Фраунгофер  с  помощью 
специальной  машины  прочерчивал  штрихи  на  золотой  пленке,  нанесенной  на 
стеклянную  пластинку,  или  же,  пользуясь  алмазным  резцом, —  параллельные 
штрихи  на  самой  поверхности  стекла. 

Значительных  успехов  в  технике  изготовления  решеток  достиг  Роуланд 
(42],  который  создал  несколько  превосходных  гравировальных  машин  и,  кроме 
того,  изобрел  так  называемую  вогнутую  решетку  (см.  стр.  378,  379).  При  по¬ 
мощи  машины  Роуланда  можно  было  наносить  штрихи  длиной  более  10  см  на 
решетку  шириной  15  см.  Первая  машина  Роуланда  позволяла  прочерчивать 
около  560  штрихов  на  1  мм ,  что  обеспечивало  разрешающую  силу  решегки, 
превышающую  150  000.  Позднее  Майкельсон  изготовлял  решетки  значительно 
шире  15  см  с  разрешающей  силой,  примерно  равной  400  000. 

Большинство  первых  решеток  гравировались  на  зеркальном  металле 
или  стекле,  позднее  появились  решетки  со  штрихами,  нанесенными  на  напы¬ 
ленный  слой  алюминия.  Алюминий  обладает  хорошей  отражательной  способ¬ 
ностью  в  ультрафиолете  и,  кроме  того,  вследствие  своей  мягкости  не  вызывает 
быстрого  износа  чертящего  острия  (алмаза). 

У  идеальной  решетки  штрихи  должны  быть  строго  параллельны  и  иметь 
одинаковую  форму.  Однако  на  практике  оба  эти  требования  обычно  не  выпол¬ 
няются.  Совершенно  нерегулярные  ошибки  приводят  к  затуманиванию  карти¬ 
ны  и  не  так  серьезны,  как  систематические  ошибки,  например  в  периоде  ре¬ 
шетки.  Последние  приводят  к  появлению  в  спектре  паразитных  линий,  назы¬ 
ваемых  духами .  Очень  часто  такие  духи  с  большим  трудом  можно  отличить  от 
настоящих  линий. 

Высокая  разрешающая  сила  —  не  единственное  серьезное  требование, 
предъявляемое  практической  спектроскопией.  В  тех  случаях,  когда  энергии 
недостаточно  (с  чем  приходится  сталкиваться,  например,  при  изучении  спектров 
слабых  звезд  и  туманностей  или  при  работе  в  инфракрасной  области  спектра) 
существенно,  чтобы  как  можно  больше  света  дифрагировало  в  определенном 
направлении.  Кроме  того,  при  точных  измерениях  длин  волн  применяемая  ре- 


*)  Подробное  изложение  методов  изготовления  решеток  и  их  усовершенствования 
см,  в  [38]. 
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шетка  должна  обладать  большой^  дисперсией.  Согласно  (8)  угловая  дисперсия 
.(при  постоянном  угле  падения  света)  равна 


4Ѳ  __  1  т_ . 

ах  ”  соз  ѳ  ~І  * 


(18) 


•следовательно,  для  получения  большой  дисперсии  расстояние  й  должно  быть 
малым  или  наблюдения  должны  вестись  в  высоких  порядках  (большое  т ). 
При  работе  с  решетками,  имеющими  вид  последовательности  непрозрачных 
.и  прозрачных  (или  отражающих)  по¬ 
лосок,  только  малая  часть  падающего 
света  попадает  в  какой-нибудь  один 
порядок.  Это  недостаток  устраняется 
у  современных  решеток  тем,  что  на¬ 
носимым  штрихам  придают  опреде¬ 
ленную  форму  Специальная  решет¬ 
ка,  форма  штрихов  которой  показана 
на  рис.  8.21,  позволяет  направить  Рис.  8.21.  Отражательная  решетка  с  задан 
большую  часть  света  в  один  или  два  ной  Ф°РМ0Й  штрихов, 

порядка,  лежащие  по  одну  сторону  от 

центрального  изображения.  Решетки  такого  типа  с  довольно  грубыми  штри¬ 
хами  называются  эше летами,  так  как  они  занимают  промежуточное  поло¬ 
жение  между  решетками  более  старых  типов  и  так  называемыми  эшелонами, 
которые  будут  описаны  ниже.  Эшелеты  были  впервые  изготовлены  Вудом  143] 
на  медных  пластинках.  В  качестве  резца  он  пользовался  естественной  гранью 
специально  отобранного  кристалла  карборунда.  Позднее  такие  решетки  гра¬ 
вировались  алмазным  острием,  которому  шлифовкой  придавалась  нужная 
форма.  Эти  решетки  имели  от  80  до  120  штрихов  на  1  мм\  при  работе  с  види¬ 
мым  светом  они  посылают  большую  его  часть  в  спектры  15-го  или  30-го  порядка. 
Эшелеты  представляют  значительную  ценность  для  инфракрасной  спектро¬ 
скопии. 

Сравнительно  недавно  были  разработаны  методы  нанесения  штрихов  за¬ 
данного  профиля  на  решетки  со  значительно  меньшим  расстоянием  между 
штрихами  [441.  Такие  « блестящие »  решетки  *),  как  их  называют,  со  штрихами, 
похожими  по  форме  на  штрихи  эшелета,  образуют  наиболее  интенсивные 
спектры  в  очень  низких  порядках  (обычно  в  первом  или  во  втором). 

По-видимому,  разрешающая  сила  решеток  описанных  типов  достигает 
примерно  400  000  и  ограничивается  практическими  трудностями  изготовления. 
В  некоторых  случаях  (например,  при  изучении  эффекта  Зеемана  и  дифракци¬ 
онной  картины  сверхтонкой  или  изотопической  структуры)  необходима  разре¬ 
шающая  сила,  превосходящая  эту  величину.  Такую  высокую  разрешающую 
силу  имеют  предложенные  Гаррисоном  [451  решетки,  называемые  эшелями.  Эти 
решетки  с  широкими  и  неглубокими  штрихами  рассчитывают  для  работы  при 
углах  падения  света,  больших  45°,  причем  направление  падения  должно  быть 
нормальным  к  узкой  стороне  ступеньки.  При  работе  с  эшелями  используются 
сравнительно  высокие  порядки  (т~  1000).  Эшель  длиной  25  см  с  4  штрихами 
на  1  мм ,  рассчитанная  для  работы  в  1000-м  порядке,  имеет  разрешающую 
силу**)  в  1000000. 

Изготовление  решеток  хорошего  качества  представляет  значительные 
трудности,  и  поэтому  часто  используются  реплики  ***).  Они  изготовляются 
путем  отливки  матрицы  с  оригинальной  гравированной  решетки. 


*)  В  русский  литературе  такие  решетки  называются  концентрирующими.  {Прим,  ред.) 

**)  Теория  и  методы  изготовления  решеток  с  высокой  разрешающей  силой  приведе¬ 
ны  в  [46]. 

***)  Первые  реплики  были  получены  Торпом  [471,  а  затем  Уоллесом  [48].  Улучшенные 
способы  изготовления  реплик  описаны  в  [49]. 
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Рис.  8.22.  Эшелон  Майкельсона. 


Необходимо  упомянуть  еще* об  одной  «решетке»  совершенно  другого  типа» 
а  именно  об  эшелоне  Майкельсона  [50].  Он  состоит  из  ряда  совершенно  одина¬ 
ковых  плоскопараллельных  стеклянных  пластинок,  собранных  в  виде  ступеней 
лестницы  (отсюда  и  название),  как  показано  на  рис.  8.22.  Каждая  слупенька 
задерживает  идущий  сквозь  нее  пучок  света,  причем  время  задержки  одного 

пучка  относительно  соседнего  по¬ 
стоянно.  Так  жак  ширина  каждой 
ступеньки  велика  по  сравнению  с 
длиной  волны,  влияние  дифракции 
ограничено  малыми  углами,  и  боль¬ 
шая  часть  света  концентрируется 
в  одном  или  двух  спектрах  вблизи 
направления  Ѳ  =  0,  соответствую¬ 
щих  очень  высоким  порядкам,  по¬ 
скольку  разность  хода  между  со¬ 
седними  пучками  достигает  очень 
большого  числа  длин  волн. 

Разрешающая  сила  эшелона  Майкельсона  зависит  не  только  от  разности 
хода  между  лучами  от  краев  решетки,  но  и  от  дисперсии  стекла  (хотя  и  в 
значительно  меньшей  степени).  Если  п  —  показатель  преломления  стекла, 
і- — толщина  каждой  ступеньки  и  (і  — -их  ширина  (см.  рис.  8.22),  то,  считая  р 
малым,  находим,  что  разность  хода  между  лучами,  дифрагирующими  от  сосед¬ 
них  ступеней,  равна,  очевидно,  рсі~\-(п — 1)/.  Отсюда  для  положения  главных 
максимумов  получим  ^ 

рй-^(п  —  1)і  =  тХ  (т  —  0,  1,  2,  ...).  (19) 

Если  длина  волны  изменится  на  величину  ЛЯ,  то  максимум  порядка  т  сместится 
на 

Ар=\т~(ж1т-  (20) 

Расстояние  Ар  между  главным  максимумом  порядка  т  и  соседним  минимумом 
снова  определяется  соотношением  (12),  так  что  условие  Ар=  А ’п  для  предеіа 

п  -л  о  гѵ  1 1  о  и  іт  а  пост  '  Г  м  и 


разрешения  дает 


хт  =  лг  т-%1 


АХ 


ах1 


(21) 

Здесь  т  можно  заменить  величиной  (л—  1)  і/Х,  полученной  из  (19),  отбрасывая 
член  р(і\  в  самом  деле,  величины  р,  для  которых  интенсивность  значительна 
порядка  л, а,  т.  е.  рд,  порядка  длины  волны,  тогда  как  (л—  I)/  порядка  многих 
тысяч  длин  волн.  Отсюда  находим  следующее  выражение  для  разрешающей 
силы  эшелона:  *  г  к  ^ 

X  ^  .  ЛТ  I  Я  —  1  йп  I  , 

I  (22) 


<іп 


Отношение  ^  )  мало.  Для  флинта  его  величина  вблизи  середины 

видимой  области  лежит  в  интервале  от  —0,05  до  -0,1.  Следовательно  при 
наблюдении  в  порядке  т  =  (п- 1)  І/Х  разрешающая  сила  эшелона  в  этих  уело 
виях  превосходит  на  5-10%  разрешающую  силу  линейной  решетки  с  N  штри¬ 
хами.  Один  из  эшелонов  Майкельсона  состоял  из  20  пластинок,  каждая  точ- 
іцинои  і-  18  мм  и  шириной  сі  =  1  мм.  Считая  я  -  1,5,  найдем  для  разности 
хода  между  соседними  пучками,  измеренной  в  длине  волны  зеленого  света 
Л  ==5,Ю  5  см,  величину  т  &  0,5- 1,8/5-  Ю~6»  20  000.  ° - апІ 


-  0,1,  получим  разрешающую 
+  0,1-20  000)  -440  000» 


Полагая 


Лп!  ( п~  1  \ 

ахі  {—)- 


силу,  примерно  равную  20  (20  000  -Ь 
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Более  важное  значение  имеет  отраоюательный  шелон.  У  него  каждая 
ступенька  покрывается  высоко  отражающим  металлическим  слоем  и  Спектры 
наблюдаются  в  отраженном  свете.  Разрешающая  сила  отражательного  эшелона 
превосходит  разрешающую  силу  пропускающего  эшелона  таких  же  размеров 
в  3 — 4  раза,  так  как  каждая  ступенька  вносит  запаздывание  между  соседними 
лучками  на  величину  2 і  вместо  (п —  1)  іі 2.  Так  же,  как  и  у  эшели,  у  отра¬ 

жательного  эшелона  разрешающая  сила  может  превышать  миллион.  Другое 
преимущество  отражательного  эшелона  перед  пропускающим  состоит  в  том,  что 
его  можно  использовать  в  ультрафиолетовой  области  спектра,  где  стекло  не¬ 
прозрачно.  Майкельсон  отчетливо  представлял  преимущества,  которые  имеет 
отражательный  эшелон  перед  пропускающим,  но  технические  трудности  долго 
препятствовали  изготовлению  хороших  приборов  такого  типа.  Только  спустя 
почти  тридцать  лет  эти  трудности 
были  успешно  преодолены  Виль¬ 
ямсом  [51].  Серьезные  трудности 
представляет  точная  сборка  эшело¬ 
на,  состоящего  из  большого  числа 
пластинок  одинаковой  толщины. 

Поэтому  число  ступенек  в  эшело¬ 
нах  практически  не  превышает  40. 

Наконец  надо  сделать  несколь¬ 
ко  замечаний  относительно  пере¬ 
крывания  спектров,  принадлежа¬ 
щих  разным  порядкам.  Ограни¬ 
чимся  рассмотрением  видимого 
спектра,  т.  е.  области  длин  волн  от 
к-і—  0,4  мк  до  к2=  0,75  мк.  Мы  ви¬ 
дим,  что  спектр  первого  порядка  не  налагается  на  спектр  второго  порядка,  так 
как  спектр  первого  порядка  занимает  участок  от  р=-кг/д  до  р  ~  к2/сІ  = 
=  0,75  кг!0М  —  1,8^/йі,  тогда  как  спектр  второго  порядка  начинается  при  р  = 
=-=  2 крй.  Вместе  с  тем  спектр  второго  порядка  занимает  область  от  р  —  2 кх!д 
до  р  =  2 к2/й,  а  спектр  третьего  порядка  начинается  уже  при  2*  1  ,%к11й,  так  что 
оба  они  частично  покрываются.  При  увеличении  порядка  соседние  спектры  пе¬ 
рекрываются  все  больше  и  больше  (рис.  8.23).  Если  линии  с  длинами  волн  к 
и  к  3-  Ьк  налагаются  в  двух  соседних  порядках  (т  +  1)  и  т,  то 

(т+1)Х  =  т(Ь+йі.),  х  =  -У  (23) 

Таким  образом,  свободная  область  дисперсии  обратно  пропорциональна  порядку 
спектра . 

Перекрывание  порядков  в  свое  время  применялось  для  сравнения  длин 
волн  в  методе  совпадений  (см.  стр,  313),  Позднее  для  этой  цели  начали  поль¬ 
зоваться  простой  интерполяцией  между  длинами  волн  эталонных  линий,  кото¬ 
рые  определялись  интерферометрически. 

В  заключение  подведем  итог  главным  отличительным  чертам  решеток  раз¬ 
личных  типов.  Напомним,  что,  согласно  (14),  высокая  разрешающая  сила 
достигается  либо  с  большим  числом  периодов  и  относительно  малыми  поряд¬ 
ками,  либо  с  умеренным  числом  периодов  и  высокими  порядками.  Обычно  с  гра¬ 
вированными  решетками  работают  в  очень  низких  порядках  (т  от  1  до  5), 
тогда  как  эшелоны  используются  в  высоких  порядках  (т«  20  000).  В  проме¬ 
жутках  находятся  эшелеты(тот  15  до  30)  и  эшели  (тж  1000).  Для  практиче¬ 
ских  целей  следует  помнить,  что  угловая  дисперсия  прямо  пропорциональна 
порядку  спектра  и  обратно  пропорциональна  периоду,  а  свободная  область  дис¬ 
персии  обратно  пропорциональна  порядку. 


Яі 

1-й  порядок  3-д  порядок  е 


5-й  порядок 


О  1  2  3  ‘  4  5  6 


18 


36 


5,4 


12 


2-й  порядок  4-й 


6-й 


Рис.  8.23.  Перекрывание  спектров  разных  по¬ 
рядков,  полученных  с  решеткой. 
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в)  Спектрографы  с  дифракционной  решеткой .  В  спектрографах  с  дифрак¬ 
ционной  решеткой  цветное  изображение  щелевого  источника  воспроизводится 
в  различных  порядках,  в  которые  решетка  разлагает  падающий  свег.  Простое 
устройство  такого  спектрографа  показано  на  рис.  8.24.  Коллимированный 
свет  от  щелевого  источника  5,  находящегося  в  фокальной  плоскости  линзы  Е, 
падает  на  отражательную  решетку  С.  Изображения  5,  образованные  дифраги¬ 
ровавшими  лучами,  наблюдаются  в  фокальной  плоскости  Р  зрительной  грубы 
1\  Литров  предложил  более  компактное  автокод  л  имационное  устройство 


Я 


Рис.  8.24.  Дифракционный 
спектрограф  с  решеткой. 


Рис.  8.25  Дифракционный  спек¬ 
трограф  по  схеме  Литр  она. 


Рис.  8  26  Фокусировка  в 
случае  вогнутой  решетки 
(круг  Роуланда). 


(рис.  8.25),  работающее  только  с  одной  линзой.  В  этом  устройстве  щель  нахо¬ 
дится  непосредственно  под  пластинкой  Р9  а  линза  расположена  вблизи  решетки, 
которая  может  поворачиваться  на  заданный  угол  относительно  падающего 
пучка. 

Для  устранения  потерь  света,  возникающих  при  фокусировке  линзой  ди¬ 
фрагировавших  лучей,  Роуланд  ввел  в  практику  вогнутую  решетку.  В  такой 
решетке  штрихи  гравируются  на  вогнутой  хорошо  отражающей  поверхности 
металла,  т.  е.  на  поверхности  вогнутого  зеркала.  Штрихи  располагают  гак, 
чтобы  их  проекции  на  хорду  зеркальной  поверхности  были  эквидистантны. 
Простая  теорема  геометрии  определяет  возможные  взаимные  положения  щели 
и  плоскости  наблюдения  относительно  решетки. 

Предположим,  что  (? —  средняя  точка  поверхности  решетки,  а  С —  центр 
ее  кривизны,  и  опишем  окружность  К  с  центром  в  точке  О  на  и  радиусом 
/■  =  0(2-  ОС  (рис.  8.26).  Докажем  теперь,  что  свет,  идущий  от  любой  точки  5 
окружности  К,  отражается  приблизительно  в  точку  Рг  а  дифрагировавшие  лучи 
собираются  в  точках  Р\  Р" ,  . , лежащих  на  нашей  окружности,  причем  в  каж¬ 
дую  из  них  фокусируются  дифрагировавшие  лучи  определенного  порядка.  Что¬ 
бы  доказать  это,  построим  отраженный  луч  (±РУ  соответствующий  падающему 
лучу  $<?.  Если  а  =  ЗС}С  —  угол  падения,  то  угол  отражения  С()Р  также  равен 
а;  и,  кроме  того,  дуга  ЗС  равняется  дуге  СР .  Рассмотрим  теперь  другой  луч, 
выходящий  из  5  и  падающий  на  решетку  в  точке  Я.  Если  диаметр  окружности 
достаточно  велик  (обычно  он  равен  по  порядку  величины  1  м ),  то,  не  делая  за¬ 
метной  ошибки,  можно  допустить,  что  Я  лежит  на  окружности  Д\  Следова¬ 
тельно,  так  как  С —  центр  кривизны  решетки,  то  угол  падения  5/?С,  а  значит, 
и  угол  отражения  снова  равны  а.  Кроме  того,  дуга  СР  равняется  дуге 
и  поэтому  луч,  отраженный  в  точке  Я,  также  проходит  через  Р. 

Аналогичные  рассуждения  применимы  и  к  дифрагировавшим  лучам. 
Пусть  р  —  угол,  который  дифрагировавший  в  ф  луч  составляет  с  С}Р.  Соответст¬ 
вующий  луч  того  же  порядка,  дифрагировавший  в  Я,  составит  такой  же  угол 
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(Р)  с  ЯР.  Таким  образом,  углы,  образованные  лучом,  дифрагировавшим  в  <2, 
с  и  лучом,  дифрагировавшим  в  /?,  с  ЗЯ,  равны  2а -г  р.  Следовательно, 
эти  два  луча  приходят  в  точку  Р\  лежащую  на  окружности  К.  Итак,  для  полу¬ 
чения  резких  линий  щель ,  решетку  и  плоскость  наблюдения  ( фотографическую 
пластинку )  нужно  располагать  на  окружности  с  диаметром ,  равным  радиусу 
кривизны  вогнутой  решетки . 

На  этом  принципе  основано  несколько  схем  различных  установок  дифрак¬ 
ционных  решеток.  Сам  Роуланд  использовал  установку,  схематически  показан- 


Рис.  8  27.  Схема  Роу¬ 
ланда  для  вогнутой 
решетки. 


Рис.  8.28  Схема  ГІашена  для 
вогнутой  решетки 


ную  на  рис.  8.27.  Решетка  О  и  кассета  Рс  пластинкой  укрепляются  на  противо¬ 
положных  концах  подвижного  стержня,  длина  которого  равна  радиусу  кри¬ 
визны  решетки.  Оба  конца  стержня  свободно  перемещаются  вдоль  неподвижных 
направляющих,  расположенных  под  прямым  углом  друг  к  другу.  Щель  5  уста¬ 
навливается  непосредственно  над  их  пересечением  таким  образом,  что  свет,  па¬ 
дающий  нормально  на  щель,  далее  распространяется  вдоль  30.  Следовательно, 
щель  располагается  на  круге  Роуланда  с  диаметром  РО  и  порядок  спектров, 
образующихся  на  пластинке,  зависит  от  положения  стержня. 

Другое  расположение,  показанное  на  рис.  8.28,  позволяет  устранить 
подвижные  детали.  Здесь  роль  круга  Роуланда  играет  стальной  рельс  в  виде 
кольца,  на  котором  неподвижно  укреплены  щель  и  решетка  О.  Вдоль  кольца 
установлен  ряд  кассет  Р0,  Ри  Р_1у  . . что  позволяет  одновременно  фотографи¬ 
ровать  спектры  разных  порядков.  Такая  установка,  называемая  установкой 
Лишена ,  отличается,  кроме  того,  и  большой  стабильностью. 

Схема,  предложенная  Иглом,  напоминает  по  своей  компактности,  уста¬ 
новку  Литрова  с  плоской  решеткой.  Щель  можно  располагать  выше  или  ниже 
центра  кассеты  с  пластинкой  (рис.  8.29)  или  даже  сбоку  кассеты,  а  свет  можно 
направить  в  нужном  направлении  небольшим  зеркальцем.  Для  наблюдения 
различных  участков  спектра  пластинку  и 
решетку  нужно  одновременно  поворачи¬ 
вать  на  один  и  тот  же  угол,  но  в  противо¬ 
положных  направлениях,  а  расстояние 
между  ними  следует  изменять  так,  чтобы 
ил  поверхности  всегда  были  касательны 
к  кругу  Роуланда.  Наблюдается  часть 
спектра,  образованного  лучами,  дифраги¬ 
ровавшими  обратно  в  направлении  щели  под  углами,  близкими  к  углу  паде¬ 
ния.  Чтобы  это  устройство  было  строго  автоколлимационным,  щель  5  должна 
находиться  в  центре  пластинки. 

Изображения  спектральных  линий,  полученные  с  вогнутой  решеткой, 
обладают  теми  же  аберрациями,  что  и  изображения  от  вогнутого  зеркала; 
среди  них  главная  —  астигматизм.  Однако  если  вогнутая  решетка  освещается 
параллельным  пучком  света,  то  астигматизм  можно  уничтожить  на  нор- 


Рис.  8.29.  Схема  Игла  для  вогнутой 

решетки. 
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мали  к  решетке  и  свести  к  очень  малой  величине  по  всему  полезному 
спектру  * **)). 

8.6.2.  Разрешающая  сила  систем»  образующих  изображение.  Дифрак¬ 
ционная  формула  Фраунгофера  (8.3.36)  находит  важное  применение  при  вы¬ 
числении  разрешающей  силы  оптических  систем.  Понятие  разрешающей  силы 
было  введено  нами  в  п.  7.6.3  в  связи  с  интерференционной  спектроскопией. 
Выше  мы  оценили  разрешающую  силу,  которую  можно  достичь  с  решетками 
и  призмами.  Теперь  мы  распространим  это  понятие  на  оптические  системы,  об¬ 
разующие  изображения. 

Для  спектральных  аппаратов  (например,  для  линейной  решетки  или  ин¬ 
терферометра  Фабри  —  Перо)  разрешающая  сила  служит  мерой  способности 
прибора  разделять  две  спектральные  линии  со  слегка  различающимися  длинами 
волн.  Для  систем,  образующих  изображения,  разрешающая  сила  является 
мерой  способности  прибора  изображаіь  раздельно  две  соседние  точки  объекта. 
Согласно  законам  геометрической  оптики  в  отсутствие  аберраций  каждая  точка 
объекта  должна  изображаться  резкой  точкой.  Однако  в  результате  дифракции 
она  всегда  будет  иметь  вид  светлого  пятнышка  конечного  размера.  Если  два 
таких  пятнышка  в  изображении  (дифракционные  картины)  начнут  перекры¬ 
ваться,  то  чем  ближе  друг  к  другу  центральные  максимумы,  тем  труднее  распоз¬ 
нать  наличие  двух  объектов.  Предельное  расстояние  между  двумя  объектами, 
на  котором  глаз  еще  может  обнаружить  их  существование,  зависит  в  известной 
степени  от  опыта.  Соответствующим  проявлением  фотографической  пластинки 
можно  увеличить  контрастность  изображения  и  тем  самым  увеличить  предел 
разрешения.  Тем  не  менее  желательно  иметь  какой-нибудь  простои  критерий, 
позволяющий  хотя  бы  грубо  сравнивать  относительную  эффективность  различ¬ 
ных  оптических  систем.  Воспользуемся  снова  критерием  Рэлея,  о  котором  го¬ 
ворилось  в  п.  7.6.3.  Согласно  этому  критерию  два  изображения  начнут  разре¬ 
шаться,  если  главный  максимум  одного  совпадет  с  первым  минимумом  дру¬ 
гого.  Для  спектральных  аппаратов,  для  которых  пределом  разрешения  служит 
некая  разность  длин  волн  ЛА,  разрешающая  сила  определялась  как  величина 
А/ЛА.  Для  систем,  образующих  изображения,  пределом  разрешения  является 
некоторое  расстояние  Ьх  или  некоторый  угол  60,  а  разрешающая  сила  опреде¬ 
ляется  их  обратной  величиной  (т.  е.  1/6х  или  1/6Ѳ). 

Рассмотрим  сначала  предел  разрешения  телескопа.  Для  удаленного  объек¬ 
та  граница  входного  зрачка,  совпадающая  с  круглой  оправой  объектива,  дейст¬ 
вует  как  дифракционное  отверстие.  Если  а  —  радиус  апертуры  объектива,  то, 
согласно  (8.5. 16),  положение  первого  минимума  интенсивности  относительно 
центрального  максимума  задается  соотношением  ?*) 

а>  =  0,61Я/а.  {24) 

Здесь  до=І/ра“Н72  —  синус  угла  <р  между  направлением  (/?,  д)  и  центральным 
направлением  р  =  <7  =  0.  Обычно  этот  угол  так  мал,  что  его  синус  можно  заме¬ 
нить  самим  углом,  и  тогда  (на  основании  критерия  Рэлея)  получим,  что  угловое 
расстояние  двух  звезд ,  которые  начинают  разрешаться ,  равно  0,61  А/а. 

При  данном  объективе  угловой  размер  изображения,  видимого  глазом,  за¬ 
висит  от  увеличения  окуляра.  Однако,  применяя  окуляр  с  большим  увеличе¬ 
нием,  нельзя  выявить  детали,  которых  нет  в  первичном  изображении;  в  самом 
деле,  каждый  элемент  такого  изображения  представляет  собой  небольшую  ди¬ 
фракционную  картину,  а  изображение,  видимое  в  окуляр,  является  только  уве¬ 
личенным  изображением  совокупности  этих  картин. 

*)  Такая  свободная  от  астигматизма  установка  описана  Водсвортом  [52].  Теория  аберра¬ 
ции  решетки  и  установок  с  решетками  рассматривается  в  [53]. 

**)  Согласно  п.  7.6.3  отношение  интенсивностей  в  седловине  и  в  максимуме  на  пределе 
разрешения  при  дифракции  на  щели  равно  8/я*  -  0,81 1.  Соответствующая  величина  в  нашем 
случае  (круглое  отверстие)  составляет  0,735. 
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Наибольший  из  существующих  телескопов  (в  обсерватории  Маунт  Пало- 
мар)  имеет  зеркало  диаметром  2а  т  5  м.  Если  пренебречь  небольшим  экраниро¬ 
ванием  в  центре  телескопа,  то  для  света  с  длиной  волны,  соответствующей 
центральной  части  видимой  области  (Х  =  5,6*10“5  см),  получим  предел  разре¬ 


шения,  равный 


Ф 


0,61 


5,6.  Ю-5 
2,5- ІО2 


см 

см 


1 ,4*  ІО"3, 


или  угловое  разрешение  (в  секундах) 

Ф  «  0,028\ 

В  §  6.1  в  качестве  предельного  разрешения  глаза  была  принята  величина 
в  Г.  Теперь  можно  оценить  эту  величину  более  точно.  В  зависимости  от  ин¬ 
тенсивности  света  диаметр  зрачка  глаза  изменяется  примерно  от  1,5  до  6  мм. 
Следовательно  (снова  принимая  X  =  5,6*  ІО”6  см),  предел  разрешения  глаза 


находится  в  пределах 

0,61 


5,0  10-5 
0,75. 10-1 


>  ф  >  0,61 


5,6- 10-4 
3- іо-1 


т.  е. 

4,55 •  ІО"4  >  ф  >  1,14- ІО'4, 
или  (в  минутах  и  секундах) 

1,34"  >  ф  >  0'24\ 

До  сих  пор  мы  считали,  что  дифракционное  отверстие  имеет  круглую 
форму.  Значительный  интерес  представляет  также  кольцевое  отверстие, 
так  как  во  многих  телескопах  центральная  часть  круглого  отверстия  часто  за¬ 
крыта  вторичным  зеркалом.  Предположим,  что  кольцевое  отверстие  ограни¬ 
чено  двумя  концентрическими  окружностями  с  радиусами  а  и  га,  где  г  — 
некоторое  положительное  число,  меньшее  единицы.  Распределение  света  в 
дифракционной  картине  Фраунгофера  определяется  интегралом  вида  (8.5.8), 
где  интегрирование  по  р  производится  только  по  области  еа^р^а.  Тогда 
вместо  (8.5.13)  получим 

и  (Р)  =  Спа>  -  Спм  [Щ^]  .  (25) 


а  интенсивность  задается  соотношением 


г  (  р\ 1  Г /27 г  (кем)  \ 2  /  2.7 х  (&ва?ш)\ 

'  '  (1 — е2)2  |_\  каш  )  \  кьаш  ) 


где  /о ~  |С|2я2а4(1 —  е2)2— интенсивность  в  центре  сѵ  --  0  картины.  Положе¬ 
ние  минимумов  (нулей)  интенсивности  здесь  определяется  корнями  уравнения 

У  х  (каш)  —  г^1  (кгахю)  =  0  (ш>  Ф  0) ,  (27) 


тогда  как  положение  максимумов  —  корнями  уравнения 

{каю)  — 8й/ 2  (кгаш)  =  0. 


(28) 


При  выводе  последнего  соотношения  использовалось  (8.5.15),  как  и  в  слу¬ 
чае  круглого  отверстия.  Для  иеэкранированыого  отверстия  (е  =  0)  первый  ко¬ 
рень  (27),  конечно,  равен  величине,  определяемой  выражением  (24),  а  именно 
ы>  =  3,83^а  —  0,61  Х/а.  При  увеличении  г  первый  корень  (27)  уменьшается*); 
так,  например,  если  г  =  1/2,  то  он  становится  немного  меньше  3, \Ыка  =  0,50  Хіа. 
Так  как  главный  максимум  независимо  от  е  остается  при  а>  =  0,  то  очевидно, 
что  при  загораживании  центральной  части  отверстия  разрешающая  сила 


*)  С  помощью  простых  вычислений  находим  из  (26),  что  если  8— ►  1,  то  ///0->  У*  (каш). 
Так  как  первый  нуль  уравнения  ./0(„ѵ)=0  получается  при  х—  2,40,  то,  следовательно,  с  увеличе¬ 
нием  #  радиус  первого  темного  кольца  приближается  к  величине,  задаваемой  ад -2,40 іка^ 
=0,38  Хіа. 
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возрастает.  Ее  увеличение  сопровождается,  однако,  уменьшением  яркости 
изображения;  кроме  того,  в  этом  случае  вторичные  максимумы  становятся 
более  отчетливыми,  что  ведет  к  уменьшению  контрастности.  При  е  =  1/2  первый 
вторичный  максимум  (при  т  =  4,81  ка)  равен  0,10  главного  максимума,  тогда  как 
для  круглого  отверстия  он  равен  0,018  (при  т^=Ь,\4!ка)  (рис.  8.30). 

Экранирование  центральной  части  круглого  отверстия  соответствует  за¬ 
мене  функции  зрачка  (см.  (8.3.39))  0(5,  ц),  равной  С  или  0  в  соответствии  с  0^ 
или  р>а,  на  0(5,  т]),  равной  С  или  0  в  соответствии  с  или 

р<Сеа,  р>а,  Конечно,  можно  изменить  функцию  зрачка  и  другим  путем. 

Общий  метод  ее  изменения  состоит  в  том,  что  на 
одну  или  несколько  поверхностей  системы  наносит¬ 
ся  тонкая  полупрозрачная  пленка  подходящего  ве¬ 
щества.  Такого  же  эффекта  можно  достичь  с  по¬ 
мощью  специально  сконструированных  «филыров», 
например  полой  линзы  соответствующей  формы, 
наполненной  поглощающей  жидкостью.  Здесь  воз¬ 
никает  задача  определения  вида  функции  зрачка, 
которая  в  некотором  условном  смысле  давала  бы 
наилучшее  возможное  изображение.  Этот  вопрос 
исследовался  рядом  ученых  (см.,  например,  [55]; 
хороший  обзор  исследований  в  этой  области  содер¬ 
жится  в  статье  Вольфа  [56]).  Особый  интерес  пред¬ 
ставляет  работа  [571,  где  показано,  что  функцию 
зрачка  можно  выбрать  так,  чтобы  радиус  первого 
темного  кольца  был  как  угодно  мал  и  в  то  же  вре¬ 
мя  темная  зона,  окружающая  центральное  кольцо, 
была  бы  сколь  угодно  велика.  Однако  постепенное 
уменьшение  радиуса  первого  темного  кольца  при¬ 
водит  к  постепенному  уменьшению  яркости  цен¬ 
трального  диска;  отсюда  следует,  что  наименьшие 
возможные  размеры,  а  следовательно,  и  разрешаю¬ 
щая  сила  ограничены  количеством  поступающего 
света. 

Частичное  подавление  вторичных  максимумов 
разумно  выбранной  функцией  зрачка  называется 
аподизацией  *).  В  спектроскопии  это  облегчает  обна¬ 
ружение  сателлитов  спектральных  линий,  а  в  астрономии  —  разрешение  двой¬ 
ных  звезд  с  сильно  различающейся  видимой  яркостью. 

Принятая  теория  разрешающей  силы,  кратко  изложенная  в  настоящем 
разделе,  особенно  применима  к  прямым  визуальным  наблюдениям.  При  дру¬ 
гих  методах  наблюдения  (например,  при  фотометрическом  методе)  часто  удается 
обнаружить  существование  двух  объектов  с  угловым  расстоянием,  значительно 
меньшим  указанного  критерием  Рэлея.  В  связи  с  этим  интересно  также  срав¬ 
нить  разрешающие  силы  телескопа  и  звездного  интерферометра  Майкельсона 
(см.  п.  7.3.6).  Если  о  существовании  двух  звезд  судят  по  первому  исчезновению 
полос,  образованных  в  интерферометре,  и  если  максимальное  расстояние  между 
внешними  зеркалами  последнего  равно  й,  то,  согласно  (7.3.42),  пользуясь  та¬ 
ким  прибором,  можно  обнаружить  двойные  звезды  с  угловым  расстоянием 

между  ними  вплоть  до  ср  Сравнение  найденной  величины  с  (24)  показы¬ 

вает,  что  для  обнаружения  двойных  звезд  с  таким  разделением  при  визуальном 
наблюдении  в  телескоп  необходимо,  чтобы  диаметр  его  объектива  2  а  примерно 
равнялся  2,4 й. 


Рис.  8  30.  Влияние  диафраг¬ 
мирования  центральной  части 
отверстия  на  разрешающую 
силу  (по  [54]) 

Нормированные  кривые  интен¬ 
сивности  в  дифракционном  кар¬ 
тине  Фраунгофера  /-крѵглос 
отверстие.  2  -кольцевое  отвер¬ 
стие  с  е=1/2,  ^-кольцевое  от¬ 
верстие  с  е  —  1 


’)  Полный  обзор  такого  рода  исследовании  дан  в  [581, 
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8.6.3.  Образование  изображения  в  микроскопе*).  В  нашем  элементарном 

изложении  теории  разрешающей  силы  предполагалось,  что  свет  от  двух  точек 
предмета  некогерентсн.  Это  предположение  справедливо,  если  оба  объекта  еа- 
мосветящиеся,  как,  например,  звезды,  наблюдаемые  в  телескоп.  Получающаяся 
интенсивность  в  любой  точке  плоскости  изображения  равна  тогда  сумме  ин¬ 
тенсивностей,  обусловленных  каждой  точкой  предмета. 

Как  правило,  при  работе  с  микроскопом  ситуация  оказывается  значительно 
сложнее.  В  большинстве  случаев  рассматриваемый  предмет  не  является  само- 
светящимся  и,  следовательно,  должен  освещаться  с  помощью  вспомогательного 
устройства.  Вследствие  дифракции  па  отверстии  осветительной  системы  (кон¬ 
денсора)  каждый  элемент  источника  создаст  в  предметной  плоскости  микро¬ 
скопа  дифракционную  картину.  Дифракционные  картины  с  центрами  в  доста¬ 
точно  близких  друг  к  другу  точках  частично  перекрываются  и,  следовательно, 
в  соседних  точках  плоскости  предмета  световые  колебания  в  общем  случае  час¬ 
тично  коррелированъ!.  Часть  этого  света  проходит  сквозь  предмет  с  изменением 
фазы  или  без  него,  тогда  как  оставшаяся  его  часть  рассеивается,  отражается 
или  поглощается.  Поэтому,  вообще  говоря,  невозможно  посредством  одного 
наблюдения  или,  даже  используя  одно  какое-то  устройство,  получить  правиль¬ 
ное  увеличенное  изображение  всей  микроструктуры  объекта.  По  этой  причине 
были  разработаны  различные  методы  наблюдения,  пригодные  для  изучения 
определенных  типов  объектов  или  для  выявления  у  них  тех  или  иных  харак¬ 
терных  особенностей. 

Изложим  коротко  теорию  образования  изображения  в  микроскопе,  огра¬ 
ничиваясь  двумя  крайними  случаями,  а  именно  полностью  некогерентным  ос¬ 
вещением  и  идеально  когерентным  освещением.  Освещение  частично  когерент¬ 
ным  светом  рассматривается  в  п.  10.5.2. 

а.  Некогерентное  освещение.  Рассмотрим  сначала  са мосветя щи йс я  объект,, 
например  накаленную  нить  электрической  лампочки.  Пусть  Р  —  осевая  точка 
объекта,  а  (}  —  соседняя  точка  в  . 

плоскости  предмета,  находящая-  I  ! 

ся  на  расстоянии  У  от  Р,  и  пусть  - —  ^ 

р>  и  о* —  изображения  этих  то-  XI  \ 

чек  (рис.  8.31).  Далее  пусть  0  и  ""Т-1- - ЖИХГ: 

Ѳ' —  углы  между  крайними  лу-  У  1  ** - ” 

чами  осевых  пучков  и  осью.  \  /  ! 

Если  а'—  радиус  площадки  у  ! 

(предполагается,  что  она  круг-  І  1  г 

лая),  которую  образует  сходя-  IX  &  Лг 

щийся  в  Р'  пучок  лѵчей  при  пе-  п  0  01  „  .  . 

*  „ -  ,  1  Рис.  8.31.  К  теории  разрешающей  силы  микроскопа, 

ресечснии  с  задней  фокальной  к  к  н  н 

плоскостью  оГ',  а0' — расстоя¬ 
ние  от  выходного  зрачка  до  плоскости  изображения,  то,  поскольку  Ѳ'  мало, 
можно  написать 

д'=а'!&.  (29) 

Далее,  если  ѵи  ?3 —  расстояние  от  < }’  до  Р\  выраженное  в  «дифракцион¬ 

ных  единицах»  (см.  (8.3.35)  и  (8.5.7)),  т.  е.  это  синус  угла,  под  которым  из  цен¬ 
тра  дифракционного  отверстия  видна  прямая,  соединяющая  эти  точки,  то  с  хо¬ 
рошим  приближением  мы" можем  написать 

У'  =  шО' .  (30) 

Пусть  п  и  п' — -  показатели  преломления,  а  X  и  V —  длины  волн  в  пространстве 
предмета  и  в  пространстве  изображения,  а  Я0 —  длина  волны  в  вакууме.  Тогда, 


*)  Подробное  изложение  теории  образования  изображения  в  микроскопе  дано  в  работа*. 
Л.  И.  Мандельштама  и  Д.  С.  Рождественского  [П9*1.  (Прим,  ргд.) 
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согласно  (8.5.16),  первый  минимум  дифракционной  картины  от  Р  определяется 
величиной  до  =  0,61Ѵ/а',  и  мы  получим  на  пределе  разрешения 

V  =  0,61Ѵ  ^  =  0,61  =  0,61  — , .  (31) 

Само  собою  разумеется,  микроскоп  рассчитывается  так,  чтобы  он  давал 
резкое  изображение  не  только  какой-либо  осевой  точки,  но  и  соседних  с  ней 
точек,  лежащих  в  плоскости  предмета.  Поэтому,  согласно  п.  4.5.1,  должно 
удовлетворяться  условие  синусов  *) 

пУ  5ІП  0  =  —  п'Ѵ'  зіп  Ѳ\ 

Так  как  угол  Ѳ'  мал,  можно  заменить  зіп  Ѳ'  на  Ѳ'  и,  подставляя  найденное  от¬ 
сюда  значение  У'  в  (31),  получим  окончательно 

|К|»0,61Ѵ*»іпѲ.  (32) 

Эта  формула  дает  расстояние  между  двумя  точками  объекта,  которые  при  осве¬ 
щении  некогерентным  светом  начинают  разрешаться  микроскопом  с  круглым 
отверстием  объектива. 

Величина  п  зіп  0,  входящая  в  (32),  называется  числовой  апертурой  (см. 
(4.8.13)).  Она  должна  быть  большой,  если  необходима  большая  разрешающая 
сила.  Пути  достижения  большой  числовой  апертуры  рассматривались  в  §  6.6. 

б.  Когерентное  освещение ;  теория  Аббе.  Ниже  рассматривается  другой 
крайний  случай,  а  именно  случай,  когда  свет,  идущий  от  объекта,  можно  счи¬ 
тать  строго  когерентным.  Это  положение  приблизительно  осуществляется  при 
освещении  тонкого  предмета  со  сравнительно  простой  структурой  светом  не¬ 
большого  источника,  проходящим  через  конденсор  с  малой  апертурой  (см.  ниже, 
п.  10.5.2). 

Первая  удовлетворительная  теория  разрешения  при  когерентном  освеще¬ 
нии  была  сформулирована  Аббе  (159,  601);  хорошее  изложение  теории  Аббе  дано 
в  [611.  Ему  же  принадлежат  и  прекрасные  опыты,  наглядно  подтверждающие 
эту  теорию.  Согласно  Аббе,  предмет  ведет  себя  как  дифракционная  решетка, 
и  поэтому  при  определении  комплексного  возмущения  в  любых  точках  плоско¬ 
сти  изображения  должны  учитываться  не  только  все  элементы  отверстия  объек¬ 
тива,  но  и  все  элементы  самого  предмета.  Выражаясь  математическим  языком, 
можно  сказать,  что  переход  от  предмета  к  изображению  совершается  с  помощью 
двойного  интегрирования:  одного  по  предметной  плоскости  и  другого  по  пло¬ 
щади  отверстия  объектива.  В  теории  Аббе  в  первую  очередь  рассматривается 
дифракция  на  предмете,  а  влияние  апертуры  учитывается  во  вторую  оче¬ 
редь.  Возможен  также  и  обратный  порядок,  приводящий,  естественно,  к  та¬ 
ким  же  результатам  * *). 

Для  иллюстрации  теории  Аббе  рассмотрим  вначале  образование  изображе¬ 
ния  предмета  в  виде  решетки,  на  который  перпендикулярно  его  плоскости  па¬ 
дает  плоская  волна  (центральное  освещение  по  Кёлеру).  В  результате  дифрак¬ 
ции  волны  на  такой  решетке  (см.  п.  8.6.1)  на  задней  фокальной  плоскости  <Р 
объектива  возникает  дифракционная  картина  Фраунгофера.  На  рис  8  32 
максимумы  спектров  последовательных  порядков  этой  картины  обозначены 
...  8_г,  і,  $0,  5і,  52,  ...  Каждую  точку  в  фокальной  плоскости  можно  рас¬ 
сматривать  как  центр  вторичного  когерентного  возмущения,  величина  кото¬ 
рого  пропорциональна  амплитуде  в  этой  точке.  Световые  волны,  идущие  от  та¬ 
ких  вторичных  источников,  интерферируя  между  собой,  образуют  изображение 
предмета  в  плоскости  изображения  ГГ7  объектива.  Для  получения  точного  изо¬ 
бражения  предмета  необходимо,  чтобы  все  спектры  участвовали  в  формирова- 

*)  Знак  минус  появился  потому,  что  Ѳ'  соответствует  величине  —  7і  в  §  4  5. 

**)  Теория  формирования  изображения  в  микроскопе,  эквивалентная  такому  подходу, 
^была  сформулирована  Рэлеем  в  [62,  63], 
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нии  изображения.  Строго  говоря,  это  невозможно,  так  как  отверстие  объектива 
всегда  имеет  ограниченный  размер.  Ниже  мы  увидим,  что  исключение  некоторых 
спектров  может  привести  к  искажению  вида  изображения.  Для  практических 
целей,  очевидно,  совершенно  достаточно  отверстия  такого  размера,  чтобы  око 
пропустило  все  спектры,  несущие  заметное  количество  энергии. 

Представим  эти  соображения  в  более  точном  виде  и  не  будем  более  огра¬ 
ничиваться  предметом  в  виде  решетки.  Если  х  и  у  —  координаты  произвольной 
точки  в  плоскости  предмета,  / — расстояние  между  фокальной  плоскостью 
йР  и  объективом,  то  возмущение  в  точке  с  координатами 

г ,  =  (33) 

лежащей  в  плоскости  (см.  рис.  8.32),  определяется  формулой  Фраунгофера 

О  (I,  г,)  -  С,  Ц  Р  (х,  у)  ехр  |  — ік  [|-  Х+-2-  у]  ]■  Шу,  (34) 

где  Р  —  функция  пропускания  предмета.  Сг —  постоянная,  и  интегрирование 
производится  по  площади  занятой  предметом  в  плоскости  предмета  И. 


Рис.  8.32.  К  теории  Аббе  образования  изображения  в  микроскопе  при  освещении  когерентным 

светом. 


Рассмотрим  теперь  переход  от  задней  фокальной  плоскости  |Г'  к  плоскости 
изображений  ІГ.  Обозначим,  как  и  прежде,  через  О'  расстояние  от  &Гі  до  Л\ 
а  через  Ѵ(х\  у ')  —  возмущение  в  произвольной  точке 

х'=р'0',  у’=щО!  (35) 

плоскости  изображений.  Тогда  для  дифракции  Фраунгофера  на  отверстии  53 
в  плоскости  $  '  имеем,  предположив,  что  1  (см.  рис.  8.31), 

Ѵ(х\  у')  =  Сш^ЩЪ,  т|)ехр*<|—  ік  [дрі  +  д?  л]  | ЛЫц.  (36) 

Подставляя  сюда  (34),  получим 

V  (X’ ,  у')  =  СА  у  ДО  Р  (х,  у)  ехр  {-*  т  [(*  +  і *)  5  + 

Л  « а 

+  (»+  У  у’'}  ч] )  ахауаіаі\.  (37) 

Итак,  если  Р  (х,  у)  считается  равной  пулю  во  всех  точках  плоскости  предмета, 
лежащих  вне  А>  то  интегрирование  по  х  и  у  можно  формально  производить  от 
—  оо до  +°°.  Подобным  же  образом,  если  отверстие  5?  так  велико,  что  ІІДІ,  ■>і)| 
пренебрежимо  мало  дляточек  плоскости  <$Г',  л  ежащих  вне  53,  то  интегрирование 
по  5  и  ц  также  можно  производить  от  — оо  до  4"°°*  Отметим,  кроме  того  (см. 


^5  м.  Борн,  Э.  Вольф 
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(4.3.10),  где  /'  и  1'  соответствуют  нашим  — /  иЙ'),  что 


й'  ~  М  9 


(38) 


где  М  (<;0)  увеличение  ТГ  относительно  II,  применяя  интегральную  теорему 
Фурье  (см  ,  например,  164]),  получим 


ѵ  (*',  у’) = СР  ( ^ ,  5) = с/7  (*,  г/),  (39) 


где  (х,  —  точка  предмета,  изображение  которой  находится  в  (х',  у '),  а 


—  постоянная  Следовательно,  с  принятой  здесь  точностью  *)  изображение 
будет  полностью  подобно  предмету  (но  перевернуто),  если  апертура  достаторно 
велика. 

Нетрудно  показать,  что  в  изображении  могут  появляться  совершенно 
искаженные  детали,  если  исключены  некоторые  спектры,  несущие  заметную 
долю  энергии  Для  этого  рассмотрим  предмет  в  виде  решетки  с  периодом  <2, 
состоящей  из  N  эквидистантных  конгруэнтных  щелей  шириной  5,  разделенных 
непрозрачными  промежутками.  Для  простоты  предполагается,  что  диафрагма 
имеет  прямоугольную  форму,  и  две  ее  стороны  параллельны  щелям. 

Согласно  (8.6.3)  находим 


«Лв=с,  - 


*§і\ 

2/  \  1  —  ехр  ( — іІѴк  дЩ//) 


к\ 5_ 
2/ 


1—  ехр(— ік&Ш) 


(40) 


где  ІІ{9)  заменено  выражением,  относящимся  к  дифракции  на  прямоугольном 
отверстии  (см.  п.  8  5.1).  Если  прямоугольное  отверстие  занимает  в  направлении 
I  область 


то  в  соответствии  с  (6)  и  (40)  возмущение  в  плоскости  изображений  равно 
Г  ып  Щ-  I  — ехр(— іНк<%Д) 

V  (Я  -  С,СЯ  \  —Л - ехр  {-МЩУ)  <Ц.  (4 1 ) 

3  ЦИ-ехр  (-ік<ЦП 


Положение  главных  максимумов  интенсивности  определяется  корнями  урав¬ 
нения  1  —  ехр[ — гЫ|//, ]  —  0,  т.  е.  1  =  т?ХІ4,  где  т  —  целое  число.  Между 
этими  главными  максимумами  находятся  слабые  вторичные  максимумы.  При 
большом  N  главные  максимумы  очень  остры  и  по  сравнению  с  ними  вторичные 
максимумы  пренебрежимо  малы.  В  таком  случае  с  хорошим  приближением 
можно  заменить  этот  интеграл  суммой  интегралов,  каждый  из  которых  берется 
от  средней  точки  (}т  интервала  между  соседними  главными  максимумами  до 
средней  точки  С? т  +  х  следующего  такого  же  интервала  В  каждом  интервале 
мы  можем  заменить  аргумент  его  значением  в  центре  §  =  т[К/й ~ 2я  т^/Ы , 


Ѵ(х’)ъѴ0 

~~т<т<т 


тля 

~Т 


ехр 


2  ттхг ) 

«'  г 


(42) 


*)  Как  отмечалось  выше,  использованное  здесь  приближение  Фраунгофера  ограничи¬ 
вается  случаем,  когда  точки  предмета  и  точки  изображения  лежат  достаточно  близко  к  оси. 


§  8.6]  ДИФРАКЦИЯ  ФРАУНГОФЕРА  В  ОПТИЧЕСКИХ  ПРИБОРАХ  387 


Здесь 

а  Ѵ0 —  интеграл 


Г. 


/и  =  0,  й'  =  Мй=—  уй, 


чт  + 

с, с,  $ 


1  — ехр  (~Жк  <ЯЩ)  ~ 

1  —  ехр  *' 


(43) 

(44> 


который,  не  считая  небольшого  поправочного  члена  в  высоких  порядках,  прак¬ 
тически  не  зависит  от  т.  Ряд  (42)  можно  переписать  в  действительной  форме, 
а  именно 


Ѵ0 


1+2 


<  т  <  т 


тл  5 
~сГ 


-  со$- 


2ятх’ 


(45) 


Предположим  сперва,  что  длина  а  диафрагмы  очень  велика.  Тогда  сумми¬ 
рование  формально  можно  распространить  на  весь  бесконечный  ряд  (т  ^=оо); 


?в 

Лх) 

_  /V  >  | 

І 

ШШЛЯ 1...  ШШШ  ГТ4 

М'/У/ЛѴ/А..  1  г 

-3/2 

!  О  з/2  і  Т 

Рис.  8.33.  Объект  типа  решетки. 

легко  доказать,  что  при  таких  условиях  изображение  точно  подобно  предмету. 
Для  этого  разложим  функцию  пропускания  +  предмета  типа  решетки  (рис,  8.33) 

Р(х)^Р„,  когда  0  <  |х|  <  у  , 

Р  ( х )  =  0,  когда  у  <  |  х  |  <  у 

в  ряд  Фурье 

со 

Р(х)=с0  +  2  X  (47) 

т-1 

тогда 

с0  ст  —  ^0  —^г~  («=  1,2,3,-..).  (48) 

'  С  точностью  до  постоянного  множителя  этот  ряд  не  отличается  от  (45), 

Предположим  теперь,  что  длина  а  диафрагмы  уменьшается.  Если  а  так 
мало,  что  в  образовании  изображения  участвует  только  спектр  нулевого  по¬ 
рядка,  т.  е.  еэли  —  правильная  дробь,  то,  согласно  (45),  ]/(+)  — 

—  сопзі,  и  плоскость  изображений  освещена  равномерно.  /Последний  вывот, 
конечно,  не  совсем  правилен,  так  как  мы  отбросили  некоторые  остаточные  чле¬ 
ны;  на  самом  же  деле  наблюдается  небольшое  падение  интенсивности  в  на¬ 
правлении  края  изображения.) 

Если,  кроме  спектра  нулевого  порядка,  сквозь  диафрагмы  проходят 
еще  два  спектра  первого  порядка  (5Х,  5_г),  т.  е.  если  т—сиі[гк}  немного  больше 


25* 
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единицы,  то  из  (45)  находим 

Ѵ(х') 

V* 


:1+2 


.  Л5 
51 П  — 

а 


■  соз  ■ 


2лх' 


(49) 


Теперь  изображение  имеет  правильную  периодичность  но  значительно 

сглаженное  распределение  интенсивности.  При  увеличении  диафрагмы  изобра¬ 
жение  становится  все  более  и  более  похожим  на  предмет. 

Совершенно  искаженное  изображение  наблюдается  в  том  случае,  когда 
в  его  образовании  спектры  низших  порядков  совсем  не  участвуют.  Если,  на¬ 
пример,  исключены  все  порядки,  кроме  второго,  то 


2Л5 


Ѵ[х') 


=  2 


4ял:' 


2л$ 

~г 


(50) 


и  изображение  имеет  период  хг~=  <іг! 2,  т.  е.  в  таком  «изображении»  наблюдается 
вдвое  больше  линий,  чем  действительно  есть  у  предмета. 

Определим  теперь  разрешающую  силу  микроскопа.  Вернемся  опять  к  рас¬ 
смотрению  рис.  8.31,  но  допустим,  что  свет,  идущий  из  Р  и  <2,  когерентен.  В  этом 
случае  распределение  интенсивности  в  плоскости  изображений  определяется 
в  основном  когерентной  суперпозицией  двух  дифракционных  картин  Эйри 
с  центром  одной  в  Р',  а  другой  в  С}' .  Комплексная  амплитуда  в  точке,  находя¬ 
щейся  между  Р’  и  ф'  на  расстоянии  щ  (измеренном  в  «дифракционных  едини¬ 
цах»)  от  Р'  определяется  соотношением 


и  Ю  = 


(каяйу)  2У г  \ка  (да 
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где  ю  —  расстояние  между  Р'  и  С1'\  другие  обозначения  имеют  такой  же  смысл, 
как  и  раньше.  Следовательно,  для  интенсивности  имеем 

(кашх)  да,)) 

кащ  ка  (да  —  даг) 

В  случае  некогерентного  освещения  Р'  и  считались  разрешенными,  если 
главный  максимум  интенсивности  одной  картины  совпадал  с  первым  минимумом 
другой.  Интенсивность  в  средней  точке  (се1  «1,92)  между  двумя  максимумами 
равняется  тогда  2  [2/,  (1,92)/1, 92]- «0,735  от  интенсивности  каждого  максимума, 
т.  с.  кривая  суммарной  интенсивное! п  спадает  на  участке  между  двумя  глав¬ 
ными  максимумами  примерно  на  26,5%.  (Это  соответствует  19%  для  отверстия 
в  виде  щели,  см.  рис.  7.62.)  Если  мы  снова  примем,  что  такое  уменьшение  ин¬ 
тенсивности  по  существу  определяет  предел  разрешения,  то  критическое  рас¬ 
стояние  ѵѵ~2 ію1  находится  из  соотношения 


ШЯ  =  Г 2  2  =  0,735. 

/0  [_  кащ  ] 


(53) 


Первый  корень  этого  трансцендентного  уравнения  равен  ^«2,41/ба,  и,  следо¬ 
вательно,  для  критического  расстояния,  измеренного  в  обычных  единицах, 
имеем 


К'  =$шгІУ 


2,41  Р ' 
я  а 


0,77Ѵ  0,77?ч, 

Ѳ'  ~  л'Ѳ'  ' 


(54) 


Для  того  чтобы  перейти  от  У  к  соответствующему  расстоянию  У  между  точ¬ 
ками  предмета,  используем  условие  синусов  (допуская,  что  $іп  Ѳ'«  Ѳ')  и  получим 
окончательно,  что  предел  разрешения  при  когерентном  освещении  равен 


|  >"|  =  0,77 


^0 

п  ып  Ѳ  * 


(55) 
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Не  считая  несколько  большего  численного  множителя  (который  всегда  до  из¬ 
вестной  степени  произволен,  так  как  он  зависит  от  формы  предмета  и  отверстия 
и  от  чувствительности  приемника),  мы  получим  то  же  выражение,  что  и  в  случае 
некогерентного  освещения  (см.  уравнение  (32)).  Таким  образом,  разрешающая 
сила  для  света  определенной  длины  волны  по  существу  зависит  только  от  чис¬ 
ловой  апертуры  объектива. 

в.  Когерентное  освещение ;  фаэо- контрастный  метод  наблюдения  Цер - 
нике  *).  Мы  определили  фазовый  объект  как  объект,  который  изменяет  фазу, а  не 
амплитуду  падающего  света.  Объектом  такого  типа  служит  неоднородный  по 
оптической  толщине  и  вместе  с  тем  совершенно  не  поглощающий  света  предмет. 
Такие  объекты  часто  встречаются  в  биологии,  кристаллографии  и  других  об¬ 
ластях  науки.  Из  предыдущего  очевидно,  что  обычные  методы  наблюдения  дают 
мало  информации  о  таких  фазовых  объектах.  Комплексная  амплитудная  функ¬ 
ция,  определяющая  возмущение  в  плоскости  изображения,  в  этом  случае  по¬ 
добна  функции  пропускания  объекта  **).  Поскольку  глаз  (или  другой  регист¬ 
рирующий  прибор)  способен  отмечать  только  изменение  интенсивности,  можно 
делать  выводы  об  изменении  амплитуды,  но  не  об  изменениях  фазы,  вызванных 
объектом. 

Для  получения  данных  о  фазовых  объектах  следует  применять  специаль¬ 
ные  методы  наблюдения,  например  так  называемый  метод  темного  поля ,  где 
с  помощью  диафрагмы  устраняется  центральный  порядок,  или  метод  свилей , 
в  котором  исключаются  все  спектры  по  одну  сторону  от  ценірального  порядка. 
Однако  наиболее  эффективным  является  метод,  предложенный  Цер  нике  [67], 
впервые  описанный  им  в  1935  г.  и  известный  под  названием  метода  фазового 
контраста.  Его  преимущество  заключается  в  том,  что  распределение  интенсив¬ 
ности  в  изображении  прямо  пропорционально  изменению  фазы,  вносимому  со¬ 
ответствующими  точками  объекта. 

Чтобы  объяснить  принцип  метода  фазового  контраста,  рассмотрим  сначала 
прозрачный  объект  в  виде  одномерной  фазовой  решетки.  Функция  пропускания 
такого  объекта  по  определению  (см.  стр.  369)  имеет  вид 

Е(*)  =  ехр  (/ф(х)],  (56) 

где  ф(х)  —  вещественная  периодическая  функция  с  периодом  (например,  й), 
равным  периоду  решетки.  Предположим,  что  величина  ф  мала  по  сравнению 
с  единицей,  и  поэтому  можно  написать 

К  (х)  да  1-Мф(х).  (57) 

Разлагая  Р  в  ряд  Фурье 

У  стех (58) 

и  учитывая,  что  Р  имеет  вид  (56),  а  <р  —  вещественная,  но  малая  по  сравне¬ 
нию  с  единицей  величина,  получим 

с0  =  1,  с„т=—  с*т  {тфО).  (59) 

Интенсивность  спектров  порядка  т  пропорциональна  |сш|а. 

В  методе  фазового  контраста  в  заднюю  фокальную  плоскость  объектива 
помещают  тонкую  пластинку  из  прозрачного  вещества,  называемую  фазовой 
пластинкой.  Такая  пластинка  вызывает  отставание  или  опережение  фазы  в  ну¬ 
левом  порядке  ($о  на  рис.  8.32)  относительно  фазы  в  дифракционных  спектрах 


*)  Более  подробное  изложение  фазо-контрастного  метода  приведено,  например,  в  [65]. 

**)  Точное  подобие  достигается  только  при  бесконечно  большом  отверстии  объектива. 
Так  как  оно  всегда  конечно,  можно  увидеть  некоторые  детали  фазовой  структуры.  Нноіда  при 
небольшой  расфокусировке  прибора  видность  таких  «изображений»  улучшается  за  счет  разре¬ 
шения  (см.  [66]). 
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($ь  $_і,  $2,  5_2,  . ..)  на  четверть  периода.  Это  значит,  что  распределение  ком¬ 
плексной  амплитуды  в  фокальной  плоскости  будет  отличаться  от  распределении, 
характеризующегося  коэффициентами  ст>  и  станет  распределением,  характери¬ 
зующимся  коэффициентами  с'ті  где 

ехр  |  і *2" ^  ^  і  Ц  ст—ст  {т=^  0).  (00) 

Положительный  или  отрицательный  знак  берется  в  зависимости  от  того,  Полу¬ 
чается  ли  отставание  или  опережение  фазы  в  нулевом  порядке.  Теперь  резуль¬ 
тирующее  распределение  света  в  плоскости  изображений  представляет  не  фазо¬ 
вую  решетку  (57),  а  фиктивную  амплитудную  решетку 

О  (х)  =  ЧЬ  і  ф-  іф  (х),  (61) 

Следовательно,  пренебрегая  <р2  по  сравнению  с  единицей,  находим,  что  интен¬ 
сивность  в  плоскости  изображения  пропорциональна 

Цх')~\0(х)\*~1±2<р(х),  (62) 

где,  как  и  раньше,  х'~  Мх ,  а  М  —  увеличение.  Отсюда  следует,  что  в  случае 
наблюдения  методом  фазового  контраста ,  изменение  фазы ,  сносимое  объектом , 
превращается  в  изменение  интенсивности ,  а  последняя  в  любой  точке  плоскости 
изображений  прямо  пропорциональна  (с  точностью  до  аддитивной  постоянной) 
изменению  фазы ,  вызванному  соответствующим  элементом  объекта  *).  При 
отставании  фазы  в  нулевом  порядке  относительно  фазы  дифракционных  спект¬ 
ров  (верхний  знак  в  (61))  области  объекта  с  большей  оптической  толщиной  ка¬ 
жутся  ярче  мест  со  средней  освещенностью.  Это  светлый  фазовый  контраст „ 
Если  фаза  в  нулевом  порядке  опережает  фазы  дифракционных  спектров,  об¬ 
ласти  больших  оптических  толщин  кажутся  темнее  общего  фона.  Это  так  назы¬ 
ваемый  темный  фазовый  контраст  (рис.  I  и  рис.  II  на  вклейке). 

Часто  для  получения  хорошего  разрешения  отверстие  осветительной  сис¬ 
темы  делают  кольцевым,  а  не  круглым  (см.  п.  8.6.2).  В  таком  случае  роль  спект¬ 
ра  нулевого  порядка  *$<>  на  рис.  8.32  играет  кольцевая  область  ІГ',  сквозь  кото¬ 
рую  проходит  прямой  (не  дифрагированный)  свет,  причем  фаза  именно  этого 
света  должна  отставать  или  опережать  на  четверть  периода  фазы  дифракцион¬ 
ных  спектров. 

Фазовую  пластинку  можно  изготовить,  нанося  испарением  тонкий  слой  со¬ 
ответствующего  диэлектрика  на  стеклянную  подложку.  Если  свет,  прошедший 
сквозь  пластинку,  должен  отставать  по  фазе  на  четверть  периода,  то  толщина 
нанесенного  на  пластинку  слоя  й  должна  составлять  1),  где  п — ■ 

показатель  преломления  диэлектрика.  Отставание  по  фазе  на  четверть  периода 
нулевого  порядка,  конечно,  эквивалентно  опережению  по  фазе  дифракционных 
спектров  на  три  четверти  периода  и  наоборот.  Чувствительность  метода  фазово¬ 
го  контраста  можно  увеличить,  если  применять  слабо  поглощающие  покрытия 
вместо  диэлектрических.  К  этому  вопросу  мы  еще  вернемся  позднее. 

Остается  показать,  что  применение  метода  фазового  контраста  не  ограни¬ 
чивается  только  фазовыми  объектами  периодической  структуры.  Для  этого 
разделим  интеграл  (34)  на  две  части,  а  именно 

о  б.  п)  =  о0(&,  »і)+*МБ.  ч).  (63) 

где 

V  <>  —  С  г  ((  ехр  •[— уЩ  +  %]у\\йхйу, 

Л 

^,==СіИ  0)  —  І]ехр(—  1-у[&  +  т\у]}ах  сіу. 

Л 

*)  Приближения,  принятые  в  элементарной  теории  метода  фазового  контраста  рассмот¬ 
рены  в  [68,  69]. 
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Ѵ0  представляет  распределение  света  в  плоскости  оГ'  в  отсутствие  объекта, 
а  11х —  влияние  дифракции.  «Прямой  свет»  I У0  (соответствующий  нулевому 
порядку  $о  на  рис.  8,32)  концентрируется  только  в  небольшой  области  ^30 
плоскости  бГ '  вблизи  осевой  точки  0.  Вместе  с  тем  в  общем  случае  только 

очень  небольшая  часть  дифрагировавшего  света  попадает  в  эту ‘область;  боль¬ 
шая  его  часть  окажется  в  других  местах  *)  этой  плоскости  <^Р. 

Предположим,  что  область  33*,  через  которую  проходит  прямой  свет,  за¬ 
крыта  фазовой  пластинкой.  Действие  последней  описывается  функцией  пропу¬ 
скания 

А^аег\  (65) 

Для  пластинки,  вызывающей  только  изменение  фазы  проходящего  света, 
а  -=  1,  а  для  пластинки,  еще  и  поглощающей  свет,  а  <7  1.  Для  света,  прошедшего 
сквозь  отверстие  объектива,  можно  написать 

Ъ)  =  А1 У0Ц,  «|)  + л);  (66) 

поэтому,  согласно  (36),  распределение  комплексной  амплитуды  в  изображении 
имеет  вид 

Ѵ{х',  У')  =  К(Х'<  у')+ѵ г(х',  у'),  (67) 

где 

Ѵ0  =  ЛС4 Со  (I.  Ч)  ехР  \  —  %[х'%-гУ'ц]\л1йт\, 

& 

'  С  =  С2 \{  6\  (1,  і-|)ехр  (—  %  [*'!  +  «/'-»]]) 

Так  как  отверстие  33  значительно  превышает  размеры  участка  550.  а  Ѵ0  вне  33* 
практически  равно  нулю,  то,  не  вводя  заметной  ошибки,  можно  распространить- 
область  интегрирования  в  выражении  для  V*  на  всю  плоскость  Кроме  того, 
если  допустить,  что  33  велико  и  пропускает  все  дифрагировавшие  лучи,  несущие 
заметную  энергию,  то  у  интеграла  Ѵг  также  можно  написать  бесконечные  пре¬ 
делы.  Наконец,  если,  как  и  раньше,  функция  пропускания  Р  (х,  у)  определена 
как  нуль  в  точках  плоскости  предмета,  лежащих  вне  области,  занятой  объек¬ 
том,  то  интегралы  (64)  также  можно  взять  с  бесконечными  пределами.  Тогда, 
подставляя  (64)  в  (68)  и  используя  интегральную  теорему  Фурье  и  соотношение 
(38),  получим 

Ѵ0(х\  у')  =  СА, 

ѴЛх\  У')  =  с[р[^,у~)-\]=С[Р{х,  у)-\].  ]  (69) 

Из  (67)  и  (69)  следует,  что  интенсивность  в  плоскости  изображений  опреде¬ 
ляется  выражением 

/(*',  у')^ \Ѵ(х\  у')\*  =  \С\*\А+Р(х,  у)-  і[\  (70) 

При  наличии  фазового  объекта  имеем 

Р  (. х ,  у)  =  ехр  [мр  (х,  у)] ,  (71) 

и  (70)  сводится  ж  **) 

/  (х' ,  у')  =  |  С  |2  [а2  +  2  { 1  — а  соз  а — соз  ф  (х,  у)+а  соз  (а — <р  ( х ,  і/))}] .  (72) 

Так  как  мы  предположили,  что  ф  мало,  последнее  соотношение  можно  перепи¬ 
сать  в  виде  ’  -.  .г. 

/  (х\  у')  =  \С  |2  [а2  +  2ац)  (. х ,  у)  зіп  а] ,  (73) 

*)  Этот  вопрос  подробно  рассмотрен  в  [68];  см.  также  [72],  где  он  исследовался  в  другой 
связи. 

**)  Особый  случай,  коіда  а— 0,  соответствует  наблюдению  в  темном  поле.  Согласно  (72) 
распределение  интенсивности  тогда  определяется  выражением 

/  {х',  у')  —  2С2  [1  —  соз  ф  (я,  у)\. 
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и  если  разность  фаз,  вносимая  пластинкой,  соответствует  отставанию  или  опе¬ 
режению  на  четверть  периода,  то  а  —  ±  л/2,  и  (73)  сводится  к 

/(*\  Уг)  *=  |  С  |а  [а2  ±  2шр  (х,  у )].  (74) 

Если  пластинка  не  поглощает  света  (а  -  1),  мы  снова  получим  выражение  (62). 
В  этом  случае  изменения  интенсивности  прямо  пропорциональны  изменению 
фаз,  вносимому  объектом.  Для  пластинки,  поглощающей  долю  всего  прямого 
света,  равную  а2,  отношение  второго  члена  к  первому  в  (73)  равно  ±<р іаш  что 
указывает  на  увеличение  контрастности  изображения.  Например,  ослабление 
прямого  света  в  девять  раз  повышает  чувствительность  этого  метода  в  три  раза. 


§  8.7.  Дифракция  Френеля  на  прямолинейном  крае 

8.7.1.  Дифракционный  интеграл.  После  того  как  мы  рассмотрели  различные 
случаи  дифракции  Фраунгофера,  займемся  более  общим  случаем,  а  именно  ди¬ 
фракцией  Френеля. 

Основной  дифракционный  интеграл  (8.3.28)  можно  записать  в  виде 
и(Р)-=В(С+іЗ),  (I) 

(2) 

(3) 


где 


В  = 


— лісоваехЕ.|‘*<;'+*'>і, 


с = И с03  №  (і.  5  “  И 5ІП  №  (і> »і)}  ДЪ  ац. 


А 

Тогда  интенсивность  I  ( Р )  = 


А 


Ѵ(Р)  I 
ЦР)= 


(4) 


!  в  точке  наблюдения  Р  равняется 
Д2(С2  +  52). 

Теперь  в  разложении  /(|,  т])  (8.3.31)  мы  должны  сохранить  члены  с  |  и  т)  по 

крайней  мере  до  второго  порядка. 

Как  и  раньше,  мы  считаем,  что  плоскость 
отверстия  г  1  совпадает  с  плоскостью  ху. Для  упро¬ 
щения  расчетов  направим  ось  х  вдоль  проекции 
линии  Р{)Р  на  плоскость  отверстия  (рис.  8.34). 
Следовательно,  при  заданном  положении  источ¬ 
ника  система  координат,  вообще  говоря,  будет 
различном  для  различных  точек  наблюдения. 

Согласно  (8,3.30)  /  =  /0,  пг  —  тіи  и  линейные 
члены  в /а,  т])  исчезают.  Направляющие  коси¬ 
нусы  лучей  Р00  и  ОР  равны 
/  —  /0  =-5і л  6,  т  =  0,  п  =  п0  -=соз  6,  (5) 

где,  как  и  прежде,  б  —  угол  между  линией  Р0Р 
и  осью  г.  Выражение  (8.3.31)  для  /(§,  т])  сво¬ 
дится  к 

НЬ>  ч)  =  у 


Рис.  8  34.  К  дифракции  Френе¬ 
ля  на  отверстии  в  плоском  не¬ 
прозрачном  экране. 


(в) 


Отбрасывая  члены  с  |  и  р  в  третьей 


приведем  интегралы  (3)  к  виду 

с=  Л  сов  (Т+р-)  (І!С08*6+  и2)}  аыч, 


Т+3,)(^с05*'бЧ-тіг)+~ 

и  более  высоких  степенях,  мы 


А 

А 


{ х  {г+7 ) (§2  0032  б+ чг)}^ч. 


(7> 
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Для  удобства  введем  новые  переменные  интегрирования  и  и  у,  определяемые 
соотношениями 

(8) 


Тогда 


т  (?■■ +  г)  **  * = т  г  (р-+?->г -уЛ 


**1-°Т71  ,  і . 


7—1 - г  ]  С05  б 


и  наши  интегралы  принимают  вид 

С  соз  |у  (о®  4-  у2)  |  сіи  йѵ ,  5  =  Ь  ^  зіп  |  у  (и*  +  у'2)  |  <&/.  <2у ,  (9) 

А’  41 


Л' ' 


где 


(Ю) 


Здесь  интегрирование  производится  по  области  А'  плоскости  (ы,  у),  в  которую 
подстановкой  (8)  преобразована  область  Л  отверстия. 

8.7.2.  Интегралы  Френеля.  Пусть  Лг — прямоугольник  со  сторонами,  па¬ 
раллельными  осям  и  и  у;  тогда  интегралы  (9)  можно  упростить  еще  больше,  ис¬ 
пользуя  следующие  тождества:  і 

соз  [|  (а3  4-у2^  =  соз  ^у  и3^  соз  ^у  у2^ —  зіп  ^у  и ^  зіп  Гу  у2^)  ,  | 
зіп  |у  (н2Н-у2)^  " зіп  (^у  соз  (у  +соз  зіп  (д  у2).  ) 


В  этом  случае  для  вычисления  (9)  мы  должны  рассмотреть  интегралы 

#  (до)  =  ^соз  Гу  т2^т,  ^(ш)  =  ^  5ІП  ГуТ2  ^т.  (]2) 

о  о 


Интегралы  іэ  (ш)  и  называются  интегралами  Френеля.  Они  имеют  боль¬ 

шое  значение  при  решении  многих  дифракционных  задач  и  хорошо  изучены. 
Мы  должны  кратко  познакомиться  с  некоторыми  их  особенностями  *). 

Сначала  получим  выражения  для  #(до)  и  <^(ш)  в  виде  рядов.  Для  этого 
разложим  косинус  и  синус  под  знаком  интеграла  в  степенные  ряды  и,  интегри¬ 
руя  почленно,  найдем 


[і_2}5(*а).)і+5/5(|»»)4_...] , 


<ія> 


Эти  ряды  сходятся  при  всех  значениях  ха,  однако  для  вычислений  они  пригодны 
только  при  малом  ха.  Когда  ха  велико,  интегралы  можно  вычислить,  пользуясь 
разложением  в  ряды  по  огрицателыіым  степеням  ха.  Перепишем  (12)  р  виде 


»Н  =  *(со)-Ц(зід^т*)^. 


Интегрируя  по  частям,  получим 


^(ш)=5?(оо)  +  Д3іп(Ааі»)+|^(со5Ат2)^5. 


(14> 


*)  Из  большего  числа  таблиц  интегралов  Френеля  можно  рекомендовать,  например,  [24, 
25,  73] , 
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Элементы  теории  дифракции 


[гл.  В 


Снова  интегрируя  по  частям  и  продолжая  этот  процесс,  получим 
«(»)  =  «  (00)-^;  [Я(ш)СОз(^)-0Н5Іп(|-^)]  . 


и  аналогично 


где 


7  И  =  (оо)  —  і  |  Р  (гѵ)  8ІП  (у  +  Я  (м?)  соз  (у  да2]]  * 

РИ  =  Ь 


(15) 


ьз 


1-3-5. 7 


Я(да)  = 


1 


(л®2)3  ;  (те>2)4 

1  "3-5__|_  1 -3-5-7-9 


Г  (16) 

ЯШ>Л  (ГО2?3)3  "И  (яв^)6  / 

Для  вычисления  интегралов  #(оо)  и  е^(оо)  объединим  их  в  один  комплекс¬ 
ный  интеграл 


% 


(оо)  +  «^(оо)  =  ^  ехр  &х 


(17) 


и  введем  новую  переменную  интегрирования 

^  =  Т  У 


іп  і  —  !  ,  / —  ^  і  4-  1 


Вещественный  путь  интегрирования  О^т^оо  переходит  в  комплексной  пло¬ 
скости  ^  в  путь,  лежащий  вдоль  линии,  проходящей  через  начало  координат 
под  углом  45°  к  вещественной  оси.  Далее,  легко  заметить,  что  если  интеграл 
берется  вдоль  линии,  параллельной  мнимой  оси,  то  с  увеличением  расстояния 
от  начала  координат  он  начинает  стремиться  к  нѵлю.  В  этом  случае  из  теоремы 
о  вычетах  Коши  следует,  что  интеграл,  взятый  вдоль  любой  наклонной  линии, 
проходящей  через  начало  координат,  равен  значению  интеграла,  взятого  вдоль 
вещественной  оси.  Таким  образом,  , 

00 

*  («ж»)  +  т°°)  =  Щ-  [ ехр  (-ё2) а; = ііі. 

О 


(Вещественный  интеграл  по  С  является  хорошо  известным  интегралом  ошибок 
Гаусса  *),  и  его  величина  равна  V л/2 . )  Следовательно, 

се  ос 

#  (<*>)  =  ?соз^т2^т  =  у  ,  &  (оо)  =  ^  зіп  ^ут2]  <Тс  =  уя  (18) 

О  .о 

Соотношения  (15)  вместе  с  (16)  и  (18)  выражают  интегралы  Френеля  в  виде 
рядов  по  отрицательным  степеням  ш.  Если  ѵѵ  велико,  эти  расходящиеся  (асимп¬ 
тотически)  ряды  обеспечивают  хорошую  аппроксимацию  интегралов  при  учете 
небольшого  числа  членов  разложения  (см.  приложение  3). 

Поведение  интегралов  Френеля  хорошо  иллюстрируется  изящным  геомет¬ 
рическим  построением  Корню  1751 .  В  качестве  декартовых  координат  точки  Р 
берутся  %  и  Переменная  т  принимает  все  возможные  значения,  и  поэтому 
точка  Р  описывает  некую  кривую.  Поскольку  &'(0)  (0)  =0,  кривая  прохо¬ 

дит  через  начало  координат,  и  поскольку 

%  ( — т)  = — %  (до),  .  — т)~ — еУДда),  (19) 

она  антисимметрична  относительно  обеих  осей.  Если  йі  —  элемент  дуги  нашей 
кривой,  то  ^ 

<&  =  <№*  +  <№•  =  [(^-)Ч(^)2]  =  [с05^^а)2)-Ь5іп2(^^)]  №»>*, 


т.  е. 


(сГ/)2  =  (4да)% 


т 


*)  См.,  например,  [74], 
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Следовательно,  если  I  измеряется  в  направлении  увеличения  т,  то  параметр  да 
представляет  длину  дуги  кривой,  измеряемую  от  начала  координат. 

Пусть  0 — угол  между  касательной  к  кривой  и  осью  Тогда 


№ 

8ІП( 

4ы) 

лг-) 

“  4% 

~  4%  ~  , 

ш  И 

лИ 

\^і,5 

ш=гяЖ 


|  ш=2 

"О*  І&иР  Ц6 
--цг\ — ■]— — 


Следовательно,  Ѳ  возрастает  монотонно  с  увеличением  |да|.  Так  как  Ѳ*=0, 
когда  да  ==  0,  то  в  начале  координат  касательная  к  кривой  совпадает  с  осью  #. 
Когда  да2  =  1,  то  Ѳ  —  л/2,  и  каса-  . 

тельная  перпендикулярна  к  оси#.  ^ 

Еслида2=2,  то  Ѳ=  —  л,  и  каса- 

тельная  к  кривой  снова  параллель-  _ ^ ~  ш=2г5* 

на  оси  но  ориентирована  в  от-  ' _ V 

рицательном  направлении.  Соглас-  _ щ 1>г  Т 

но  соотношениям  (18)  и  (19)  #(оо)  —  *  .  ДІх  г 

=  —  €(—  ОО)  =  1/2,  <^(ос)  =  - - - 0,2 - 

-_^(_оо)  =  1/2.  и  обе  ветви  .ве  ,ог 

кривой  приближаются  к  точкам  - г-д  1 '  УР  п?1и  ля  ля  & 

и  с  координатами  (1/2,  1/2)  и  I  1  |  "I  ]  '| 

( — 1/2, — 1/2).  Такая  кривая  назы-  /  \  [  4%  : 

вается  спиралью  Корню  (рис.  8.35);  Т  <*4-чГ  “ 

она  полезна  при  рассмотрении  |Ѵ _ 

общих  свойств  дифракционных  кар-  л  V  _ --П2- _ * 

тин  Френеля.  _  7 

8.7.3.  Дифракция  Френеля  на  „3 

прямолинейном  крае.  Рассмотрим  - 

ч еперь  дифракцию  Френеля  на  рис.  335  Спираль  Корню, 

полубесконечной  плоскости,  ог¬ 
раниченной  острым  прямолиней¬ 
ным  краем.  Это  особенно  важно  для  выяснения  поведения  поля  вблизи 
границы  геометрической  тени.  Ограничимся  только  случаем,  когда  линия 
Р0Р,  а  также  ее  проекция  (здесь  ось  х)  на  полуплоскость  перпендикулярна 
краю  (рис.  8.36).  Если  X  —  расстояние  от  края  полуплоскости  до  начала  коор¬ 
динат  (которое  лежит  на  линии  Р0Р),  то  интегрирование  производится  по  об¬ 
ласти 

—  оо  <  ^  <  X,  —  ос  <  Т]  <  оо, 

или,  переходя  к  переменным  и  и  ѵ  — 

—  оо  <  и  <  да,  —  оо  <  ѵ  <  оо ,  (22) 

...  1  /  2/1  ,  1  \  V  Я  /г>о\ 


Рис.  8.35.  Спираль  Корню. 


/тіт- 


оо  <  ѵ  <  ОО, 
-  )  X  С05  6  . 


Точка  наблюдения  Р  в  зависимости  от  того,  положительно  ли  X  или  отрица¬ 
тельно,  лежит  либо  в  освещенной  области,  либо  в  области  геометрической  тени. 
Дифракционные  интегралы  (9)  принимают  тогда  вид 


ни  ос 

^  йи  у  сіѵ  < 


5ІП  V2 


Ш  4  05 

3  =  Ь  ^  ^  (ІѴ  |зіп  и3^)соз^у  ѵ’г^  -фсоз  ^уц2^  ' 
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Здесь  нарушено  условие,  принятое  при  выводе  (9),  а  именно  условие,  требую¬ 
щее,  чтобы  линейные  размеры  области  интегрирования  были  малы  по  сравне¬ 
нию  с  расстояниями  Р0О  и  ОР.  Поэтому  для  обоснования  приближенной  при¬ 
менимости  этих  формул  и  в  данном  случае  необходимо  более  тщательное  обсуж¬ 
дение  остаточных  членов.  Однако  сейчас 
мы  не  будем  заниматься  этим  вопросом, 
так  как  в  дальнейшем  дифракация  на  по¬ 
луплоскости  будет  разбираться  более  стро¬ 
гими  методами  (см.  §  11.5). 


Рис.  8.36.  К  дифракции  Френеля  на  Рис.  8  37  Распределение  интенсивности  в  картн- 
пр  я  мол  и  ной  пом  крае.  не  дифракции  Френеля  на  прямолинейном  крае. 


Из  соотношений  (18)  и  (19)  имеем 
о 


—  00 

и  аналогично 


^  соз(-|-тг)<*г=  ^  +^=«(оо)+Ѵ(ш)  = 

-со  —оо  О 

I-  св 

№4 


т#и. 


5 


С05 


|  гіт  =  1 


|  5ІП  ^  ЗІП^Т2^ 

—  <*  —  се 

Следовательно,  (24)  принимает  вид 


ііх  ~  1 , 


®  (И*) 

1- 

5  -  Ь  <| 

+[ 

~2  4"  &  №)  | 

и  подстановка  в  (4)  дает  окончательно  выражение  і 

'-НІ 

~2  4"  (ДО) 

Ч 

где 


Іш  —  4\В\ 


(25) 


і26) 


(27) 


(28) 


(29) 


"(г'  +  я')2’ 

Поведение  функции  интенсивности  (28)  можно  установить,  исследуя  спи¬ 
раль  Корню.  Как  мы  видим,  величина  2///<0)  равняется  квадрату  расстояния 

от  точки  хю  спирали  Корню  до  «асимптотической»  точки 

Таким  образом,  если  точка  наблюдения  находится  в  освещенной  области 
(г^;>0),  то  ///(0>  осциллирует  с  амплитудой,  уменьшающейся  по  мере  увели¬ 
чения  расстояния  от  края  тени  и,  как  это  следует  ожидать  на  основании  гео¬ 
метрической  оптики,  асимптотически  приближается  к  единице.  Интенсивность 
максимальна  не  на  границе  геометрической  тени,  а  на  некотором  расстоянии 
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от  нее  в  освещенной  области  (рис.  8.37).  На  границе  тени  (т  —  0)'  имеем  //Л0,= 
=  1/4.  В  области  тени  ///(0)  монотонно  уменьшается  до  нуля.  Эти  выводы  хо¬ 
рошо  согласуются  с  экспериментальными  результатами. 

§  8.8.  Трехмерное  распределение  света  вблизи  фокуса 

В  п.  8.3,3  было  показано*  что  распределение  света  в  фокальной  плоскости 
хорошо  кор  регированной  линзы  обусловлено  по  существу  дифракцией  Фраун¬ 
гофера  на  ее  оправе.  В  §8.5  были  подробно  изучены  картины  дифракции  Фраун¬ 
гофера  от  отверстий  различных  форм.  Для  того  чтобы  получить  более  точное 
представление  о  структуре  оптического  изображения,  следует  изучить  распре¬ 
деление  света  не  только  в  геометрической  фокальной  плоскости,  но  и  вблизи 
этой  плоскости.  Представление  о  трехмерном  (Френель)  распределении  света 
вблизи  фокуса  имеет  особенно  важное  значение  для  оценки  величины  допуска 
в  требуемом  положении  плоскости  изображения  систем,  формирующих  изобра¬ 
жение. 

Особенности  внефокальных  монохроматических  изображений  точечного 
источника,  полученных  с  помощью  круглого  отверстия,  были  впервые  подробно 
рассмотрены  в  классическом  труде  Ломмеля  *)  1761 .  Пользуясь  интегралом  Г  юй¬ 
генса  —  Френеля  ему  удалось  представить  комплексное  возмущение  в  виде 
сходящегося  ряда  функций  Бесселя,  а  также  экспериментально  подтвердить 
явления,  предсказанные  на  основании  этих  расчетов.  Почти  одновременно  с 
Ломмелем  Струве  178]  опубликовал  подобное,  хотя  и  мепее  исчерпывающее  ис¬ 
следование,  посвященное  дифракции  на  круглом  отверстии.  Он  не  получил  та¬ 
ких  подробных  численных  решений,  но  дал  полезный  метод  приближенного 
расчета  интенсивности  вблизи  границы  геометрической  тени,  где  ряды  сходятся 
довольно  медленно.  Несколькими  годами  позже  Шварцшильд  [79]  вывел  асимп¬ 
тотическое  приближение  для  точек  наблюдения,  находящихся  на  расстоянии 
многих  длин  волн  от  фокуса. 

Исследования  Ломмеля  и  Струве  не  привлекли  особого  внимания,  и  в 
1909  г.  эта  задача  снова  была  исследована  Дебаем  [80].  Дебай  установил  опреде¬ 
ленные  общие  особенности  дифракционного  поля  и  вблизи  и  вдали  от  фокуса. 
Сравнительно  недавно  исследования  перечисленных  выше  авторов  были  рас¬ 
ширены  и  были  опубликованы  диаграммы,  показывающие  подробную  структуру 
поля  в  этой  комплексной  области.  Результаты  проведенных  исследований 
получили  широкое  экспериментальное  подтверждение  как  в  оптическом,  так 
и  в  микроволновом  (короткие  радиоволны)  диапазонах.  г 

Рассматривая  распределение  света  вблизи  фокуса,  мы  будем  основываться 
на  исследованиях  Ломмеля  и  Струве,  но  для  удобства  и  наглядности  начнем 
с  интегрального  представления  поля  в  виде,  предложенном  Дебаем. 

8.8.1.  Вычисление  дифракционного  интеграла  в  функциях  Ломмеля.  Рас¬ 
смотрим  сферическую  монохроматическую  волну,  выходящую  из  круглого  от¬ 
верстия  и  сходящуюся  в  осевой  фокальной  точке  О.  Рассмотрим  возмущение 
V  (Р)  в  произвольной  точке  Р  близ  О.  Положение  точки  Р  относительно  О 
определяется  вектором  К.  Предполагается,  что  расстояние  Р  =  ОР  и  радиус 
а  (;^> X)  отверстия  малы  по  сравнению  с  радиусом  /  =  СО  волнового  фронта  ѴР, 
который  в  какой-то  момент  заполняет  это  отверстие  (рис.  8.38). 

Обозначим  через  5  расстояние  от  точки  наблюдения  Р  до  точки  (3  на  ѴР, 
а  через  Л//  —  амплитуду  в  точке  ф  падающей  волны;  тогда,  применяя  принцип 
Гюйгенса  —  Френеля,  получим 

ѵ (я)  = — Т  - ех-р-1т ‘Ж>  Л  аз.  (і) 


*)  Более  поздняя  статья  [77]  касается  дифракции  на  щели,  на  непрозрачной  полоске  и 
прямолинейном  крае. 
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Поскольку  рассматриваются  лишь  небольшие  углы  падения,  вариации  коэф¬ 
фициента  наклона  но  волновому  фронту  пренебрежимо  малы  Обозначая  через  ц 
единичный  вектор  в  направлении  ОС},  находим  с  хорошим  приближением 

Н  =  -Ч*Н.  (2) 

Далее  элемент  Л8  волнового  фронта  равняется 

(3) 

где  сііі  —  элемент  телесного  угла,  под  которым  виден  из  точки  О  Без  замет¬ 
ной  ошибки  можно  заменить  в  знаменателе  подынтегрального  выражения  5 
на  Д  и  тогда  уравнение  (1)  запишется  в  виде 

V  (Р)  -■=  —  Л  ехр  ( — ьк<\  Я)с1&.  (4) 

Й 

Теперь  интегрирование  производится  по  всему  телесному  углу  Й,  под  которым 

отверстие  видно  из  фокуса  Урав¬ 
нение  (4)  представляет  собой 
интеграл  Дебая  и  выражает  поле 
как  результат  суперпозиции  пло¬ 
ских  волн,  распространяющихся 
во  всех  направлениях  (опреде¬ 
ляемых  векторами  ч),  попадаю¬ 
щих  в  О, 

Перед  тем  как  вычислять  ин¬ 
теграл  Дебая,  отметим  интерес¬ 
ное  обстоятельство,  будучи  сл м- 
мой  элементарных  решений  (пло¬ 
ских  волн),  он  представляет  стро¬ 
гое  решение  волнового  урав¬ 
нения  и  в  предельном  случае 
/->о о  (отверстие  на  бесконеч¬ 
ном  расстоянии)  справедливо  во  всем  пространстве.  Конечно,  (4)  нельзя 
считать  строгим  решением  нашей  исходной  задачи,  так  как  здесь  не  уч¬ 
тена  природа  экрана,  а  точные  граничные  условия  аппроксимируются  гранич¬ 
ными  условиями  дифракционной  теории  Кирхгофа.  Точное  решение  нашей 
задачи  должно  содержать  не  только  вклады  от  плоских  волн,  распространяю¬ 
щихся  в  направлении  падающих  геометрических  лучей,  но  и  вклады  от  волн, 
распространяющихся  во  всех  возможных  направлениях*).  Однако  при  выпол¬ 
нении  упомянутых  выше  условии  >а:>>к,  /^>^)  значительны  только  вклады 
от  волн,  учтенных  в  уравнении  (4).  \ 

Для  вычисления  (4)  представим  подынтегральное  выражение  в  более  явном 
виде  Примем  за  начало  декартовых  координат  точку  О  и  за  ось  г  —  линию 
Ох .  Пусть  (х,  у,  х)  —  координаты  точки  Р,  а  (|,  ц,  0  —  координаты  точки  С. 
Положим,  кроме  того,  что 

|  — йрзіпѲ,  т]  — арсозѲ,  х  —  гзіпф,  у  — г  созф.  (5) 

Так  как  точка  ($  лежит  на  сферическом  волновом  фронте  \У,  имеем 

;  =  — Ѵ>_аѴ  =  — ^  [»— т7^+---]  (б> 

Следовательно, 

*1±м±-г--  -  •?'.  с°у-^)_г  [  і  _і  у  + . . .] .  (7) 


*)  Эго  соответствует  представлению  ноля  через  так  называемый  угловой  спектр  плоских 
волн  (см.  п.  11.4  2). 


отверстия  * 

Рис  8  33  К  дифракции  па  круглом  отверстии  схо¬ 
дящейся  сферической  волны 
2  я  /  а  \  2  2  п(  а  \  ./-г 

и=т{т)  г  и=т [т)Ѵх+у 
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Полезно  на  этом  этапе  ввести  безразмерные  переменные  и  и  ѵу  которые 
вместе  с  яр  определяют  положение  Р,  а  именно 


“-х(т)’г-  ’-т{т)'-ттУ^- 


№) 


Заметим,  что  точка  Р  лежит  в  прямом  пучке  света  или  в  геометрической  тени, 
смотря  по  тому,  будет  ли  |  ѵІи  І. 

Из  (7)  и  (8)  следует,  что  если  члены  с  р//  в  степени,  превышающей  вторую, 
пренебрежимо  малы  по  сравнению  с  единицей,  то 

*ч-Я  =  іірсоз(0— *);)  —  (у)  и+у«Р3.  (9) 

Кроме  того,  элемент  телесного  угла  равен 

^  ап 

(10) 


<15  а-р  <ір  йЮ 

<ІЯ  =  Т  =  -^—. 


Поэтому  (4)  принимает  вид 

Ѵ{Р)  = 

і  а2  А 


I  Р 


-ехр 


[і'№ГаШехр{-‘  аРс°з(0— <|>)+у“Р2] }р«мѳ.  (іо 


Интеграл  по  Ѳ  мы  уже  встречали,  рассматривая  дифракцию  Фраунгофера  на 
круглом  отверстии  (см.  п.  8.5.2).  Он  равен  2я70(ур),  где  ^^)(ѵ р)  —  функция  Бес¬ 
селя  нулевого  порядка.  Следовательно,  последнее  соотношение  можно  записать 
как 

і 

Щ,Р)  =  —  ^^ехр|і  (!-)'«}  |/,(ор)ехр(—  ушр*)рф.  (12) 

Рассмотрим  по  отдельности  вещественную  и  мнимую  части  интеграла. 
Положим,  что 


где 


2  |  /0  (т»р)  ехр  ~  шр2)  р  ф  =  С  (иу  ѵ)  —  /5  (и,  ѵ ), 

о 

і 

С  (и ,  ѵ)  —  2  ^  (ур)  со з  ^  —  ир2  ^  р  ф, 

о 

I 

8  (ы,  ѵ)  =  2  ^  (ур)  зіп  (^~  ир2  )  р  ф. 


(І3> 


(14) 


Эти  интегралы  можно  вычислить  в  функциях  Ломмеля 

X 

и 

(— іГ( 

5  =  0 


=  (—!)*(  4) 
ѵ'„(«.и-Е(-і)'/оѴ+2' 


(ѵ), 


(15) 


г  (И. 


введенных  им  для  этой  цели  *)„  Используя  соотношение  (8.5.11) 

4  [*"+1Л+і  (■*)]  ---  *“+1>М*). 


*)  Полное  обсуждение  этих  функций  приводится  в  [76,  77],  а  также  в  книгах  [25,  81,  82]. 
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можно  записать  С  (а,  ѵ)  после  интегрирования  по  частям  в  виде 

С  {и,  V)  =  Л  Д  [рЛ  (ар)]  соз  (Ѵ2  ир1)  ф  = 

Г  1  п 

=  -|  7,(а)с08Ѵаы  +  м  ^рѴт^зіпО/гИР^ф  I.  (16) 

1_  о  I 

Используя  опять  соотношение  (8.5.1 1),  интегрируя  по  частям  и  продолжая  этот 
процесс,  получим 

С  <«.  »>  -  фф  [т  А  м  -  ( ѵ)’  л  (Л + . . .  ]  + 
+лЧ0а[(.т)'-'-1‘"-(т)‘ 

^С°8(Ѵ»«)  Ці(и<  ѵ)  +  8‘п  (Ѵг  ц)  иліі'  ^  (17а) 


Таким  же  способом  найдем 


8  (и,  о)=  “"У  *М«.  ^»(«.  о)-  (176) 

Эти  формулы  справедливы  во  всех  точках  близ  фокѵса,  но  удобны  для  вы¬ 
числений,  только  если  |  и/ѵ  |<1,  т.  е.  когда  точка  наблюдения  лежит  в  геомет¬ 
рической  тени.  При  |  и/ѵ  |>  1,  т.  е.  когда  точка  наблюдения  находится  в  осве¬ 
щенной  области,  более  целесообразно  применять  разложения,  содержащие 
положительные  степени  ѵіи.  Их  можно  вывести  аналогичным  способом  с  по¬ 
мощью  интегрирования  по  частям  относительно  тригонометрического  члена* 
Первый  этап  дает 

С  (и,  V)  =  4  р.  (ар)  і  [зіп  (V,  «Р8)]  Ф  = 
о 

2  г  А  3 

=  —  /0(Р)8іпѴ,а— а  ]  У,  (ар)зіп(Ѵгир2)рф  :  (18) 

здесь  использовано  соотношение  (8.5. 15)  ^  (х)]  =  — х~п]пАг1  (х) .  Снова 

интегрируя  по  частям  и  используя  последнее  соотношение  совместно  с  хо¬ 
рошо  известной  формулой  (которая  выводится  из  разложения  в  ряд 

=  09) 

полѵчим 

С(.',<0-^![АМ-(тр.И+-]- 


_2_  \  ѵ*_ _ 1_  Гѵ2  \2  ,  1 

и  \2и  31  \2и)  +  *  *  * ]  * 


Ряд,  написанный  в  первых  двух  строчках,  содержит  две  функции  Ломмеля  ѴП9 
а  третья  строчка  представляет  собой  разложение  в  ряд  зіп  (ѵ2!2 и).  Следова¬ 
тельно, 

г ,  ,  .  2  .  V2  .  5ІП  (1/2  м),/  .  .  СОЗ  Р/а  и)  т/  ,  Ч  ѵ 

С  (и,  ѵ)  =  —  зіп  ^  н - (и.  V) - 5^-у-'  ѵ,  (и,  а).  (20а) 

Аналогичным  образом  получим  для  другого  интеграла  выражение 

С/  ч  2  V2  СОЗ  (ѴвИ)  ,/  /  .  ЗІП  (ѴяИ)  I/  /  Ч 

5(а,  а)  =  -005^ - ^Г.(«,  М«.  Ф 


(206) 
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Этим  завершается  формальное  решение  нашей  задачи.  Далее  мы  обсудим  неко¬ 
торые  выводы  из  него. 

8.8.2.  Распределение  интенсивности.  Согласно  (12),  (13),  (17)  и  (20)  ин¬ 
тенсивность  /  =  |  и  близ  фокуса  определяется  двумя  эквивалентными  выра¬ 
жениями,  а  именно 

/(«.  °)=(4)Ѵі(«.*»>  +  ^(и,  ®)]/.  (2 Іа) 

И 

1{и,  »)=(|-)г[і+Уг(«,  ѵ)  +  Ѵі(и,  ѵ)-2 Ѵ0(и,  ^)соз|  V.  («  +  т)}~ 

-21 /Да,  с)зіпі  V,  (“  +  г)}]7»-  <21б> 

где 

/.  =  (^)а  (22) 

* — интенсивность  в  геометрическом  фокусе  и  =  ѵ  =  0. 

Из  (15)  следует,  что  Ѵг( — и,  ѵ)  = — ^(м,  у),  і/2( — г/,  з)=*І/2(и,  о), 
^0(— и,  о)—  Ѵ0(и,  и),  Ѵ2  (— ц,  ѵ)  —  —  Ѵ1(и,  ѵ). 

Таким  образом,  I (и,  ѵ)  остается  неизменной  при  замене  и  на  — и.  Значит, 
близ  фокуса  распределение  интенсивности  симметрично  относительно  гео¬ 
метрической  фокальной  плоскости.  Конечно,  распределение  интенсивности 
симметрично  также  и  относительно  оси  ѵ  —  0. 

По  формулам  (21)  Ломмель  рассчитал  распределение  интенсивности  для 
ряда  выбранных  плоскостей,  находящихся  вблизи  фокуса;  он  экспериментально 
подтвердил  также  некоторые  свои  расчеты  *).  Линии  равной  интенсивности 
(называемые  изофотами)  вблизи  фокуса,  построенные  по  данным  Ломмеля, 
приведены  **)  на  рис.  8.39. 

Особый  интерес  представляет  «трубчатая»  структура  светлой  центральной 
части  дифракционного  изображения,  хорошо  заметная  на  рисунке:  ее  существо¬ 
вание  посг\  лировалось  на  основании  экспериментальных  данных  еще  в  1894  г. 
Тейлором  192].  Именно  этой  структурой  изображения  определяется  допуск 
в  положении  плоскости  изображения  в  системах,  формирующих  изображение. 

Ниже  рассматриваются  несколько  интересных  частных  случаев. 

а.  Интенсивность  в  геометрической  фокальной  плоскости .  Для  точек, 
лежащих  в  геометрической  фокальной  плоскости,  и^~  0,  и  уравнение  (21а) 
приводится  к 

1(0,  Р)  =  4ІішГ^Ві-Й  + 

и-»-0  I  и 

Из  уравнений,  определяющих  функции  ОгПІ  с. 

Іігп  Г^і  (ц,  дП  __/і  (ѵ)  ,  Нт 

и-*0  ^  и  ^  у  и-щ 

поэтому 

по,  ѵ)  =  рл<а] 

*)  Сходные  эксперименты  описаны  также  в  [83,  84].  Аналогичные  опыты  с  микроволнами 
изложены  в  [851  для  отверстия  круглой  формы  и  в  [86]  —  для  прямоугольного  отверстия 

**)  Похожие,  но  менее  детальные  графики  опубликованы  в  [87]  Они  воспроизведены  в 
некоторых  книгах  с  ошибками  (неправильное  положение  геометрической  тени  и  перепутанные 
оси)  Другой  тип  графиков,  по  существу  соответствующий  рис  8  39,  приведен  Ценнике  и  Ниж> 
бером  в  [89]  Они  исходили  из  другого,  но  эквивалентного  разложения  (см  (9  4  121)  дифрак¬ 
ционного  интеграла  Графики,  рассчитанные  на  основе  электромагнитной  теопии  и  показываю¬ 
щие  распределение  электрической  энергии  и  потока  энергии,  приведены  в  [89а]. 

А*  а  лог  ’чные  диаграммы  для  кольцевого  отверстия  опубликованы  Линфутом  и  Вольфом 
[90].  Некоторые  применения  исследовании  Ломмеля  к  дифракции  на  системе  концентрических 
кольцеобразных  отверстий  приведены  в  [91]. 


иІ(и,  0)^ 

(23) 

ледует,  что 

РИ-о. 

(24) 

а 

/»• 

(25) 

26  М.  Ьорн,  Э,  Вольф 
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Как  и  следовало  ожидать,  мы  получили  формулу  Эйри  (8.5.14)  для  дифракции 
Фраунгофера  на  круглом  отверстии. 

6,  Распределение  интенсивности  вдоль  оси .  Для  точек,'  лежащих  на  оси, 
о  =  и  обе  функции  Ѵп,  входящие  в  выражение  (216),  запишутся  в  виде 

Ко  (и,  0)«е1,  ѵг{и,  0)  =  0. 

Следовательно, 

/  (О,  Ѵ)  =  ±[2 -2  С05  (V,  И)]  /о-  =  0-  (26) 

'Таким  образом,  интенсивность  вдоль  оси  характеризуется  функцией  (зіп  хіх Д, 


Рис.  8.39.  Изофоты  (линии  интенсивности  /(«,  у))  в  меридиональной  плоскости  вблизи  фокуса 
сходящейся  сферической  волны,  дифрагировавшей  на  круглом  отверстии  (аз  [87]). 
Интенсивность  в  фокусе  нормиоована  к  единице.  Пунктирные  линии  показывают  границу  геометри¬ 
ческой  тени.  При  вращении  рисунка  вокруг  оси  и  минимумы  на  оси  о  вырисовывают  темные  кольца 

Эйри. 


рассмотренной  нами  в  п.  8.5.1  в  связи  с  дифракцией  Фраунгофера  на  прямо¬ 
угольном  отверстии.  Первый  нуль  интенсивности  на  оси  получается  при 
ы/4  ==  2ла3г/Я/2==  ±  я,  т.  е.  на  расстоянии  г  =  ±  /2Я/2а2  от  фокуса. 

Обычно  потеря  интенсивности  в  центральном  пятне  изображения,  дости¬ 
гающая  20%,  считается  допустимой.  Так  как  уменьшается 

на  эту  величину  при  смещении  плоскости  изображения  от  положения  0 
до  положения  и  &  3,2,  то,  следовательно,  допуск  на  прложение  фокальной  пло¬ 
скости  Ах  равен  приблизительно 

^=±3.2  ^(±)’«±Ѵа(і.)Ч.  (27) 

Например,  при  использовании  пучка  //10 (//а  =  20)  для  света  с  длиной  волны 
Х  =  5-10'“5  см  этот  допуск  составляет  около  ±0,5*202-5*  10  “5  елг  =  ± 0,1  мм, 
в.  Интенсивность  вдоль  границы  геометрической  тени .  Для  точек  на  гра¬ 
нице  геометрической  тени  и  =  4=у.  Распределение  интенсивности  симметрично 
относительно  геометрической  фокальной  плоскости,  и  поэтому,  не  теряя  общ¬ 
ности,  можно  считать  и  положительным.  Тогда  функция  Ип  сведется  к 

ЙО  со 

У,  (И,  «)=  23  (-1)5Л,+і(и).  у,  (и.  и)  =  2  (— 1)*/„+І(и).  (28) 

5=0  5=0 

Напомним  хорошо  известное  тождество  Якоби  (см.,  например,  [25]) 

сов  (и  соз  Ѳ)  =  ^о  (и)  4-2  2  ( — I)15  («) 003  2$Ѳ, 

8=  1 

зіп  (и  соз  Ѳ)  =  2  2  ( — I)5  (и) соз  (2^4-  1)  Ѳ. 

5—  0 


(29) 
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Полагая  Ѳ  =  0,  из  сравнения  с  (28)  находим 

і!1(и>  и)  =^1/2$іпи,  Ю2(и,  и)  =^7а  [Л (и)—  соз и], 

и  (21а)  сводится  к 

/(«,  ц)  =  1=ДМ«)  со»  а +  ■/*(«)  /о. 


(30) 

(31) 


График  этой  функции  показан  на  рис.  8.40. 

8.8.3.  Суммарная  интенсивность.  Представляет  интерес  определить  часть 
Ь  от  усредненной  по  времени  полной  энергии,  проходящей  через  небольшое 
круглое  отверстие  заданного  радиуса  г0 
около  осевой  точки  плоскости  и  =  сопзі  ^(и)і 
изображения.  Если  7 

Е=яа2(^У  .  (32)  08 

0,6 

—  полная  энергия,  падающая  на  отвер.- 
стие  в  единицу  времени,  то  искомая  часть 
энергии  равняется 


/-(и,  Уд)  =4-  1*  /  (и,  Ѵ)гйгс1лр  — 

і  о  ‘  0  1  2  3  4  5  6  а 


где 


Ро 

=ш~АІ(и’ ѵ)Ыѵ> 


(33) 

(34) 


Рис.  8.40.  Изменение  интенсивности 
вдоль  границы  геометрической  тени. 
График  функции 

I  ~2^0  ( и )  сок  ы  +  Л  («> 

Р  /  и  \  — _ У _ 


Подставив  выражения  (21)  Ломмеля  для  интенсивности  в  (33),  можно  разложить 
интеграл  в  ряд,  содержащий  функции  Бесселя.  Так  как  эта  процедура  слишком 
длинна,  мы  приведем  только  окончательный  результат,  полученный  Вольфом 
1931.  Асимптотические  приближения  для  Ци,  ѵ)  получены  Фокке  [94]. 

Здесь  мы  снова  получим  два  формально  различных  выражения,  одно, 
удобное  для  вычислений,  когда  граница  маленького  круглого  отверстия  нахо¬ 
дится  в  геометрической  тени,  другое —  удобное  при  расчете,  когда  это  отвер¬ 
стие  находится  в  прямом  пучке  света.  Отбрасывая  индекс  нуль,  т.  е  написав  и 
вместо  ѵц%  получим  в  первом  случае  (|у/и|^1) 

I  (и,  V)  =  1  -  X  ^=рТ  (7-)"  (И.  (35а) 


где 


Яш.  (о)  =  2  (-1 У  [ і,  («О  Л»_,  (ѵ)  +  ^Р+^  О  Л 


Р=0 


’  2І1  -I-  Д  —  ^ 


т 


Во  втором  случае  (|о/и|з^  1)  находим 


.(и,  »)=(^)2 


У,(М,  у)С05у^М+^-)+Уг(М,  р)зіп-і-^и  +  Д)], 


(36) 


(356) 


где  величины  задаются  (36),  а  Ѵг  и  Ѵ2  определяются  выражениями 

уя(«.и=2(— 1)5(«+23)  (4)"  о=4  (и>и+“Ѵв+і  («о]  ■ 

(37) 


26’ 
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На  рис.  8  41  показано  семейство  кривых  Ци,  ѵ),  рассчитанных  по  этим  форму¬ 
лам.  В  известном  смысле  эти  кривые  можно  считать  аналогами  лучей  в  геомет¬ 
рической  оптике 


Рис  8  41  Семейство  кривых  Ци ,  о),  показывающих  часть  полной  энергии,  попадающей  внутрь 
небольшого  кружка  с  центром  на  оси  в  выбранной  плоскости  изображения  и  =соп$1  [931 


Следует  отметить,  что  в  частном  случае,  когда  плоскость  изображения  сов¬ 
падает  с  фокальной  плоскостью  (м  =  0),  соотношение  (35а)  принимает  вид 

МО,  о)“1— —  (38) 

что  находится  в  согласии  с  формулой  Рэ¬ 
лея  (8  5  18) 

Особый  интерес  представляет  случай, 
когда  кружок,  по  которому  берегся  интег¬ 
рал  (33),  совпадает  с  сечением  геометри¬ 
ческого  конуса  лучей  Тогда  \ѵ!и\ 
ряды  в  (35а)  и  (Зоб)  можно  просуммиро- 

Ѵвать,  и  мы  получим  [93] 

Ци,  и)  =  1  — /0  (и)  со5и—^1  (и)  зш  и.  (39) 

Следовательно,  выражение 

е  (и)  =  У  о  (и)  со5  (и)  зш  и  (40) 

- - ^  дает  часть  полной  энергии,  попадающую  в 

іи40  50  геометрическую  тень,  в  плоскости  ц  = 
Рис  8  42  Часть  г(и)  от  полной  энер-  =-  соиьі  График  функции  8  (и)  приведен  на 
ГИИ,  приходящейся  на  область,  зани-  рис  8  42,  она  уменьшается  не  монотон- 
маемую  геометрической  тенью  [93]  но,  а  имеет  максимумы  (кроме  и  ~  0)  при 

^1(и)  —  0  и  минимумы  при  зш  и  =  0  (иф  0). 
8.8.4.  Фазовые  соотношения.  Рассмотрим,  наконец,  поведение  фазы 
возмущения  в  области  близ  фокуса  Согласно  (12)  и  (13)  фаза  (не  считая  адди¬ 
тивного  члена  ( — іѵі))  определяется  выражением  *) 

<р(и,  ѵ)^({/а)2и— ѵ)—я/2  (тосі2л),  (41) 


В  (42)  квадратный  Корень  берется  со  знаком  плюс. 


*)  Символ  тосі  2 п  справа  от  уравнения  означает,  что  обе  части  уравнения  определены  с 
точностью  до  аддитивной  постоянной  2  пт,  где  щ  —  целое  число. 
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Заметим,  что,  в  отличие  от  распределения  интенсивности,  распределение 
фаз  нельзя  выразить  только  через  и  и  ѵу  так  как  оно  имеет  структуру,  завися¬ 
щую  от  угловой  апертуры  геометрического  пучка  лучей.  Далее  каждая  «ветвь» 
многозначной  функции  ѵ )  непрерывна  по  и  и  ѵ  во  всех  точках,  где  интен¬ 

сивность  не  исчезающе  мала,  а  в  точках  с  нулевой  интенсивностью  она  неопре¬ 
деленна.  В  фокусе,  где  и  —  ѵ--^  0,  одно  из  ее  значений  равно  — зт/2. 

Синфазные  поверхности  (поверхность,  где  ср  ~  сопзі)  —  это,  конечно,  по¬ 
верхности  вращения  относительно  оси  и.  Покажем,  что  такие  поверхности  об¬ 
ладают  еще  и  другой  симметрией,  определяемой  соотношением 

Ф(— +  0)  =  —  л  (то(і2я).  (43) 

Из  (14)  имеем: 

С  (— ы,  о)  —  С  (ц,  ѵ),  5  (—и,  ѵ)  =  — 5  (и,  ѵ).  (44) 

Тогда  из  (43)  следует,  что 

соз^( — и ,  ѵ)  —  соз^(и,  ѵ ),  зіпх( — и ,  ѵ)  =  — зіп^(ц,  ѵ ),  (45) 

а  из  уравнения  (42)  с  учетом  (43)  и  (45)  находим 
соз[ф{ — ц,  ^)  +  ф(ц,  ц)]  —  со5[— х(— и,  ѵ)  +  х(и,  ѵ)~ я]  = 

=  —  соч[х(— и,  о )-Ьх<и,  ѵ)]  = 

=  — соз  %(—и,  ѵ)со5%(и,  ѵ)  +  віп у_ (—и,  у)  зі»л  %(и,  ѵ)  = 

='  —  соз 2%(и,  ѵ) — 5іп2х(«*  о)  =  — 1.  (46) 

Следовательно,  «зеркальное  изображение»  плоскостью  и  0  любой  синфазной 
поверхности  ф  =  ф0  также  является  синфазной  поверхностью  ср  = — л, —  ф0. 

На  рис.  8.43  показаны  профили  синфазных  поверхностей  гомоцентриче¬ 
ского  пучка  лучей  с  //2.  Вдали  от  фокуса  синфазные  поверхности  совпадают 


Рис.  8.43.  Профили  синфазных  поверхностей  ц>  (и,  ѵ)~  сопзі:  вблизи  геометрического  фоку¬ 
са  [95] 

А='5-10  — 6  см,  а—  2,5  см,  ^=10  см.  Константы  для  ікіиррхиостей  отличаются  на  я  от  величин,  приведен¬ 
ных  в  статье  Фарнелла.  Это  сделано  для  того,  чтобы  согласовать  рисунок  с  нашим  текстом,  где.  согласно 
(51).  фаза  в  фокусе  принята  за  -я/2,  тогда  как  у  Фарнелла  она  принята  за  +я/2. 


со  сферическими  волновыми  фронтами  геометрической  оптики,  но  все  сильнее 
и  сильнее  деформируются  по  мере  приближения  к  фокальной  области.  В  непо¬ 
средственной  близости  от  геометрической  фокальной  плоскости  они  показаны 
на  рис.  8.44.  Как  мы  видим,  вблизи  фокуса  синфазные  поверхности  достаточно 
плоски,  но  расположены  в  1  —  аѴ4/2  раз  дальше,  чем  это  было  бы  в  параллель¬ 
ном  пучке  света  с  такой  же  длиной  волны.  Более  того,  на  каждой  синфазной 
поверхности  интенсивность  непостоянна  (см.  рис.  8.39).  В  непосредственной 
близости  к  темным  кольцам  Эйри  (обозначенным  на  рис.  8.44  через  и  /^2) 
поведение  синфазных  поверхностей  более  сложно.  При  перемещении  точки  на¬ 
блюдения  в  направлении  ѵ  от  геометрического  фокуса  фаза  остается  постоянной 
в  промежутке  между  любыми  двумя  соседними  темными  кольцами,  но  при  пере¬ 
сечении  каждого  кольца  внезапно  изменяется  на  л.  Справедливость  последнего 


406 


ЭЛЕМЕНТЫ  ТЕОРИИ  ДИФРМСЦИИ 


[гл.  8 


утверждения  вытекает  из  выражения  (24)  для  комплексного  возмущения  в  гео¬ 
метрической  фокальной  плоскости,  т .  е.  ^ 


і/(о,  = 


Так  как  последнее  выражение  чисто  мнимое  при  всех  значениях  ѵ ,  то  фаза 
0,  ѵ)  может  равняться  только — л/2  или  +я''2  (шосі  2л),  и  поскольку  ее  знак 


изменяется  при  пересечении  каж¬ 
дого  темного  кольца,  то  фаза  из¬ 
меняется  па  я  скачком.  Такой 
же  скачок  наблюдается  и  при 
переходе  через  каждую  осевую 
точку  с  нулевой  интенсивно¬ 
стью. 

Интересно  также  рассмот¬ 
реть  изменение  фазы  поля  при 
движении  точки  наблюдения 
вдоль  каждого  луча,  проходяще¬ 
го  через  фокус.  Это  удобно  сде¬ 
лать,  сравнивая  такие  изменения 
с  изменениями  фазы  сферической 
волны,  сходящейся  в  фокус  в 
полупространстве  г<0  и  расхо¬ 
дящейся  затем  в  полупростран¬ 
стве  0.  Приняв  фазу  ср  этой 
волны  сравнения  в  фокусе  за 
нуль,  получим 

ф(и,  Р)=—  &/?,  если  «<0,| 
ф(и,  =  если  ) 

(48) 

где,  как  и  раньше,  #  — 

—  ]/"^3+г/2Нт22>-  0 —  расстояние 
между  точкой  наблюдения  и  фо¬ 
кусом.  Разность  , 

б  (и,  ѵ)  =  (р(и,  ѵ) — ср  («,  ѵ)  (49) 

называется  аномалией  фазы. 

Из  (43),  (48)  и  (49)  следует, 
что 

6  (—и,  г) -Г  6  (и,  ѵ)  = 

— — л  (той  2л),  (50) 


Рис.  8.44.  Профили  синфазных  поверхностей  в  не¬ 
посредственной  близости  от  геометрической  фокаль¬ 
ной  плоскости  гомоцентрического  пучка  с  /у'3,5  [87]. 
ОЯі  и  О радиусы  первого  а  второго  темных  колен 
Эйри 


тогда  как  в  самом  фокусе 

6(0,  0)  =  ф(0і  0)  — 

=  —  ™  (тоё  2л). 


(51) 


Аномалия  фазы  вдоль  выбранных  лучей  гомоцентрического  пучка  с  //3,5,  про¬ 
ходящих  через  фокус,  показана  на  рис.  8.45 

Как  видно  на  рисунке,  при  прохождении  через  фокус  вдоль  любого  луча, 
кроме  аксиального,  б  испытывает  быстрое,  но  непрерывное  изменение  на  тс. 
Этому  эффекту,  наблюдавшемуся  много  лет  тому  назад  Гуи  196),  были  посвя- 
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щены  многочисленные  исследования  (обзор  литературы  приведен  в  [97],  ссылки 
на  более  поздние  исследования  можно  найти  в  [87]).  Вдоль  оси,  однако,  анома¬ 
лия  фазы  ведет  себя  особым  образом,  она  изменяется  периодически  от  0  до  — л. 

Рассматривая  асимптотическое  приближение  интеграла  Гюйгенса  - —  Фре¬ 
неля  при  больших  к  (коротких  длинах  волн),  нетрудно  показать,  что  фаза  скач¬ 
ком  меняется  на  л/2,  когда  свет  проходит  через  каждый  из  двух  главных  цент¬ 
ров  кривизны  соответствующих  волновых  фронтов  [12,  82].  Разобранный  выше 


Рис  8.45.  Аномалия  фазы  б  вдоль  геометрических  лучей,  проходйцих  через  фокус  гомоцентри¬ 
ческого  пучка  с  //3,5  [87]. 

Ѳ-угол  наклона  луча  к  оси. 

случай  соответствует  особому  положению,  когда  оба  центра  кривизны  совпада¬ 
ют.  Поэтому  изменение  фазы  на  половину  периода  соответствует  решению 
в  рамках  геометрической  оптики  (обсуждение  этого  вопроса  см.  в  [98]).  На 
рис.  8,45  показано,  как  разрывы  в  геометрической  оптике  превращаются  в  не¬ 
прерывные  переходы,  если  учитывается  конечность  длин  волн.  Наконец,  со¬ 
шлемся  на  статью  Фарнела  [99],  в  которой  описано  экспериментальное  исследо¬ 
вание  структуры  распределения  фазы  в  области  фокуса  линзы.  Это  исследова¬ 
ние,  проведенное  в  микроволновом  диапазоне,  дало  очень  хорошее  совпадение 
с  предсказаниями  теории. 

§8.9.  Граничная  дифрагировавшая  волна 

Если  рассматривать  край  дифракционного  отверстия  (или  препятствия  из 
точек,  лежащих  внутри  геометрической  тени),  то  он  кажется  светящимся.  Это 
было  известно  уже  Юнгу  [100],  пытавшемуся  еще  до  Френеля  теоретически  объ¬ 
яснить  дифракцию,  исходя  из  волновой  теории.  Юнг  полагал,  что  падающий 
свет  испытывает  род  отражения  на  краю  дифрагирующего  тела  и  рассматривал 
дифракционную  картину  как  результат  интерференции  падающей  волны  и 
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отраженной  «граничной  волны».  Однако  представления  Юнга  были  выражены 
только  качественно  и  не  получили  широкого  признания. 

Наличие  элементов  истины  в  теории  Юнга  стало  очевидным  только  после 
того,  как  Зоммерфельд  получил  в  1894  г.  строгое  решение  задачи  о  дифракции 
плоских  волн  на  плоском  полубесконечном  отражающем  экране  (см.  §  11.5)* 
Это  решение  показывает,  что  в  геометрической  тени  свет  распространяется 
в  виде  цилиндрической  волны,  которая  кажется  исходящей  от  края  экрана,  тог¬ 
да  как  в  освещенной  области  она  представляется  суперпозицией  цилиндриче¬ 
ской  и  исходной  падающей  волн. 

Возникает  вопрос,  можно  ли  и  в  более  общем  случае  объяснить  дифракцию 
как  совместное  действие  падающей  и  граничной  волн.  Этот  вопрос  был  иссле¬ 
дован  Магги  [101]  до  появления  работы  Зоммерфельда.  Но  его  результаты. 


Рис  8.46.  К  выводу  выражении  для  граничной  дифрагировавшей  волны. 


по-видимому,  были  забыты  *).  Позднее  независимое  и  более  полное  исследова¬ 
ние  было  выполнено  Рабиновичем  [1051  (см.  также  11061;  исчерпывающий  обзор 
исследований  граничной  волны  дан  в  [107]).  Теория  Магги — Рабиновича 
в  дальнейшем  была  развита  Миамото  и  Вольфом  [107]  (см.  также  [109]). 

Рассмотрим  монохроматическую  световую  волну,  распространяющуюся 
от  точечного  источника  Р0  через  отверстие  в  плоском  непрозрачном  экране. 
Как  и  раньше,  предположим,  что  линейные  размеры  отверстия  велики  по  срав¬ 
нению  с  длиной  волны,  но  малы  по  сравнению  с  расстояниями  от  Р0  и  точки  на¬ 
блюдения  Р  до  экрана;  допустим  также,  что  углы  падения  света  и  углы  дифрак¬ 
ции  малы.  Тогда  в  приближениях,  принятых  в  теории  Кирхгофа  (см.  п.  8.3.2), 
имеем 

>■> 

Л 


где  Л  —  дифракционное  отверстие,  а  другие  символы  имеют  такие  же  значения, 
как  и  раньше.  Построим  замкнутую  поверхность,  ограниченную  отверстием 
Л ,  поверхностью  усеченного  конуса  33  с  вершиной  в  Р0  и  образующими,  про¬ 
ходящими  через  край  отверстия,  и  частью  %  большой  сферы  с  центром  в  Р 
(рис.  8.46).  Если  через  Р  обозначить  расстояние  от  Р0  до  Р,  то  получим  строго 
из  интегральной  теоремы  Кирхгофа 


1  ГеГ  іАіА  (е*к*  \ _ еік*  д 

4лГ  33  3  \~дп  )  5  дп 


ИЛИ 


0, 


(2) 


в  зависимости  от  того,  находится  ли  точка  Р  внутри  выбранной  поверхности 
или  вне  ее.  Теперь  таким  же  путем,  как  и  в  п.  8.3.2,  можно  сделать  вклад  от  % 


*)  Работа  Магги  обсуждается  также  в  [5,  102].  ЭксперимсЕітальное  подтверждение  «су¬ 
ществования»  граничной  волны  можно  найти  в  [103]  (см.  также  [  104]).* 
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пренебрежимо  малым,  взяв  радиус  сферы  достаточно  большим.  Тогда  из  (1) 
и  (2)  получим 

Ѵ(Р)^и^(Р)  +  Ѵ^{Р)9  (3) 


где 


и1*'  (Я)  — 


еіЬК 

1Г' 


если  точка  Р  находится 
в  прямом  пучке, 


ціЮ  (Я)  =  0, 


если  точка  Я  находится 
в  области  геометрической 
тени 


(4) 


и 


ѵ'-'т— ІИ 

ей 


/  еікг  д  ( еік ? 
|  г  дя  у  5 


/еікУ  \ 


А  ,^П 

V  г  )і 


I ІЗ . 


(5) 


представляет  возмущение,  предсказанное  геометрической  оптикой,  поэтому 
должно  представлять  влияние  дифракции.  Теперь  покажем,  что 
можно  преобразовать  в  криволинейный  интеграл  по  краю  отверстия. 

Отметим  сначала,  что  сферы  г  =-соп$і  пересекают  под  прямым  углом  усе¬ 
ченный  конус  3$.  Поэтому  на  36 

А 

дп 

Кроме  того, 

ж(^)=!рг)соз('г>  *)  =  (т-?)^созО,  *)■  (7) 

Следовательно,  (5)  сводится  к 

ѵм  № = ~  -к  И  е"р-Іг^+5)1  ( *  -  т) С08  ("  ’ 5)  й5-  <8) 

& 

Можно  взять  в  качестве  элемента  63  площадь  АВВ  АГ,  ограниченною 
участками  двух  соседних  образующих  и  дугами  окружностей,  по  которым 


Рис.  8.47.  К  выводу  выражения  для  граничной  дифрагировавшей  волны. 

РйА-г,  РоФ-о.  РЛ  =  5,  Р<2~ 5,. 

сферы  г  =  соп$і:  и  г-\-6г  =соп$і  пересекают  конус  (рис.  8.47).  Если  бу  —  угол 
между  выбранными  двумя  образующими,  то 

(ІЗ  =  г  (1г  бу.  (9) 

Пусть  ф  и  (}' —  точки  пересечения  двух  образующих  с  краем  Г  отверстия, 
и  пусть  61  ■—  длина  элемента  Г  между  этими  двумя  точками.  Если  6Ѵ —  соот¬ 
ветствующий  элемент  дуги  окружности,  по  которой  сфера  радиуса  /д=  Р0ф 
пересекает  кон, с,  то 

6Г  =  Губу  =61  соз  {61  у  61')  ~  61  зіп  (г1У  61). 


(10) 


410 


ЭЛЕМЕНТЫ  ТЕОРИЙ  ДИФРАКЦИИ 


(гл.  8 


Из  (9)  и  (10)  имеем 

<І5  —  Л-5ІП  (г,,  (11) 

Далее,  беря  проекцию  на  нормаль  к  конусу  в  Л  (нормали  в  этих  точках 
параллельны),  находим 

5  СО 8  (Н,  5)~5ІС05(П,  &,).  (12) 

Подставляя  (П)  и  (12)  в  (8),  получим 

и™  (Р) = — Д  |  \  ехРМу+..?1!  — - М  со5  (я, «,)  ^  5іп  (г,,  аі)  йг  ш = 

а  І 

=  — -Д^Л^-С05(й,  5,)5Іп(г„  йі)  ехр  [й  (г  +  5)]  — р-)  Лг .  (13) 

1  Гл 

Далее  покажем,  что  подынтегральное  выражение  второго  интеграла  в  (13) 
представляет  собой  полный  дифференциал,  т.  е. 

«р[т^і  (і4> 

Выполнив  дифференцирование  в  правой  части  (14),  получим 
Л  I _ схрріДг-гЗ)]  І  _ схр  \ік  (г-НЛ _ х 

йг  (  &  [5+  Г -Г,  +  5г  СОЗ  (5Х>  Гу)}  /  5  [5  +  /-  — ^+5!  С08  (5Ь  Гі)]  Л 

*мі+і)-ті-  н-г-а+и.^.  яг  [і+ш  (,5> 

Теперь  из  треугольника  ЛРС ?  имеем 

52==52_ь(г_-г1)2_Ь251(А—  Г2)  005(5^  Гу);  (16) 

отсюда,  дифференцируя  по  г  и  считая  гх  и  $і  постоянными,  находим 

5^=Г— /■,  +  $,  005(5,,  Г,).  (17) 


Подставляя  это  в  (15),  получим , тождество  (14).  Следовательно, 

05  '  1 

^ехр  [ік  (г  +  5)]  (^—  Р)(іг-= 

О 

_  Г  ехр  [ік  (г  4~  5)]  1  «  _  __  ехр  р/г  -!  ■  «гт)| 

[5І8+Г  —  Гд-^СОЗр»,,  Гу) }\Гі  5?11  +  С08(5і,  Лі)]  * 

и  окончательно  (13)  принимает  вид 


ехр  Г  ік  (Гг  +  д,)] 

Гг5, 


С05  (Я,  5!) 
[І+СО$(5,,  Гх)\ 


5ІП  (гп  <ІІ)  йі. 


(18) 

(19) 


Это  выражение  совместно  с  (3)  и  (4)  называется  « представлением  Рабиновича» 
дифракционного  интеграла  Кирхгофа  и  может  рассматриваться  как  математи¬ 
ческая  формулировка  теории  Юнга.  В  ней  дифракция  рассматривается  как 
взаимодействие  падающей  волны,  распространяющейся  по  законам  геометри¬ 
ческой  оі  тики,  и  граничной  дифрагированной  волны,  которую  можно  считать 
возникшей  вследствие  рассеяния  падающего  света  на  границе  отверстия. 

Поскольку  V  —  непрерывная  функция  положения,  из  соотношения  (4) 
следует,  что  граничная  волна  1/і4)  испытывает  разрыв  на  границе  геометриче¬ 
ской  тени,  который  компенсирует  разрыв  «геометрической  волны»  Разрыв 
в  і]{(1)  обусловлен  наличием  в  знаменателе  (19)  множителя  [1  +со5($,,  /у)]. 

Воспользовавшись  аргументацией,  совпадающей  с  доводами,  выдвинутыми 
б  связи  с  классификацией  дифракционных  явлений  (см.  стр.  355)  и  иллюстри- 
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рующими  физический  смысл  принципа  стационарной  фазы  (см.  приложение  3), 
находим,  что  только  те  точки  с  области  интегрирования  вносят  существенный 
вклад  в  для  которых  в  подынтегральном  выражении  фаза  постоянна, 

т.  е. 

аг[*0ч +*.)]=  о.  (20) 

Это  соотношение  можно  также  записать  в  виде  «закона  отражения» 

со$(/-1?  д?/)  =  —  соз  (зх ,  Ш).  (21) 

§8.10.  Метод  Габора  получения  изображения 
восстановлением  волновых  фронтов  { ) 

Исследуя  пути,  позволяющие  улучшить  разрешающую  силу  электронного 
микроскопа,  Габор  [1101  создал  новый  двуступенчатый  метод  получения  опти¬ 
ческого  изображения.  На  первой 
ступени  объект  освещается  коге¬ 
рентной  электронной  или  свето¬ 
вой  волной.  Предполагается,  что 
значительная  часть  волны  про¬ 
никает  в  объект  без  возмуще¬ 
ния  **).  Дифракционная  карти¬ 
на,  образовавшаяся  в  резуль¬ 
тате  интерференции  вторичных 
воли,  возникающих  в  присутст¬ 
вии  объекта,  с  сильной  опорной 
волной  (когерентный  фон),  заре¬ 
гистрированная  на  фотопластин¬ 
ке,  называется  голограммой .  Ес¬ 
ли  такую  пластинку,  надлежа¬ 
щим  образом  обработанную,  по¬ 
местить  на  место  объекта  и  осве¬ 
тить  только  когерентной  опор¬ 
ной  волной,  то  прошедшая  сквозь 
эту  пластинку  волна  будет  нести 
информацию  об  исходном  объ¬ 
екте,  которую  можно  извлечь  из 
фотографии  оптическими  мето¬ 
дами.  Для  «восстановления»  объ¬ 
екта  по  этой  «замещающей»  вол¬ 
не  необходимо  только  направить 
последнюю  в  подходящую  систему,  образующую  изображение,  и  тогда  изобра¬ 
жение  появится  в  плоскости,  сопряженной  с  плоскостью,  в  которой  находился 
объект.  Здесь  мы  только  коснемся  оптических  принципов  этого  метода***). 

8.10.1.  Изготовление  позитивной  голограммы.  Рассмотрим  монохромати¬ 
ческую  волну,  идущую  от  небольшого  источника  5  и  падающую  на  полупро¬ 
зрачный  объект  а  (рис.  8.48,  а).  Пусть  Ж  —  экран,  находящийся  на  некотором 


а)  Образование  голограммы 


6)  Восстановление  изображения 


а)  Эквивалентное  одноступенчатое  отображение 
Рис.  8.48.  Метод  Габора  получения  изображения 
путем  восстановления  волновых  фронтов. 


*)  Подробное  изложение  теории  голографии  дается  в  работах  [120* — 122  Д  (Прим,  ред.) 

**)  Это  означает,  что  если  волну  представить  в  виде  суммы  падающей  и  вторичной  диф¬ 
рагировавшей  волн,  то  рассеянием  вторичных  волн  можно  пренебречь.  Указанное  пренебреже¬ 
ние  известно  как  первое  борцовское  приближение  и  находит  широкое  применение  в  теории 
рассеяния  рентгеновских  лучей  и  электронов.  Границы  применимости  этого  приближения  в 
электронной  микроскопии  и  интерферометрии  рассмотрены  в  [111]. 

Для  детального  изучения  этого  метода  и  его  вариаций,  а  также  для  ознакомления  с 
возможными  применениями  голографической  техники  см.,  например  [112]. 
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расстоянии  за  объектом,  и  пусть  Ц  =  Аеѣ  —  комплексное  возмущение  в  произ¬ 
вольной  точке  Ж\  здесь  А  —  амплитуда  (вещественная)  и  ф  —  фаза  возмуще¬ 
ния.  Будем  считать  V  суммой  двух  членов,  а  именно 

V  =  ;/(/>  +  иія)  =  ехр(^)  [Аи)  +  Лыехр  [/  (ф^ — ф\)]].  (1) 

Здесь  Ц{і)  =  Акі)  ехр  (іф;) —  падающая  волна  (или  когерентный  фон)\  это 
поле,  которое  имелось  бы  на  Ж  в  отсутствие  объекта.  Другой  член  1!{3)  = 
=  Аш  ехр  (іфч)  представляет  вторичную ,  или  дифрагировавшую  волну ;  именно 
она  несет  информацию  относительно  объекта.  Согласно  (1)  амплитуду  полного 
возмущения  I!  можно  выразить  через  амплитуды  и  фазы  этих  волн  в  виде 

А  =  ѴшР  =  ѵ И1")*  +  ( Л ‘О2  +  2Аи>АІУІ  С08  (Ф,— ф,).  (2) 

Как  обычно,  мы  опустили  временной  гармонический  множитель  ехр  ( —  /со/) 
и,  следовательно,  подразумеваем,  что  вторичные  волны,  исходящие  от  объекта, 
имеют  частоту  падающей  волны.  Такой  объект  называется  рассеивателем 
Рэлея ;  почти  все  нефлуоресцирующие  объекты 
можно  с  хорошим  приближением  отнести  к  этому 
типу. 

Предположим  теперь,  что  в  плоскость  Ж  поме¬ 
щена  фотографическая  пластинка.  Пусть  а — ко¬ 
эффициент  пропускания  пластинки,  определяемый 
аналогично  функции  пропускания  Е  п.  8.6.1  как 
отношение  комплексной  амплитуды  волны,  про¬ 
шедшей  сквозь  пластинку,  к  комплексной  ампли¬ 
туде  волны,  падающей  на  нее.  Соответствующий 
Рис.  8.49.  Кривая  Хертера  -  коэффициент  пропускания  для  интенсивности  ра- 
Дриффельда  (характеристи-  вен  *  =  ««*■  Величина  О,  определяемая  соотноше- 
ческая  кривая).  нием 

О  —  — 1§т  —  — (3) 

называется  оптической  плотностью  (или  почернением)  пластинки.  Произведе¬ 
ние  Е  интенсивности  света,  падающего  на  пластинку,  и  времени  вы¬ 

держки  /,  т.  е. 

іи  (4) 

называется  просто  экспозицией  (или  световой  суммой).  График  зависимости 
О  от  1ц  Е  называется  кривой  Хертера — Дриффельда  (характеристической 
кривой);  типичная  форма  такой  кривой  показана  на  рис.  8.49.  В  области  между 
точками  Р  и  С?  кривая  имеет  вид  практически  прямой  линии,  и  если  се  наклон 
равен  Г,  то,  очевидно,  для  почернения  негатива  имеем 

Ч  =  А,+  Г1§|-,  (5) 

с0 

где  Г)0  и  Е0 —  постоянные.  Используя  (3),  получим 


При  поглощении  без  изменения  фазы  а  —  вещественное  число,  равное  квад¬ 
ратному  корню  из  коэффициента  пропускания  для  интенсивности,  т.  е.  У  т. 
Следовательно,  в  этом  случае  амплитудный  коэффициент  пропускания  ап 
«негативной  голограммы»  определяется  соотношением  вида 

а„  =  (К„Л)-г">  (7) 

где  Кп  пропорционально  квадратному  корню  из  времени  экспозиции. 

Предположим  теперь,  что  изготовлен  позитивный  отпечаток  негативной 
голоіраммы.  Тогда  амплитудный  коэффициент  пропускания  ар  позитива  будет 
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равен 

*Р=[Кр(КпЛ)-Гп]-гР  =  КАТ'  (8) 

где  Г  =ГЛГ^  —  «общая  гамма»  негативно-позитивного  процесса,  а  К  =  К^ТпКТп* 
8.10.2.  Восстановление.  В  процессе  восстановления  (см.  рис.  8.48,  б) 
позитивная  голограмма  (Ж+),  у  которой  амплитудный  коэффициент  пропуска¬ 
ния  определяется  (8),  освещается  одним  только  когерентным  фоном  Ѵ<1).  Ко¬ 
герентный  фон  осуществляется  просто  удалением  объекта  или  иным  способом 
с  сохранением  геометрии  первоначальной  схемы.  Замещающая  волна  V , 
прошедшая  сквозь  пластинку,  выражается,  согласно  (2)  и  (8),  соотношением 

—  г 

V  =  ар1!ф=  КА™  ^{і^)  [(Л^02  +  (^1Т  +  2^и>ли)соз(%^^)]  2  •  (9) 

Если  выбрать  Г  =2,  то 
V '  =  К  (Л(/>)3  ехр  (гф,)  х 

X  |Х,г)  +  Л»>  ехрр  (^— ^/)]  +  Ли|  ехр  [ — » (-4-ѵ — "Ф,)]  ]  -  ■  0°) 

Сравнивая  (10)  и  (1),  можно  показать,  что  при  постоянном  Л(Л,  т.  е.  при  одно¬ 
родном  когерентном  фоне,  замещающая  волна  (/'  содержит  компоненту,  назы¬ 
ваемую  восстановленной  волной,  пропорциональную  V  (первый  и  третий  члены 
в  (10)).  Остаток  (10)  состоит  из  двух  членов.  У  одного  из  них  фаза  такая  же,  как 
у  опорной  волны,  а  амплитуда  в  (Лш)2М(г)  раз  больше.  Этот  член  можно  сде¬ 
лать  очень  малым,  применяя  достаточно  сильный  когерентный  фон  *).  У  дру¬ 
гого  члена  амплитуда  (Л"(Ли))Мт)  такая  же,  как  и  у  восстановленной  волны, 
а  сдвиг  фазы  имеет  знак,  противоположный  знаку  фазы  опорной  волны.  Этот 
член  представляет  сопряженную 
волну ;  можно  считать,  что  она 
обусловлена  воображаемым  объ¬ 
ектом,  аналогичным  истинному, 
но  находящимся  в  другой  пло¬ 
скости. 

Для  того  чтобы  показать  это, 
вернемся  ненадолго  к  схеме,, 
приведенной  на  рис.  8.48,  а;  обо¬ 
значим  через  Ох  какую-нибудь 
точку  объекта  а,  а  через  Р  — 
какую-нибудь  точку  плоскости  Ж  (рис.  8.50).  Можно  допустить,  что  при  осве¬ 
щении  объекта  точечным  источником  5  свет  приходит  в  точку  Р  двумя  путями, 
а  именно  по  прямому  пути  $Р  (соответствующему  опорной  волне)  и  вдоль  пути 
дифрагировавшего  вторичного  луча  ОгР  (соответствующему  вторичной  волне). 
Предположим  сначала,  что  при  дифракции  на  Ох  не  происходит  сдвига  фаз. 
Тогда  дифрагировавший  свет  в  Р  отстаег  от  прямого  света,  и  разность  хода  рав¬ 
на  ОіР  —  ОхА,  где  А  —  точка  пересечения  линии  50г  со  сферой  радиуса  8Р 
и  с  центром  в  <5.  Сопряженная  волна  опережает  прямую  волну  на  такую  же 
величину,  на  которую  вторичная  дифрагировавшая  волна  отстает  от  нее,  так 
что  сопряженная  волна  догоняет  прямую  в  точке  02  на  продолжении  линии 
ЗОі,  где 

1  ОгА=Р02— А02.  (11) 

Пусть  гІУ  Р  и  г 2 —  расстояния  от  точек  01%  А  и  02  до  5,  а  а  —  угол  между  5Р 


\Р 


г - - Ч 

Рис.  8.50.  Схема,  иллюстрирующая  положение  со¬ 
пряженного  объекта. 


*)  Сильный  когерентный  фон  использован  также  в  методе,  предложенном  Цернике  [ИЗ] 
для  выявления  слабых  вторичных  Интерференционных  полос. 
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и  линией  $0И02  (см.  рис.  8.50);  тогда  уравнение  (11)  можно  переписать  в  виде 

У  (/?  соз  а  — г2)2  -Н  Яа  51П2  а  —  (Я —  гг)  —  V {г 2  —  /?соза)2  +  /?8іп2а  — (г2 —  #). 

(12) 

Разлагая  обе  части  (12)  в  ряд  по  степеням  ос  и  оставляя  только  первые  члены, 
получим 

і  1  2 

=  (13) 

гх  *  л3  /?  ѵ  ' 


Если  бы  голограмма  была  изогнута  по  сфере  радиуса  то  тогда  последнее  со¬ 
отношение  осталось  бы  справедливым  для  любой  точки  на  ней.  Следовательно, 
в  таком  случае  можно  считать,  что  сопряженная  волна  обусловлена  мнимым 
объектом,  который  в  свою  очередь  является  изображением  первоначального 
объекта  в  сферическом  зеркале  радиуса  Я  с  центром  в  5  (см.  (4.4  16)).  Очевидно, 
что  этот  результат  как  хорошее  приближение  справедлив  и  в  случае  плоской 
голограммы,  если  лучи  составляют  с  осью  небольшие  углы  Если,  кроме  того, 
гг!Я  мало  по  сравнению  с  единицей,  то,  согласно  (13),  г ^ — ги  и  значит,  сопря¬ 
женный  и  истинный  объекты  располагаются  симметрично  относительно  источ¬ 
ника  5. 

До  сих  пор  предполагалось,  что  дифракция  на  объекте  не  изменяет  фазы 
падающей  волны.  Если  же  фаза  изменяется,  то  предыдущее  рассмотрение,  ка¬ 
сающееся  положения  сопряженного  объекта,  остается  в  силе  при  условии,  что 
сопряженный  объект  вызывает  такое  же  изменение  фазы,  как  и  истинный,  но 
имеет  противоположный  знак. 

Возвращаясь  к  уравнению  (10),  мы  видим,  что  если  когерентный  фон  одно¬ 
роден  и  достаточно  силен  по  сравнению  с  рассеянной  волной,  то  восстановлен¬ 
ная  волна  V '  оказывается  точно  такой  же,  как  и  первоначальная,  за  исключе¬ 
нием  вклада,  который  можно  рассматривать  как  результат  действия  сопряжен¬ 
ного  объекта.  Следовательно,  помещая  линзу  Ь  позади  позитивной  голограммы , 
освещенной  лишь  сильным  когерентным  фоном  (см.  рис.  8.48,  б),  мы  получим 
изображение  о'  первоначального  объекта  в  сопряженной  плоскости у  в  которой 
лежит  о.  Вообще  говоря,  это  изображение  искажается  вкладом,  обусловленным 
сопряженным  объектом.  Однако  можно  найти  условия,  при  которых  искажаю¬ 
щий  эффект  мал.  Грубо  говоря,  можно  ожидать,  что  он  будет  невелик  тогда, 
когда  расстояние  между  изображениями  первоначального  и  сопряженного  объ¬ 
ектов  превышает  определяемую  (8.8.27)  величину  допуска  на  положение  фо¬ 
кальной  плоскости  для  пучка,  образующего  изображение. 

Недавно  Лейт  и  Упатникс  [114]  значительно  улучшили  технику  восстанов¬ 
ления  волнового  фронта,  изменив  способ  наложения  когерентного  фона  на  пу¬ 
чок,  прошедший  сквозь  объект.  В  их  установке,  в  которой  использовался  свет 
лазера,  опорный  пучок  направлялся  с  помощью  призмы  или  зеркальной  сис¬ 
темы  под  углом  на  плоскость  голограммы.  Сопряженное  изображение  в  этом 
случае  образуется  в  другом  направлении  и,  следовательно,  высококачествен¬ 
ное  изображение  восстанавливается  без  всяких  помех. 

Голограмма  содержит  трехмерную  информацию.  Это  также  было  показано 
Лейтом  и  Упатпиксом  и  иллюстрируется  рис.  IV  (см.  вклейку). 

На  рис.  8.48,  в  приведена  эквивалентная  схема  одноступенчатого  процесса 
образования  изображения,  а  на  рис.  III  (см.  вклейку)  показаны  увеличенный 
объект,  голограмма  и  восстановленное  изображение,  полученное  в  одном  из 
первых  экспериментов  такого  рода. 

Эти  результаты  подтверждают  наш  вывод  о  том,  что,  используя  когерент¬ 
ный  свет ,  можно  восстановить  изображение  объекта  с  высокой  степенью  точ¬ 
ности  юлько  по  зарегистрированному  распределению  интенсивности  в  какой- 
нибудь  плоскости,  находящейся  позади  объекта. 
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Для  успешного  применения  этого  метода  совершенно  не  обязательно, 
чтобы  волновые  фронты  от  источника  5  были  строго  сферическими.  Необходимо 
только,  чтобы  геометрическая  форма  волновьгх  фронтов  опорной  волны  в  схе¬ 
мах,  изображенных  на  рис.  8.48,  а  и  б,  была  одинаковой.  Не  обязательно  также 
применение  того  же  источника  света  или  излучения  с  теми  же  длинами  волн. 
В  этой  связи  очевидны  перспективы  применения  данного  метода  в  электронной 
микроскопии.  Одним  из  основных  факторов,  ограничивающих  разрешающую 
силу  электронного  микроскопа,  служит  сферическая  аберрация  объектива; 
как  отмечал  Габор,  влияние  сферической  аберрации  в  принципе  можно  устра¬ 
нить,  или,  лучше  сказать,  скомпенсировать  с  помощью  метода  восстановления. 
Для  получения  голограммы  следует  воспользоваться  электронным  пучком,  для 
восстановления  —  видимым  светом.  При  этом  надо  имитировать  сферическую 
аберрацию  электронного  объектива,  используя  световые  волны  со  сферической 
аберрацией  такой  же  величины  *)  (конечно,  измененной  в  отношении 
^свсг^члскірон)*  Хотя  в  те  годы,  к  которым  относится  это  изобретение,  трудности 
I  технического  характера  помешали  использовать  метод  Габора  в  электронной 
-  микроскопии,  правильность  его  основных  принципов  была  проверена  в  экспе¬ 
риментах  со  светом. 

Восстановление  волнового  фронта  как  метод  двуступенчатой  фотографии 
имело  важного  предшественника.  Речь  идет  здесь  о  методе  оптического  фурье- 
,  анализа,  применяемом  для  восстановления  кристаллической  структуры  по  ее 
і  дифракционной  картине.  Этот  метод  был  впервые  предложен  Вэршом  [116] 

.  и  независимо  от  него  Брэггом  [117]  (см.  также  [118]),  который  назвал  свое  уст¬ 
ройство  рентгеновским  микроскопом.  При  освещении  кристалла  параллельным 
пучком  рентгеновских  лучей  угловое  распределение  интенсивности  дифраги- 
,  ровавшего  света,  зарегистрированное  на  фотопластинке,  пропорционально, 
по  крайней  мере  для  малых  углов  отклонения,  квадрату  модуля  фурье-образа 
проекции  распределения  электронной  плотности  в  кристалле,  спроектирован¬ 
ной  на  плоскость,  расположенную  под  прямым  углом  к  первоначальному  пуч¬ 
ку  **).  То  обстоятельство,  что  в  этом  опыте  регистрируются  только  интенсивно¬ 
сти,  тогда  как  фазы  остаются  физически  неопределенными,  вообще  говоря, 
мешает  прямому  восстановлению.  Недостающие  величины  следует  получать  из 
других  фотографий,  из  предшествующего  изучения  химической  структуры 
и  предварительных  работ.  Обработка  измерений  сравнительно  проста,  если 
направление  освещения  совпадает  с  осью  кристалла;  тогда  можно  показать, 
что  при  строго  когерентном  освещении  фазы  всех  дифрагировавших  волн  либо 
совпадают,  либо  противоположны,  и,  значит,  каждый  наблюдаемый  дифракци¬ 
онный  максимум  соответствует  только  двум  возможным  фазам.  Во  всяком  слу¬ 
чае,  это  обстоятельство  значительно  сокращает  число  комбинаций,  которые 
следует  испытать. 

Существуют,  однако  определенные  кристаллы,  у  которых  каждая  ячейка 
содержит  тяжелый  атом;  тогда  амплитуды  волн,  дифрагировавших  на  решетке 
из  тяжелых  атомов,  столь  велики,  что  результирующие  амплитуды  .могут  иметь 
только  один  знак.  Можно  -сказ  ать ,  что  в  этом  случае  тяжелые  атомы  служат  при¬ 
чиной  возникновения  когерентного  фона.  Следовательно,  при  исследовании 
таких  редко  встречающихся  кристаллов  требуется  только  извлечь  квадратный 
корень  из  интенсивностей  дифрагировавшего  света  для  того,  чтобы  получить 
фурье-образ  проекции  распределения  плотности  на  плоскость,  перпендикуляр¬ 
ную  той  оси  кристалла,  которая  параллельна  направлению  освещения. 

Итак,  распределение  амплитуд,  пропорциональных  квадратному  корню 
из  интенсивности,  получается  из  анализа  фотографии  (с  общей  гаммой,  равной 


*)  Световые  волны  с  заданной  величиной  сферической  аберрации  можно  получить  с  по¬ 
мощью  соответственно  выбранных  асферических  поверхностей. 

**)  См.  любой  учебник  по  теории  дифракции  рентгеновских  лучей,  например  [35,  36]. 
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единице,  см.  уравнение  (8))  дифракционной  картины.  В  рентгеновском  микро¬ 
скопе  на  эту  фотографию  падает  плоская  волна  и  свет,  прошедший  сквозь  фото¬ 
графию  и  дифрагировавший  на  ней,  фокусируется  линзой.  Согласно  теории 
дифракции  Фраунгофера  (см,  §  8.3)  распределение  амплитуд  в  плоскости  изо¬ 
бражения  есть  фурье-образ  их  распределения  в  плоскости  пластинки  и,  следо¬ 
вательно,  оно  получается  из  первоначального  распределения  плотности  двумя 
последовательными  фурье-преобразованиями;  из  теоремы  Фурье  следует,  что 
распределение  амплитуд  в  фокальной  плоскости  есть  точное  изображение  ис¬ 
ходного  (в  общем  случае  комплексного)  распределения  плотности.  Конечно, 
предполагается,  что  отверстие  линзы  достаточно  велико  и  пропускает  все 
дифрагировавшие  лучи,  несущие  заметное  количество  энергии,  и  что  удовлет¬ 
ворено  требование  синфазиостн  волн  всех  длин.  На  самом  же  деле  последнее 
условие  выполняется  редко.  В  методе  восстановления  волнового  фронта  ис¬ 
кусственно  добавляется  когерентный  фон.  Однако  не  существует  условий,  обес¬ 
печивающих  его  симметрию  или  даже  периодичность.  Кроме  того,  этот  метод 
не  годится  для  рентгеновского  анализа,  так  как  там  практически  невозможно 
получить  строго  когерентный  фон.  Тем  нс  менее  он  может  найти  успешное  при¬ 
менение  в  будущих  электронографических  исследованиях. 
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ГЛАВА  9 


ДИФРАКЦИОННАЯ  ТЕОРИЯ  АБЕРРАЦИЙ 


В  гл.  5  мы  изучали  эффекты  аберраций,  пользуясь  приближением  геомет¬ 
рической  оптики.  Изображением  считалась  размазанная  фигура,  образованная 
точками  пересечения  геометрических  лучей  с  плоскостью  изображения.  По¬ 
скольку  геометрическая  оптика  дает  хорошее  приближение  в  предельном 
случае  очень  коротких  волн,  естественно  ожидать,  что  геометрическая  теория 
аберраций  постепенно  перестает  быть  справедливой  при  уменьшении  величины 
аберрации.  Например,  в  предельном  случае  идеально  сферической  сходящейся 
волны,  выходящей  из  круглого  отверстия,  геометрическая  оптика  предсказы¬ 
вает  бесконечную  интенсивность  в  фокусе  и  нулевую  интенсивность  на  всей 
остальной  фокальной  плоскости,  тогда  как  на  самом  деле  изображение  (см. 
п.  8.5.2)  состоит  из  яркого  центрального  пятна,  окруженного  темными  и  свет¬ 
лыми  полосами  (картина  Эйри).  Было  показано  также,  что  распределение  света 
в  непосредственной  близости  от  фокальной  плоскости  значительно  сложнее 
(см.  рис.  8.39),  чем  следовало  бы  ожидать  на  основании  предсказаний  геометри¬ 
ческой  оптики.  Поэтому  эффекты  аберраций  необходимо  исследовать  на  основе 
теории  дифракции. 

Первые  работы  в  этой  области  принадлежат  Рэлею  [1].  В  них  наибольшее 
значение  имеет  формулировка  критерия  (рассмотренного  в  §  9.3),  который 
в  расширенной  форме  получил  широкое  применение  для  определения  макси¬ 
мальной  величины  аберраций,  допустимых  в  оптических  приборах.  Исследова¬ 
ниям  в  этой  области  посвящены  работы  многих  ученых,  изучавших  эффекты 
различных  аберраций  *);  отметим,  в  частности,  наиболее  крупные  из  таких  ра¬ 
бот  [3 — 9]. 

Очень  обширное  исследование  по  дифракционной  теории  формирования 
изображения  при  наличии  аберраций  принадлежит  Нижберу  **)  [10];  оно  час¬ 
тично  выполнено  им  совместно  с  Церпике  ***)  [13].  Эта  работа  посвящена  эф¬ 
фектам  малых  аберраций,  при  которых  отклонения  волновых  фронтов  от  сфери¬ 
ческой  формы  составляют  доли  длины  волны.  Ван  Кампеи  117—19]  рассмотрел 
эффекты  больших  аберраций,  пользуясь  асимптотическими  приближениями 
в  теории  дифракции;  его  исследование  основано  на  формальном  переходе 
к  функциям  двух  переменных  в  методе  стационарной  фазы,  впервые  строго 
сформулированном  Фокке  (см.  приложение  3). 

Основная  часть  настоящей  главы  посвящена  обзору  теории  Нижбера  — 
Цернике  и  рассмотрению  структуры  дифракционных  изображений,  искаженных 
первичными  аберрациями.  В  последнем  параграфе  (см.  §  9,5)  мы  перейдем  от 
точечных  предметов  к  протяженным  и  исследуем  изображения,  получающиеся 
при  когерентном  и  некогерентном  освещении.  Отображения  при  частично 
когерентном  освещении  будут  рассмотрены  в  гл*  10. 


*)  Исторический  обзор  дифракционной  теории  аберраций  написан  Вольфом  [2]. 

**)  Основная  часть  этой  работы  опубликована  также  в  [II,  12]. 

***)  Обобщение  этой  теории  на  случай  больших  аберраций  содержится  в  [14].  Отмстим 
также  работу  [15],  которая  в  основном  посвящена  экспериментальному  изучению  эффектов 
аберраций.  В  §  9.4  приведено  несколько  прекрасных  фотографий,  полученных  Нинуисом. 

В  статье  Бачинского  и  Бекефи,  ссылка  на  которую  имеется  в  гл.  8,  а  также  в  [16]  со¬ 
держится  описание  экспериментального  исследования  структуры  области  изображения  при 
наличии  аберраций  в  микроволновом  диапазоне  частот. 


§  9.1] 
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§  9.1.  Дифракционный  интеграл  при  наличии  аберраций 

9.1.1.  Дифракционный  интеграл.  Рассмотрим  центрированную  оптическую 

систему  с  точечным  источником  монохроматического  света  Р0  (рис.  9.1).  Вы¬ 
берем  декартову  систему  координат,  начало  которой  находится  в  месте  парак¬ 
сиального  изображения  Р[  точки  Р0у  а  ось  г  направлена  вдоль  СР%  где  С  — 
центр  выходного  зрачка.  Ось  у  лежит  в  меридиональной  плоскости  (плоскости, 
в  которой  лежит  точка  Р0  и  ось  системы).  Обозначим  через  У0  и  Ѵ\  расстояния 
от  точек  Ра и  Р\  до  оси. 

Как  и  в  гл.  5,  деформацию  волновых  фронтов  в  области  выходного  зрачка 
опишем  функцией  аберраций  Ф.  Пусть  (}  и  <2  —  точки  пересечения  луча  в  про¬ 


сферой  Гаусса  соответственно.  Если  предположить,  что  показатель  преломле¬ 
ния  среды  в  пространстве  изображения  равен  единице,  то  Ф  (на  рис.  9.1  Ф>0) 
является  расстоянием  фф,  измеренным  вдоль  луча. 

Пусть  Р  —  радиус  опорной  сферы  Гаусса  СР*1У  з —  расстояние  между  ф 
и  произвольной  точкой  Ру  расположенной  вблизи  изображения.  Возмущение 
в  точке  <3  описывается  величиной  А  ехр  [ік  (Ф  —  Р)]!Р,  где  А/Р  —  амплитуда 
возмущения  в  точке  (}.  Согласно  принципу  Гюйгенса  —  Френеля  возмущение 
в  точке  Р  равно 

Ц(Р)—  1  ЛехР("^)  ^  Гехрр*(Ф-М1  4$  (2) 


где  интегрирование  проводится  по  той  части  опорной  сферы  Гаусса,  которая 
примерно  закрывает  выходной  зрачок.  При  написании  (1)  предполагалось,  что 
входящие  в  это  выражение  углы  малы,  так  что  можно  пренебречь  изменением 
коэффициента  наклона  лучей  но  опорной  сфере  Гаусса:  кроме  того,  предпола¬ 
галось,  что  амплитуда  волны  практически  постоянна  вдоль  волнового  фронта, 
т.  е.  коэффициент  А  можно  вынести  из-под  знака  интеграла. 

Пусть  (|,  г],  и  (х,  у ,  г)  —  координаты  точек  <2  и  Р,  и  а  —  радиус  выход¬ 
ного  зрачка.  Как  и  в  §8.8,  где  рассматривалась  волна,  свободная  от  аберраций 
(ф  =  0),  положим 

^  =  ар  зіпѲ,  лг  =  гзшф,  1 

г)  —  ар  соз  Ѳ,  у  =  г  соз  ф,  ]  ^ 

тогда  *),  как  и  в  (8.8.2)  и  (8.8.9),  имеем 

к  (з  —  /?)  =*=  — ѵр  соз  (Ѳ — ф) — ~  «р2+  (3) 


*)  Здесь  Я  соответствует  величине  (■  из  §  8.8.  Интересно  отметить,  что  дифракционный 
интеграл  можно  слова  представить  в  виде  разложения  по  угловым  гармоникам,  если  восполь¬ 
зоваться  уравнениями  (8.8.2)  и  (8.8.3)  [20]. 


422 


ДИФРАКЦИОННАЯ  ТЕОРИЯ  АБЕРРАЦИЙ 


[гл.  9 


где  и  и  ѵ  —  «оптические  координаты»  точки  Р,  т.  е. 

»-т(хЬ  ’=т(т)^'  <« 

Величину  Ф  удобно  рассматривать  как  функцию  Ѵ\%  р  и  Ѳ 

Ф  ~  Ф (К*,  р,  0).  (5) 

Элемент  поверхности  опорной  сферы  Гаусса  й8  равен  фэф^Ѳ,  и  если  угол, 
который  СР{  составляет  с  осью  системы,  мал,  то  областью  интегрирования 
в  (1)  может  служить  0^р<|  1,  0^Ѳ^2я.  Кроме  того,  для  точек  наблюдения, 
находящихся  вблизи  изображения,  величину  $,  стоящую  в  знаменателе  подын¬ 
тегрального  выражения,  можно  заменить  на  Р*  Таким  образом,  соотношение 
(1)  после  подстановки  в  него  (3)  принимает  вид 


и(Р)  =  У(и,  ѵу  ф)=  — 4 


I  Ааа 
л  "ТТ 


ехр 


[<(4)Ч 


X  ехр  | і  (VI,  р,  0) — цр соз (Ѳ — ф)  —  ~  |-рф^Ѳ(  (6) 


и  интенсивность  в  точке  Р  равна 

цр)  =  \и(Р)  |з- 

I  1  9п 

Х4Д 


V 


^  ^  ехр  (К*,  р,  Ѳ) — ѵр  соз  (0 — ф) — ^-цр2  |рф<іѲ 


(7)  . 


Удобно  выразить  ИР)  в  виде  доли  интенсивности  /\  которая  получалась 
бы  в  точке  параксиального  изображения  Р[  в  отсутствие  аберраций.  Соглас¬ 
но  (7) 


(8) 


тогда  нормированная  интенсивность  *)  запишется  в  виде 


л 

л2 


1  2л 

ехр|г^Ф(У;,  р,  Ѳ) — ѵр  соз (0 — 1|>) — у  «р2|  |>  рфа(Ѳ 


|2 


(9) 


В  отсутствие  аберраций  интенсивность  максимальна  в  точке  параксиаль¬ 
ного  изображения.  При  наличии  же  аберраций  максимум  интенсивности  распо¬ 
ложен,  в  общем  случае,  в  другой  точке,  которую  можно  назвать  дифракционным 
фокусом  **).  Часто  интерес  представляет  лишь  максимальная  интенсивность, 
получающаяся  в  определенной  плоскости  наблюдения;  эта  величина  (если  она 
нормирована,  как  и  (9П  называется  интенсивностью  III треля  ***). 

Из  (9)  можно  сразу  же  получить  несколько  простых  результатов,  которые 
понадобятся  позднее. 

9.1.2.  Теорема  смещения.  Изменение  опорной  сферы.  Пусть  Ф  и  Ф'  —  две 
функции  аберраций,  причем 

Ф'-Фі  +  зіп  8  +  ІрсозѲн-М,  (10) 


*)  Символ  і  для  нормированной  интенсивности  нельзя  спутать  с  таким  же  обозначением 
для  ]/~ — 1,  поскольку  первый  всегда  пишется  с  аргументами,  например  і{Р),  і(и,  ѵ,  ф)  и  т.  д. 

*'*)  Вообще  говоря,  конечно,  может  быть  несколько  дифракционных  фокусов,  однако 
если  аберрации  достаточно  малы,  имеется  только  один  дифракционный  фокус. 

***)  Это  понятье  ввел  Штрелъ  [21],  который  назвал  его  «ОеІіпіііоп5ІіеІ1і§кеШ».  В  анг¬ 
лийской  литературе  часто  используется  менее  подходящий  термин  «гіеііпіііоп»  (определение). 
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где  И ,  К,  Ьу  М  —  постоянные  порядка  X.  Далее  пусть  і(и,  ѵ>  ф)  и  і'(и,  ѵ ,  ф)  • 
соответствующие  нормированные  ивтенсивностиѵ  Тогда  из  (9)  имеем 

1  2л  |2 

*'(“>  ѵ,  і|>)  =  Т  ехр[г7(и,  ѵ,  *|>;  р,  Ѳ)]  р  фгіѲ  ,  (1 


/(«,  ѵ,  і|>;  р,  Ѳ)=6Ф — ярсо$(Ѳ— 1|))— х/2«р8.  (12) 

Аналогичное  выражение  справедливо  и  для  V .  Согласно  (10)  последнее  выраже¬ 
ние  можно  представить  в  виде 

/(и,  о,  ф;  р,  Ѳ)  =  М>' — к  [Яр8 Кр 5Іп Ѳ  +  ІрсозѲ -|- М]  — 

—ур  соз  (Ѳ — ф) — 1/2  ир2  =  М>'  —ѵ'р  соз  (Ѳ> — ф;) — 1/2  ц'р2  — кМ  = 

—  /'  (и\  ф';  р,  Ѳ) — кМу  (13) 

где 

и'  —  и-\-2кН ,  ѵ'  зіп  ф'  =ѵ  зіп  ф +  /?/(,  1 
у' созф' со$  ф 

В  соответствии  с  (2)  и  (4)  уравнения  (14)  описывают  преобразование 

*  V  и  ..  .  /  Я  \  „  .  ..  ,  (К  \  г  * 


г'  =г-\~2 


у+ІЛ)1- 


Из  (11)  и  (13)  вытекает,  что 

Ци,  Ѵу  ф )  =  *'(«',  ѵ\  ф').  (16) 

Таким  образом,  мы  доказали  следующую  теорему  смещения.  Добавление  к  функ¬ 
ции  аберраций  члена  Нр2Л  АГрзіп  Ѳ  -Г  7,рсо$Ѳ  +  Му  где  Я,  Ку  А,  М — по¬ 
стоянные  порядка  X,  не  изменяет  трехмерного  ;  / 
расп ределения  интенсивности  света  близ  фо -  і  Іг 

куса у  а  только  смещает  его  как  целое  в  соот-  вп  о  - _ — 

ветствии  с  преобразованиями  (15),  иными  ело- 

вами,  происходит  смещение  на  величину  р'  О ~~~~~ 

2  (Д!а)%Н  вдоль  главного  направления  СР*  от  \  ѵ 
выходного  зрачка  и  на  величины  {К /а)  К  и 
(Д/а)Ь  вдоль  положительных  направлении 
осей  хну  соответственно.  \\ 

Аддитивные  члены  в  правой  части  (10)  \л\ 

можно  рассматривать  как  величины,  харак-  гч  Чч  Новая  опорная  сфера. 

теризлющие  изменение  опорной  сферы  Гауе-  / 

са.  Предположим,  что  мы  выбрали  новую  Волновой  Опорная  сфера  Гаусса 
опорную  сферу  с  центром  в  точке  Р'(х\  у'  у  г')  Фронт 

вблизи  изображения  и  радиусом  Я\  причем  ее  Рис-  9.2.  Изменение  опорной  сферы, 
расстояние  до  опорной  сферы  Гаусса  не  превы¬ 
шает  нескольких  длин  волн.  Пусть  N  —  точка  пересечения  луча  с  этой 
новой  опорной  сферой  Тогда  функция  аберрации  Ф',  отнесенная  к  новой 
сфере,  имеет  вид  (см.  рис.  9.2) 

Ф'  ==<?л  =  0$— N<2  ж  <2<2  —  АС,  (17) 

где  О  —  точка  пересечения  линии  МР'  с  опорной  сферой  Гаусса,  а  показатель 
преломления  среды  в  пространстве  изображения  считается,  как  и  раньше, 
равным  единице.  Величина  <3(^==Ф  есть  волновая  аберрация,  отнесенная 
к  опорной  сфере  Гаусса,  а  N0  -=  АР' — ОР'—Я1 — 5,  где  5 —  расстояние  от  О 
дс  Р' .  Следовательно,  (17)  можно  переписать  в  виде 

Ф'  «Ф  +  5— /?'  =  Ф-|--^-  Г— УрС08(Ѳ—  Ф)  — у  ир2  +  (Д-)3о]  +(/?  —  /?'), 

(18) 


Волновой 

фронт 


Ч  Новая  опорная  сфера 
4  Опорная  сфера  Гаусса 


Рис.  9.2.  Изменение  опорной  сферы. 
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где  было  использовано  соотношение  (3).  Здесь  и,  ѵ  и  ф  определяются  (3)  и  (4), 
где  координаты  х,  </,  г  нужно  заменить  на  х',  у\  г'.  Соотношение  (18)  можно 
представить  в  форме  (10),  ее  ди  положить 


Л1  ] 


(19> 


9.1.3.  Соотношение  между  интенсивностью  и  средней  деформацией  волно¬ 
вые  фронтов.  Если  аберрации  достаточно  малы,  то  интенсивность  в  центре 
опорной  сферы  можно  выразить  через  среднеквадратичное  значение  волновой 
аберрации.  Пусть  Фр  —  волнован  аберрация,  отнесенная  к  опорной  сфере 
с  центром  в  точке  Р  вблизи  изображения.  Тогда,  согласно  уравнениям  (9) 
и  (18),  нормированною  интенсивность  в  точке  Р  можно  записать  следующим 
образом: 


\'Л*  и 


II 

ехр  (ікфр)  р  ф  сІѲ  =5 

I  2Л 

[2 

-я  И  [і  +  ікФр-\-~2  (ікФр)2 4"  •  • 

|о  1) 

рф^Ѳ  .  (20) 

Если  считать  аберрации  настолько  малыми,  что  в  (20)  можно  пренебречь- 
третьей  и  более  высокой  степенями  кФр>  то  выражение  для  интенсивности 
в  точке  Р  можно  представить  в  форме 

і(Р)«  [і4-^Фр-у*аФ^]а=1-(^)г[ФІ-(ФР)2]  .  (22) 

Величина  в  скобках  в  правой  части  (22)  является  «среднеквадратичной  дефор¬ 
мацией»  (ДФ)3  волнового  фронта,  т.  е. 

1  2я 

^  ^  (Фр—Фр)2  рсір  сіЬ 

(ЛФр)а  =  —  2д - =  Ф^-(ФР)а,  (23> 

^  ^  р  йр  аѳ 

о  о 

и,  следовательно,  (22)  принимает  вид 

г- (/>)«!_ (пг)’(МѴ)г.  (24) 

Отсюда  следует,  что  в  случае  малых  аберраций  значение  нормированной 
интенсивности  в  центре  опорной  сферы  вблизи  фокуса  не  зависит  от  природы 
аберраций  и  отличается  от  единицы,  соответствующей  идеальному  случаю,  на 
величину,  пропорциональною  среднеквадратичной  деформации  волнового» 
фронта. 
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§  9.2,  Разложение  функции  аберрации 

9.2.1.  Круговые  полиномы  Цернике.  При  изучении  эффектов  аберраций 
в  рамках  геометрической  оптики  (см.  гл.  5)  мы  разлагали  функцию  аберраций 
Ф  в  степенной  ряд.  Здесь  же,  поскольку  интегрирование  производится  по  еди¬ 
ничному  кругу,  удобнее  разлагать  Ф  по  полной  системе  полиномов,  ортого¬ 
нальных  внутри  единичного  круга  *).  Существует  много  систем  пол  номов,, 
обладающих  таким  свойством;  однако  одна  из  них,  введенная  Цернике  [23]» 
обладает  еще  и  простыми  свойствами  инвариантности.  В  приложении  7  дан 
вывод  круговых  полиномов  Цернике  и  обсуждаются  некоторые  их  свойства; 
здесь  мы  приведем  лишь  те  формулы,  которые  потребуются  в  настоящей  главе. 

Круговые  полиномы  Цернике  представляют  собой  полиномы  Ѵ1п(Х,  У) 
от  двух  действительных  переменных  X,  У\  если  выразить  X,  У  в  полярных  ко¬ 
ординатах  (X  —  р  5Ш  Ѳ,  У  -^рсозѲ),  то  полиномы  имеют  вид 

Ѵ1п  (р  зіп  Ѳ,  р  со$  Ѳ)  —  &}п  (р)  ехр  (//Ѳ),  ’  (1 } 

где  /  <  0  и  п ^  0 — целые  числа,  п. >  \1 1,  а  п —  |  / |  —  четное  число.  Ортогональ¬ 
ность  и  нормировка  полиномов  выражаются  формулами 

[Ѵ'„ (X ,  V)]*  ѵ1;,  (X,  У) ахаѵ=-^Г  8, (2> 

Х2  +  У*  <  1 


где  Ьі} —  символ  Кронекера,  а  звездочка  обозначает  комплексное  сопряжение» 
Радиальные  функции  ЯіЦр)  являются  полиномами  по  р,  содержащими  степени 
р“,  р"_3,  ,,,,  р|?і,  и,  как  показано  в  приложении  7,  они  тесно  связаны  с  поли¬ 
номами  Якоби  (вырожденными  гипер  геометрическими  функциями).  Как  видна 
из  (1)  и  (2),  радиальные  полиномы  удовлетворяют  соотношениям 

і 

|  Кп  (Р)  К‘п-  (Р)  Р  ф  =  ЩрТ) »«'.  (3> 

Они  определяются  следующими  формулами  (т  =  1 1  [): 

п~т 

п±т  I  /  СІ  1  2  (  п  +  т  п  —  гп  \ 

(р/  ~  7"  Я  _  т  \ ' — ІТПТгЛ  2  2  >  (4> 


I  і 

[  л  \ 

>  2  і 

[  п  +  т  /г-т  і 

(  п  —  т  \ 
\  2  ) 

і  !  рт 

і^(рг)) 

г  і 

((р’РМр’-іГН 

(Р)  =  Я  (-Ц*-.  /п+— ■  ч/Д-т  х  Р"""-  (б> 

Я  Ц— — ОЧ-* — 8)' 

Нормировка  выбрана  так,  чтобы  при  всех  возможных  значениях  пит 

ЯГ*(1)  =  Ь  (б) 

Радиальные  полиномы  имеют  образующую  функцию 

[і  +2—  У'і  —  2г  ().  —  2рл)-1-г2]/д  у  уір±т 

(2*рГ  У~і  —  2 г  (1  -2рТ+г2  ^  Ш+  25  Р)*  (  ^ 

При  т  —  0  правая  часть  (7)  превращается  в  образующую  функцию  полиномов 
Лежандра  **)  от  аргумента  2ра —  1,  т.  е. 

(р)  =  Рп  (2р3  —  ] ) .  (8> 

В  табл.  9.1  приведены  в  явном  виде  радиальные  полиномы  для  нескольких 
первых  значений  индексов. 


*)  Термин  «полная  системй»  означает,  что  любая,  достаточно  гладкая  функция  разла¬ 
гается  в  ряд  по  функциям  данной  системы.  Более  точное  определение  этого  термина  приводится», 
например,  в  книге  [22]. 

**)  См.,  например,  [221. 
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Таблица  9.1 

Радиальные  полиномы  (р)  для  т  -  ^  8,  я  С  8 


\  » 
•\ 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

0 

1 

2р3 — 1 

6р4  — 

-6р®+1 

20ре — 30р4-{- 
+12рЛ —  1 

70р8—  140рв+ 
4-90р4— 20р3-[-1 

1 

Р 

Зрз— 2р 

10рь— 
— 12р3+ 

-І-Зр 

35р7 — 60р5+ 
Ч-ЗОр8 — 4р 

2 

р® 

4р4_3р2 

15р6— 

— 20р4-|-6р2 

56рй — 105рв-}- 
4- бОр4— Юр2 

3  * 

Р3 

5рб — 4рЗ 

! 

21р7— 

—  З0р5-Р10р3 

4 

Р4 

6р«— 5р4 

28р8- 

— 42р<>+15р4 

5 

1 

Р5 

7р7 — 6р5 

6 

Р6 

8р*—7р« 

7 

Р7 

8 

Р8 

В  теории  Нижбера  —  Цернике  важную  роль  играет  следующее  соотно¬ 
шение  (также  доказанное  в  приложении): 

А  п~т  і 

)лг(р)/«(ор)р4р=(-і)  2  (9) 

о 

где  ^  —  функция  Бесселя  первого  рода. 

Вместо  комплексных  полиномов  V  можно  использовать  вещественные 
полиномы 

ц?  =  у  №  +  (Р) соэ тѲ- 

Ѵпт  =  4-  [Ѵп- Ѵпт]  =  /»  (р)  5ІП  «Ѳ. 

Мы  будем  в  дальнейшем  применять  только  полиномы  (р)  созтѲ, 

так  как  волновые  искажения  симметричны  относительно  меридиональной  пло¬ 
скости  Ѳ  —  0,  и,  следовательно,  функция  аберраций  является  четной  функ¬ 
цией  Ѳ. 

9.2.2.  Разложение  функции  аберраций.  Следуя  Нижберу,  разложим  функ¬ 
цию  аберраций  Ф  по  круговым  полиномам  Цернике  Из  симметрии  задачи 
вытекает,  как  и  в  §  5.1,  что  разложение  содержит  лишь  комбинации  перемен¬ 
ных,  а  именно  Ѵ\2>  р2  и  У'^рсозѲ,  так  что  оно  должно  иметь  вид 

ФОТ.  р.  Ѳ)  =  2212а;<!м(Гі)2і+яед(р)с05тѲ1 

I  П  <71 


(П) 
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где  іу  п  и  т  —  неотрицательные  целые  числа,  п~^т,  П~~т — четное  число 
и  а1пт  —  постоянные. 

Поскольку  нас  будет  интересовать  главным  образом  дифракционное  изо¬ 
бражение  фиксированной  точки  предмета  (К*=сопй1),  удобно  не  выделять 
явную  зависимость  Ф  от  У*  и  переписать  (11)  в  виде 


Ф  =  Л,+АІ4.«(Р)  +  ЕІЛИ  (р)созтѲ.  (12) 

у  1  п~  2  п  —  1  т  —  1 


Коэффициенты  Апт  зависят  от  Ѵ\,  а  множитель  1/1^2  введен  перед  вторым  чле¬ 
ном  для  упрощения  окончательных  формул. 

Если  аберрации  достаточно  малы,  то  с  помощью  коэффициентов  А  можно 
выразить  нормированную  интенсивность  в  параксиальном  фокусе  в  просюй 
форме.  Подставляя  (12)  в  (9.1.21)  и  используя  условие  ортогональности  ( 3 ), 
получим 


Ф  =  Л00,  Ф2  =  Л‘  +  1 


(13) 


Из  первого  соотношения  следует,  что  А00  характеризует  среднее  запаздывание 
волнового  фронта  относительно  опорной  сферы  Гаусса.  Віорое  соотношение 
представляет  собой  «формулу  Парсеваля»  для  ортогональной  системы  функций 
(р)соз т().  Подставляя  (12)  в  уравнение  (9.1.22),  получим  для  нормирован¬ 
ной  интенсивности  в  параксиальном  фокусе 


ЦРІ)  =  ь 


2л2 


У  у 


“ *  я-гі  ' 


(14) 


При  решении  важной  проблемы  «сбалансирования»  аберраций  различных 
порядков  друг  относительно  друга  с  целью  получения  максимальной  интен¬ 
сивности  проявляются  преимущества  разложения  по  круговым  полиномам. 
Предположим,  что  аберрация  описывается  одним  членом  «степенного  ряда», 
а  именно 

Ф  =  Л;тр«со5'лѲ,  (15) 

где  А ' —  малая  постоянная  (порядка  длины  волны  или  меньше).  Спрашивается, 
можно  ли  увеличить  интенсивность  і(Т^),  если  ввести  аберрации  более  низких 
порядков.  Или,  более  точно,  можно  ли  так  подобрать  постоянные  А'ря  в  выра¬ 
жении 

Ф'  =  А'пт  р»  С05™  Ѳ  +  2  2  ЛЙР'соз^Ѳ,  (16) 

р  <  п  4  <  р 


чтобы  интенсивность  в  параксиальном  фокусе  была  как  можно  больше. 

При  любом  выборе  постоянных  Аря  функцию  аберрации  (16)  можно  также 
представить  с  помощью  круговых  полиномов 

ф'  -  кптА»„Дп(р)  СОЗ тѲ  -+  2  2  (Р) 008  9е.  (17) 


Р  <  п  д  <  р 


где 


:  ,  когда  т  = 

12 


(18) 


=  0,  пф  О, 

с 

ьпт  —  1  в  остальных  случаях. 

Коэффициент  при  наивысшей  степени  р  в  (16),  т.  е.  при  рл,  равен,  согласно 

(5),  п!/[Т  (п  +  /п)]і  [у(п  —  т)^  !;  тогда,  сравнивая  коэффициенты  при  рм 

в  (16)  и  (17),  получим 


+  !  |у(л— т)|.' 


и  Д  .-А* 
^пт  пт  ** Пт ■ 


(19) 
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Если  коэффициент  Л^т,  а  следовательно,  и*  А пт  фиксирован,  то,  согласно  (14)г 
максимальная  интенсивность  в  точке  Р{  получается,  когда  все  коэффициенты 
под  знаком  суммы  в  (17)  тождественно  равны  пулю.  Тогда  функция  аберраций 
принимает  вид 

Ф  =  ^пт^пт^п  (р)  С05  ГПВ,  (20) 


а  интенсивность  в  Р\  становится  равной 

‘  /  п*\  і  А  пт 

I  Кі'х)  -  1  — р-  ^рт  ’ 


где  Апт  выражается  через  А'птс  помощью  (19).  Теперь  очевидно,  что  в  одном 
аберрационном  члене  АптР%(р)со&тд  разложения  (12)  несколько  членов  вида 
А'Рц р^соз^Ѳ  ср=я,  п — 2,  * . т,  и  д  —  т,  т — 2,  ...  1  или  0  сколю инировалось 
таким  образом,  что  при  данном  ( достаточно  малом)  значении  коэффициента 
при  рисозтѲ  нормированная  интенсивность  в  параксиальном  фокусе  макси¬ 
мальна. 

Проиллюстрируем  полученный  результат  простым  примером.  Предполо¬ 
жим,  что  оптическая  система  создает  небольшую  сферическую  аберрацию 
шестого  порядка  [Ф  ~А'ворь\,  но  мы  можем  ввести  контролируемые  величины 
сферической  аберрации  четвертого  порядка  ІЛ^р4]  и  дефокусировки  [Л^р2]. 
Требуется  найти  значения  Л'40  и  А'2 0,  при  которых  интенсивность  в  дифрак¬ 
ционном  фокусе  максимальна.  Задача  такого  рода  была  впервые  рассмотрена 
Рихтером  [24],  который  показал,  что  максимум  интенсивности  достигается  при 

^40 3_  А, 20  3  /00\ 

Лб0  2  Лв0  5 


Если  взглянуть  на  табл.  9. 1,  то  мы  увидим,  что  эти  отношения  в  точности  равны 
отношениям  соответствующих  коэффициентов  полинома  #°(р),  т.  е. 

Я?  (р)  -20 р6 — 30р4  +  1 2р2  —  1  *  (23) 

Таким  образом,  в  случае  достаточно  малых  аберраций  введение  круговых 
полиномов  Цернике  автоматически  решает  задачу  «сбалансирования»  аберра¬ 
ций  в  указанном  смысле;  более  того,  с  помощью  теоремы  смещения  можно  опре¬ 
делить  положение  дифракционного  фокуса. 


§  9.3.  Допустимые  величины  первичных  аберраций 

Прежде  чем  исследовать  сложную  проблему  нахождения  распределения 
интенсивности  в  дифракционном  изображении  при  наличии  аберраций,  рас¬ 
смотрим  более  простую  задачу  оценки  максимальной  величины  аберраций, 
допустимой  в  оптической  системе.  , 

Из  предыдущего  обсуждения  следует,  что  при  наличии  аберраций  макси¬ 
мальная  интенсивность  в  дифракционном  изображении  меньше  интенсивности 
в  параксиальном  фокусе  (центре  картины  Эйри)  оптической  системы  с  теми  же 
апертурой  и  фокусным  расстоянием,  но  свободной  от  аберраций.  Рэлей  Ш 
впервые  показал,  что  интенсивность  света  в  параксиальном  фокусе  падает 
меньше  чем  на  20%  (такая  потеря  обычно  допустима),  если  первичная  сфериче¬ 
ская  аберрация  в  системе  такова,  что  волновой  фронт  в  выходном  зрачке  отстоит 
от  опорной  сферы  Гаусса  на  расстоянии,  меньшем  четверти  длины  волны.  Более 
поздние  исследователи  установили,  что  качество  изображения  при  наличии 
других  обычно  встречающихся  аберраций  существенно  не  ухудшается,  если 
деформация  волнового  фронта  не  превышает  четверти  длины  волны.  Получен¬ 
ный  результат  известен  как  правило  четверти  волны  Рэлея ,  служащее  полезным 
критерием  допустимой  величины  аберраций  в  оптической  системе,  формирую¬ 
щей  изображение.  Это  правило  служит,  конечно,  лишь  грубым  указанием  на 
необходимость  коррекции  системы,  поскольку  распределение  света  в  изображе- 
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нии  зависит  не  только  от  максимальной  деформации  волновых  фронтов,  но  и  от 
их  формы  (типа  аберрации).  Более  того,  допустимое  количество  потерь  света 
зависит  также  от  назначения  оптических  инструментов,  и  поэтому  в  некоторых 
случаях  приходится  вводить  более  строгие  допуски.  »- 

Если  условие  |Фмакс|“Л/4  применить  к  аберрациям  разного  типа,  то 
получающиеся  значения  интенсивности  в  дифракционном  фокусе  окажутся 
различными.  Поэтому  удобнее  сформулировать  такой  критерий,  который  соот¬ 
ветствует  заданному  значению  интенсивности  в  дифракционном  фокусе.  Кри¬ 
терий  подобного  типа  рассмотрел  Марешаль  [25],  воспользовавшись  соотноше¬ 
нием  между  интенсивностью  в  центре  опорной  сферы  и  среднеквадратичным 
отклонением  волнового  фронта  от  сферической  формы. 

Если  аберрации  достаточно  малы,  то,  согласно  (9.1.24),  для  интенсивности 
в  точке  Р  в  области  изображения  имеем 

ЦР)»1-(-^.)*(ДФР)>.  (1) 

Следуя  Марешалю,  мы  будем  считать ,  что  система  хорошо  скорректирована , 
если  нормированная  интенсивность  в  дифракционном  фокусе  Р  больше  или  равна 
0,8.  Из  (1)  следует,  что  г  (Е)>  0,8,  когда  |  ДФ^|^  Л/14,  т.  е.  приведенное  выше 
условие  эквивалентно  требованию,  чтобы  среднеквадратичное  отклонение  вол¬ 
нового  фронта  от  опорной  сферы ,  центр  которой  находится  в  дифракционном 
фокусе ,  не  превышало  X/ 14- 


Фактически  условие  Марешаля  вытекает  из  несколько  иного  неравенства.  Из  (9.1.20) 
следует,  что 


пт 


1  2л 

2 

|  I  2л 

2 

^  ^  ехр  {ікФр)  р  вр  с№ 

1  ^  ^  соз  (ѢФр)  р  сір  В 

!• 

0  0 

|  0  0 

|Ф/?|<Ѵ4,  то  в  этом  неравенстве  величину  соз  (кФр)  можно  заменить  на 

1  : Ѵ2  Если,  кроме  того,  выбрать  радиус  опорной  сферы  так,  чтобы  Ф^=0,  то  (ДФ/Д2 

и  неравенство  примет  вид 


НР)-&  [і-^'(ДФР)»]\ 


(Іа) 


Критерий  Марешаля  следует  из  неравенства  (Іа),  однако  если  аберрации  малы,  то  он  практи¬ 
чески  не  отличается  от  приведенного  выше  критерия.  Для  наших  целей  удобнее  пользоваться 
соотношением  (і),  а  не  (Іа),  поскольку  первый  более  прямым  образом  связан  с  экстремальными 
свойствами  круговых  полиномов  Цернике. 


Определим  теперь  положение  дифракционного  фокуса  и  допуски  для  пер¬ 
вичных  аберраций  (аберраций  Зайделя).  В  обозначениях,  принятых  в  настоя¬ 
щей  главе,  каждая  первичная  аберрация  представляет  собой  деформацию  вол¬ 
нового  фронта  вида  *) 

Ф=Ыпт(ЬГЦ  +  "РЛ  СО5т0,  (2) 

где  21  +  т.  +  п  =  4.  Удобно  положить 

/т  Аіпт=а1тп(Ѵ'1)*1+т,  (3) 

и  тогда  (2)  принимает  вид 

Ф  =  Л\тп  рл  С05т  Ѳ.  (4) 

Постоянные  А'  легко  выразить  через  коэффициенты  Зайделя  В ,  С,  О,  Е 
и  Е,  введенные  в  гл.  5,  Если  произвольную  постоянную  Л0,  входящую  в  (5.2.7) 
и  (5.2.8),  положить  равной  единице,  то  Л*  обозначает  увеличение  плоскость 
входного  плоскость  выходного  зрачков;  далее,  если  вспомнить,  что  коэф¬ 
фициент  Пі  равен  теперь  единице,  то  переменным  р  и  у0  из  (5.3.7)  соответствуют 


*)  Штрихами  отмечаются  коэффициенты  степенных  рядов,  а  нештрихованные  коэффи¬ 
циенты  относятся  к  разложению  по  полиномам  Цсриике. 
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величины  арІХг  и  — из  настоящего  раздела.  Сравнивая  (4)  и  (5.3.7), 
получим 


В  выражении  через  круговые  полиномы  типичный  ,  член,  описывающий 
аберрацию,  имеет  вид  *) 

ф  =  еПтАтт^п  (Р)  С08  т().  (6) 

В  последней  колонке  табл.  9.2  выписаны  члены  с  индексами  /,  т  и  я,  удов¬ 
летворяющими  равенству  21-\-т-\-п=4  (первичные  аберрации)  Как  мы  ви¬ 
дим,  некоторые  члены  Зайделя  сопровождаются  теперь  членами  более  низкого 
порядка,  что  в  соответствии  с  теоремой  смещения  (см.  п.  9.1.2)  вызывает  сдвиг 
распределения  интенсивности  как  целого 

Согласно  теореме,  приведенной  в  п  9  2  2,  максимальная  интенсивность 
в  изображении,  искаженном  аберрацией  типа  (6),  достигается  в  параксиальном 
фокусе.  Следовательно,  сравнивая  соответствующие  члены  в  двух  последних 
колонках  табл.  9.2,  можно  сразу  же  определить  координаты  дифракционного 


Таблица  9.2 

Представление  первичных  аберраций 


Тип  аберрации 

1 

п 

т 

Представление  в 
форме  (4) 

Представление  в  форме  (6) 

Сферическая  абер¬ 
рация 

0 

4 

0 

А'  р4 

040* 

у^2^о4о  Я2(Р)  =уг|:А040(6р4— 6р2+1) 

Кома 

0 

3 

1 

^'зірЗСОбѲ 

(р)  005  ^«31  (Зра  —  2р)  соз  Ѳ 

Астигматизм 

0 

2 

2 

А '  р2  Соз2Ѳ 

^022^1  (Р)С05  2Ѳ=  4033р2  (2соз2Ѳ  —  1) 

Кривизна  поля 

1 

2 

0 

А'  р2 

іаог 

^120^2  (р)“ ^120  (2Р2  —  1) 

Дисторсия 

1 

1 

1 

А  р  соз  Ѳ 

і 

Ащ/?]{р)  соз  Ѳ  =  Атр  соз  Ѳ 

фокуса  изображения,  искаженного  первичной  аберрацией.  Проиллюстрируем 
последнее  утверждение,  подробно  рассмотрев  случай  сферической  аберрации. 
Эта  аберрация  описывается  членом 

ф  “  ^о4оР4-*  (7) 


*)  Для  обеспечения  единообразия  с  формулами,  приведенными  в  §  9  2,  здесь  оставлен 
множитель  гпті  равный  \[У  2  при  т=  0>  пф  0  и  1  при  остальных  значениях  /пил. 
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Соответствующее  выражение  в  форме  (6)  имеет  вид 

Ф  =  Д=-  А 010 Д » (р)  =  А010  (6р* -  6р*  +  1),  (8> 

Если  положить 

^040  ^  уГ-  ^040»  (9) 

то  распределения  интенсивности  в  обоих  случаях  будут,  согласно  теореме 
смещения,  одинаковы;  однако  распределение,  соответствующее  (7),  будет  сдви¬ 
нуто  относительно  распределения,  соответствующего  (8),  на  расстояние,  опре¬ 
деляемое  из  уравнения  (9.1.15)  с 


_  л  г 

0 40’ 


о,  м  =  • 


х'=х,  у'=у,  г'=г  +  2(/?/а)‘  А'„і0.  (10) 

Так  как  максимум  интенсивности  в  дифракционном  изображении,  соответствую¬ 
щем  (8),  находится  в  начале  координат  х  у  —  г  =  0,  то  дифракционный  фокус 
Р  при  наличии  первичной  сферической  аберрации  типа  (7)  расположен  в  точке 

Хг=У^~ 0.  гГ=2 (ЩаУ  А'по.  (11) 

Координаты  точки  Р>  определяемые  (11),  допускают  простое  геометриче¬ 
ское  истолкование  Пусть  А  У  и  Д2  —  поперечная  и  продольная  сферические 
аберрации,  считающиеся  положительными,  если  луч  пересекает  ось  с  положи¬ 
тельной  стороны  от  параксиального  фокуса.  Из  (5.1 . 16)  при  Ф  —  Л'^р4,  р  =  У/а, 
О ^  —  Р  ж  —  /?',  Х0—  X  =  0,  Ѣі~\  имеем 

ДУ  =  К-К*  =  4(4)  (12а) 

следовательно,  на  основании  элементарных  геометрических  соображений 
и  предыдущего  соотношения 

Д2  =  21-2,*«4дК  =  4(4)2(Д)аЛ;10.  (126) 

Для  краевого  луча  (У  —  а)  это  да е г  (А7)М1КС~4  (%/а)2АМ0.  Тогда  из  (И)  сле¬ 
дует,  что  *)  дифракционный  фокус  при  наличии  малой  первичной  сферической 
аберрации  расположен  посередине  между  параксиальным  и  краевым  фокусами . 

Определим  теперь  максимально  допустимую  величину  сферической  абер¬ 
рации.  Согласно  (9.2.14)  нормированная  интенсивность  в  параксиальном  фо¬ 
кусе  для  любой  аберрации  типа  (6)  больше  или  равна  0,8,  если 

1  2яа  Аігип  п  о 


(із) 

В  частности,  для  первичной  сферической  аберрации  имеем 

\ЛШ  К  0,22?., 

или  с  учетом  (9)  — 

Мп4оКО,94Х  (14) 

Это  и  есть  требуемое  условие,  определяющее  максимально  допустимую  первич¬ 
ную  сферическую  аберрацию,  согласно  которому  максимальное  отклонение 
волнового  фронта  от  опорной  сферы  Гаусса  должно  быть  меньше  0,94  X. 

Совершенно  таким  же  способом  можно  иаити  координаты  дифракционных 
фокусов  и  максимально  допустимые  первичные  аберрации  других  типов. 

*)  Здесь  мы  пренебрегаем  теми  небольшими  эффектами,  которые  связаны  с  разным  выбо¬ 
ром  направления  г  в  настоящем  разделе  и  в  §  5.1, 
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В  частности,  дифракционный  фокус  при  наличии  небольшого  первичного  астиг¬ 
матизма  расположен  в  точке  с  координатами 

Хр  =  у р  =  0 ,  ^022*  (  1 

Этот  результат  также  допускает  простое  физическое  истолкование.  Согласно 
{5)  и  (5  3  18)  радиусы  тангенциальной  и  сагиттальной  фокальных  поверхностей 
и  определяются  из  выражений  (/гх  снова  полагается  равным  единице) 

^=-^(№м;22,  о,  Об) 

•так  что  абсциссы  гі  и  га  двух  фокальных  линий  равны 

гі  =  -Щ-  =  ЧЫаУ  А',ы  г5  =  0.  (17) 

Таким  образом,  из  (15)  следует,  что  дифракционный  фокус  при  наличии  неболь¬ 
шого  первичного  астигматизма  находится  посередине  между  тангенциальной 
и  сагиттальной  фокальными  линиями. 

Поскольку  первичные  кривизна  поля  и  дисторсия  описываются  членами, 
содержащими  соответственно  р3  и  р,  их  эффект,  согласно  теореме  смещения, 
состоит  лишь  в  смещении  как  целого  трехмерного  распределения  интенсивности 
в  свободном  от  аберраций  изображении.  Итак,  при  наличии  небольшой  первич¬ 
ной  кривизны  поля  или  первичной  дисторсии  нормированная  интенсивность  і 
в  дифракционном  фокусе  равна  единице,  но  сам  дифракционный  фокус  не  сов¬ 
падает  с  параксиальным  фокусом. 

В  табл.  9  3  приведены  результаты,  относящиеся  к  первичным  аберрациям. 

Таблица  93 


Координаты  дифракционных  фокусов  и  условия,  определяющие  максимально 
допустимую  величину  первичных  аберраций 


Тип  аберрации 

Координаты  дифракционного  фокуса  Р 

Условие  р  (Д)  >  0,3] 

ХР 

Ур 

гр 

Сферическая  абер¬ 
рация 

0 

0 

К..Ко,т 

Кома 

0 

3  V  а  )  Л»«1 

0 

Астигматизм 

0 

0 

(4У-С 

Кривизна  поля 

0 

0 

»(4К 

- 

Дисторсия 

0 

(4К 

0 

- 
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§  9.4.  Дифракционная  картина,  получающаяся 
при  наличии  одной  аберрации 

Рассмотрим  теперь  дифракционное  изображение  при  наличии  аберрации, 
которая  описывается  одним  членом  разложения  (9.2.11),  а  именно 

Ф  =  аг«и  (КГ)2!+“  Яп  (р)  соз/иѲ.  (1) 

Как  и  раньше,  избавимся  от  явной  зависимости  Ф  от  Ѵ{,  положив 

«м.  =  X а‘пш  (У*)  п+т-Т  *п„А  тш-  (2) 

Введем  обозначение 


Тогда  дифракционный  интеграл  (9.1.6)  принимает  вид 
V  (и,  ѵ ,  ф)  = 

1  2л 

=4  (  ТехР{г  [-ѵРсоз(Ѳ-Ѵ-±ир*  +  сс1апгЖ(р)созтѳ]  }рф«Ѳ.  (4) 

Интеграл  (4)  можно  представить  в  виде  бесконечного  ряда,  если  разложить 
ехр[ — шрсо5(Ѳ — ф)1  и  ехр  иаглт^1(р)созтѲ]  с  помощью  тождества  Якоби 
(см.  (8.8.29)) 

со 

ехр  (іг  сое  ф)  =  (г)  +  2  2  « V,  (г)  соз  5ф.  (5) 

5=1 


Перемножая  оба  ряда,  получим 

ехр  {і  [— ор  соз  (Ѳ — -ф)  +  аШт  (р)  соз  отѲ]}  = 

=  4  2'  2'  (—«у  (—О5'  1,  (р)]  ^з'  (ор)  соз  тз Э  соз  [$'  (Ѳ — чр)},  (6) 

5  =  0  і'=0 

где  штрихи  при  символах  суммы  означают,  что  члены  с  индексами  5=0  и  5'=0 
следует  брать  с  коэффициентом  2/а.  Подставив  (6)  в  (4)  и  проинтегрировав 
почленно  по  углу  Ѳ,  находим 

V  ( и ,  ѵ,  ф)  = 

сС  \ 

4 С  X'  (— 5  соз  Ш5ф  Г  ехр  [—  у  іирг)  [аш„Я%  (р)] .! т5  (ор)  рф,  (7) 

5=о  о  1  -1 

где  член  с  индексом  5=0  снова  надо  брать  с  коэффициентом  Ѵ2- 

Поскольку  нас  интересуют  только  малые  аберрации  (а  мало),  можно  раз¬ 
ложить  член  </в[аггалг/С(р)]  ПОД  знаком  интеграла  в  степенной  ряд,  а  затем 
расположить  его  члены  по  возрастающим  степеням  а1п/п.  Тогда  имеем 


и  (и,  ѵ,  •ф)  =  С  [1/0  4-  іщптѴ1  +  (»«,„„)*  ѵ%  +  (іѵ-іпш)3  +  (Ючпгп)'  +  •  •  •  ] .  (8а) 

28  Аі.  Ьорн,  Э-  Вольф 


434 


ДИФРАКЦИОННАЯ  ТЕОРИЯ  АБЕРРАЦИЙ 


[і  Л.  $ 


где 


<Л.  =  2  |  ехр  [—  Д  інр2]  У 0  ( ѵр )  р  ф, 

О 

Ц1  —  2  (—  і)т  С05  /т|>  ^  ехр  у  *Ф2]  (р)  3 т  (ур)  Р  Ф> 

о 

г  \ 

Ѵг  5Г  1 1 ехр  [~  У  '“Ра]  (И}г  ^ о  (®Р)  р  рр  + 

I 

+  і2я  соз  2/т|)  ^  ехр  I"—  у  шр2)  {ВДЫРУад  (»р)рф, 

ІІ3  =  2^зР  |  3  (—  О"  соз  тір  ^  ехр  Г—  уімр2]  {Р%  (р)}3  Уот  (эр)  рф  + 

I  о 

\  | 

4  (—  г)3™  соз Зті|;  ^  ехр  |—  ушр2)  {Яп  (р)Р  У4П,  (УРФФ  | . 


(86) 


Ѵ*-&41  1  -  Л 
I  О 


1  ■  3  §  ехр  [-  і  *«Р2]  (Р)}1  У»  (ОР)  р  Ф  + 

О 

1 

+  4і2ясоз2/т|;  ^  ехр  |  —  у*ирг]  (Р)}4У«*(ор)рф-!- 

О 

1 

+  г‘ясоз4/т|)  |  ехр  Ьшр2)  {/?в  (р)}4  У^  (иР)РФ 

Как  показал  Нижбер,  если  и  и  а1Пт  равны  по  порядку  величины  единице,  то 
первых  четырех  членов  разложения  (8а)  достаточна  для  получения  интенсив¬ 
ности  с  точностью  до  нескольких  процентов. 

Для  вычисления  интегралов  в  (86)  можно  поступить  следующим  образом. 
Выразим  множитель  ехр  [ — Л/2  шрг\  через  радиальные  полиномы  с  помощью 
хорошо  известной  формулы  Бауэра  *)  в  виде 


ехр  (іг соз<р)  =  (^)1/2і:  I’ (2$+ 1)  У 3+1/2 (г)  Рг (соз <р), 


(9> 


где  Р& —  полиномы  Лежандра.  Полагая  созср  —  2р2 — 1  и  используя  соотноше¬ 
ние  Рв (2р2 —  1)  =  Кіз  (р)  (см.  (9.2.8)),  получим 


ехр  (— */,  шра)  =  ехр  (— Ѵ.  іи)  ехр  (— •/.  іи  (2р2—  1))  = 

п —  * 

=  ехр  ( — 1/і  іи)  і/Щ  2  (— 0!  (2з+  1)  У8+і/2  (74и)  /?$,.  (р).  (10) 

Если  подставить  (10)  в  (86),  то  в  правые  их  части  будут  входить  интегралы, 
каждый  из  которых  состоит  из  функции  Бесселя,  > множенной  на  произведение 
радиальных  полиномов.  Эти  интегралы  можно  вычислить  с  помощью  формулы 
(9.2.9),  а  именно 

I  п  -  т 

3^(р)^№)рФ=(-  1)  2  си) 


с)  См.,  например,  [261* 
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при  условии,  что  каждое  произведение  радиальных  полиномов  выражается 
в  виде  линейной  комбинации  членов  вида  (р)  с  индексом  т,  равным 

порядку  функции  Бесселя,  на  которую  умножается  данное  произведение. 
Общее  выражение  для  коэффициентов  Лр  получить  довольно  трудно,  но  если 
т  и  п  не  очень  велики,  то  требуемые  линейные  комбинации  строятся  довольно 
просто  с  помощью  табл.  9.1,  что  будет  показано  ниже  на  нескольких  примерах. 
Для  ознакомления  с  методами,  применяемыми  в  более  общих  случаях,  мы  от¬ 
сылаем  читателя  к  работе  Нижбера. 

В  частном  случае  волны,  свободной  от  аберраций,  подстановка  (10)  в  (7) 
дает  с  учетом  (11) 

и  {и,  ѵ,  і(>)  =  2С  ехр  ( — 1/,  іи)  ]/ ^  Х(— 0*(2з+ I)  Л+і/«  (V,  «Ох 

5  =  0 

1 

х  §  %  (р)  /,  (кр)  р  Ф  = 

0 

,  г  ■  со 

-  2 С  ехр  (-1/,  іи)  УЧИ  <0*  (2«+1)У.+  1/5  ел  И)  --  •  (12) 

5  =0 

Полученное  разложение,  несмотря  на  формальное  различие,  эквивалентно 
рядам  Ломмеля,  описанным  в  п.  8.8.1. 

Из  соотношений  (8)  можно  сразу  же  получить  некоторые  общие  свойства 
дифракционного  изображения.  Как  мы  видим,  величина  V  не  изменяется  при 
замене  ф  на  ф  4- 2л р/т  (р.=1,  2,  ...»  т)\  следовательно,  ось  г  является  осью 
симметрии  т-го  порядка.  Более  того,  плоскости ,  проходящие  через  ось  г  и  со¬ 
ставляющие  с  плоскостью  х  =  0  углы  л  р/т,  служат  плоскостями  симметрии . 
При  т  =  0  система  обладает,  конечно,  вращательной  симметрией. 

Рассмотрим  теперь  симметрию  относительно  плоскости  г  =0.  Отметим, что 
при  замене  и  на  —  и  все  интегралы  в  (8)  превращаются  в  комплексно  сопряжен¬ 
ные.  Если  т  —  нечетное  число,  то  все  коэффициенты  при  интегралах  вещест¬ 
венны.  Поэтому  V  (и,  ѵ,  ф)  в  этом  случае  заменяется  на  комплексно  сопряжен¬ 
ную  величину  и,  следовательно,  интенсивность  нс  изменяется.  Иными  словами, 
распределение  интенсивности  симметрично  относительно  плоскости  2—0, 
если  т  —  нечетное  число.  Если  же  т  —  четное,  но  не  равное  нулю  число,  то 
коэффициенты,  содержащие  множитель  соз2ртф  (здесь  р  —  целое  число), 
оказываются  вещественными,  а  коэффициенты,  содержащие  множитель 
соз(2р+  1)тф, —  чисто  мнимыми.  Поэтому  величина  V  превращается  в  комп¬ 
лексно  сопряженную  при  одновременной  замене  и  на  —  и  и  ф  на  ф  +  кіт. 
Следовательно,  если  т  —  четное ,  но  отличное  от  нуля  число ,  то  интенсивность 
в  любой  точке  плоскости  г  ~  сопзі  равна  интенсивности  в  точке,  получающейся 
при  зеркальном  отражении  исходной  точки  относительно  плоскости  2=0  с  по¬ 
следующим  поворотом  на  угол  л/т  вокруг  оси  г.  Таким  образом,  ось  г,  которая 
в  общем  случае,  как  отмечалось  выше,  служит  осью  симметрии  т-го  порядка, 
является  при  четном  т  осью  симметрии  2т-го  порядка  относительно  дифрак¬ 
ционной  картины  в  плоскости  2=0.  При  т  =  0  (сферическая  аберрация)  диф¬ 
ракционное  изображение  несимметрично  относительно  плоскости  2  =  0. 

Наконец  отметим,  что  распределение  интенсивности  сохраняется  при  из¬ 
менении  знака  коэффициента  аберрации  <х1пт  и  одновременной  замене  и  на  — иу 
когда  т  четно ,  или  при  замене  ф  на  ф  -Ея,  когда  пг  нечетно. 

Рассмотрим  теперь  кратко  структуру  изображения,  получающегося  в  сис¬ 
теме  при  наличии  небольшой  первичной  аберрации. 

9.4.1.  Первичная  сферическая  аберрация.  В  этом  случае /= я =0  и  т~4. 
Функция  аберраций  гіе  зависит  от  Ѳ,  и  трехмерное  дифракционное  изображение 

23* 
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обладает  вращательной  симметрией  относительно  главного  направления  ѵ 
Согласно  (8)  разложение  дифракционного  интеграла  по  степеням  а  имеет  вид 

и  (и,  Ѵі  Ф)=С  [и о Н&ом)  ^1  +  (^ао4о)2  - ]»  (13) 

где  і/0  характеризует  возмущение  свободного  от  аберрации  изображения, 
а  [/],  0 2,  . . .  определяются  другими  соотношениями  (86)  при  т  п  -=  0.  В  част¬ 
ности, 

II л  =  2  $  ехр  (— V,  іир-)  ЯЦ  (р)  / 0  (ур)  р  сір.  (14) 

о 

Подставляя  вместо  ехр  ( — V*  шр2)  выражение  (10),  получим 
2  ехр  (— Ѵі  *«)  і/^  X  (—‘7*  (2«+1)  Л+  і/%  (7«  ы)  X 

5  =0 

х  |%(Р)  #2(р)-М»р)рф-  (15) 

0 

Чтобы  вычислить  интеграл,  стоящий  в  правой  части,  заменим,  как  уже 
объяснилось  раньше,  произведение  радиальных  полиномов  их  линейной  ком¬ 
бинацией,  причем  их  верхние  индексы  равны  порядкѵ  функции  Бесселя  (в  дан¬ 
ном  случае  нулю).  Линейную  комбинацию  легко  получить,  если  воспользо¬ 
ваться  выражением  (9.2.8) 

%(Р)  =  .РД2рг-1)  (іЬ) 

и  некоторыми  хорошо  известными  соотношениями  для  полиномов  Лежандра. 
Имеем 

%  (Р)  К  (р)  —  Рв  (2ра  - 1  )РШ  (2р3  —  1 ) .  (17) 

Далее  Р2  (і)  —  у  (З^2 — 1);  следовательно,  правую  часть  (17)  можно  предста¬ 
вить  в  виде 

РЛі)Р,(і)  =^РРЛІ)-\РЛІ)-  08) 

Применяя  дважды  рекуррентную  формулу  *) 

и*+1)Л+1(0+5^-,(0].  (19) 

получим 

(0  Р 5  (0  ^ЙЛ+2  (0  +  Ь9Р3  (І)-\~С9Р9_ 2  ( і)у  (20) 

где 

3(5+2)  (5+1)  (3+1)3  .  3  5(5-1) 

а&  2  (2$+3)  (2$  + 1)  *  ^  (2$+3)(2$ — 1)  *  2  (25+  1)(25— 1)  *  ^ 

Следовательно,  (17)  принимает  вид 

ХЪ  (Р)  Я2  (р)  -  а,%+4  (р)  +  (р)  +■  (Р).  (22) 

Подставляя  последнее  соотношение  в  (15)  и  используя  (11),  окончательно  на¬ 
ходим 

і/,  =  2  ехр  ( — Ѵ4  ш)  і/+!21  (0*  (2«+  1)  Л+і/2  (Ѵі  и)  X 

X  [Яу</2$  +  5  (У)  4"  ^^25  +  1  (^)  4"  (^')]  •  (23) 


)  См  ,  например,  [27], 
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Таким  же  образом*)  можно  разложить  в  ряд  і/2,  1?з,  ....  Используя 
полеченные  ряды,  можно  вычислить  значения  интенсивности  /  —  |  и  |3  в  ряде 
точек  изображения  и  построить  затем  изофоты  (линии  равной  интенсивности). 


Рис  9  3.  Изофоты  в  меридиональной  плоскости  при  наличии  первичной  сферической  аберрации 

Ф—0,48А,р4  (из  [131) 

Жирная  линия  обозначает  геометрическую  каустику  Интенсивность  нормирована  на  100  в  центре 
изображения,  свободного  от  аберраций  Интенсивность  Щтреля  в  плоскости  наилучшего  изображения 

равна  0.95  , 


В  любой  плоскости,  перпендикулярной  к  главному  направлению  изо¬ 

фоты,  конечно,  имеют  вид  окружностей. 

На  рис.  9.3  изображены  изофоты  в  меридиональной  плоскости  при  нали¬ 
чии  первичной  сферической  аберрации  Ф  =  0,48?ір4)  а  на  рис.  9.4  и  9  5  воспро¬ 
изведены  фотографии  изображений  в  различных  пло¬ 
скостях  при  наличии  несколько  большей  сферической 
аберрации  **). 

9.4.2.  Первичная  кома.  В  этом  случае  /“0,  п— 3 
и  т=1.  Согласно  табл.  9.3  дифракционный  фокус 
находится  в  плоскости  г  =  0,  а  возмущение  в  этой 
плоскости  описывается  выражением 

V  (0,  ѵ,  \|>)  =  С  [і/„  (0,  ѵ,  Ъ)  +  (іаоа1)  (0,  ѵ,  ф)  + 

+(г'аозі)а'^2  (°>  ѵ’  $)  +  <••]•  (24) 


При  и  =  0  интеграл  ѴПу  определенный  (86),  характе¬ 
ризует  возмущение  2^^{ѵ)Iо  в  фокальной  плоскости 
свободной  от  аберрации  системы  (картина  Эйри),  а  І/і 
легко  вычислить  с  помощью  (11).  Для  нахождения 
1/2,  Ѵзу  . . .  мы  должны  снова  выразить  произведения 
круговых  полиномов  через  соответствующе  ю  их  линей¬ 
ную  комбинацию.  В  частности,  с  помощью  табл.  9.1 
можно -доказать,  что 


Рис.  9  4.  Изображения  в 
плоскости  краевоі  о  фоку¬ 
са  (а)  и  в  плоскости  гео¬ 
метрического  кружка  наи¬ 
меньшего  рассеяния  (б) 
при  наличии  нері  ичнои 
сферической  аберрации 
Ф=16>.р4  [15] 


(Лі)* 


Т^  +  Я^- 


-Яі- 


О  о 


(25) 


Используя  эти  соотношения  в  выражении  для  (86)  и  применяя  (11),  легко 


*)  Подробности  см.  в  [131 

*■*)  Разложение  (13)  непригодно  для  вычисления  интенсивности,  если  аберрации  не  малы 
по  сравнению  с  длиной  волны.  При  наличии  первичной  сферической  аберрации,  равной  не¬ 
скольким  длинам  волн,  изофоты  в  меридиональной  плоскости  были  вычислены  с  помощью 
механического  интегратора  Марешалем;  его  результаты  опубликованы  в  [20,  28,  29]  (см. 
также  [5]). 
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Рис.  9.5.  Изображения  в  параксиальной  фокальной  плоскости  (а)  и  в  плоскости  геометрического 
кружка  наименьшего  рассеяния  (б)  при  наличии  первичной  сферической  аберрации  Ф=17,5?ір4; 
8,4Х$>4,  3,7^р4  и  1 ,4Хр4  [15] 

Масштаб  в  б  втрое  больше  масштаба  в  а 


а)  6) 

Рис.  9.6.  Изофоты  в  плоскости  г—0  при  наличии  первичной  г  комы. 

Пунктиром  показаны  линии  нулевой  интенсивности  Показана  также  граница  изображения  в  при¬ 
ближении  геометрической  оптики  Интенсивность  нормирована  на  1000  в  центре  изображения,  свот 

бодного  от  аберраций,  а)  Ф=0,48А  ^р3 — |-р^  соз  Ѳ.  интенсивность  Штреля  равна  О  «79  ПОД 
б)  Ф=1,4Х  ^р*  — |-р^  соз  Ѳ,  интенсивность  Штреля  равна  0,306  (14]. 


§  9.4] 
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вычислить  интегралы,  входящие  в  ІІ2і  в  результате  чего  окончательно  получим 


^о(0,  о,  =  (О,  V,  ^)  =  ІС05Тр^^, 

^»(0,  ѵ,  ■ф)^^^/1(ѵ)—^У3(ѵ)  + 

+  -^<'н(ѵ)  —  ^А(ѵ)—со.52^^./3(ѵ)+4-/7(ѵ)^.  ^ 


(26) 


На  рис,  9.6  и  9.7  показаны  изофоты,  соответствующие  разным  величинам 
первичной  комы.  Данные  на  рис.  9*6  получены  с  помощью  разложения  в  ряды. 


а)  6) 

Рис.  9.7.  Изофоты  в  плоскости  г— 0  при  наличии  первичной  комы  [30]. 
Интенсивность  нормирована  на  100  в  центре  изображения,  свободного  от  аберраций,  а)  Ф  =  3.2  Хря  со* в? 

6)  Ф  =  0.4  Я.р3  сов  Ѳ 


Рис.  9.8.  Изображения  в  параксиальной  фокальной  плоскости  при  наличии  комы  [15]. 
ф  =  0.3?*.о3  соз  Ѳ,  Хр*  соз  Ѳ;  2.4Я,р*  соз  Ѳ;  5Я.рясояѲ  и  10р3А,созѲ 


на  рис*  9.7  —  с  помощью  численного  интегрирования.  На  рис.  9.8  помещены 
фотографии  изображений,  искаженных  первичной  комой.  Приведенные  ри¬ 
сунки  показывают,  что  при  аберрации  порядка  длины  волны  изображение 
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непохоже  ни  на  картину  Эйри,  ни  на  изображение,  предсказываемое  геометри¬ 
ческой  оптикой.  При  увеличении  аберрации  истинное  изображение  быстро 
принимает  вид,  получающийся  в  геометрической  оптике,  однако  его  пересе¬ 
кает  ряд  темных  полос;  можно  показать,  что  они  возникают  из-за  интерферен¬ 
ции  лучей,  дифрагировавших  на  концах  диаметра  отверстия.  , 

Рис.  9.6  иллюстрирует  также  общий  результат,  установленный  в  §  9.2  и 
состоящий  в  следующем:  если  малая  аберрация  описывается  членом,  выражен¬ 
ным  через  круговой  полином,  то  распределение  интенсивности  смещается  так, 
что  ее  максимум  попадает  в  начало  координат. 

9.4.3.  Первичный  астигматизм.  Аналогичным  образом  можно  исследовать 
эффект  малого  первичного  астигматизма.  В  этом  случае  /  --О,  п  —  т~  2,  и. 


Рис.  9.9.  Изофоты  в  центральной  плоскости  при  наличии  первичного  астигматизма. 
Пунктирные  окружности  показывают  границу  изображения  п  приближении  геометрической  оптики. 
Интенсивность  нормирована  на  1000  в  центре  изображения,  свободного  от  аберрации  а)  ф  = 
=  0,1  0Я.рг  со5  2Ѳ.  Интенсивность  Штреля  равна  0,84  [10|;  6)  Ф  =  0,04лр2  сов  2Ѳ;  интенсивность  Штреля 

равна  0,066  [15]. 


как  было  показано  в  §  9.3,  дифракционный  фокус  находится  посередине  между 
двумя  фокальными  линиями.  Рассмотрим  распределение  света  в  центральной 
плоскости ,  т.  е.  в  плоскости,  проходящей  через  указанную  точку  перпенди¬ 
кулярно  к  главному  направлению.  Если  аберрация  описывается  с  помощью 
соответствующего  кругового  полинома  [Л022/?1(р)  сог,2Ѳ],  то  центральной 
плоскостью  служит  плоскость  и  =  0. 

Возмущение  в  центральной  плоскости  описывается  выражением 

що.  ѵ,  г))  =  С  ѵ ,  і|>)  +  (йхМ2)  Ѵг  (0,  ѵ,  ^)  +  (іа„22>2  (0,  ѵ,  г))  +...],  (27) 

где  II п( 0,  ѵ ,  ф)  определяет,  как  и  раньше,  распределение  интенсивности  в  кар¬ 
тине  Эйри,  а  Цг( 0,  ѵ ,  ф)  легко  вычисляется  с  помощью  (11).  Для  нахождения 
используем  тождества 

(*»*■=  т  Я8+ 4- (КІУ-КІ  (28) 

В  результате  получим 

(0,  ѵ%  ф)  —  ,  иг  (0,  ѵ ,  ф)  = —  2  со5 2ф  —  , 

V,  40  =  ^  уЛ(0)  +  тЛ(^)тСО§4і)У5(р)|. 


§  9.5] 
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На  рис.  9.9  показаны  диаграммы  изофот  изображений,  искаженных  астиг¬ 
матизмом.  Данные,  приведенные  на  рис.  9.9,  а ,  были  рассчитаны  с  помощью 


Рис.  9.10.  Изображения  в  центральной  плоскости  при  наличии  первичного  астигматизма  [15]* 
Ф=  1,4,Чо*  соч  20  2,7М>г  соз  2Ѳ,  3,5X0'  сое  20.  6,5?„о*  сое  2Ѳ. 


разложения  (27),  содержавшего  члены  вплоть  до  четвертого  порядка  по  а . 
На  рис.  9.10  и  9.11  показаны  фотографии  искаженных  астигматизмом  изобра¬ 
жений.  Как  мы  видим,  при  наличии  неболь¬ 
шого  астигматизма  изофоты  в  центральной 
плоскости  имеют  вид  окружностей  лишь  вбли¬ 
зи  центра  и  более  сложную  форму  на  краях 
изображения.  При  увеличении  астигматизма 
изображение  становится  подушкообразным  и 
пересечено  интерференционными  полосами. 

Что  касается  двух  оставшихся  типов  пер¬ 
вичной  аберрации  (кривизны  поля  и  дистор- 
сии),  то  мы  уже  показали,  что  они  не  наруша¬ 
ют  структуру  трехмерного  изображения,  а 
только  смещают  положение  дифракционного 
фокуса.  Поэтому  диаграммы  изофот  вблизи 
фомса  при  наличии  таких  аберраций  не  от¬ 
личаются  от  соответствующих  диаграмм  для 
свободных  от  аберраций  изображений  (см. 

рис.  8.39),  а  лишь  смещаются  относительно  параксиального  фокуса  на  ве¬ 
личины,  указанные  в  табл.  9.3. 


Рис.  9  11.  Изображение  в  плоскости, 
в  которой  лежит  фокальная  линия, 
при  наличии  первичного  астигма¬ 
тизма  Ф—  2,7Яр2  соз  2Ѳ  [15]. 


§  9.5.  Изображение  протяженных  предметов 

До  сих  пор  мы  изучали  только  изображения  точечных  источников.  Опишем 
теперь  некоторые  общие  методы,  основанные  на  фурье-преобразованиях,  при¬ 
меняемых  при  исследовании  изображений  протяженных  предметов.  Эти  методы 
были  развиты,  главным  образом  в  работах  Дюффье  [31],  частично  в  сотруд¬ 
ничестве  с  Лансро  [32];  в  дальнейшем  они  были  развиты  и  применены  к  реше¬ 
нию  частных  задач  многими  исследователями  (см.,  например,  [33 — 37]). 

Мы  рассмотрим  отображения  когерентным  и  некогерентным  светом  раз¬ 
дельно. 

9.5.1.  Когерентное  освещение.  Обозначим  декартовы  координаты  точек 

в  плоскостях  параксиального  изображения  и  выходного  зрачка  соответственно 
через  (х,,  ух)  и  (ё,  г|)  и  будем  считать,  что  оси  выбранных  систем  координат 
взаимно  параллельны,  а  их  начала  расположены  на  оси.  Точки,  лежащие  в 
плоскости  предмета,  удобно  характеризовать  такими  нормализованными  коор¬ 
динатами  (х0,  у  о),  что 


Хѵ  —  МХ,,,  уа-  МУ0, 


(1> 
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где  (Х0,  У о)  —  декартовы  координаты  произвольной  точки  предмета»  а  М  — * 
поперечное  увеличение;  в  результате  численные  значения  координат  точки 
предмета  и  ее  параксиального  изображения  будут  одинаковыми  45 ). 

Оптическую  систему  можно  охарактеризовать  с  помощью  функции  про¬ 
пускания  К  (х0,  у 0]  хи  уі),  которая  определяется  как  комплексная  амплитуда 
возмущения  (рассчитанного  на  единицу  площади  в  плоскости  (х0у0))  в  точке 
(хи  Уі)  в  плоскости  параксиального  изображения,  обусловленного  возмущением 
с  единичной  амплитудой  и  нулевой  фазой  в  точке  предмета  у0).  Функция 
пропускания  зависит,  конечно,  и  от  длины  волны  X ,  однако  эта  зависимость 
учитываться  не  будет,  поскольку  мы  рассматриваем  только  монохроматический 
свет. 

Пусть  С/0(*о,  У  о)  —  комплексное  возмущение  в  точке,  находящейся  в  плос¬ 
кости  предмета.  Элемент  поверхности,  содержащий  точку  (х0,  у0)>  вызывает 
возмущение  <Шг(Хи  Уі )  =  і/о(х0,  Уо)  К(х0,  Уо\  хъ  Уі)сіх0сіу0  в  точке  (хи  уг)  плос¬ 
кости  изображения.  Следовательно,  полное  возмущение  в  точке  (хъ  уг)  равно 

ОС  ос 

^ г  (-^і>  Уі)  ”  ^  ^  Ѵо  У»)  К  №  о»  Уо'*  Уі )  Лх0  (Іу0*  (2^ 

—  00  —  СО 

Бесконечные  пределы  интегрирования  играют  чисто  формальную  роль,  по¬ 
скольку  вне  области,  которая  посылает  свет  в  пространство  изображений 
системы,  величина  ІХоК  равна  нулю. 

При  рассмотрении  точечных  источников  свойства  системы  описывались 
комплексным  возущением  в  плоскости  выходного  зрачка,  которое  характери¬ 
зовалось  функцией  аберраций  и  амплитудным  множителем,  причем  послед¬ 
ний  считался  постоянным  в  системах  с  умеренной  апертурой.  Функцию  про¬ 
пускания  нетрудно  выразить  через  эти  величины.  Для  этого  рассмотрим  сна¬ 
чала  соотношение  (2)  в  предельном  случае,  когда  источник  становится  точеч¬ 
ным,  имеет  единичную  «силу»  и  нулевую  фазу  и  расположен  в  точке  =  х^ 
Уо  =  Уа,  Т.  е.  когда 

I/.  (-«о.  Уо)  —  6  (Х„  —Х’о)  6  (У0  —  УІ),  (3) 

где  б  —  дельта-функция  Дирака  (см.  приложение  4),  Тог^а  (2)  дает 

У і  ('Чі  Уі)~К(х о,  Уо у  Уі)*  (4) 

т.  е.  функция  пропускания  К  описывает  возмущение  от  точечного  источника, 
задаваемого  (3).  Выберем  центр  опорной  сферы  Гаусса  в  точке  параксиального 
изображения  ~х0,  у\  =  у'0.  Пусть  Я —  радиус  этой  сферы,  а 

Н  (х'о,  у'о‘,  I.  т|)  =  у  О  (х'0,  у„\  I,  і]) ехр  (~|А/?)  (5) 

* —  возмущение  от  точечного  источника  (3)  в  ее  произвольной  точке  (|,  т]).  Тогда 
фаза  функции  О  равна  (с  точностью  до  аддитивного  члена  л/2)  функции  абер¬ 
раций  Ф  системы,  а  амплитуда  О  служит  мерой  неоднородности  амплитуды 
волны,  формирующей  изображение.  Множитель  і/Х  в  правой  части  (5)  введен 
для  упрощения  окончательных  формул.  Согласно  принципу  Гюйгенса —  Фре¬ 
неля  возмущение  в  плоскости  изображения  связано  с  возмущением  на  опорной 
сфере  Гаусса  формулой  (углы  дифракции  считаются  малыми) 

ѵг ( хг .  &) = — у  ^  я (*••  у о’  1.  а<\,  (6) 

где  5  — -  расстояние  между  точкой  (|,  г|)  на  этой  сфере  и  точкой  (хи  ух)  на  плос¬ 
кости  параксиального  изображения,  а  интегрирование  проводится  по  той  части 


*)  (*о,  Уо)  и  (дц,  Уі)  можно  считать  переменными  Зайделя,  введенными  в  §  6.2,  если  поло* 
жить  Ц—С—  1. 
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опорной  сферы,  которая  приблизительно  закрывает  апертуру.  Если  в  уравне¬ 
ниях  (8.8.2)  и  (8.8.7)  положить  х  —  хг — х'01  у  —уг —  у’0і  г  —  0  и  /  =  Я,  то  найдем 

5  ^  *0)  ^ѴІуі  —  у  о)  п  ^  | 

Из  формул  (4)  —  (7)  получим 


К  Оо >  Уо'і  *і»  Уі)  — 

оа  да 

=  (Щ?  1  |  °(*о>  У»''  »1)ехр(— щ[(дс,—  х„)1  +  (у,—  й,)т]]}<ЙЛ),  (8) 

—  оо  —  со 

где  6=0  в  точках  (^,  г]),  находящихся  вне  отверстия.  Это  и  есть  требу* 
емое  соотношение  между  функцией  пропускания  К  и  функцией  зрачка  О  си¬ 
стемы. 

Поскольку  функцию  К  можно  рассматривать  как  возмущение  в  точке 
изображения  точечного  источника,  то  она  (рассматриваемая  как  функция 
хг>  ух)  имеет  резкий  максимум  в  точке  параксиального  изображения  или  вблизи 
от  нее  X]  =х0,  у і  =#0  и  быстро  спадает,  хотя,  как  правило,  немонотонно,  с  уве¬ 
личением  расстояния  до  этой  точки.  В  хорошо  скоррегированной  системе 
функция  К  имеет  заметную  величину  лишь  в  области,  размер  которой  порядка 
диаметра  первого  темного  кольца  в  картине  Эйри.  Как  функция  координат 
( х0 ,  у  о)  К  изменяется  очень  слабо  при  перемещении  точки  по  поверхности  пред¬ 
мета.  Точнее,  рабочее  поле  можно  разделить  на  несколько  областей  так,  чтобы 
каждая  из  них  была  больше  самой  мелкой  детали,  которую  система  способна 
разрешить,  причем  в  каждой  из  этих  областей  А  величина  К  является  в  хоро¬ 
шем  приближении  функцией  вектора  отклонения  точки  (хи  уг)  от  точки  парак¬ 
сиального  изображения,  но  не  зависит  от  координат  самой  точки  изображения. 
Например,  в  хорошо  скоррегированной  системе  функция  К  (х0,  хи  уг)  описы¬ 
вает  с  точностью  до  постоянного  множителя  картину  Эйри,  центр  которой  на¬ 
ходится  в  точке  параксиального  изображения  (х0,  #0)«  В  этом  случае  можно 
написать 

К (*„,  у у,)  =  к А  ( х ,  —х0,  у ,  —у,,).  (9) 

Область  А ,  обладающая  такими  свойствами,  называется  изопланатичеекпй 
областью  системы.  Ограничимся  рассмотрением  предметов,  малых  по  сравне¬ 
нию  с  изопланатической  областью  *).  В  этом  случае  уравнения  (2)  и  (8)  можно 
заменить  на 

да  да 

{%іі  Уі)  —  ^  ^  &  о  (Хо-,  Уо)  К  (хг  х0,  уг  у0)  0хо  йу0  (2э) 

—  со  —  да 

И 

К{хг  х0,  уг  Уо)  ~ 

да  да 

ѵ  =ТЩ5  1  |  0(і,  ті)ехрі— ^[(Хі—хЛ  +  ІУі—  (8а) 


где  функция  О  уже  не  зависит  от  координат  точки  предмета. 


*)  Подробное  обсуждение  условий,  при  которых  выполняется  соотношение  (9),  изложено 
е  работе  [38].  ' 
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Разложим  {Уо?  и  г  и  К  в  интегралы  Фурье: 


Уо)=  5  5  *24(/и?)ехр {—2пі[?х0+8у„]}аЫё, 

—  оо  —  оо 
оо  оо 

(*і>  Л)  =  $  X  %  (/.  І)  ехр  {— 2яі  [К  +§&] }  Л[а§, 

—  СО  —  00 
00  00 

К(х,у)=\  5  ха,  §)ехр\—2лі[[х+ду]\а[а§. 

—  00  —  со 

Тогда  обратное  преобразование  Фурье  дает 

<»  «3 

(/.  <?)=■'  X  X  У.  (*«.  </„)  ехр  {2л*  [}х,  +  т] \  йхі  йУо, 

—  Об  ОС 
6э  00 

%(І,  8)=  X  X  (*»*  Л)  ехР  {2яе‘  ІМі  +  ?</.]}  йУи 


(10а) 

(106) 

(Юв) 

(11а) 

,(Пб) 


^(А  #)=Х  X  ^  (*•  ^  ехР  (2яі  Ух  +  8У]  \  АхЛу.  (11  в) 

—  00  —  00 

Согласно  уравнению  (2а)  /7Х  является  сверткой  (/0  и  тогда  на  основании 
теоремы  о  свертке  139]  получим  после  обратного  преобразования  Фурье  прос¬ 
тое  соотношение 

%(!,&=%  Ѵ,8)ХѴ,ё).  ,  (12) 

Отсюда  следует,  что  если  возмущения  в  плоскости  предмета  и  в  плоскости  изо¬ 
бражения  представлены  в  виде  суперпозиций  пространственных  гармоник  ессх 
возможных  «пространственных  частот»  /,  §,  то  каждая  компонента  возмущения 
в  изображении  зависит  только  от  соответствующей  компоненты  в  предмете,  и 
их  отношение  равно  Ж.  Таким  образом,  переход  от  предмета  к  изображению 
эквивалентен  действию  линейного  фильтра .  Более  того,  сравнение  (Юв)  с 
(8а)  дает  .  ,  . 

*№•  <13> 

т.  е.  при  когерентном  освещении  функция  частотного  отклика  (называемая 

также  коэффициентом  пропускания )  Ж  (/,  §)  равна  значению  функции  зрачка 
О  в  точке 

Ъ  =  ЬВГ,  П  =  (И) 

опорной  сферы  Гаусса. 

Поскольку  О  равна  нулю  в  точках  плоскости  §,  т),  лежащих  вне  отверстия, 
амплитуды  разложения,  которые  соответствуют  частотам,  превышающим  опре¬ 
деленное  значение,  не  пропускаются  системой.  Если  отверстие  имеет  вид  окруж¬ 
ности  радиуса  а,  то,  очевидно,  амплитуды,  соответствующие  частотам,  для 
которых 

**+«•>  (яг)'*  <15> 


не  пропускаются  системой.  Чтобы  проиллюстрировать  этот  результат,  рас¬ 
смотрим  одномерный  предмет,  свойства  которого  не  изменяются  в  направле¬ 
нии  х.  Пусть  Дг/0 —  период,  соответствующий  частоте  Тогда  из  (15)  следует, 
что  система  может  пропускать  информацию  только  о  тех  спектральных  компо¬ 
нентах,  для  которых 


Ал=7> 


X 

5ІП  0!  ’ 


(16) 


где  зіп  Ѳі  ^  а!Н  —  половина  угловой  апертуры  со  стороны  изображения,  ко- 
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торая  считается  малой.  Тогда  у0~МУ 0,  где  М — линейное  увеличение,  и 
если  предположить,  что  система  подчиняется  условию  синусов,  то  (см.  п.  4.5.1) 
п0$іпѲ0//гі5ІпѲ1  =  М,  и  (16)  можно  переписать  в  виде 

<17> 


где  =  п±Х  —  длина  волны  в  вакууме,  а  /г0зіп  Ѳ0  —  числовая  апертура  систе¬ 
мы.  Таким  образом,  если  возмущение  в  плоскости  предмета  меняется  синусои¬ 
дально  в  зависимости  от  положения,  то  информация  о  нем  в  плоскости  изобра¬ 
жения  появится  лишь  в  том  случае,  если  период  возмущения  превышает  зна¬ 
чение  правой  части  (17). 

9.5.2.  Некогерентное  освещение.  Рассмотрим  теперь  случай,  когда  свет, 
испускаемый  различными  участками  плоскости  предмета,  некогерентен,  на¬ 
пример,  когда  предмет  служит  первичным  источником.  Пусть  /0( у ,,)  — 
интенсивность  в  произвольной  точке  плоскости  предмета  (здесь  используются 
те  же  координаты,  что  и  раньше).  Интенсивность  света,  достигающего  точки 
(хь  уі)  в  плоскости  изображения  и  выходящего  из  элемента  сІх0сіу0  с  центром 
в  точке  предмета  (х^  у0 ),  равна  сИ±(хи  ух)  =  /0(х0,  у0)  \  К {х(),  у0;  хи  гд)  \1йх 0Ф/(„ 
где  К — снова  функция  пропускания  системы.  Поскольку  предполагается, 
что  свет,  исходящий  из  предмета,  некогерентен,  интенсивности,  обусловленные 
различными  элементами  плоскости  предмета,  складываются,  так  что  полная 
интенсивность  в  точке  (хи  Уі)  равна 


«  сс 

/  (х„  ух)  =  $  $  /„(*,„•  Уо)\К(ха,  у,,-,  х,,  у,)  |г (іх„  Ауа .  (18) 

—  і»  —  00 


Если  снова  ограничиться  рассмотрением  достаточно  малых  предметов,  то 
можно  заменить  (18)  на 


/і  (^і>  Уі)  —  ^  ^  Л>  (Хи  Уо)  I  А  — •''о»  Уі  Уо)[2Лх0сіу0.  09) 

—  о»  —  ос 

Отмстим,  что  замена  (18)  на  (19)  не  обязательно  требует,  чтобы  функция  К  удовлетворяла 
полному  условию  изоплан  этичности  (9);  достаточно,  чтобы  только  модуль  К  удовлетворит  ему, 
т.  е.  чтобы  во  всей  области  Л,  занятой  предметом,  выполнялось  с  хорошей  точностью  соотно¬ 
шение 

\К(х0,у0;  х1г  Уі)|  =  І  Кл(*і~*о.  у1—уо)\. 

Исследование  Дюмонте  [38]  показывает,  что  это  условие,  как  правило,  выполняйся  до¬ 
вольно  точно  в  значительно  большей  области  плоскости  предмета,  чем  определяемой  соотно¬ 
шением  (9).  Следовательно,  заменой  оптической  системы  линейным  фильтром  можно  пользо¬ 
ваться  шире  для  не  когерентного,  чем  для  когерентного  освещения.  Однако  для  нахождения 
связи  функции  частотного  отклика  с  функцией  зрачка  системы  в  виде  относительно  простои 
формулы  (см.  ниже  формулу  (22))  мы  ограничимся  рассмотрением  предметов,  размеры  которых 
настолько  малы,  -что  выполняется  полное  условие  и  зон  л  апатичности , 

Соотношение  (19)  показывает,  что  при  некогерентном  освещении  рас¬ 
пределение  интенсивности  в  изображении  является  сверткой  распределения 
интенсивности  в  предмете,  в  которое  входит  квадрат  модуля  функции  пропу¬ 
скания.  Представим  эти  функции  в  виде  интегралов  Фурье  (10)  и  обозначим  их 
«пространственные  спектры»  через  ^«(/*  #),  $ч(/,  &)  и  і?(/,  §).  Тогда  с  помощью 
обратного  преобразования  Фурье  получим  вместо  (И)  соотношения 

<35  ОС 

То  (/.  ё)  =  5  / 0  (Ч>.  Уо)  ехр  {2кі  [Л'о  +  ауй] }  гіх„  йуа,  (20а) 

Ф  СО  • 

ТЛІ>  §)  =  і  $  М-Ч.  </і)ехр  {2я(  [/х, +я.Ѵ,]1-йх,Д</1>  (206) 

«—СО  —00  і 

СО  00 

■2' (!,  Й-  $  5  |Х(*.  У)\* ехр  {2ш[/х  +еу] }ахііу,  (20 в) 
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Из  (19)  на  основании  теоремы  о  свертке  имеем 

=  (21) 
Таким  образом,  переход  от  предмета  к  изображению  снова  эквивалентен 
действию  линейного  фильтра ,  однако  в  этом  случае  преобразованию  подвер¬ 
гается  не  пространственный  фурье-образ  комплексной  амплитуды,  а  фурьс- 
образ  интенсивности.  Функцией  частотного  отклика  системы  служит  функция 
§),  которую  с  помощью  (20в),  (Юв)  и  теоремы  о  свертке  можно  записать 
в  виде 

00  00 

-24/,  *)=■  ^  $  *(Г  +  Д  *'+*)»•(/'.  (22) 

-  ДО  —  СО 

Интеграл  в  правой  части  (22)  называется  автокорреляционной  функцией 
(функции  Х)\  он  часто  встречается  при  исследовании  многих  физических  задач 
г  статистического  характера.  Мы  с  ним  еще 

^ — ч,  -  будем  иметь  дело  позже  при  изложении  ча- 

[  X.  /  стичной  когерентности. 

Ранее  было  показано,  что  §)  есть 
/  Л  ^  значение  функции  зрачка  О  в  соответствую* 

(  у  щей  точке  опорной  сферы  Гаусса.  Подеіа- 

\  вив  03)  в  (22),  получим 


л 

хя  *  хк 


іЬЙП 


Рис  9  12.  Область  интегрирования  (за¬ 
штрихована),  относящаяся  к  вычи¬ 
слению  функции  час !  кого  отклика  ^ 

X  (д/т)  при  некогеречтном  освещении  таким  образом  мы  установили,  что  при  неко- 
для  пары  частот  і=У%Н  и  §~ц/'ХР.  герентном  освещении  функция  частотного 

отклика  системы  равна  с  точностью 

до  постоянного  множителя  автокорреляционной  функции  зрачка  системы. 
Пусть  Л  —  площадь  выходного  зрачка.  Поскольку  функция  зрачка 
С(1\  Л')  равна  нулю  за  границами  отверстия,  то  площадь  участка  плоскости 
т}',  на  котором  подынтегральное  выражение  в  (23)  не  обращается  в  нуль, 
равна  площади  области,  общей  для  отверстия  г  I  и  такого  же  отверстия,  но  сме¬ 
щенного  относительно  первого  на  расстояния  |  и  г)  в  направлении  отрицатель¬ 
ных  Ъ/  и  т]'  (см.  рис.  9.12).  Когда  величины  §  и  ц  настолько  велики,  что  эти  две 
области  не  перекрываются,  функция  частотного  отклика  равна,  очевидно,  нулю; 
таким  образом,  как  и  при  когерентном  освещении,  система  пропускает  лишь  ге 
пространственные  гармоники,  частота  которых  не  превышает  ©пределе иной 
максимальной  величины.  В  частности,  в  случае  отверстия  в  виде  круга  радиуса 
а  эти  области  не  перекрываются,  если  &2+112^(2а)2  или  если 

Р+*1  >(&)’•  <24> 

Проводя  те  же  рассуждения,  что  и  при  выводе  (17)  из  (15),  нетрудно  показать, 
что  при  использовании  некогерентного  освещения  апланатическая  система  мо¬ 
жет  пропускать  информацию  только  о  таких  компонентах,  для  периода  кото¬ 
рых  спр аведл  иво  нер  авенство 


+1,  ч'+ч)  с*(і'.  ті'даѵ, 


ДЦ> 


Я0  81 П.  Ѳ0  * 


Как  мы  видим,  предельное  значение  в  этом  случае  точно  равно  половине  соот¬ 
ветствующей  величины,  получающейся  при  когерентном  освещении. 

Хотя  функция  частотного  отклика  Л  системы  зависит  от  двух  переменных 
/  и  в  принципе  можно  получить  полную  информацию  о  ней  с  помощью  экспе¬ 
риментов  с  одномерными  пробными  предметами.  Рассмотрим  для  этого  пару 


Рис  9  13  Нормированные  кривые  частотного  отктика  при  некогереп'п  ом  освещении  несколько 
расфокусированной  системы,  свободной  от  геометрических  аберрации  [35] 

|  (?|ві.  Числа  у  кривых  указывают  значения  параметра  2  где  г-расстоянш 

между  плоскостью  наблюдения  и  параксиальной  фокальной  плоскостью 


.  Х(Го) 

I 


Рис  9  14  Нормированные  кривые  частотного  отклика  при  некогерентном  освещении  несколько 
|№сфокусировашюи  системы,  свободной  от  геометрических  аберраций,  в  зависимости  от  прост¬ 
ранственной  частоты  }  и  расфокусировки  г,  |(т|  =  1  [40] 

Кривые  на  рис,  9  13  являются  сечениями  данной  поверхности  плоскостями,  перпендикулярными  к  оси  г» 
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Рис  9.15.  Нормированные  кривые  частотного  отклика  при  некогерентном  освещении  и  выб¬ 
ранных  положениях  фокуса  системы,  обладающей  небольшой  первичной  сферической  аберра¬ 
цией  Ф=А  (р4-г/?р2)Х,  ]С|=  1  [41]. 

Значение  .#=0  соответствует  параксиальной  фокальной  плоскости,  В  =  — 2 -плоскости  изображена» 
проходящей  через  краевой  фокус. 


§  9.5] 
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частот  (/,  у)  и  введем  полярные  координаты  в  пространстве  частот  /  =/г  зіл  Ѳ, 
§=Нс 05  0.  Предположим  теперь,  что  оси  повернулись  в  своей  плоскости  на 
угол  Ѳ  в  положительном  наир  явлении  Ѳ.  Тогда  /  и  §  преобразуются  в 
л  зіп  (0  — Ѳ)  и  сов  (0  — Ѳ),  но  величина  остается,  очевидно,  неизменной. 


Мы  можем  выбрать  угол  поворота  Ѳ  равным  агсі§  (/Уд),  при  котором  новая  ось 
г]  (О»])  б\дет  лежать  вдоль  линии  00  (см.  рис.  9.12).  Тогда  /  -=0,  д 
и  можно  заключи!  ь,  что  значение  функции  частотного  отклика  опти¬ 
ческой  системы  для  пары  частот  (/,  д)  равно  значению  функции  частотного 
отклика  одномерной  структуры  х(г,о) 


с  частотой  у  /2  -ф  д2  и  направ¬ 
лением  периодичности ,  состав¬ 
ляющим  угол  а;с1й(/4г)  с  меридио¬ 
нальной  плоскостью  Ѳ  —  0.  Этот 
результат  существенно  упрощает 
получение  аналитических  выра¬ 
жений  для  функции  частотного 
отклика  для  любой  системы.  Ана¬ 
логичный  результат  справедлив, 
конечно,  и  для  функции  частот¬ 
ного  отклика  ^®(/,  д)  в  случае  ко¬ 
герентного  освещения,  однако 
он  имеет  значительно  меньшее 
практическое  значение. 

Рассмотрим  теперь  частот¬ 
ный  отклик  свободной  от  абер¬ 
раций,  но  слегка  расфокусиро¬ 
ванной  центрированной  системы. 
Из  обсуждения,  изложенного 
в  л.  9.1.2,  следует,  что  смещение 
плоскости  изображения  на  не¬ 
большое  расстояние  г  в  положи- 


Х(О,0) 


тельном  направлении  оси  г  фор- 


о 


мально  эквивалентно  введению  Рис.  9  16  Нормированные  кривые  частотного  откліг 


волновой  аберрации,  равной 


ф(і,  ч)=у 


ка  для  некогерен  того  освещения  при  наличии  пер¬ 
вичного  астигматизма  Ф=~р2  соз2  Ѳ,  |  О  [  .=  і  [42]. 


Плпскость  изображения  расположена  посередине,  между 
тангенциальной  и  сагиттальной  срок  ы  ными  линиями. 
Линии  па  а  периодичны  вдоль  меоидиаиа  0=л/4  а  на 
б-вдоль  меридианов  Ѳ  =  0  или  0~л/2  Числа  на  кривых 
указывают  значения  параметра  т 


таким  образом,  если  на  опорной  сфере  Гаусса  амплитуда  волны  постоянна, 
то  с  точностью  до  постоянного  множителя  функция  зрачка  запишется  в  виде 

0(|.  ч)  =  ехр  [йФ (I,  ч)1  =  езФ  [т (тг)2 гра] •  (27) 

Функцию  частотного  отклика  можно  найти  из  (23)  и  (27);  полученные  таким 
способом  графики  представлены  на  рис.  9.13  и  9.14.  Из  них  видно,  что  при  боль¬ 
ших  частотах  отклик  системы  быстро  спадает,  если  смещение  фокуса  превышает 

Я.  2а  {  Н  \а 

значение,  соответствующее  ф  =  —  р2,  т.  е.  значение  г--!  1  . 

На  рис.  9.15  и  9.16  показаны  кривые  частотного  отклика  для  систем  с  пер¬ 
вичной  сферической  аберрацией  и  первичным  астигматизмом 

Обзор  технических  средств,  использующихся  для  измерения  частотного 
отклика,  приведен  в  [431. 


29  М  Кппн  /=>  КлтткЖ 


450 


ДИФРАКЦИОННАЯ  ТЕОРИЯ  АБЕРРАЦИЙ 


[гл.  О 


ЛИТЕРАТУРА 

1.  В  а  у  1  е  I  и  Ы  РЬП.  Ма§.  8,  403  (1879). 

2.  Е.  о  1  I,  в  сб.  «Вер.  Рго^г.  РЬуз.»,  РЬу$.  Зое.,  1951,  Ѵоі.  14,  р.  95. 

3.  О.  С.  3  і  е  \ѵ  а  г  Л,  РЫБ  Тгапз.  Роу.  Зое.  А225,  131  (1925). 

4.  О.  С.  Зіеѵапі,  Тііс  Зупішсігісаі  Оріісаі  Зузіет,  СатЬг.  Иту.  Ргезз,  1928. 

5.  Л.  Р  і  с  И  к,  Апп.  а.  РИѵзік  77,  685  (1925). 

6.  Л.  Р  і  с  И,  Апп.  а.  РЬузік  80,  491  (1926). 

7.  Л.  Р  ісНі,  ОріізсЬе  АЬЫЫипе,  ѴІс\ѵе^,  ВгаипзсЫѵеІё,  1931. 

8.  М.  В  о  г  п,  МакипѵіззепзсЬ.  20,  921  (1932). 

9.  М.  В  о  г  п,  ОрИк,  5ргіп§ег  Вегііп  1933,  р.  202.  (М.  Б  о  р  н,  Оптика,  ГНТИУ  Харьков  — 

Киев,  1937.) 

10.  В.  В.  А.  N  і  |  Ь  о  е  г,  ТЬсзіз,  Іішѵегаііу  оі  Огопіп^еп,  1942. 

11.  В.  В-  А.  N  і  і  Ь  о  е  г,  РЬузіса  10,  679  (1913). 

12.  В.  К.  А.  N  і  ]  Ьоег,  РЬузіса  13,  605  (1947). 

13.  Р.  7.  е  г  п  і  к  е,  В.  В.  А.  N  і  і  Ь  о  е  г,  в  сб.  «Ба  ТЬёогіе  Лез  Іта&ез  ОрНаиез»,  Реѵ. 

сГОрБ,  Рагіз,  1949,  р.  227. 

14.  К.  N  і  е  п  Ь  и  і  в,  В.  В.  А.  N  і  ]  Ъ  о  е  г,  РЬузіса  14,  590  (1949). 

15.  К.  N  І  е  п  Ь  и  і  з,  ТЬезІз,  Ііпіѵегзііу  оі  Сгопіп^еп,  1948. 

16.  М.  Р.  В  а  с  Ь  у  п  з  к  і,  О.  Векеіі,  Тгапз.  ІВЕ  АР-4,  412  (1956). 

17.  N.  О.  ѵап  К  а  ш  р  е  п,  РЬузіса  14,  575  (1949). 

18.  N.  О.  ѵап  К  а  ш  р  е  п,  РЬузіса  16,  817  (1950). 

19.  N.  О.  ѵап  Кашреп,  РЬузіса  24,  437  (1958). 

20.  Л.  Роске,  ОрВеа  Асіа  3,  110  (1956), 

21.  К-  5  1  г  е  Ы,  ІА.  ІпзкгиткЛе  22,  213  (1902). 

22.  К.  Со  ига  пі,  О.  Н  і  1  Ь  е  г  к,  МекЬоЛз  ок  МаіЬетаНсаІ  РЬузісз,  Іпкегзсі.  РиЫ.,  1953», 

ѵоі.  1.  (Р.  К  у  р  а  н  т,  Д.  Гильберт,  Методы  математической  физики,  Гостехиздат 

М.—  Л.,  1951,  т.  1.) 

23.  2  е  г  п  і  к  е,  РЬузіса  I,"  689  (1934). 

24.  В.  В  і  с  Ь  1:  е  г,  2.  Г  ІпзкгиткЛе  45,  1  (1925). 

25.  А.  М  а  г  ё  с  Ь  а  1,  В«ѵ.  Л 'Орк.  20,  257  (1947). 

26.  Сі.  N.  \Ѵ  а  1:  5  о  п,  А  Тгеакізе  оп  кЬе  ТЬеогу  о?  Врзяе]  Рипскіопз,  СашЪг.  ІІпіѵ.  Рге$$,  2пЛ 

еЛ.,  1944,  р.  368.  (Г.  В  а  г  с  о  н,  Теория  бесселевых  функций,  ИЛ,  1949.) 

27.  Е.  Т.  \Ѵ  Ь  і  I  і  а  к  е  г,  О.  N.  \Ѵ  а  1  5  о  п,  А  Соигзе  оі  МоЛегп  Апаіузіз,  СагпЬг.  ІІпіѵ. 

Ргезз,  4кЬ  есі.  1940.  (Э.  Уиттекер  и  Г.  Ватсон,  Курс  современного  анализа, 
Физматгиз,  1963.) 

28.  Е.  Н.  Б  і  п  I  о  о  і,  Весепк  АЛѵапсез  іп  Оркісз,  СІагепЛоп  Ргезз,  ОхкогЛ,  1955  рр.  60 — 61. 

29.  М.  Ргап?оп,  в  кн.  «ЕпсусІореЛіа  оі  РЬузісз»,  еЛ.  8.  РШ§§е,  Зргіпеег,  Вегііп,  1956, 
Ѵоі.  24,  рр.  321— 322. 

30.  В.  К  і  п  е  з  1  а  к  е,  Ргос.  РЬуз.  5ос.  61,  147  (1948). 

31.  Р.  М.  I)  и  И  і  е  и  х,  Б’Іпкё^гаіе  Ле  Роигіег  ек  зез  АррНсакіопз  а  ГОрЩис,  Веппез,  1946. 

32.  Р.  М.  О  и  і  і  і  е  и  х,  О.  Бап&гаих,  Веѵ.  Л’Орк.  24,  65,  151,  215  (1945). 

33.  А.  В  1  а  п  с  -  Б  а  р  і  е  г  г  е,  Апп.  Ле  ПпзБ  Непп  Роіпсагё  13,  245  (1953). 

34.  Н.  Н.  Н  о  р  к  і  іи,  Ргос.  Воу.  5ос.  А217,  408  (1953). 

35.  Н.  Н.  Н  о  р  к  і  п  з,  Ргос.  Воу.  Зое.  А23І,  91  (1955) 

36.  Н.  Н.  Н  о  р  к  і  п  з,  Ргос.  РЬуз.  Зое.  В69,  562  (1356). 

37.  К.  М  і  у  а  т  о  і  о,  в  сб.:  «Рго^г.  іп  Оркісз»,  ѵоі.  1,  еЛ.  Е.  \Ѵо1І,  ЫогкЬ  НоІІапЛ  РиЫ.  Со., 

АшзкегЛаш,  Л.  \ѴЧ1еу  а.  5опз,  N.  У.,  1961,  р.  41. 

38.  Р.  Оишопіеі,  Орііса  Аска  2,  53  (1955). 

39.  I.  N.  5  п  е  Л  Л  о  п,  Роигіег  Тгапзіогтз,  МсОгоѵ-НіИ,  Ьте\ѵ  Уогк,  1951,  р.  23. 

40.  \Ѵ.  Н.  3  к  е  е  1,  Орііса  Асіа  3,  67  (1956). 

41.  О.  В  1  а  с  к,  Е.  Н.  Б  і  п  к  о  о  к,  Ргос.  Воу.  Зое.  А239,  522  (1957). 

42.  М.  В  е,  Ргос.  Воу.  Зое.  А233,  96  (1955). 

43.  К.  М  и  г  а  і  а,  в  сб.:  «Рго^г.  іп  Оріісз»,  ѵоі.  5,  еЛ.  Е.  >Уо1Г,  КогкЬ  НоІІапЛ  РиЫ.  Со.,  Апізкег- 

Лат,  Л.  ШіІеу  а.  Зопз,  N.  У.,  1965,  р.  199.' 


ГЛАВА  10 


ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ  И  ДИФРАКЦИЯ 
ЧАСТИЧНО  КОГЕРЕНТНОГО  СВЕТА 


§  10.1.  Введение 

До  сих  пор  мы  имели  дело  главным  образом  с  монохроматическим  светом, 
излучаемым  точечным  источником.  Свет  от  реального  физического  источника 
никогда  не  бывает  строго  монохроматическим,  так  как  даже  самая  узкая  спект¬ 
ральная  линия  обладает  конечной  шириной.  Кроме  того,  физический  источник 
имеет  конечные  размеры  и  состоит  из  огромного  числа  элементарных  излучате¬ 
лей  (атомов).  Согласно  теореме  Фурье  возмущение,  создаваемое  таким  источ¬ 
ником,  можно  выразить  в  виде  суммы  строго  монохроматических  и  поэтому 
бесконечно  длинных  волновых  цугов.  В  элементарной  теории,  оперирующей 
с  монохроматическим  светом,  по  существу  рассматривается  одна  компонента 
такого  фур  ье-иредставления. 

В  монохроматическом  волновом  поле  амплитуда  колебаний  в  любой  точке 
Р  постоянна,  тогда  как  фаза  линейно  меняется  со  временем.  В  отличие  от  этого 
в  волновом  поле,  создаваемом  реальным  источником,  амплитуда  и  фаза  претер¬ 
певают  нерегулярные  флуктуации,  частота  которых  существенно  зависит  от 
эффективной  ширины  спектра  Дѵ.  Комплексная  амплитуда  остается  более  или 
менее  постоянной  лишь  в  течение  промежутка  времени  А?,  малого  по  сравнению 
с  величиной,  обратной  эффективной  ширине  спектра  Дѵ.  Изменение  разности 
фаз  любых  двух  фурье- компонент  за  этот  промежуток  значительно  меньше  2л, 
и  поэтому  сумма  таких  компонент  представляет  собой  возмущение,  которое 
в  течение  указанного  промежутка  времени  ведет  себя  подобно  монохроматиче¬ 
ской  волне  со  средней  частотой.  Однако  для  более  длинного  интервала  времени 
это  несправедливо.  Характеристическое  время  Д*  =  1/Дѵ  равно  по  порядку 
величины  времени  когерентч  кти,  введенному  в  п.  7.5.8. 

Рассмотрим  световые  возмущения  в  двух  точках  Рг  и  Р2  в  волновом 
иоле,  создаваемом  протяженным  квазимонохр омати ческим  источником.  Для 
простоты  предположим,  что  волновое  поле  создается  в  вакууме,  а  расстояние 
от  источника  до  точек  Р і  и  Р2  составляет  много  длин  воли.  Можно  ожидать, 
что  при  достаточной  близости  Рх  и  Р2  друг  к  другу  флуктуации  амплитуд  и  фаз 
возмущения  в  этих  точках  не  будут  независимыми.  Если  Рг  и  Рг  так  близки 
друг  к  другу,  что  разность  между  расстояниями  до  любой  точки  5  источника 
А$?  =  ЗРі — ЗР2  мала  по  сравнению  со  средней  длиной  волны  X,  то  разумно 
предположить,  что  флуктуации  амплитуд  и  фаз  в  Рх  и  Яа  одинаковы.  Можно 
также  считать,  что  между  этими  флуктуациями  будег  существовать  некоторая 
корреляция  даже  при  большем  удалении  Рг  от  Р2  при  условии,  что  для  всех 
точек  источника  разность  расстояний  А§?  не  превышает  длину  когерентности 
сАі~с!Аѵ  =  X2/ АХ.  Таким  образом,  мы  приходим  к  понятию  области  когерент¬ 
ности  вокруг  любой  точки  Р  волнового  поля. 

Для  адекватного  описания  волнового  поля,  создаваемого  конечным  поли¬ 
хроматическим  источником,  желательно  ввести  некоторую  меру  корреляции, 
существующей  между  колебаниями  в  различных  точках  Рг  и  Р2  поля.  Естест¬ 
венно  полагать,  что  такая  мера  будет  тесно  связана  с  резкостью  интерференци¬ 
онных  полос,  которые  получились  бы  при  сложении  колебаний  в  этих  точках. 
Нужно  ожидать  резких  полос  при  сильной  корреляции  (например,  когда  свет 
приходит  в  Рх  и  Р%  из  очень  маленького  источника,  испускающего  излучение 
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в  узком  спектральном  интервале)  и  полного  отсутствия  полос  в  отсутствие  кор¬ 
реляции  (например»  когда  каждая  из  точек  Рг  и  Р2  получает  свет  от  различных 
физических  источников).  Для  описания  таких  ситуаций  мы  использовали  соот¬ 
ветственно  термины  «когерентный»  и  «некогерентный».  В  общем  случае  пс  реа¬ 
лизуется  ни  одна  из  этих  ситуаций,  и  нужно  говорить  о  частично  когерентных 
колебаниях. 

По-видимому,  первые  исследования,  относящиеся  к  вопросу  о  частичной 
когерентности,  были  выполнены  Вер  де  [1],  который  изучал  размеры  области 
когерентности  для  света  от  протяженного  первичного  источника.  Позже  в  ис¬ 
следованиях  Майкельсона  была  установлена  связь  между  видностью  интерфе¬ 
ренционных  полос  и  распределением  яркости  по  поверхности  протяженного 
первичного  источника  12]  (см.  п.  7.3.6),  а  также  между  видностью  и  распределе¬ 
нием  энергии  в  спектральной  линии  13]  (см.  п.  7.5.8).  Фактически  результаты 
Майкельсона  были  интерпретированы  на  языке  корреляций  лишь  значительно 
позднее,  однако  его  исследования  внесли  существенный  вклад  в  формулировку 
современных  теорий  частичной  когерентности  (см.  141).  Первую  количественную 
меру  корреляции  световых  колебаний  ввел  Лауэ  15]  при  исследованиях  по  тер¬ 
модинамике  световых  пучков.  Дальнейший  вклад  в  теорию  был  внесен  Бере- 
ком  *)  [6],  который  использовал  понятие  корреляции  при  исследовании  обра¬ 
зования  изображения  в  микроскопе. 

Новый  этап  в  развитии  этого  вопроса  начался  после  опубликования  статьи 
Ван-Циттерта  18],  который  определил  совместное  распределение  вероятностей 
для  световых  возмущений  в  двух  любых  точках  экрана,  освещенного  протя¬ 
женным  первичным  источником.  В  следующей  статье  [9]  (см.  также  [10])  он 
определил  распределение  вероятностей  для  световых  возмущений  в  одной  про 
извольной  точке,  но  в  два  различных  момента  времени.  В  пределах  точное: и 
его  расчетов  распределения  вероятностей  оказались  гауссовыми,  и  он  опреде¬ 
лил  соответствующие  коэффициенты  корреляции. 

Новый,  более  простой  подход  к  проблеме  частичной  когерентности  был 
предложен  Цсрнике  в  важной  работе  [11],  опубликованной  в  1938  г.  Его  опре¬ 
деление  «степени  когерентности»  световых  колебаний  прямо  связано  с  экспери¬ 
ментом.  Он  получил  также  ряд  ценных  результатов,  относящихся  к  этой  вели¬ 
чине.  Хотя  степень  когерентности,  введенная  Цернике,  для  большинства  прак¬ 
тических  случаев  эквивалентна  коэффициенту  корреляции  Ван-Циттерта 
и  близка  к  аналогичной  величине,  предложенной  Лауэ,  его  методы,  по-види¬ 
мому,  особенно  хороши  для  решения  практических  задач  инструментальной 
оптики.  Гопкинс  [12]  значительно  упростил  эти  методы  и  применил  их  к  изу¬ 
чению  формирования  изображения  и  разрешающей  силы  **). 

Перечисленные  выше  исследования  связали  два  крайних  случая,  а  именно 
случаи  полной  когерентности  или  полной  некогерентности.  Однако  полученные 
результаты  страдали  некоторой  ограниченностью,  так  как  они  относились 
главным  образом  к  квазимонохроматическому  свету  и  к  случаям  с  достаточно 
малой  разностью  хода  интерферирующих  пучков.  Для  рассмотрения  более 
сложных  ситуаций  и  формулировки  теории  на  строгой  основе  было  необ¬ 
ходимо  дальнейшее  обобщение.  Оно  было  выполнено  Вольфом  [15,  16]  и  неза¬ 
висимо  Блаи-Лапьерром  и  Дюмонте  [17];  в  этих  работах  были  введены  бо¬ 
лее  общие  корреляционные  функции.  Оказалось,  что  такие  функции  строго 
удовлетворяют  двум  волновым  уравнениям;  отсюда  следует,  что  не  только 
оптическое  возмущение,  но  и  корреляция  между  возмущениями  распростра¬ 
няются  в  форме  волн.  В  свете  этого  вывода  многие  из  ранее  выведенных 
теорем  получают  относительно  простое  истолкование. 


*)  Эксперименты,  относящиеся  к  исследованиям  Берека,  описаны  в  [7]. 

**)  В  сходных  исследованиях  Д.  Габор  и  Г.  Гамо  использовали  понятие  частичной  коге¬ 
рентности  при  рассмотрении  оптической  передачи  в  рамках  теории  информации  [13,  14]. 
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Названные  выше  корреляционные  функции  характеризуют  корреляцию 
между  световыми  колебаниями  в  двух  пространственно-временных  точках. 
Такие  корреляционные  функции  «второго  порядка»  позволяют  провести  полный 
анализ  обычных  оптических  экспериментов,  в  том  числе  по  интерференции 
и  дифракции  света  от  постоянных  источников  *).  Аналогичные  корреляцион¬ 
ные  функции  можно  применить  и  для  анализа  нестационарных  полей,  но  тогда 
эти  функции  необходимо  определять  через  величины,  усредненные  по  ансамблю, 
а  не  по  времени.  (Для  стационарного  ноля  усреднения  обоих  типов  обычно 
приводят  к  одинаковому  резулыату.)  Однако  мы  ограничимся  обсуждением 
лишь  стационарных  полей,  поскольку  анализ  нестационарных  полей  требует 
значительного  усложнения  математического  аппарата  и  пока  нет  никаких  экспе¬ 
риментов,  относящихся  к  эффектам  когерентности  при  нестационарных  свето¬ 
вых  полях.  Для  анализа  более  сложных  экспериментов  могут  потребоваться 
корреляционные  функции  более  высокого  порядка,  т.  е.  такие,  для  которых 
сумма  степеней  величин,  характеризующих  поле,  больше  двух.  Однако  до  сих 
пор  подобные  корреляционные  функции  практически  не  использовались. 

Когда  свет  излучается  тепловым  источником,  например  раскаленным  веществом  или  газо¬ 
вым  разрядом,  мы  можем  предположить,  что  совместное  распределение  вероятностей  для  поля 
в  п  пространственно-временных  точках  с  хорошим  приближением  будет  гауссовым.  Как  хо¬ 
рошо  известно  (см  ,  например,  [18]),  такие  распределения  полностью  определяются  корреля¬ 
ционными  функциями  второю  порядка  Это  означает,  что  для  света  от  теплового  источника  все 
корреляционные  функции  более  высокого  порядка  можно  выразить  через  корреляционные 
функции  второго  порядка.  Однако  для  света  нетепловых  источников,  например  лазера,  послед¬ 
нее  несправедливо 

Ряд  эффектов  когерентности  более  высокого  порядка  и  соответствующие  корреляционные 
функции  кратко  рассмотрены  в  работах  [19,  20[  (см  также  работу  Вольфа  (1211,  стр.  29),  где 
проведена  систематическая  классификация  эффектов  коіерентности). 

Глаубер  [22}  ввел  аналогичные  квантовомеханические  корреляционные  функция,  а  Су- 
даршаи  [23]  рассмотрел  связь  между  классическим  и  квантовым  описаниями  (см  также  [24], 
где  содержится  обзор  эффектов  когерентности  второго  и  более  высокого  порядков). 


Теория  частичной  когерентности  привлекательна  тем,  что  она  оперирует 
с  величинами  (а  именно  с  корреляционными  функциями  и  с  усредненными  по 
времени  интенсивностями),  которые  в  принципе  можно  определить  из  экспери¬ 
мента.  В  этом  она  является  полной  противоположностью  элементарной  опти¬ 
ческой  волновой  теории,  где  из-за  очень  большой  частоты  оптических  колебаний 
основную  величину  невозможно  измерить.  В  настоящей  главе  мы  будем  иссле¬ 
довать  свойства  частично  когерентных  волновых  полей  и  проиллюстрируем 
результаты  рядом  примеров,  представляющих  практический  интерес.  Мы  кос¬ 
немся  лишь  случая  светового  поля,  но  наш  анализ  юдится  и  для  других  полей. 
В  частности,  подобный  подход  может  использоваться  в  связи  с  корреляционной 
методикой,  применяемой  для  изучения  радиозвезд  [25]  и  для  исследования  ионо¬ 
сферы  с  помощью  радиоволн  [26]. 

Математический  аппарат,  используемый  при  рассмотрении  частичной  ко¬ 
герентности,  применим  также  для  анализа  частичной  поляризации.  Здесь  мы 
коснемся  явлений,  которые  можно  интерпретировать  через  корреляцию  между 
ортогональными  компонентами  электромагнитных  векторов  поля.  Первые  ис¬ 
следования  в  этом  направлении  проведены  Дж.  Дж.  Стоксом  [27]  (см.  также 
[283).  Современные  теории,  в  которых  применяются  понятия  корреляционных 
функций  и  корреляционных  матриц,  развиты  главным  образом  Винером  [29, 
30],  Перреном  131],  Вольфом  [16,  32,  33]  и  Панхаратнамом  [34].  Эта  пробле¬ 
ма  будет  рассмотрена  в  заключительном  разделе  (см.  §  10.8)  настоящей 
главы  **). 


*)  Точнее,  от  источников,  создающих  стационарное  поле,  определенное  ниже,  на  стр  460. 

**)  Новые  результаты,  относящиеся  к  частичной  когерентности,  изложены  в  [89*,  90*1 
(см.  также  [91* — 93*}).  (Прим,  переѵ.) 
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§  10.2.  Комплексное  представление 
вещественных  полихроматических  полей 


Изучая  монохроматические  волновые  поля,  мы  установили,  что  полезно 
рассматривать  каждую  вещественную  волновую  функцию  как  вещественную 
часть  соответствующей  комплексной  волновой  функции.  В  настоящей  главе 
мы  займемся  полихроматическими  (т.  е.  немонохроматическими)  полями.  Здесь 
также  полезно  использовать  комплексное  представление,  которое  можно  счи¬ 
тать  естественным  обобщением  представления,  применявшегося  для  монохрома¬ 
тических  полей. 

Пусть  Ѵ(г)  (; і )  ( —  оо^і^оо)  —  вещественное  возмущение,  например  де¬ 
картова  компонента  электрического  вектора,  в  фиксированной  точке  простран¬ 
ства.  Предположим,  что  Ѵіг)  (і)  квадратично  интегрируемо.  Его  можно  выразить 
в  виде  интеграла  Фурье 


Ѵ{п  {і)  =  ^  а  (ѵ)  соз  [ф  (ѵ) — 2пѵі]  сіѵ. 
о 


(1) 


Свяжем  с  ѴІГ)  комплексную  функцию 

со 

V  (/)  =  ^  а  (ѵ)  ехр  {і  [ф  (ѵ)  —  2лѵ/]}  йѵ * 
о 

Тогда  имеем 

ѴѴ)  =  Ѵ™  (/). 

где 

оо 

1/<г')(0=  5  #(ѵ)  5ІП  [ф  (ѵ)~ 2 пѵі]  йѵ. 
о 


(2) 

(3) 

(4) 


Функции  1/{/)(/)  и  V (і)  однозначно  определяются  функцией  Ѵ(г)(і),  поскольку 
Ѵи)(і)  получается  из  Ѵіп(і)  при  замене  фазы  ф(ѵ)  каждой  фурье- компоненты  на 
Ф(ѵ)  —  я/2.  Интегралы  (1)  и  (4)  называют  сопряженными  интегралами  Фурье 
или  сопряженными  функциями .  Можно  показать  *),  что  они  получаются  друг 
из  друга  с  помощью  преобразований  Гильберта,  т,  е. 


к,,,(0  =  1Ьр  [ 


РСГ)  (*') 

Г  —  І 


йі\ 


V ™  (0 


Ѵ&  (У) 

Т=Г 


аг. 


(5) 


где  Р —  главное  значение  интеграла  по  Коши  при  /***=/. 

Таким  комплексным  представлением  часто  пользуются  в  теории  связи, 
где  V  называют  аналитическим  сигналом  **),  связанным  с  Ѵ(г1.  Он  получил 
это  название  потому,  что  при  Ѵіп,  удовлетворяющем  определенным  общим 
условиям  непрерывности,  функции  Г (г),  рассматриваемая  как  функция  комп¬ 
лексной  переменной  г,  аналитична  в  нижней  полуплоскости  г  (см.  [35]). 

Для  дальнейшего  укажем  переход  от  Ѵ{г)  к  V ,  когда  ѴІП  представлено  ин- 
тегр  ал  ом  Ф  у р  ье  вида 

со 

Ѵ'п  (і)  =  5  о  (ѵ)  ехр  ( —  2п(іѵ)  гіѵ,  (6) 


Так  как  функция  Ѵіг)  вещественна,  то  • 

_  ѵ( — ѵ)  =  ѵ*  (ѵ).  (7) 

*)  См.,  например,  [35],  гл.  5. 

**)  Понятие  аналитического  сигнала  было  введено  в  работе  [36]  (см.  также  [37 — 39]). 

Комплексные  функции  действительной  переменной,  вещественная  и  мнимая  части  кото¬ 
рых  связаны  преобразованиями  Гильберта,  играют  важную  роль  во  многих  разделах  физики  и 
техники.  В  физике  преобразования  Гильберта  часто  называют  дисперсионными  соотношениями , 
так  как  впервые  они  появились  в  теории  дисперсии  света,  вызываемой  атомами  [40]  (см.  также 
[41]). 
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Используя  последнее  соотношение,  можем  переписать  (6)  в  форме  (1)  и  после 
сравнения  получим 

^ (V)  =-|-«  (ѵ) ехр  [^ф  (ѵ)] ,  ѵ>0.  (8) 

Интеграл  (2),  выраженный  через  ѵ>  запишется  в  виде 

00 

V  (1)^=  2  ^  ѵ  (ѵ)  ехр  ( —  2піѵі)  дѵ.  (9) 

о 

Следовательно,  V ( і )  можно  вывести  из  Ѵ{п(і ),  представляя  Ѵкг)  как  интеграл 
Фурье  в  виде  (6),  пренебрегай  амплитудами,  связанными  с  отрицательными 
частотами,  и  удваивая  амплитуды,  связанные  с  положительными  частотами. 
По  этой  причине  функцию  V  называют  также  связанной  с  Ѵ{г)  комплексной 
функцией ,  спектр  Фурье  которой  не  содержат  отрицательных  частот.  Оче¬ 
видно  также,  что  если  спектр  Фурье  комплексной  функции  V  не  содержит 
амплитуд,  связанных  с  отрицательными  частотами,  то  вещественная  и  мнимая 
части  V  являются  сопряженными  функциями.  Отметим  следующие  соотноше¬ 
ния,  которые  вытекают  из  (6),  (7)  и  (9)  на  основании  теоремы  Нарсеваля  и  со¬ 
отношения  (3): 

I  (У1п  Ш<и  =  |  (Ѵ1і'(()уаі=±Х  |  Ѵ(і)Ѵ*(і)аі  = 

- Ю  —  00  ~  00 

—  ^  |  ѵ  (ѵ)  \2сІѵ  —  2  Ц  \  ѵ  (ѵ)  |3  йѵ.  (10) 

—  05  О 

В  большинстве  рассматриваемых  нами  приложений  спектральные  ампли¬ 
туды  заметно  отличаются  от  нуля  лишь  в  частотном  интервале  шириной  Дѵ, 
малом  по  сравнению  со  средней  частотой  ѵ.  В  этом  случае  аналитический  сигнал 
допускает  простую  интерпретацию.  Запишем  V  в  виде 


Ѵ(і)  =  А  (^)ехр  { і  [Ф  (/)  —  2мѵі]\,  (11) 

где  Л(>0)  и  Ф  вещественны.  Согласно  (9)  и  (11) 

Л  (Оехр  [/Ф  (0]  =2  ^  о(ѵ>ехр  [— 2я/ (ѵ  — ѵ)/]  ==  ^  #(р,) ехр  [—  2пщі]  ф, 

0  -ѵ 

где  __  (12) 

г(ц)«2о(ѵ  +  |4).  (13) 

По  предположению,  спектральные  амплитуды  заметно  отличаются  от  нуля 
только  вблизи  ѵ  =ѵ,  и  поэтому  \§(\і)  |  будет  заметной  величиной  лишь  около 
Следовательно,  интеграл  _(12)  представляет  собой  суперпозицию  гармо¬ 
ник  низких  частот,  а  так  как  АѵІѵ<^  1,  тоЛ  (?)  и  Ф  (і)  будут  медленно  меняющи¬ 
мися  *)  (по  сравнению  с  со$  2яѵ^  и  зіп  2яѵ/)  функциями  і.  Выразим  Ѵіп  и  Ѵш — - 
вещественную  и  мнимую  части  V  —  через  А  и  Ф: 

Ѵ(п (()  =  А (і) соз [Ф (0— 2яѵ?] ,  \  .... 

^'■>(0  =  Л(0зіп[Ф(0— 2яѵ*].  /  (  ' 


*)  Очевидно,  что,  согласно  (14),  при  этих  предположениях  мы  можем  написать 
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Б  этих  формулах  Ѵ{г)  и  Ѵ{і)  выражены  в  виде  модулированных  сигналов  несу¬ 
щей  частоты  ѵ.  Мы  видим,  что  комплексный  аналитический  сигнал  тесно  связан 
с  огибающей  реального  сигнала  *).  Огибающая  А(і)  и  соответствующий  фа¬ 
зовый  фактор  Ф(Г)  выражаются  через  аналитический  сигнал  V  следующим  об¬ 
разом: 

А  (0  =  ѵ (У‘г))а  +  0/<'’)2  =  Ѵѵѵ*  =  \ѵ\, 

ф  (/)  =  2яѵі  +  агсі§  =  2я  уі  +  агс%  (  і  ^Т^)- 

Таким  образом,  А(і)  не  зависит  от  точного  выбора  ѵ,  а  зависимость  Ф  {і)  отѵ 
представлена  только  аддитивным  членом  2 пѵі.  Конечно,  мы  могли  бы  выбрать 
в  (14)  вместо  ѵ  любую  другую  частоту  ѵ',  не  изменяя  значения  А;  выражение 
для  нового  фазового  множителя  отличалось  бы  от  выражения  (15)  лишь  тем,  что 
вместо  ѵ  стояло  бы  ѵ\ 

При  выводе  (14)  и  (15)  мы  не  пользовались  тем,  что  сигнал  узкополосный 
(Дѵ/ѵ<з^  1),  так  что  эти  соотношения  являются  общймн.  Однако  понятие 
огибающей  полезно  лишь  при  условии  Дѵ/ѵ<^1. 

Мы  предполагали,  что  «возмущение»  1/(г>(0  определяется  для  всех  значе¬ 
ний  і.  Практически  же  возмущение  существует  лишь  в  течение  конечного  ин¬ 
тервала  времени — 7\  но,  как  правило,  он  значительно  превышает 
интервал,  имеющий  в  данном  случае  физический  смысл  масштаба  времени  (сред¬ 
ний  период  1/ѵ  и  время  когерентности  1/Дѵ);  поэтому  можно  считать,  что  Т-^оо. 
Такая  идеализация  желательна  с  математической  точки  зрения  из-за  пред¬ 
положения  о  стационарности  поля  (см.  п.  10.3.1).  Очевидно,  в  этом  случае 
необходимо  также  предположить,  что  средняя  по  времени  интенсивность  (про¬ 
порциональная  (К(г))-)  стремится  к  конечному  значению,  когда  интервал  вре¬ 
мени,  по  которому  производится  усреднение,  неограниченно  увеличивается,  т.  е. 
что 

т 

ІітТГ  (уѵц^уаі  (16) 

”  —  Т 

конечен.  Если  этот  предел  конечен  и  не  равен  нулю,  то  ясно,  что  интеграл 

«5 

5  (К(г>  (*))2  йі  расходится.  Тем  не  менее  и  здесь  можно  воспользоваться  аппа¬ 
ратом  анализа  Фурье**).  Определим  «обрезанные»  функции  следующим  об¬ 
разом: 

1^>Ю  =  Ѵ"'>(0,  когда  |*|<Г.  \ 

=  0,  когда  |/|>Т.  )  ' 

Так  как  каждую  такую  обрезанную  функцикьмььвправе  с читать  интегрируемой 
С  квадратом,  ее  можно  выразить  через  интеграл  Фурье,  например  в  виде 

^  цг(-ѵ)ехр( — 2 (18а) 


*)  Свойства  аналитических  сигналов  как  огибающих  изучались  в  работе  [42]. 

**)  С  проблемой  анализа  функций  времени,  которые  не  исчезают  при  Д  стремящемся  к  бес¬ 
конечности,  столкнулись  на  пороге  XX  века  физики,  занимавшиеся  изучением  природы  белого 
света  и  шума  (особенно  Л.  Гуи,  лорд  Рэлей  и  А.  Шустер).  Строгий  математический  аппарат 
был  развит  главным  образом  Н.  Винером  в  его  работе  по  обобщению  гармонического  анализа 
[43],  где  изложена  также  история  проблемы  и  приведена  обширная  библиография. 
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Пусть  Ѵ{т  —  сопряженная  функция,  а  Ѵт —  ассоциированный  аналитический 
сигнал,  т.  е. 

Ѵт  (і)  —  Ѵт}  (0  +  іИг)  (0=2^  ѵт  (ѵ)  ехр  ( —  2 ліѵі)  гіѵ.  (18б> 

о 

При  этом  соотношения  (10)  будут  выполняться,  если  Ѵіг)  заменить  на  Ѵт]  и  т.  д* 
Следовательно,  разделив  каждое  выражение  на  27,  получим 

00  ос 

ш  I  (ѴР  (О)2  ^  =  27  I  <УУФУ*  = 

—  00  —  СИ 

да  со  да 

=  Т27  I  П  (0 «И=  $  Ог  (ѵ) =  2 ] <3Г  (л>) гіѵ,  (19) 

—  со  —  ос  О 

где 

Ог(ѵ)=  |РгУ  .  (20) 

Казалось  бы  естественным  перейти  теперь  к  пределу  7— >- оо.  К  сожалению,  во 
многих  случаях,  представляющих  практический  интерес,  функция  07  (ѵ), 
известная  как  периодограмма ,  не  стремится  к  пределу,  а  флуктуирует  с  увели¬ 
чением  7  (см.,  например,  [44];  см.  также  [45]).  Однако  эту  трудность  можно 
преодолеть  соответствующей  процедурой  «сглаживания».  Например,  будем 
считать,  как  принято  в  теории  случайных  процессов,  что  функция  Ѵ(п{і) 
является  произвольным  членом  ансамбля  функций,  характеризующего  стати¬ 
стические  особенности  процесса  Тогда  при  соответствующих  предположениях 
о  природе  ансамбля  (етащюнарный  он  или  эргодичеекий)  *■*■)  можно  показать, 
что  флуктуации  среднего  значения  Сг(ѵ),  взятого  по  ансамблю  функций 
стремятся  к  нулю  при  7->оо.  Таким  образом,  обозначив  среднее  по  ансамблю 
чертой,  получим  для  предела  «спажснной  периодограммы» 


=  (21) 

выражение  ***)  _ 

С  (ѵ)  —  Игл  0Г  (ѵ)  =  Ііш  -  .  (22> 

Г- да  Г- да  11 

Если  <  >  означает  усреднение  по  времени,  т.  е. 

<Р  (/)>  =  Шп  2 т  $  Рт  (П  йі,  (23) 


*)  Подвергая  преобразованию  Гильберта  «обрезанную»  функцию,  мы  не  обязательно 
снова  получим  «обрезанную»  функцию;  поэтому  в  общем  случае  V ^  и  V?  нс  равны  нулю  вне 
интервала  —  7 С  і<іТ.  По  этой  причине,  а  также  для  того  чтобы  избежать  определенных  мате¬ 
матических  ухищрений,  в  качестве  пределов  интегрирования  по  времени  в  (19)  и  (23)  берется 
±00,  а  не  ±Г. 

**)  Эти  понятия  рассматриваются,  например,  в  [44,  46,  47]. 

***)  Здесь  невозможно  привести  строгое  доказательство  существования  такого  предела  и 
вывести  некоторые  соотношения,  введенные  эвристически  в  настоящем  разделе,  поскольку  это 
завело  бы  пас  слишком  далеко  в  эргодическую  іеорию  (см.  [48],  гл.  11;  см.,  также  [46],  §  8.4 
или  [47],  стр.  38—44).  ч 

Вместо  усреднения  по  ансамблю  можно  использовать  и  другие  операции  «сглаживания»' 
(см.  [46]  или  [49],  стр.  280—284). 

Другой  способ  определения  спектра  мощности  б(ѵ),  не  связанный  с  понятием  ансамбля*, 
указан  в  подстрочном  примечании  на  стр.  462. 
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то  в  предельном  случае  Г-ъ оо  получим  следующие  соотношения,  аналогич¬ 
ные  (19): 

от  оо 

<(^<г>(^))а>  =  <(У,Й (0)8>  =  у  <ѵ (О V*  (/)>=  ^  О  (ѵ) гіѵ  =  2 1  а (ѵ) гіѵ.  (24) 

—  да  О 

В  теории  стационарных  случайных  процессов  функция  С?(ѵ),  определяемая 
соотношением  (22),  называется  спектром  мощности  случайного  процесса,  ха¬ 
рактеризующегося  ансамблем  функций  Ѵіг)(і).  Поскольку  в  наших  рассужде¬ 
ниях  Ѵ{г)(і)  представляет  световое  возмущение,  величина  С(ѵ)  сіѵ  пропорцио¬ 
нальна  вкладу  в  интенсивность,  обусловленному  частотами  в  интервале 
{ѵ,ѵ  +  йѵ) .  Мы  будем  называть  С(ѵ)  спектральной  плотностью  световых  коле¬ 
баний. 

Так  как  Ѵр —  вещественная  часть  ѴТ ,  во  всех  расчетах,  в  которых  произ¬ 
водятся  линейные  операции  над  Ѵр,  можно  пользоваться  величиной  Ѵт  и  вы¬ 
делять  вещественную  часть  только  в  конечном  результате.  Более  того,  так 

же  как  и  в  случае  монохроматических  полей,  соотношение  <(Ѵ<г))2>=*=-^-<ѴѴ*> 

позволяет  выразить  среднее  по  времени  значение  квадрата  вещественного 
возмущения  непосредственно  через  комплексное  возмущение,  которое  мы  свя¬ 
зали  с  вещественным. 


§  10.3.  Корреляционные  функции  световых  пучков 

10.3.1.  Интерференция  двух  частично  когерентных  пучков.  Взаимная 
функция  когерентности  и  комплексная  степень  когерентности.  Для  удовлетво¬ 
рительного  решения  проблем,  в  которых  фигурирует  излучение  с  конечным 
набором  длин  волн,  испускаемое  конечным  источником,  необходимо,  как  мы 
указывали  в  §  10.1,  установить  возможную  корреляцию  между  колебаниями 
в  двух  произвольных  точках  волнового  поля.  Подходящую  меру  этой  корре¬ 
ляции  можно  предложить,  исходя  из  анализа  эксперимента  по  интерференции 
двух  пучков. 

Рассмотрим  волновое  поле,  образованное  протяженным  полихроматиче¬ 
ским  источником  о.  Вначале  пренебрежем  эффектами  поляризации  и  будем  счи¬ 
тать  световое  возмущение  вещественной  скалярной  функцией  положения  и  вре¬ 
мени  Ѵ(Г)(Р}  і).  Функции  Ѵ{Г)(Р,  і)  поставим  в  соответствие  аналитический  сиг¬ 
нал  V  (Р,  I).  Конечно,  невозможно  наблюдать,  как  эти  величины  меняются  со 
временем,  поскольку  любой  детектор  регистрирует  лишь  средние  значения  за 
промежутки  времени,  в  течение  которых  возмещение  очень  много  раз  меняет 
знак.  Наблюдаемая  интенсивность  I  (Р)  пропорциональна  среднему  значению 
(Ѵ(г]  (Р,  ^))2,  и,  следовательно,  с  точностью  до  несущественной  постоянной 
получим,  используя  (10.2.20), 

/ (Р)  =  2 <(У(Г) (Р,  /))*>  =  <У(Р,  1)>.  (1) 

Рассмотрим  теперь  две  точки  Рх  и  Р2  в  волновом  поле.  Можно  эксперимен¬ 
тально  определить  не  только  /  ( Р , )  и  /(Р2),  ной  интерференционные  эффекты, 
возникающие  при  суперпозиции  колебаний,  исходящих  из  этих  точек.  Предста¬ 
вим  себе,  что  в  исследуемое  поле  помещен  непрозрачный  экран  Л  с  небольшими 
отверстиями  в  Рх  и  Р2,  и  рассмотрим  распределение  интенсивности  па  втором 
экране  находящемся  на  некотором  расстоянии  от  Л  в  направлении,  проти¬ 
воположном  направлению  на  источник  (рис.  10.1).  Для  простоты  будем  счи¬ 
тать,  что  показатель  преломления  среды  между  двумя  экранами  равен  единице. 
Пусть  $і  и  —  расстояния  от  произвольной  точки  <2  экрана  Ш  до  Рг  и  Рг.  Точки 
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Рі  и  Р2  можно  считать  центрами  вторичных  возмущений,  так  что  комплексное 
возмущение  в  точке  ^  запишется  в  виде 

V  (Я,  1)  =  КгѴІР19  *  —  *г)  +  КЗГ(Р99  І  —  (2) 


Здесь  іі  и  и  —  времена  распространения  света  от  Рх  до  <3  и  от  Р2  до  <3  соответ¬ 
ственно,  т.  е. 

іх—  $і!с ,  =  5а/с,  (3) 

где  с  —  скорость  света  в  вакуутме.  Коэффи¬ 
циенты  К і  и  Д2  обратно  пропорциональны  зі 
и  52  и,  кроме  того,  зависят  от  размера  отвер¬ 
стий  и  геомегрии  всего  устройства  {углов  па¬ 
дения  и  углов  дифракции  в  точках  Рг  и  Р2). 

Так  как  фаза  вторичных  волн,  распростра¬ 
няющихся  от  Рх  и  Ра,  отличается  от  фазы 
первичной  волны  на  четверть  периода  (см. 

§§  8.2  и  8.3),  І\х  и  Къ  являются  чисто  мни¬ 
мыми  величинами. 


Рис.  10.1.  Интерференционный  экс¬ 
перимент  с  полихроматическим  све¬ 
том  от  протяженного  источника  о. 


Из  (1)  и  (2)  следует  *),  что  интенсивность  в  точке  С}  равна 

I  (0)  =  КЛК\  <ѵ,  Ц-к)  ѵ\  (( - к)>  -  К »К\  <Ѵ,  ((- О  Ѵ\  (I  -к)>  + 

+  КгКІ  <ѵг  (і-к)  ѵ ;  и-к)>  +  К,К\  <Тг  (I  -  к)  Г*  (I  -  к)>.  (4) 


Поскольку  предполагается,  что  поле  стационарно  **),  во  всех  этих  выражениях 
можно  изменить  начало  отсчета  времени.  Тогда  получим,  например. 


<Уг  <*  -*і)  Ѵ\  {( -  іг)>  -  <Ѵ,  (0  Ѵ\  (*)>  -  /,.  (5) 

Если  использовать  также  (3)  и  вспомнить,  что  Кі  и  Къ —  чисто  мнимые  вели¬ 
чины,  то  (4)  можно  свести  к 

/  (0)  =  I  Кг  р  /,  +  |  Кг  I*  /.  +  2 1  КгКг  |  Г»  (“)  .  (6) 

где  Г$(т)  —  вещественная  часть  функции 

Г12(т)-<Па-гт)УН0>.  (7) 

Понятие,  определяемое  выражением  (7),  служит  основным  в  теории  частичной 
когерентности.  Мы  будем  называть  его  взаимной  когерентностью  световых 
колебаний  в  точках  Рх  и  Р2,  причем  колебания  в  точке  Р і  рассматриваются  в  мо¬ 
мент  времени,  запаздывающий  па  величину  т  по  сравнению  с  моментом  времени 
колебаний  в  точке  Р2.  Мы  будем  называть  функцию  Г12(т)  взаимной  функцией 
когерентности***)  волнового  поля.  Когда  обе  точки  совпадают  (Рі=Р2). 
получим 

Гц  (т)  =  <Уг  (/  +  т)  Ѵ\  (()>,  (8) 

и  тогда  мы  говорим  об  автокогерентности  световых  колебаний  в  Рг,  При 
т  =  0  это  соотношение  сводится  к  выражению  для  обычной  интенсивности 

Гц  (0)  =  1 1 »  г22  (0)  =  /2* 


*)  В  дальнейшем  там,  где  это  удобно,  мы  будем  пользоваться  более  короткой  записью, 
я  именно  Ѵх{і)  вместо  Ѵг<Рі,  {),  Г12  (т)  вместо  Г  {Ръ  Р2,  т)  и  т.  д. 

**)  Необходимое  здесь  предположение  о  стационарности  равносильно  утверждению, 
что  (Ѵі  {і)У  не  зависит  от  выбора  начала  отсчета  времени  и  что  корреляционные  функции 
Г/у  (г  ,/")  =  (Уі  ]  (^-ЬО)  (й  /==  1 ,  2)  зависят  лишь  от  разности  г — Г.  В  этом  случае  мы 

часто  говорим  о  « стационарности  в  широком  смысле »  (см.  [47]). 

***)  В  общей  теории  стационарных  случайных  процессов  Г12  (т)  называется  взаимной  кор¬ 
реляционной  функцией  величин  ѴХ  {і)  и  Ѵ2  (0*  а  ІЦ  (т)  —  автокорреляционной  функцией  вели¬ 
чины 
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Очевидно,  что  член  |/Сі|3/і  в  (6)  представляет  интенсивность,  которая 
наблюдалась  бы  в  ф,  если  бы  открытым  было  лишь  отверстие  =  0);  ана¬ 

логичный  смысл  имеет  и  член  |АГа  1"/^-  Обозначим  эти  интенсивности  соответст¬ 
венно  через  /ш(<2)  и  т.  е. 

/«О  (<2)  =  I  Кг  ГЛ  -  і  Кі\*  ГХ1  (0),  I™  (ф  - 1  Кш  р/.  - 1 К2  |*ГИ  (0),  (9) 

а  также  нормируем  Г12(т),  положив 


..  _ _ Оз  (т) _ _  Г'іг  (т) 

(  Сг7Г(0)  ККЛо)  ѴТХ  ѴТг  ' 


(10) 


По  причинам,  которые  вскоре  станут  ясными,  назовем  величину  уі2(т)  комплекс¬ 
ной  степенью  когерентности  световых  колебаний.  С  помощью  выражений  (9) 
и  (10)  формулу  (6)  окончательно  можно  переписать  в  виде 

ц.0)=іт(й)  +  і^'(Я)  +  ,2ѴТ^Ш)  (11) 

где  у1і5 —  вещественная  часть  у. 

Последнее  соотношение  выражает  общий  закон  интерференции  для  стацио¬ 
нарных  оптических  полей .  Оно  показывает,  что  для  определения  интенсивности, 
возникающей  при  суперпозиции  двух  пучков  света,  необходимо  знать  интенсив¬ 
ность  каждого  пучка  и  значение  вещественной  части  у\г1  комплексной  степени 
когерентности.  Позже  мы  покажем,  как  можно  найти  у[г},  зная  характеристики 
источника  и  пропускание  среды. 

Выражение  (11)  остается  справедливым  при  условии,  что  52 — $і  заменено 
на  разность  хода  Р&  —  Рі(?,  если  свет  от  Рі  и  Р,  попадает  в  5  не  прямо,  а  че¬ 
рез  промежуточную  оптическую  систему,  и  если  можно  пренебречь  эффектами 
дисперсии.  При  таком  обобщении  формула  (II)  выполняется  и  в  том  случае, 
когда  два  интерферирующих  пучка  получаются  из  первичного  пучка  не  путем 
«деления  волнового  фронта»  в  Рі  и  Р>,  а  путем  «деления  амплитуды»  в  непо¬ 
средственной  близости  к  одной  точке  Рь  например  в  интерферометре  Майксль- 
сона.  В  последнем  случае  в  соотношение  (11)  будет  входить  (т)  вместо 

УЙГО- 

В  отличие  от  возмущения  ѴІГ\  корреляционные  функции  у^  и  Г(^  пред¬ 
ставляют  величины,  которые  можно  определить  из  эксперимента.  Чтобы  найти 
значение  ус(і  дли  любой  данной  пары  точек  Яг  и  Р2  и  дли  любого  заданного 
значения  т,  помещают  в  световой  пучок  непрозрачный  экран  с  небольшими 
отверстиями  вЛи  Р2,  как  показано  на  рис.  10.1,  и  измеряют  интенсивность 
/ (<2)  в  некоторой  точке  ф  позади  экрана,  для  которой  Р2( 3 — /4(3=  ет.  Затем 
отдельно  измеряют  интенсивности  /ш((?)  и  /^ЧФ)  света,  прошедшего  через  каж¬ 
дое  отверстие.  Выразив  уЙ  через  три  найденные  величины,  получим,  согласно 
(Н) 


,<о _ /((?)-/*»«?)-/<»>  (С?) 


У  12  — 


2  ]/'/(1>(<Э)  V 


(12) 


Для  определения  следует  также  измерить  интенсивности  I (Рі)  и  /  (Р2) 
в  каждом  отверстии.  Тогда,  согласно  (10)  и  (12),  получим  для  Г ',2 


Г<й  =  К/<Я,)  VI  (Рг)  7ІѴ  =  4"  V Рі 


{Рі)ЦРг) 


[/(0)— /«»(<?)-/“•№)].  (13) 


Возвращаясь  к  (10),  нетрудно  увидеть,  чДо  при  нашей  нормировке  |у12(т) 
Чтобы  показать  это,  введем,  как  в  (10.2.17),  обрезанные  функции 


Ѵ%ЦР,  і)  =  Ѵіг>(Р9  Л,  когда  |/|  <7\ 
^)(Р,  /)-0,  когда  \і\>Т 


;■} 


(14) 


и  обозначим  через  ѴТ(Р,  і)  ассоциированный  аналитический  сигнал.  Согласно 


§  10.3] 


КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ  ФУНКЦИИ  СВЕТОВЫХ  ПУЧКОВ 
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неравенству  Шварца  (см.,  например,  [503,  стр.  131)  имеем 
$  Ѵт(Рі,  і  +  і)Ѵт(Р2,  і)йі  < 

—  30 

<  $/(Р3,  1+х)Ѵ'т(Ри  і  +  т)йі  5  ѴТ(Р„  1)Ѵ'г(Рг,  і)йі.  (15) 

—  СО  —  со 

В  первом  интеграле  правой  части  і  -  \-%  можно  заменить  на  і.  Тогда,  разделив 
обе  части  на  4 Т1  и  переходя  к  пределу  при  Т— >-оо,  получим 

I  Г1а  (т)  |а  ^  Гл  (0)  Г82  (0),  (16) 

или,  учитывая  (10), 

|Ѵі2  (т)|<1.  (17) 

Смысл  у, а  легче  всего  понять,  если  выразить  (11)  в  несколько  иной  форме. 
Обозначим  через  ѵ  среднюю  частоту  света  и  запишем 

У  и  (т)  =  |  у12  (г)  I  ех  р  { і  [аг  8  (т) — 2лѵт] } ,  (1 8) 

где 

а12  (х)  =  2  л  ѵт  +  аг§  у12  (т) .  (1 9) 

Тогда  (11)  перейдет  в 

I  ((2)  =  /<»  ( ф)  +  /<*>  Щ)  +  2  \Г/Щ 0)  утщ 0)  |  Ті2  (т)  |  соз  [аі2  (т)  -  6] ,  (20) 

где  параметр  т  и  разность  фаз  б  равны 

г  =  ѵ=д  а  =  2лѵт  =  ^(52-51),  (21) 

с  К 

а  X  —  средняя  длина  волны.  Если  І712(т)  |  достигает  своего  максимального  зна¬ 
чения,  равного  единице,  то  интенсивность  в  точке  <2  будет  совпадать  с  интен¬ 
сивностью,  которая  получилась  бы  со  строго  монохроматическим  светом  с  дли¬ 
ной  волны  X  и  разностью  фаз  между  колебаниями  в  Рг  и  Р2 ,  равной  а12(т). 
В  таком  случае  можно  сказать,  что  колебания  в  Р,  и  Р2  (при  соответствующем 
времени  задержки  т  между  ними)  когерентны  *).  Если  у12(т)  имеет  другое  экстре¬ 
мальное  значение,  а  именно  нуль,  последний  член  в  (20)  исчезает.  Тогда  не  воз¬ 
никает  никаких  интерференционных  эффектов  от  этих  пучков,  и  можно  ска¬ 
зать,  что  колебания  некогерентны.  Если  |у12(т)|  не  совпадает  ни  с  одним  из  двух 
экстремальных  значений,  т.  е.  если  0  <С  |у12(т)  |<  1,  то  говорят,  что  колебания 
частично  когерентны ,  причем  |у12(т)  |  представляет  степень  их  когерентности . 

При  любом  значении  |у12|  интенсивность  1(0)  можно  также  представить 
в  виде 

/  № =  |  ѵ„  (т)  |  {/<1)  (СІ) + /®  (<і) +2/7*40)  /7*40)  х 

•  хсо8[аи(т)-6]}  +  {1-|ѵи(т)|}{/«»(0)  +  /®(0)/  (22) 

Можно  считать,  что  члены  в  первой  строчке  возникают  из-за  когерентной 
суперпозиции  двух  пучков  с  интенсивностями  |уіа(т)| /<15(С)  н  ІѴіа(^)|/<2)(С) 
и  относительной  разностью  фаз  а12(т)  —  б;  члены  во  второй  строчке-  -  из-за 
некогерентной  суперпозиции  двух  пучков  с  интенсивностями  [1 —  |уі2(т)|]  /С1>(<2) 
И  [1 — ІУі2(т)  |1  /(2>(ф).  Таким  образом,  свет  от  обоих  отверстий,  достигающий 
точки  С},  можно  считать  как  бы  состоящим  из  смеси  когерентной  и  некогерент¬ 
ной  частей  с  отношением  интенсивностей 


^КОГ  __  1  Уі2  С^)  I 

ЛіСКОГ  1  I  Ѵі2  (Т)  [ 


(23а) 


:)  Обідиі  свойства  когерентного  света  исследованы  в  работе  (511, 
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ИЛИ 

Т88Е-  =  ІТ,,І.  (/Пол,  =  /ког  +  /неког)-  (236) 

Мы  видели  (см.  уравнение  (12)),  что  уі?  можно  найти,  измеряя  интенсив¬ 
ности  в  соответствующем  интерференционном  эксперименте.  Ниже  (см. 
п.  10.4.1)  мы  покажем,  что  для  большинства  случаев,  представляющих  прак¬ 
тический  интерес,  из  таких  экспериментов  можно  найти  также  и  модуль  (а  в 
принципе  и  фазу)  у12. 

10.3.2.  Спектральное  представление  взаимной  когерентности.  Пусть 

да 

Ѵ{р(Р,і)—  ^  ѵт(Р ,  ѵ)ехр( — 2 ліѵі)йѵ  (24) 

—  ос 

« —  интегральное  фурье-представление  вещественной  обрезанной  функции  Ѵт\ 
Тогда  обратное  фурье-преобразование  дает 

ао 

ѵт  (Р,  ѵ)  =  $  Ѵф  (Р,  і)  ехр  (25) 


откуда  следует,  что 

ос 

5  ѵУ  (Л,  і+ т>Ѵг’(Л.  ол- 

—  да 

=  $  ѴУ(Р3,  0  [  5  ѵт(Рх,  ѵ)  ехр  [— 2я«ѵ(?  +  т)]  гіѵ 


со  Г  да 

■5  5 

—  да  1_  -  да 


т(Рцг  0  ехр  ( —  2т ѵО  йі 


ѵт  (Рг ,  ѵ)  ехр  ( —  2яіѵт)  с іѵ  - 


=  ^  ѵт(Ргі  ѵ)ѵ*т(Р2,  ѵ)ехр( — 2жѵт)^ѵ.  (26) 


Разделим  обе  части  последнего  соотношения  на  2 Т  и  применим  к  величине 
ѵ7(Ри  ѵ)  ѵт(Р 2,  ѵ)/2 Т  «операцию  сглаживания»  по  ансамблю  случайных  функ¬ 
ций  ѴІГК  Такое  усреднение  по  ансамблю  (обозначавшееся  чертой)  было  описано 
выше  в  связи  с  уравнением  (10.2. 20).  Наконец,  переходя  к  пределу  Т-* ос, 
мы  можем  ожидать,  что  *) 

да 

<укп  (Р\,  *  +  т)Ѵ(г)(Л>  І)У  =  5  012  (ѵ)  ехр  ( —  2шѵт)  гіѵ,  (27) 


где 


012(ѵ)  =  Ііш 

Т~*  СО 


ѴтіРц,  Ѵ)УГ  (Р.ІУ  V) 
2Г 


(28) 


Функцию  012(ѵ)  можно  назвать  взаимной  спектральной  плотностью  световых 
колебаний  в  точках  Р А  и  Р2.  Она  представляет  собой  обобщение  спектральной 
плотности ,  введенной  ранее  (см.  (10.2.22)),  и  переходит  в  нее  при  совпадении 
обеих  точек.  Понятие  взаимной  спектральной  плотности  является  оптическим 
аналогом  понятия  взаимного  спектра  мощности  в  теории  стационарных  слу¬ 
чайных  процессов.  Уравнение  (27)  показывает,  что  вещественная  корреляцион¬ 
ная  функция  \Ѵ(П(Ри  ^ +т)  Р{Г)(Р2,  ^)>  и  взаимная  спектральная  плотность 
012(ѵ)  образуют  мару,  связанную  фу  рье- преобразов  а  нием  **). 


*)  Здесь  справедливо  то  же  примечание,  что  и  на  стр.  457. 

**)  Когда  Рі~  Рэ,  этот  результат  является  оптическим  эквивалентом  хорошо  известной 
теоремы  Винера  —  Хинчина  [43,  52]. 

Вместо  процедуры  сглаживания  для  определения  взаимной  спектральной  плотности 
612  (ѵ)  можно  использовать  обратное  фурье-преобразование  от  (27).  Для  настоящей  главы  такой 
подход  полностью  эквивалентен  процедуре,  указанной  в  тексте. 


§  10.4]  ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ  И  ДИФРАКЦИЯ  КВАЗИМОНОХРОМАТИЧЕСКОГО  СВЕТА 


Перейдем  теперь  к  комплексному  представлению.  Пусть 

00 

V  (Ру  і)  =  2  ^  V  (ѵ)  ехр  (—  2 піѵі)  (іѵ  '  (29) 

о 

—  аналитический  сигнал  (см.  §  10.2),  ассоциированный  с  1/(Г)(Л  /).  Пользуясь 
теми  же  приемами,  при  помощи  которых  мы  перешли  от  (24)  к  (27),  можно  по¬ 
казать  что 

со 

‘Г12  (т)  =  <У  (Ргу  Н-т)У*  (Ра,  /)>  =  4  ^  (ѵ)  ехр  ( —  2тѵт)йѵ.  (30) 

Так  как  величина  Г12  не  содержит  спектральных  компонент,  принадлежащих 
отрицательным  частотам,  она  представляет  собой  аналитический  сигнал. 
Следовательно,  если  через  Г(Д  и  обозначить  ее  вещественную  и  мнимую 
части  у  т.  е.  считать,  что 

Г12(т)  =  Г^(т)  +  /ГЙ(т),  (31) 

то  эти  функции  будут  связаны  преобразованиями  Гильберта,  а  именно 


Отсюда  вытекает,  что  величина  |Г12|,  рассматриваемая  как  функция  т,  яв¬ 
ляется  огибающей  ГЦ  (см.  (10.2.10) — (10.2.15)),  а  из  (30),  (31)  и  (27)  следует* 
что  *)  ( 

ос 

Г‘і»  (т)  =  2  <ѴМ  (Р,,  (  +  т)Ѵ1'ЧРг,  ()>  —  2  $  012  (ѵ)  ехр  ( —  2ліѵх)  й\.  (33) 

—  со 

Кроме  того,  1у12[  служит  огибающей  вещественного  коэффициента  корреляции 
„<о  М  =  Г»  (т>  =  <Ѵ”(Р,.  <4.Т)Ѵ«»(Р,.  0> _  пл1 

V  г„  (0)  V ггг  (0)  Ѵ«ѵ^>  (Р„  і)у>  V {Ръ  і))‘>  '  ѵ 

Уравнение  (30)  служит  спектральным  представлением  взаимной  функции 
когерентности  Г12(т).  Уравнение  (33)  показывает,  что  вещественная  часть  Г12(т) 
равна  удвоенному  значению  взаимной  корреляционной  функции  вещественных 
функций  Ѵ[г)  (Ри  і)  и  Ѵ{Г)(Р з,  і)у  а  (32)  определяет  связь  между  вещественной 
и  мнимой  частями  Г13(х). 


§  10.4.  Интерференция  н  дифракция  квазимонохроматического  света 

Как  мы  видели,  для  адекватного  описания  интерференции  частично  коге¬ 
рентного  света,  вообще  говоря,  необходимо  знать  взаимную  функцию  когерент¬ 
ности  Гі2(т)  или,  что  эквивалентно  этому,  обычные  интенсивности  Іг  и  /2  и  комп¬ 
лексную  степень  когерентности  уі2(т).  Здесь  мы  ограничимся  важным  случаем 
квазимонохроматического  света,  т.  е.  света,  состоящего  из  спектральных 
компонент,  которые  занимают  частотный  интервал  Дѵ,  малый  по  сравнению  со 
средней  частотой  ѵ.  Мы  покажем,  что  в  этом  случае  теория  принимает  более 
простой  вид.  В  частности,  мы  найдем,  что  при  определенном  дополнительном 
предположении,  которое  выполняется  во  .многих  приложениях,  вместо  Г і2{т) 
и  уі2(т)  можно  применять  корреляционные  функции,  не  зависящие  от  пара¬ 
метра  т. 

*)  Нетрудно  показать,  что  функция  ГЙ  (т)  равна  также 
2<Ѵ&(Рі>  і+ъ)Ѵи)(Р*>  *)> 
и 

Гі2(т)  =  2  <Ѵ^(Ри  Н -т)Ѵ<'>(Р2,  ф~-~2<У&(Рх,  і^х)Ѵ“>(Ръ  ()>у 
{См.,  например,  [53]  или  [54],  стр,  241 — 242). 
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10.4Л.  Интерференция  квазимонохроматическо  го  света.  Взаимная  ин¬ 
тенсивность.  Обратимся  вновь  к  интерференционному  эксперименту,  изобра¬ 
женному  на  рис.  10.1.  Согласно  уравнению  (10.3.20)  интенсивность  в  точке  $ 
интерференционной  картины  задается  соотношением 

/  (С)  =  /ш  (<2)  +  /*  (<2)  +  2  I  ѵ„  М I  соз  [а12  (т)-б],  (1) 

где 

т  =  5і^і  б  =  2л?ѵт  =  -=-(8,— «,).  (2) 


Допустим,  что  мы  имеем  здесь  дело  с  квазимонохроматически м  светом. 
Тогда  из  уравнения  (10.3.18)  следует  (аналогично  тому,  как  это  было  показано 
в  связи  с  уравнением  (10.2. 1 1)),  что  но  сравнению  с  соз  2яѵт  и  зіп  2яѵт  величины 
|у12(т)1  и  аій(т)  будут  медленно  меняющимися  функциями  т.  Более  того,  если 
отверстия  в  Рі  и  Р2  достаточно  малы,  интенсивности  /(1)(©  и  І12)(С })  света, 
дифрагировавшего  на  каждом  отверстии  по  отдельности,  сохраняются  в  доста¬ 
точной  степени  постоянными  в  области,  в  которой  соз  2яѵт  и  зіп  2эхѵт  много¬ 
кратно  меняют  знак.  Отсюда  следует,  что  распределение  интенсивности  в  окрест - 
лости  любой  точки  С}  слагается  из  почти  однородного  фона  /(І)(Ф)  +  /(2)(ф) 


/ , 
4Іи) 


I 


I 


21™ 


Рис.  10.2.  Распределение  интенсивности  в  интерференционной  картине,  образованной  двумя 
квазимонохроматическими  пучками  равной  интенсивности  /(1>  со  степенью  когерентности  |-у|. 
Л -когерентна я  суперпозиция  С] V)  =  1  >-  б -частично  когерентная  суперпозиция  (0<]у]<1);  #-неко- 

герентная  суперпозиция  (ѵ=0). 


и  наложенного  на  него  синусоидального  распределения  с  почти  постоянной 
амплитудой,  равной  2  V  І{1)  (<2)  V  /(3)  (<2)  |  Уі2  (т)  I-  На  рис.  10.2  показано  рас¬ 
пределение  полной  интенсивности  для  трех  типичных  случаев.  Максимумы 
и  минимумы  интенсивности  вблизи  ф  с  хорошей  точностью  определяются  выра¬ 
жениями 

=  /'” «*)■ +/“> «2) +2И7^(0) УТ^Щ |Ти(т)|.  \ 


Следовательно,  видноспгь  полос  в  точке  (^)  равняется 

№9  е/тч  _  /мисг-  'ми,т  __  2  У'іЩЯ)  ѴТЩ~0) 
/«„кс  +  Лаи,  “  '(і>  (3)+/<2)  (^) 


I  Ѵи  И)  |. 


(4) 


Эта  формула  связывает  видность  полос  с  интенсивностями  двух  пучков  и  их 
степенью  когерентности.  Если,  как  часто  бывает,  интенсивности  обоих  пучков 
равны  І/ш  =  /(2)],  то  (4)  переходит  в 

|т„(т)|,  (5) 

/п.  е,  в  этом  случае  видность  полос  равна  степени  когерентности . 

Согласно  (1)  и  (2)  положения  максимумов  интенсивности  вблизи  5  опре¬ 
деляются  выражением 

(5а — 52)  — ам (т)  =  2тл  (т  =  0,  ±1,  ±2,  ...). 

К 
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Таким  же  выражением  определялись  бы  положения  максиму  мов_пр  и  освещении 
отверстий  строго  монохроматическим  светом  с  длиной  волны  А.,  если  бы  фаза 
колебаний  в  Рг  отставала  относительно  фазы  в  Р>  на  а12(т).  Согласно  (7.3.7) 
отставание  фазы  на  величину  2а  соответствует  смещению  интерференционной 
картины  в  направлении,  параллельном  РгР2\  на  величину  аШ,  где  й —  рас¬ 
стояние  между  1\  и  Р2 ,  а  а —  расстояние  между  экранами  Л  и  ЗВ.  Следова¬ 
тельно,  полосы ,  полученные  с  к&азимонохроматичесіаім  светом,  смещены  отно¬ 
сительно  полос ,  которые  обрасссались  бы  при  синфазном  освещении  точек  /\ 
и  Рг  монохроматическим  светом  на  величину 


х 


А  а_ 
2л  іі 


<*и00 


(6) 


е  направлении ,  параллельном  линии ,  соединяющей  отверстия . 

Мы  видим,  что  из  измерений  видности  и  положения  интерференционных 
полос  можно  оп ределшъ  амплитуду  и  фазу  комплексной  степени  когерент¬ 
ности  квазимонохроматических  пучков  света.  Метод  их  определения  тесно  свя¬ 
зан  с  описанным  в  и.  7.5.8  методом  Майкельсона  для  определения  распределе¬ 
ния  интенсивности  в  спектральных  линиях  из  измерений  кривых  видности. 
Из  уравнений  (10.3.10)  и  (10.3.30)  следует,  что 

<30 

^  О  (ѵ)  ехр  ( —  2шѵт)  (іѵ 

ЪіЮ  =  , 

^  С(ѵ)іѵ 
о 

где  С(ѵ)  —  спектральная  плотность.  Следовательно,  согласно  обратной  тео¬ 
реме  Фурье,  0(\')  пропорциональна  фурье-образу  величины  ѴіА)-  Но  мы  толь¬ 
ко  что  видели,  что  модуль  уц(т)  по  существу  равен  видности  полос,  образую¬ 
щихся  в  соответствующем  интерференционном  эксперименте,  а  фаза  уи(т) 
связана  с  их  положением  простым  соотношением.  Таким  образом,  мы  прихо¬ 
дим  к  такому  же  способу  расчета  С,  каким  пользовался  Майкельсон.  Очевидно, 
можно  считать,  что  кривые  видности,  приведенные  на  рис.  7.54  и  7.55,  пред¬ 
ставляют  ІѴііі  как  функцию  разности  хода  двух  интерферирующих  пучков. 

На  практике  время  задержки  т  одного  интерферирующего  пучка  относи¬ 
тельно  другого  часто  довольно  мало,  и  тогда  приведенные  выше  формулы  легко 
упростить.  Согласно  уравнениям  (10.3,10),  (10.3.18)  и  (10.3.30)  имеем 

1  Г„  (Ы ехр  [/аи  (т)]  =Ѵіг  ѴТ%  I  у18  (т)  I  ехр  [«а12  (т)]  = 

да 

—  4  $  С12  (ѵ)  ехр  [—  2 ш  (ѵ  — ѵ)  т]  іѵ.  (7) 
о 


Если  модуль  |т|  так  мал,  что  |(ѵ — ѵ)т^1  для  всех  частот,  при  которых 
]Сі2(ѵ)|  имеет  заметную  величину,  т.  е.  если 

(8) 


то,  очевидно,  мы  внесем  лишь  небольшую  ошибку,  если  заменим  экспоненци¬ 
альный  член  подынтегрального  выражения  в  (7)  единицей.  Условие  (8)  озна¬ 
чает,  что,  согласно  (7.5.105),  (х|  должен  быть  мал  по  сравнению  с  временем  ко¬ 
герентности  света.  При  этом  условии  |Г12(т)|,  |у12(т)|  и  а12(т)  незначительно 


30  М  Ьоон.  Э.  ЬолоФ 
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отличаются  от  |Г12(0)|,  Іѵ  із(0)|  и  а18(0)  соответствен нѳ.  Удобно  положить*) 


•/.а=Г12(0)  =  <У1(ОѴ3*(0>,  (9а) 

=  (°) =  =  }П й  ПЙЙ  =  ѵ%  ут2 '  (9б> 

Ри  =  «и  (0*1  =  аг§  уіг  (0)  =  аг§  ц,Х2.  (9в) 

Теперь  уравнения  (10.3.10)  и  (10.3.18)  дают  при  выполнении  условия  (8) 

Таг  (*)  »  |  р1а  |  ехр  [і  (Р12— 2лѵт)]  =|х12ехр  (— 2?иѵт),  (10а) 

Г„  (т)  ехр  [і  (р12 — 2л  ѵт)]  =  ^^2  е^р  ( —  2шѵт).  (106) 


Таким  образом,  при  выполнении  условия  (8)  во  всех  наших  формулах  мы  можем 
заменить  уг2(т)  и  Г12(т)  на  величины ,  стоящие  в  правых  частях  соотношений 
(10а)  и  (106)  соответственно .  В  частности ,  закон  интерференции  (1)  примет і 
вид  _  _ 

і(<пжі<»(<э)+ім((и+2Ѵі“чя)Ѵ'(т (<г)іі*місов(рм-в).  (п> 

Он  будет  выполняться  до  те^  пор,  пока  разность  хода  І52-^  5і|  —  с  |т|  между 
интерферирующими  пучками  будет  мала  по  сравнению  с  длиной  когерентно¬ 
сти  с! Дѵ,  т.  е.  до  тех  пор,  пока 

|Л^|  =  К-*І  =  |в<!.  (12) 

где  использовано  соотношение  с! Дѵ  =  А,2/АХ. 

Уравнение  (11)  является  основной  формулой  элементарной  (квазимоно¬ 
хроматической)  теории  частичной  когерентности.  Эта  теория  составит  предмет 
рассмотрения  в  оставшейся  части  настоящего  параграфа;  в  §  10.5  будут  рас¬ 
смотрены  некоторые  ее  приложения.  Если  справедливо  уравнение  (11)  (т.  е. 
выполнены  неравенства  (8)  или  (12)),  то  корреляция  между  колебаниями  в  лю¬ 
бых  двух  точках  Рг  и  Р2  волнового  поля  характеризуется  нс  Г13(т),  а  У12,  т.  е. 
величиной,  которая  зависит  не  от  разности  времен  т,  а  от  положения  этих 
точек.  В  пределах  применимости  элементарной  теории  мы  можем  написать,  как 
видно  из  (10а), 

I  Ѵі2  (т)  I  ^  I  Мчгі»  (13) 

так  что  |  р-,.а|(0^  ІріаІ^І)  представляет  степень  когерентности  колебаний 
в  точках  Рг  и  Р2.  Из  уравнения  (1 1)  следует,  что  фаза  |312  величины  \іі2  представ¬ 
ляет  собой  эффективную  разность  фаз  этих  колебаний.  Величину  {і12  (так  же, 
как  и  у12(т),  частным  случаем  которой  она  является)  обычно  называют  комплекс¬ 
ной  степенью  когерентности  (иногда  комплексным  коэффициентом  когерент¬ 
ности ),  величину  /12 — *  взаимной  интенсивностью . 

10.4.2.  Расчет  взаимной  интенсивности  и  степени  когерентности  для  све¬ 
та  от  протяженного  некогерентно  го  квазимонохроматического  источника. 
а.  Теорема  Ван-Циттерта — Цернике .  Определим  взаимную  интенсивность 
^12  и  комплексную  степень  когерентности  р12  для  точек  Р і  и  Р2  экрана  Л,  осве¬ 
щаемого  протяженным  квазимонохроматическим  первичным  источником  а. 
Для  простоты  в  качестве  а  возьмем  часть  плоскости,  параллельной  Л,  и  пред¬ 
положим,  что  среда  между  источником  и  экраном  однородна.  Допустим  также, 
что  малы  как  линейные  размеры  а  по  сравнению  с  расстоянием  00 '  между  ис¬ 
точником  и  экраном  (рис.  10.3),  так  и  углы  между  ОО’  и  линиями,  соединяющи¬ 
ми  произвольную  точку  5  источника  с  точками  Р1  и  Р2. 

Вообразим,  что  источник  разделен  на  элементы  (Іаи  . . «  с  линейными 
размерами,  малыми  по  сравнению  со  средней  длиной  волны  Я,  и  центрами,  на- 

*)  Мы  вновь  пользуемся  сокращенным  обозначением,  т.  е.  пишем  ^12  вместо  ^  ( Ръ  Р2 ) 
и  т.  д. 
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холящимися  в  точках  5Ь  ...  Если  Ѵт1(і)  и  Ѵт2(і)  —  комплексные  возму¬ 
щения  в  точках  Рх  и  Р2,  обусловленные  элементом  (Іат ,  то  общее  возмущение 
в  этих  точках  равно 

Ѵі(0=2ѵвІ(о.  (о- 

т  т 

(14) 

Следовательно, 

ПР„  Л)  = 

= <ух  (о  ѵі  (о> = 2  <  ѵ„  (о  (о>+ 

+22<^«.(0ѵь  (ох  (і5) 

ш-Фп 

Световые  колебания,  создаваемые  раз-  рис.  10.3,  К  теореме  Ван-Циттерта — Церникё. 
личными  элементами  источника,  мож¬ 
но  считать  статистически  независимыми  (взаимно  некогерентными),  причем 
среднее  значение  поля  равно  нулю;  тогда  *) 

’  <^М^(Ф  =  <^іМ><Ѵ;2М>=0,  когда  тфіи  „  (16) 


Если  и  Яш2  —  расстояния  точек  Рг  и  Р2  до  элемента  источника  <2огт,  то 

(ехр[  —  2кіѵ(і  —  Рм1/ѵ)]  ^ 

(17) 


ѵ„  «)=*.(<—») 

Ѵт*  (0  =  А.( 


Яп 


І 


ехр  [  —  2 шѵ{і—Нтгіѵ)\ 
Ртъ 


где  |Лт|  характеризует  силу,  а  аг^  Лт  —  фазу  излучения  от  /п-го  элемента**), 
а  ѵ  —  скорость  света  в  среде  между  источником  и  экраном.  Следовательно, 


<  ѵм  (і)  (0  у =  (  Ат  (і  — )  А'т  ( *  — &»)) 

=  (ДЩ)Л 


ехр 


(2яіѵ  (^и1  — 1?иа)) 


Г 


г 


Кті  Кя 


■)) 


ехр|  2шу(/?тг  ^тг)\ 


•  (18) 


Если  разность  хода  #ш2 — /?ті  мала  по  сравнению  с  длиной  когерентности 
света,  в  аргументе  А*т  можно  пренебречь  запаздыванием  (^тй —  Ят1)/ѵ«  Тогда 
из  (15),  (16)  и  (18)  получим 

І2 ліѵ(Рт1—Рт2)\ 

,  ЛР»  р8)=2<лл(ол;(о>^н — ” - і\  (І9) 

т  Кті 

Величина  <Ат(і)  Л^(0>  характеризует  интенсивность  излучения,  испускае¬ 
мого  элементом  источника  сІот.  В  любом  практически  интересном  случае 
число  элементов  источника  можно  считать  настолько  большим,  что  мы  вправе 
рассматривать  источник  как  непрерывный.  Обозначая  через  I  (8)  интенсивность 
на  единицу  площади  источника,  т.  е.  I (8т)сІвт^=<Ат{і)  А*т{і)>,  получим ***) 


•)  О  некогерентности  можно  говорить  лишь  при  наличии  конечного  (хотя  не  обязательно 
широкого)  спектрального  интервала;  поэтому  уравнение  (16)  неверно  для  идеализирован¬ 
ного  случая  строго  монохроматического  света.  Для  монохроматического  света  ѴтЛ  (/)=* 
—  Ѵті  ехр  (— 2яМ),  Ѵп2(і)=ип2  ехр  (— Яяіѵі),  где  1)т1  и  ІІп2  не  зависят  от  времени,  так  что 
(Ѵт1  У))-  ё/га1ё/и2,  а  эта  величина  в  общем  случае  отлична  от  нуля. 

**)  В  общем  случае  Ат  зависит  также  от  направления,  но  для  простоты  мы  пренебрежем 
втой  зависимостью. 

***)  В  дальнейшем  мы  будем  часто  пользоваться  обозначениями  4*5,  (ІРХ ,  . . .  для  элемен¬ 
тов  поверхности  с  центрами  в  точках  8,  Ръ  ... 


30* 
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вместо  (19) 


РА)  =  $/($) 


ехр  { ік  (/?,  —  Р2)} 


аз, 


(20) 


где  /?д  и  і?2 —  расстояния  между  произвольной  точкой  5  источника  и  точками 

Яі  и  Р2,  а  к—  2лѵ/і/ —  2лД — волновое  число  в  среде.  Комплексная  степень 
когерентности  р(  Ръ  Р2),  согласно  (20)  и  (96),  равна 

1  С  ехр  { ік  (#і  —  Р2)}  ле  /т\ 

(ИЛ.  Рг)=угТЩ  ѴТЩ'  ]  1  (5)  кЖ  ’ 


'  де 


ПРгі^ЛРг,  Рг)  =  ^03,  I  (Р„)  =  / (Я»,  Л)  =  | <18  (21а) 


•—  интенсивности  в  точках  Рг  и  Р2. 

Мы  видим,  что  интеграл  (21)  совпадает  С  интегралом,  который  появляется 
в  другом  случае,  а  именно  при  вычислении  на  основе  принципа  Гюйгенса  — 
Френеля  комплексного  возмущения  в  дифракционной  картине,  возникающей 
при  дифракции  сферической  волны  на  отверстии  в  непрозрачном  экране.  Точ¬ 
нее,  (21)  означает,  что  комплексная  степень  когерентности ,  которая  описывает 
корреляцию  колебаний  в  фиксированной  точке  Р2  и  переменной  точке  РЛ  плоско¬ 
сти ,  освещенной  протяженным  квазимонохроматическим  первичным  источни¬ 
ком,  равна  нормированной  комплексной  амплитуде  в  соответствующей  точке 
Рг  некоторой  дифракционной  картины  с  центром  в  точке  Р2.  Эта  картина 
получится ,  если  заменить  источник  дифракционным  отверстием  такого  же 
размера  и  формы  и  заполнить  его  сферической  волной ,  сходящейся  в  Р2,  причем 
распределение  амплитуд  по  волновому  фронту  в  отверстии  должно  быть  про¬ 
порциональным  распределению  интенсивности  по  источнику.  Этот  результат 
впервые  был  получен  Ван-Циттертом  [8],  а  позднее,  более  простым  способом, 
Цернике  [11].  Мы  будем  именовать  его  теоремой  Ван-Циттерта — Цернике . 

В  большинстве  приложений  можно  считать,  что  интенсивность  I  (5) 
не  зависит  от  положения  точки  5  на  поверхности  (постоянная  интенсивность). 
Тогда  соответствующая  дифракционная  проблема  совпадает  с  проблемой 
дифракции  сферической  волны  постоянной  амплитуды  на  отверстии  такого  же 
размера  и  формы,  как  и  источник. 

Пусть  (5,  л)  —  координаты  произвольной  точки  5  источника  в  системе 
с  началом  в  точке  О,  и  пусть  (Хі,  К,)  и  (Х3,  У2)  —  координаты  точек  Р<_  и  Р2 
в  системе  с  началом  в  точке  О '  и  осями,  параллельными  осям  первой  системы 
<см.  рис.  10.3),  Тогда,  если  Р  —  расстояние  00\  то 


так  что 


ъ„я+ъ=я+р=я.. 


(22) 


Здесь  оставлены  лишь  основные  члены  относительно  Хг!Р,  У ФР,  %!Р  и  г\/Рп 
Для  Р2  получается  точно  такое  же  выражение  и,  следовательно, 


о  р  ^  (Хі4~Гі)  —  (Ха+Ка) (Х^  —  Х2)  — У2)  д 

Аі  ~  2$  Р 


(23) 


В  знаменателе  подынтегральных  выражений  (20)  и  (21)  Р г  и  с  достаточно 
хорошей  точностью  можно  заменить  иа  Р.  Положим  также 


(24) 


к  [(Хі-рГг)  —  + 

2Р 


(25) 
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Тогда  (21)  примет  вид 

^5  5 7  ^  ^ ехр  *■  ^  ^ ^  ^ йц 

- — - - .  (26)  1 

]]  1  (І.  Л)^1! 

а 

Следовательно,  если  линейные  размеры  источника  и  расстояние  между  Рг  и  Р2 
малы  по  сравнению  с  расстоянием  тих  точек  от.  источника,  степень  когерент¬ 
ности  |  р12 1  равна  абсолютному  значению  нормированного  преобразования  Фурье 
от  функции ,  описывающей  интенсивность  источника. 

Величина  ф,  определяемая  (25),  допускает  простую  интерпретацию. 
Согласно  (23)  она  представляет  собой  разность  фаз  2я  (0Рг — ОР2)І'к7  которой, 
очевидно,  можно  пренебречь,  когда 


ОРх~ОР2<^Х.  (27) 

Для  однородного  источника  в  виде  круга  радиуса  р  с  центром  в  точке  О, 
интегрируя  (26),  получим  (см.  п.  8.5.2) 


где 


=  (28) 

с  =  кр  ѴѴ+Ф  =  у  Ѵ&г-Х'Г  +  <У,-  Га)\  I 

2^  Г(х;+ѵ!)-(ХІ+/|)  ]  I  (29) 

Я  [.  2/?  Г  ) 


а  ^ і —  функция  Бесселя  первого  рода  первого  порядка  *).  Согласно  п.  8.5.2 
величина  ^!(ѵ)/ѵ\  монотонно  уменьшается  от  значения,  равного  единице  при 
до  нулевого  значения  при  ѵ  =-3,83.  Таким  образом,  степень  когерент¬ 
ности  монотонно  уменьшается,  когда  точки  Рг  и  Р2  удаляются  друг  от  друга. 
При  удалении  Рх  и  Р2  на  расстояние 

РіР»  -  ѴіХ^Х^-гіУ-УЛ  =  (30) 


достигается  полная  некогёрентность.  При  дальнейшем  увеличении  ѵ  вновь  воз¬ 
никает  небольшая  когерентность,  но  степень  ее  остается  меньше  0,14.  Полная 
некогерентность  вновь  наступает  при  ѵ  -•=  7,02.  Проходя  через  нуль,  функция 
^1(ѵ)  каждый  раз  меняет  знак,  т.  е.  фаза  [Д2=  аг^р]2  при  этом  изменяется  на  я. 
Следовательно,  после  каждого  исчезновения  полос  яркие  и  темные  полосы 
меняются  местами. 

Функция  \2]\(ѵ)іѵ\  монотонно  уменьшается  от  значения,  равного  единице 
при  ѵ -=(),  до  0,88  при  у  =  1,  т.  е.  при 


0Л6РХ 


(31) 


Считая  отклонение  в  12%  максимально  допустимым  отклонением  от  идеаль¬ 
ного  значения,  равного  единице,  получим,  что  квазимонохроматический  одно¬ 
родный  источник  углового  радиуса  сс=р/Р  почти  когерентно  освещает  пло¬ 
щадку  в  виде  круга  диаметром  **)  0,16  Л/а.  Этот  результат  полезен  при  оценке 


*)  Никакой  путаницы  не  должно  возникать  оттого,  что  символ  ^  используется  также  для 
обозначения  взаимной  интенсивности,  так  как  последняя  встречается  всегда  с  двумя  индексами 
или  с  несколькими  аргументами. 

**)  Верде  еще  в  1865  г.  нашел,  что  диаметр  «кружка  когерентности»  несколько  меньше 
0,5  Ял/р  II]. 
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размеров  источника,  требуемых  при  проведении  экспериментов  по  интерферен¬ 
ции  и  дифракции. 

В  качестве  примера  рассмотрим  размеры  «области  когерентности»  вокруг 
произвольной  точки  экрана,  освещаемого  непосредственно  Солнцем.  Угол  2гх, 
под  которым  солнечный  диск  виден  на  поверхности  Земли,  составляет  около 
0~32'  ^0,018  рад .  Следовательно,  если  пренебречь  изменением  яркости  по  по¬ 
верхности  солнечного  диска,  диаметр  <1  области  когерентности  приблизительно 
равен  0,16  Х/0,009  »  18Х.  Для  средней  длины  волны  >.  =  5,5- ІО-5  см  получим 
<іл=0,01  мм. 

В  связи  с  изложенным  выше  предстает  в  новом  свете  метод  Майкельсона 
измерения  угловых  диаметров  звезд  (см.  п.  7.3.6).  Согласно  (5)  и  (13)  видиость 
полос  равна  степени  когерентности  световых  колебаний  на  двух  внешних  зер¬ 
калах  (Мг  и  М2  на  рис.  7.16)  звездного  интерферометра  Майкельсона.  Для 
звездного  дисками  виде  круга  постоянной  яркости  с  угловым  радиусом  а  наи¬ 
меньшее  разделение  зеркал,  при  котором  степень  когерентности  обращается 
в  нуль  (первое  исчезновение  полос),  равно,  согласно  (30),  0,61Я/а,  что  соответ¬ 
ствует  (7.3.42).  Более  того,  из  измерений  видности  и  положения  полос  в  прин¬ 
ципе  можно  определить  не  только  диаметр  звезды,  но  и  распределение  интен¬ 
сивности  по  ее  диску.  В  самом  деле,  согласно  п.  10.4.1,  измерения  видности 
и  положения  полос  эквивалентны  определению  как  амплитуды,  так  и  фазы  ком¬ 
плексной  степени  когерентности  р<і2,  а  согласно  (26)  распределение  интенсив¬ 
ности  пропорционально  обратному  фурье-преобразованию  р12. 

В  п.  7.3.6  мы  упоминали  о  важной  модификации  звездного  интерферометра 
Майкельсона,  предложенной  Брауном  и  Твиссом.  В  разработанной  ими  сис¬ 
теме  свет  от  звезды  фокусируют  на  два  фотоэлектрических  детектора  Рг  и  Д2, 
и  информация  о  звезде  получается  путем  изучения  корреляции  флуктуаций 
их  выходных  токов.  Полный  анализ  характеристик  такой  системы  должен  учи¬ 
тывать  квантовую  природу  фотоэффекта  *);  он  требует  также  определенных 
знаний  по  электронике  и  поэтому  выходит  за  рамки  настоящей  книги.  Однако 
нетрудно  понять  принцип  метода.  При  идеальных  условиях  эксперимента  (от¬ 
сутствие  шума)  ток  на  выходе  каждого  фотоэлектрического  детектора  пропор¬ 
ционален  мгновенной  интенсивности  1  ( і )  падающего  света,  а  флуктуация  этого 
тока  пропорциональна  А /(/)=/(/) — </(/)>.  Следовательно,  в  интерферометре 
Брауна  и  Твисса  измеряется  величина,  пропорциональная  О^^АДД/з). 
Простой  статистический  расчет  показывает  [59]  (см.  также  160]),  что  про¬ 
порционально  квадрату  степени  когерентности  и,  значит,  величина  ^12,  так 
же  как  и  |р12|,  дает  информацию  о  размере  звезды. 

б.  Формула  Г опкииса.  При  выводе  формулы  Ван-Циттерта  —  Цернике 
(21)  мы  считали,  что  среда  между  источником  а  и  точками  Р±  и  Р2  однородна. 
Нетрудно  обобщить  эту  формулу  на  другие  случаи,  например  на  случай  неодно¬ 
родной  среды  или  среды/ состоящей  из  ряда  однородных  областей  с  разными 
по  к  аз  ател  ям  и  прел  ом  лени  я . 

Вновь  представим  себе,  что  источник  разделен  на  небольшие  элементы 

до2і  ...  с  центрами  в  точках  $і,  52,  причем  линейные  размеры  этих 
элементов  малы  по  сравнению  со  средней  длиной  волны  X .  Если,  как  и  раньше, 
Ут\{і)  и  Ѵт2іі)  —  возмущения  в  точках  Рг  и  Р2 ,  обусловленные  элементом 
(Іоті  то  уравнения  (15)  и  (16)  остаются  по-прежнему  справедливыми,  но  в  (17) 
каждый  множитель  (ехр  (/  1»  2;  к  —2 яѵ/ц)  необходимо  заменить 

более  общей  функцией.  Введем  функцию  пропускания  среды  К (5,  Я,  ѵ),  опре¬ 
деляемую  так  же,  как  это  было  сделано  в  п.  9.5.1.  Она  представляет  комплекс¬ 
ное  возмущение  в  точке  Р ,  обусловленное  монохроматическим  точечным  ис¬ 
точником  с  единичной  силой  и  нулевой  фазой,  испускающим  излучение  частоты 
ѵ  и  распол ожен ным  в  точке  5  элемента  ко.  Для  однородной  среды  из  принципа 

*)  См.  [55].  См.  также  [54,  56 — 581. 
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Гюйгенса  —  Френеля  находим,  что  К (5,  Р,  ѵ)  = — (іехр  ікЯ)/ХЯт  где  Р  — 
расстояние  ЗР;  при  этом  предполагается,  что  угол  между  ЗР  и  нормалью  к  йа 
достаточно  мал.  В  более  общем  случае  множитель  ехр  ікЯт3!Яті  необходимо 
заменить  на  і%К (3 т,  Р:,  ѵ),  и  тогда,  переходя  к  непрерывному  распределению, 
вместо  (20)  мы  получим  следующее  соотношение: 

/(Я,,  Я2)=Ц  /(5) /С  (5,  Я„  ѵ)  К*  (5,  Я2,  ѵ)с!3 .  (32) 

а 

Согласно  (32)  и  (96)  имеем 

И  (/>1’  Р »>  =  р  (5)  АТ  (5,  Л.  ѵ)  К*  (5.  Р2,  ѵ)  (33) 

где  /  (Рг)“/ (Р2,  Рх)  и  I  (Р2і  Р^)  —  интенсивности  в  точках  Рг  и  Р2 

соответственно.  ^ 

Для  дальнейшего  полезно  представить  последние  два  соотношения  в  не¬ 
сколько  иной  форме.  Положим 

ак(8,  Я,,  V)  1/77$)  =  V  (5,  Я,),  «ж (5,  Я„  7)  1/775)  -=  (У  (5,  Я2).(34) 
Тогда  формулы  (32)  и  (33)  примут  вид 

^  (Я„  я2)  =  \и  (5.  Я.)  У» (5,  Я.)  гі5,  (35а) 

С7 

Л)==77Шгтш1^(5’  Рг)ѴЧ8'  РМ8-  (35б) 

о 

Отметим,  что  определяемая  соотношением  (34)  величина  V  (3,  Р)  пропорцио¬ 
нальна  возмущению,  которое  возникало  бы  в  точке  Р  от  строго  монохроматиче¬ 
ского  точечного  источника,  испускающего  излучение  частотой  ѵ  (с  силой 
У' I  (5)  и  нулевой  фазой)  и  расположенного  в  точке  5.  Таким  образом,  можно 
рассматривать  формулы  (35)  как  соотношения,  выражающие  взаимную  интен¬ 
сивность  ./  (Р і,  Р2)  и  комплексную  степень  когерентности  \і(Ри  Рг),  обуслов¬ 
ленные  протяженным  квазимонохроматическим  источником,  через  возмущения , 
создаваемые  в  Рг  и  Р2  каждой  точкой  ассоциированного  монохроматического 
источника  *). 

Выражение  (356)  было  впервые  предложено  Гопкинсом  [12],  исходившим 
из  эвристических  предположений.  Оно  чрезвычайно  полезно  при  решении  про¬ 
блем  когерентности  в  инструментальной  оптике.  Основная  ценность  этой  фор¬ 
мулы  состоит  в  том,  что  так  же,  как  и  теорема  Ван-Циттерта  —  Церникс,  она 
позволяет  рассчитать  комплексную  степень  когерентности  света,  испускаемого 
некогерентным  источником,  без  явного  использования  процесса  усреднения, 

10.4.3.  Пример.  В  качестве  иллюстрации  к  предыдущим  рассуждениям 
рассмотрим  такой  эксперимент.  Первичный  источник  а0  с  помощью  линзы 
изображается  на  небольшое  отверстие  ох.  Пучок  света,  выходящий  из  этого 
отверстия,  превращается  в  параллельный  линзой  Ьх.  Вторая  линза  в  точ¬ 
ности  подобная  Ьи  сводит  интерферирующие  пучки  в  фокусе  р  своей  фокаль¬ 
ной  плоскости  & .  Плоское  зеркало  М  служит  для  уменьшения  общей  длины 
прибора  (рис.  10. 4.). 


*)  Нельзя  предположить,  что  для  такого  воображаемого  источника  взаимная  интенсив¬ 
ность  и  комплексная  степень  когерентности  света  также  будут  определяться  формулами  (35). 
Как  отмечалось  выше,  соотношение  (16),  использованное  при  выводе  этих  формул,  несправед¬ 
ливо  в  предельном  случае  монохроматического  излучения;  сіепень  когерентности  монохромати¬ 
ческого  света  фактически  всегда  равна  единице. 
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Если  в  параллельном  пучке  между  линзами  Іх  и  расположить  дифрак¬ 
ционную  маску  (темный  экран  Л,  например,  кусок  равномерно  почернев¬ 
шей  пленки)  с  отверстиями  любого  желаемого  размера  и  формы  и  с  любым  их 
распределением,  то  в  фокальной  плоскости  |Г  получится  ее  фрауигоферовская 
дифракционная  картина.  Обычно  оператор  может  смещать  маску,  рассматри¬ 
вая  в  то  же  время  дифракцион¬ 
ную  картину  в  микроскоп  *). 

Если  в  качестве  о0  исполь- 
зов ать  квазимонох р ом ат ически й 
точечный  источник,  то  вблизи  его 
геометрического  изображения  в 
плоскости  0!  получилось  бы  ко- 
Ж  герентное  освещение.  Размер 

Рис.  10.4.  Схема  дифрактометра.  такой  когерентно  освещаемой 

области  порядка  эффективного 
размера  дифракционной  картины  Эйри  вл,  образуемой  линзой  и  соз¬ 
даваемой  одной  точкой  источника.  Можно  считать,  что  распределение  свега 
в  плоскости  аь  обусловленное  конечным  первичным  источником,  возник¬ 
ло  в  результате  некогерентной  суперпозиции  ряда  таких  картин.  Если,  мы 
предположим,  что  изображение  этого  протяженного  источника,  образуемое 
Ь0,  и  отверстие  оу  велики  по  сравнению  с  аАі  то  освещенное  отверстие  Оі  само 
служит  некогерентньілі  источником  **).  Согласно  теореме  Ван-Циттерта  — 
Цернике  при  таком  источнике  будет  существовать  корреляция  между  колеба¬ 
ниями  в  любых  двух  точках  на  первой  поверхности  линзы  (или,  для  боль¬ 
шей  общности,  в  плоскости  Л).  При  обычных  приближениях  находим,  что  комп¬ 
лексная  степень  когерентности  определяется  формулой  (28),  т.  е. 

И  і2  =- 1  Нп  I  ехр  (/р12)  =  ехр  (гф),  (36а) 

где 

5  =  2я/  ГІ-ГІ\  (366) 

И  Т  і\  2  к  ) 


Рі —  радиус  оь  Р  —  расстояние  между  и  Ьи  гг  и  г2 —  расстояния 
от  Рг  и  Р2  до  оси. 

Если  дифракционная  маска  Л  содержит  два  небольших  круглых  отверстия 
с  центрами  в  точках  Рх  и  Ръ  то  получающаяся  картина,  наблюдаемая  в  фокаль¬ 
ной  плоскости  рГ,  обусловлена  суперпозицией  двух  выходящих  из  этих  отвер¬ 
стий  частично  когерентных  пучков  со  степенью  когерентности  ІЦі3|.  Рассмотрим 


Рис.  10.5.  К  расчету  распределения  интенсив¬ 
ности  в  -фокальной  плоскости  дифрактометра. 


изменения  в  структуре  этой  карти¬ 
ны  при  постепенном  увеличении 
расстояния  между  Рг  и  Р2і  т.  е. 
при  изменении  степени  когерентно¬ 
сти  между  двумя  интерферирующи¬ 
ми  пучками. 

Предположим,  что  точки  Рх  и 
Рг  расположены  симметрично  отно¬ 
сительно  оси.  Тогда  ф  —  0,  а  интен¬ 
сивности  Рг)(0)  и  /( ’>((?)  в  точке  <3 
фокальной  плоскости,  связанные 


с  каждым  из  двух  пучков,  равны  и  выражаются  с  помощью  формулы 


Фраунгофера  для  дифракции  на  круглом  отверстии  (8.5.14).  Если  точка 


*)  Этот  прибор  известен  как  дифрактометр  и  используется  главным  образом  в  оптиче¬ 
ских  дифракционных  методах  для  решения  проблем  рентгеноструктурного  .анализа  (см.  [61 — 
53]) 

**)  Этот  вопрос  рассматривается  количественно  в  п.  10.5.1  (см.  также  [64]). 
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служит  фокусом  для  лучей,  дифрагировавших  в  направлениях,  которые 
образуют  угол  ср  с  нормалью  к  А,  и  если  а  — -  радиус  каждого  отверстия 
(рис.  10.5),  то  с  точностью  до  нормирующего  множителя  имеем 

/<1>(СЗ>=  /(а>  (^)=  (~^)а.  «  =  ^азіп<р.  (37) 

Разность  фаз  6  для  пучков,  дифрагировавших  к  <2,  равна 

>  6  =  ё/уѴ  =  І^5Іпф  =  Сш>,  С  =  (38) 

X  3  X  ™  2я  Ріа  Ѵ  ’ 

где  N  —  основание  перпендикуляра,  опущенного  из  Рг  на  луч,  идущий  из 
точки  Р2.  Подставляя  (36),  (37)  и  (38)  в  (11),  окончательно  получим  для- интен¬ 
сивности  в  точке  <2(ср)  фокальной  плоскости,  когда  отверстия  Рх  и  Р2  раз¬ 
делены  расстоянием  сі ,  соотношение 


/(ф,  <0-2('  ^  Л  [і+  ‘(  '  С05  (рда  (&)  Сиѵ)  1 , 

(39) 

где 

РіЛ»)  =  0,  когда 

и 

Рі2(ц)  =  я,  когда  <0.  ] 

(40) 

На  рис.  10.6  показаны  фотографии  картин,  полученных  с  помощью  такого 
устройства  для  различных  расстояний  (і.  Приведены  также  соответствующие 
теоретические  кривые,  рассчитанные  по  формуле  (39).  Пунктиром  показаны 
огибающие 


I 

1 


(41) 


Интересно  отметить,  что  при  р  =  я  (случаи  (Г)  и  (Д))  интенсивность  в  центре 
каждой  картины  имеет  в  соответствии  с  нашими  общими  выводами  относитель¬ 
ный  минимум,  а  не  максимум.  Изменение  степени  когерентности  при  взаимном 
удалении  обоих  отверстий  показано  на  рис.  10.7.  Соответствующими  буквами 
там  указаны  те  шесть  положений,  к  которым  относятся  фотографии  на  рис.  10.6. 

10.4.4.  Распространение  взаимной  интенсивности.  Рассмотрим  п^чок 
квазимонохроматичсского  света  от  протяженного  первичного  источника  сг 
и  предположим,  что  взаимная  интенсивность  известна  для  любой  пары  точек  на 
воображаемой  поверхности  А,  пересекающей  пучок.  Мы  покажем,  что  в  этом 
случае  можно  определить  взаимную  интенсивность  для  каждой  пары  точек  на 
любой  другой  поверхности  53,  освещаемой  светом  от  А  либо  непосредственно, 
либо  через  оптическую  систему. 

Предположим,  что  среда  между  А  и  53  однородна  и  ее  показатель  прелом¬ 
ления  равен  единице.  Пусть  и  (5,  <20  и  0(8 ,  <20  —  возмущения  в  точках 
и  <22  на  поверхности  53  (рис.  10.8),  обусловленные  произвольной  точкой  <5 
ассоциированного  монохроматического  источника.  Тогда,  согласно  (35),  взаим¬ 
ная  интенсивность  ^  (^и  <20  определяется  выражением 

0. ,)  =  $Щ$.  СЫУЧЗ,  <іг)<13.  (42) 


Величины  1/(8 ,  СО  и  1/(8 ,  <22)  на  основании  принципа  Гюйгенса  —  Френеля 
можно  выразить  через  возмущения  во  всех  точках  поверхности  Л  в  виде 


/  /  /  О  Л\  V  7  7  /  П  Л  \ 


ехр  (ік5\ ) 
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Рис  10  6  Интерференция  двух  пучков  частично  когерентного  света  [65] 

-наблюдаемые  картины  б -теоретические  кривые  интенсивности  Фокѵсные  расстояния  линз  <С0  I и  дифрактометра  /о=20  ел, 
1=^в  =  Яг=152  см  Диаметр  Д,=  5  см  Расстояние  от  І0  до  а,  составляет  40  см  расстояние  между  I,*  и  Дг-14  см  расстояние  от  зеркала 
Л  до  1-2  -  85  см  Диаметр  2р*  Отверстия  а(  равев  0  9  ІО-2  ел  Диаметр  2а  отверстий  о  точках  Д,  и  Д2-0  14  см  Средняя  длина  волны 

Х=Б790  А 
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Здесь  5Х  —  расстояние  между  точкой  < и  произвольной  точкой  Рг  на  поверхно¬ 
сти  Л,  Ах —  коэффициент  наклона  в  точке  Рх  (в  гл.  8  он  обозначался  буквой 
К),  6~2я ѵ/с — среднее  волновое  число.  Для  небольших  отклонений  от  нор¬ 
мали  к  поверхности  Л  Л» — ИХ.  Используя  (43)  и  аналогичное  выражение  для 
О  ((22)>  получим 

С  (5,  СЫѴ  (5,  <2,)=^  С/  (3,  Рг)  11*  (5,  Р„) 

лл 


'-АгКйР^Р,,  (44) 


10 


ОА 


ОА 


04 


причем  точки  Рх  и  Р2  независимо  друг  от  друга 
пробегают  всю  поверхность  интегрирования  Л. 
Подставим  теперь  (44)  в  (42)  и  изменим  порядок 
интегрирования.  Интегрирование  по  а  дает  точно 
Р  (Ри  Рг),  И  МЫ  ПОЛУЧИМ 

<г2)= 

-Й/Л.  р2) -хр-^^у 5з>1  А,л: ар, ар,.  (45) 

Эта  формула,  предложенная  Цернике  [66],  описы¬ 
вает  распространение  взаимной  интенсивности. 

ОА | — ^ — -д\ - 1 - [~  При  ее  выводе  мы  неявно  предполагали,  что  свет 

от  каждой  точки  поверхности  Л  достигает  точек 
Фі  и  С ?2 •  Наличие  любой  диафрагмы  между  обеими 
0  1  2  3  4  а'см  поверхностями  можно  учесть,  если  ограничиться 

интегрированием  лишь  по  тем  частям  поверх- 
Рис.  10.7.  Интерференция  двух  ности  Л>  которые  посылают  свет  К  и  ф2. 
пучков  частично^  когерентного  такой  способ  приводит  к  неверному  результату. 

Степень  когерентности  как  функция  5СЛИ  ДИафрЗГМа  СТОЛЬ  Мала,  ЧТО  нелЬЗЯ  ПрвНС- 

расстоянии  ё  между  д>«умя  освоща-  бречь  дифракционными  эффектами  на  ее  краях. 

емыми  отверстиями  в  дифрактометре  тт  ч  _ 

р,  —  0>45  іо-*  ^152  см  5=  Дифракцию  можно  учесть,  выполняя  переход  от 

=  5790  А,  предполагается  некоге-  4І-  К  В  ДВа  ЭТЗПа,  СНЗЧЗЛа  ОТ  Л  К  ПЛОСКОСТИ 

рентное  освещение  аг.  диафрагмы,  а  затем  от  плоскости  диафрагмы  к 
поверхности  3$. 

В  специальном  случае,  когда  точки  и  совпадают,  (45)  переходит 
в  следующее  выражение  для  интенсивности: 


\ 

\ 

А 

\ 

ь 

р=0 

'\т 

Аіг 

V 

/(0)=$$К/(Л)Г7(Рг)  і х[Р„  р,)^р  >>1  л,л;ар,ар2. 

ДД  12 


(46> 


Здесь  мы  выразили  Р  (Ри  Р%)  через  интенсивности  /(Рг),  /  (Р 2)  и  комплексную 


Рис.  10.&.  Распространение  взаимной  интенсивно¬ 
сти.  К  выводу  формулы  (45). 


Рис.  10.9.  К  выводу  форму- 
лы  (46). 


тепень  когерентности  р,(Рь  Р2).  В  этой  формуле  интенсивность  в  точке  < > 
представлена  в  виде  суммы  вкладов  от  каждой  пары  элементов  ЗР,,  сіР2  произ¬ 
вольной  поверхности  Лъ  пересекающей  пучок  (рис.  10.9).  Вклад  от  каждой 
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пары  элементов  зависит  от  интенсивности  в  точках  Рі  и  Р2  и  содержит  в  качестве 
весового  множителя  соответствующее  значение  комплексной  степени  когерент- 
ности  \і{Р і,  Р2).  Соотношение  (46)  можно  считать  выражением  принципа  Гюй¬ 
генса  —  Френеля  для  распространения  интенсивности  в  частично  когерентном 
поле.  Сходство  только  что  выведенных  формул  с  формулами  более  элементар¬ 
ной  теории  Гюйгенса — Френеля  имеет  глубокий  смысл,  который  выяснится 
при  строгой  формулировке  теории  частичной  когерентности  (см.  ниже,  §  10.7). 

Если  на  пути  света  от  А  до  ЗВ  находится  оптическая  система,  нужно, 
очевидно,  заменить  множитель  (Лехр  (^5))/$  соответствующей  функцией  про¬ 
пускания  АТ(Рт  О)-  Тогда  вместо  (45)  мы  получим  более  общую  формулу, 
а  именно 

<2г)  =  Ппр1’  Р*)К(Р„  яЬкЧР*,  С^СІР^Р,.  (47) 

АЛ 

§  10.5.  Некоторые  приложения 

10.5.1.  Степень  когерентности  в  изображении  протяженного  некогерентного 
квазимонохроматического  источника.  Прежде  чем  переходить  к  изучению 
образования  изображения  в  частично  когерентном  свете,  полезно  рассчитать 
степень  когерентности  в  изображении  протяженного  некогерентного  источника, 
полученном  с  помощью  центрированной  оптической  системы.  Конечная  слепень 
корреляции  между  колебаниями  в  плоскости  изображения  возникает  из-за 
того,  что  свет  от  каждой  точки  источника  не  собирается  в  одну  точку,  а  распре¬ 
деляется  по  конечной  площадке,  вследствие  дифракции  (а  в  общем  случае  и  абер¬ 
раций).  Некоторые  из  таких  «площадок»  перекрываются,  поэтому  в  интенсив¬ 
ности  в  достаточно  близких  друг  к  другу  точках  в  плоскости  изображения  вно¬ 
сится  как  когерентный,  так  и  некогерентный  вклад. 

Предположим,  что  о  —  однородный  квазимонохроматический  некогерент¬ 
ный  источник  в  виде  круга  радиуса  р,  излучающий  свет  со  средней  (в  вакууме) 
длиной  волны  Х0  и  расположенный  в  пространстве  предмета  в  однородной  среде 
с  показателем  преломления  п.  Пусть  далее  О  —  расстояние  между  плоскостью 
предмета  и  плоскостью  входного  зрачка.  Соответствующие  величины  в  про¬ 
странстве  изображения  мы  будем  обозначать  теми  же  символами  со  штрихом. 

Обозначим  через  <2  расстояние  между  двумя  точками  Рг  и  Р2  входного 
зрачка.  Предположим,  что  йЮ<^1  и  0РХ  -  ()Р^А:Х,},  где  О --цент¬ 

ральная  точка  источника  *).  В  этом  случае  комплексная  степень  когерентности 
|Л(РЬ  Р2)  в  соответствии  с  (10.4.28)  равна 

МРі.  Р,)-^г1>  0) 

2зт  .  .  ‘  2кп  ,  . 

ѵ~-=г  гізіп  а  =  -==~<І5та,  (2) 

А,  л0 

где  ал*$іпалф/Т)  —  угол,  под  которым  радиус  источника  виден  из  центра 
входного  зрачка  (рис.  10.10). 

Комплексную  степень  когерентности  для  любой  пары  точек  в  плоскости 
выходного  зрачка  мы  могли  бы  определить,  применяя  закон  распространения 
(10.4.47).  Однако  здесь  мы  рассматриваем  специальный  случай  распростране¬ 
ния  от  одной  плоскости  к  сопряженной  ей  плоскости,  и  этот  закон  принимает 
более  простую  форму,  которую  можно  получить  следующим  образом. 

Пусть  0 (5 у  и  \] (5,  Р2)  —  комплексные  возмущения  в  точках  Рх  и  Р2, 

обусл  звленные  возмущением  в  точке  5  ассоциированного  монохроматического 


*)  Величина  |}і  (Рр  Р2)І  не  изменится,  если  последнее  условие  не  выполняется,  но  фаза 
р  (Р±,  Р2 ),  согласно  (10.4.28),  увеличится  на  величину  ф—2я  [ОРі— 0Р2]/А^. 
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источника  (см.  стр.  473);  тогда  возмущения,  обусловленные  возмущением  в  точ¬ 
ке  5,  в  точках  выходного  зрачка,  сопряженных*  Рх  и  Р2і  определяются  форму¬ 
лами 

V  ($,  Р[)=кии(8,  рг)  Ц(3,  Р'ъ)=к22и(з,  /у.  0> 

Здесь  Ки~  К(Ри  Р{)  —  соответствующая  функция  пропускания  для  распро 
страиения  возмущений  между  сопряженными  точками  Р±  и  Р[  плоскостей  зрач¬ 
ков.  По  формуле  Гопкинса  (10.4.356)  имеем 

й  (Р;.  р;>  =  17=-І ѵ-гт=- Г  V  (5,  Рд  Ѵ(8,  Р*)08.  (4> 

V  /  {рі)Ѵ  і  (р»)  л 

Интенсивности  1  (Рі)  и  I  (Ра)  в  плоскостях  обоих  зрачков  связаны  соотношением 
/  (Р’г)  =  5  I  У  (5,  Р'г)  |М5  =  |  Кп  Іа  5  I  V  (5,  Л)  I»  Л5  =  I  Ки  Г 1  /  (Л)-  (5) 

от  о 


Аналогичным  соотношением  связаны  /(Р2)  и  /(Р2).  Из  (3),  (4)  и  (5)  получим 


Р  (Рі,  Ра)  — 


\Кц\\Кѵ. 


1 .  —  Г  ц  (5.  Р,)1/*(  5,  Р.;М$  = 


=  ехр  [г  (Ф„  — Ф22)]  ц  (Р„  Ра), 


(6) 


где  Фи  и  Ф22 —  фазы  Ки  и  /С2 2  соответственно.  Это  соотношение  означает,  что 


Рис.  10.10.  К  вычислению  степени  когерентности  в  изображении  некогерентного  источника 

света. 


степень  когерентности  |  р  |  для  любых  двух  точек  выходного  зрачка  равна  сте¬ 
пени  когерентности  для  сопряженных  точек  входного  зрачка ,  а  фазы  соответст¬ 
вующих  значений  комплексных  степеней  когерентности  для  соответствующих 
пар  точек  отличаются  на  величину  Фп —  Ф22>  т.  е.  на  геометрическую  раз¬ 
ность  фаз  2п{[Р1Р'х] — [Р2Р'а]}Д0.  Пусть 

ѵ'  —  ^~аг  в іпа'.  (7) 

Так  как  точка  Р[  сопряжена  с  Ръ  а  точка  Р2 —  с  Р2,  то  в  рамках  параксиальной 
оптики  из  теоремы  Смита —  Гельмгольца  (см.  (4.4.49))  следует,  что  *)  ѵ'=  ѵ . 
Следовательно,  комплексную  степень  когерентности  для  пары  точек  в  выходном 
зрачке  можно,  согласно  (1)  и  (6),  записать  в  виде 

И(РІ,  Р;)=(^Я)ехр[і(Ф11-Ф32)].  (8) 

Если,  как  и  в  (10.4.31),  считать  значения  |  р  |^0,88  достаточно  хорошими  при¬ 
ближениями  к  полной  когерентности  и  вспомнить,  что  1 27  (ѵ)Іѵ  0,88,  когда 

*)  Это  означает,  что  ѵ  и  о'  соответствуют  особому  выбору  переменных  Зайделя 
(см.  §  5.2). 
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то  окажется,  что  некогб рентный  квазимонохроматический  однородный 
круглый  источник  будет  когерентно  освещать  в  выходном  зрачке  площадки  диа¬ 
метром 


ког 


ОЛбЛр 
я'зіп  а'  * 


(9) 


где  2а'«*2р'/0' — угол ,  под  которым  диаметр  изображения  источника  виден 
из  центра  выходного  зрачка  и  Х0/л'  —  V —  средняя  длина  волны  света  в  простран¬ 
стве  изображения. 

Запишем  (9)  в  несколько  иной  форме.  Пусть  гА  обозначает  радиус  первого 
темного  кольца  в  картине  Эйри,  связанной  с  системой,  т.  е. 

Г' (Ю) 

А  га'кшО  ѵ 


где  п'  зіп  Ѳ'л:  п'а'ІО' — числовая  апертура  со  стороны  изображения-  Тогда, 
согласно  (9)  и  (10),  <йогА*л^0,16  віп  Ѳ  70,61  зіп  а',  и,  следовательно, 

<*'КОГ»0,26  а'(-^).  (П) 

В  этой/(  формуле  размеры  когерентно  освещаемых  областей  выходного  зрачка 
выражены  через  «физические  параметры»,  а  именно:  радиус  гА  первого  темного 
кольца  соответствующей  картины  Эйри,  радиус  р'  геометрического  изображе¬ 
ния  источника  и  радиус  а '  выходного  зрачка. 

Выходной  зрачок  и,  следовательно,  плоскость  изображения  освещаются 
почти  когерентно  у  если  (ХКОТ^агу  т.  е.  если 

р'<0,26  гА.  (12) 

Когда  <4ог<  о!  у  т.  е.  когда 

р'>0,2  бгл,  (13) 

когерентно  освещаемые  площадки  выходного  зрачка  будут  малы  по  сравнению 
с  самим  выходным  зрачком,  так  что  в  этом  случае  выходной  зрачок  фактически 
освещается  некогерентно .  При  этом  комплексная  степень  когерентности  для 
пар  точек  в  плоскости  изображения  будет  совпадать  со  степенью  когерент¬ 

ности,  обусловленной  некогерентным  источником,  расположенным  там  же,  где 
и  выходной  зрачок,  и  обладающим  теми  же  размерами  и  формой,  причем  рас¬ 
пределение  интенсивности  вдоль  источника  и  выходного  зрачка  одинаково. 
Следовательно,  согласно  теореме  Ван-Циттерта  —  Цериике  (10.4.21),  имеем 


М-  Ф  й")  — 


У  і  «ЛГ  /«г!) 


Л' 


/т 


дР'у 


Г  /  /р/ч  ехр  [іА  <Я!  — яе)1  ^р, 

Iм  %52 

Л' 

іт=\ 


і(Р') 


АР\ 


Л ' 


(14) 

(15) 


Интегрирование  проводится  по  выходному  зрачку  Л\  а  через  5*  и  обозначают 
расстояния  от  произвольной  точки  Р'  на  А*  до  точек  ($х  и  С1’2,  соответственно 
(рис.  10.11,  а).  Интенсивность  1{Р’)  можно  рассчитать,  зная  интенсивность 
I (Р)  в  сопряженной  точке  входного  зрачка,  посредством  соотношения  (5). 
Поскольку  в  это  соотношение  не  входит  фаза  функции  пропускания,  величина 
р  (()' ,  ф')  не  зависит  от  аберраций  системы.  Как  правило,  интенсивность  I  (Р') 
практически  постоянна;  кроме  того,  если  точки  СЦ  и  О'?,  достаточно  близки  друг 
к  другу,  выражение  (14)  принимает  вид 


Р  (Фі»  Фг)  — 


2  ^1  (и') 


,  2 лп'  а'  , , 
и  ~—= —  и , 
К‘  & 


где  к'—  расстояние  между  (}[  и  С1'г„ 


(16) 
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В  общем  случае,  когда  не  выполняется  ни  условие  (12),  ни  условие  (ІЗ), 
выходной  зрачок  освещается  частично  когерентным  светом,  который  характери¬ 
зуется  комплексной  степенью  когерентности  (8).  Тогда  значение  комплексной 
степени  когерентности  для  нары  точек  в  плоскости  изображения  нужно  рассчи¬ 
тывать  с  помощью  закона  распространения  (10.4.45),  что  приводит  к  выражению 


ы-ттттт  ЦѴиР')Ѵ' т (^) 


X 


X 


е*р  О  [Фп-«у  +  *  (%-*,))}  АіКйрЖ.  (17) 


Пользуясь  им,  можно  также  рассчитать  интенсивности  /((2 [)  я  І(С&),  если 


Плоскость  Плоскость 

выходного  зрачка  изображения 

а) 


Плоскость  Плоскость 

выходного  зрачка  изображения 


б) 


Рис  10.11.  К  вычислению  комплексной  степени  когерентности  в  плоскости  изображении, 
а-некогереаткое  освещение  выходного  арачка;  б- частично  когерентное  освещение  выходного  зрачка. 


учесть,  что  р  (<2і,  <2і)  =  \.і(Яд  Яд  =  1.  Отметим,  что  в  этом  случае  комплексная 
степень  когерентности  зависит  от  аберраций  системы,  поскольку  подынтеграль¬ 
ное  выражение  содержит  фазы  Фп  и  Ф23  функции  пропускания. 

10,5.2.  Влияние  конденсора  на  разрешающую  силу  микроскопа.  Для  того 
чтобы  исследовать  под  микроскопом  небольшой  несветящийся  объект,  его  необ¬ 
ходимо  осветить.  Если  объект  почти  прозрачен,  как  это  обычно  бывает,  он  осве¬ 
щается  снизу,  т,  е.  освещается  проходящим  светом ,  и  свет,  прошедший  через 

Ноідъч  сор 


объект,  фокусируется  в  плоскости  изображения  объектива  микроскопа.  Для 
получения  достаточной  освещенности  обычно  используют  вспомогательную 
систему  линз  —  конденсор.  Существуют  различные  методы  освещения.  Здесь 
мы  кратко  опишем  два  широко  распространенных  метода,  так  называемое  кри- 
шическое  осознание  и  освещение  по  Келеру ,  и  рассмотрим  разрешающую  силу, 
которую  можно  достичь  с  их  помощью. 

а.  Критическое  освещение.  В  этом  методе  равномерно  яркий  источник  рас¬ 
полагается  непосредственно  за  диафрагмой  поля  зрения  и  с  помощью  конден¬ 
сора  изображается  на  плоскость  предмета  объектива  микроскопа  (рис,  10.12)г 
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Размер  диафрагмы  поля  зрения  подбирается  так,  чтобы  ее  изображение  конден¬ 
сором  точно  покрывало  поле  зрения. 

Размер  освещенной  области  в  плоскости  изображения  конденсора  (плос¬ 
кость  предмета  объектива)  значительно  больше,  чем  эффективный  размер  диска 
Эйри,  создаваемого  одной  точкой  источника  (в  обозначениях,  принятых 
в  п.  10.5.1,  Согласно  п.  10.5.1  при  таких  условиях  комплексная  сте¬ 

пень  когерентности  для  любой  пары  точек  в  плоскости  предмета  объектива 
совпадает  со  степенью  когерентности ,  обусловленной  некогерентным  источни¬ 
ком ,  заполняющим  конденсор .  Кроме  того,  степень  когерентности  не  зависит  от 
аберраций  конденсора.  Очевидно,  что  разрешающая  сила  микроскопа  зависит 
только  от  степени  когерентности  света,  падающего  на  предмет  и  от  свойств  объ¬ 
ектива.  Следовательно,  аберрации  конденсора  совершенно  не  влияют  на  разре¬ 
шающую  силу  микроскопа.  Этот  важный  результат,  впервые  полученный  другим 
способом  Цернике  [67],  показывает  ошибочность  широко  распространенного 
мнения,  согласно  которому  хорошо  скорректированный  конденсор  обладает 
преимуществами  при  получении  высокой  разрешающей  силы. 

Для  оценки  влияния  размеров  конденсора  на  разрешение  рассмотрим 
два  небольших  отверстия  Рг(Хи  Уг)  и  Р2(Х 2,  У 2)  в  плоскости  предмета.  Комп¬ 
лексная  степень  когерентности  света,  достигающего  этих  отверстий,  при  тех 
же  предположениях,  что  и  прежде,  определяется  формулой  типа  (16),  а  именно 

«1г = V  (х.-х,)2 + {Ѵ-Ѵ^п-С)  зіп ѳ; .  (18) 

«12  Л0 

где  /г'зіп  Ѳ' —  числовая  апертура  конденсора  со  стороны  объектива  микро¬ 
скопа.  Пусть  Р  (X,  У)  —  любая  другая  точка  в  плоскости  предмета,  а  Р' — ее 
изображение  объективом.  Предположим,  что  объектив  практически  свободен 
от  аберраций.  Тогда  распределение  интенсивности  в  плоскости  изображения 
объектива  для  света,  приходящего  только  от  РІУ  представляет  собой  картину 
Эйри,  центром  которой  служит  изображение  Р\  точки  Рх.  Следовательно,  если 
п05Іп  Ѳ0 —  числовая  апертура  объектива,  то  интенсивность  /Ш(Р')>  обусловлен¬ 
ная  светом,  который  приходит  в  точку  Р*  только  из  Рь  с  точностью  до  постоян¬ 
ного  множителя  равна 

/ш(р')=(2^іЖ)а>  -  X,)*  +  (К- Ѵ^)2  Я,  зіп  Ѳ,.  (19а) 

Интенсивность  /(а)(Р')»  обусловленная  светом,  который  попадает  в  эту  точку  от 
отверстия  Р2,  определяется  аналогичным  выражением 

'  Ѵг  *=  ^-ѴТХ  -X,)*  +  (Г-У,)2  п0  зіп  Ѳ,.  (196) 


Таким  образом,  если  два  отверстия  освещаются  через  конденсор,  то  интенсив¬ 
ность  /  (Р')  в  плоскости  изображения  объектива  микроскопа  обусловливается 
суперпозицией  двух  частично  когерентных  пучков.  Интенсивность  каждого  из 
пучков  определяется  выражениями  (19),  а  комплексная  степень  когерентно¬ 
сти —  соотношением  (18).  Подставляя  указанные  соотношения  в  формулу 
(10.4.11),  сразу  же  получим  выражение  для  I  (Р').  Если  предположить  также, 
что  точка  Р'  достаточно  близка  к  геометрическим  изображениям  точек  Рх  и  Р2 
(точнее,  что  6  =  [РаРН  —  1Р2Р']<^?0,  т°  формула  для  7(Р')  примет  вид 


■  *-  _*,)•  +  (Г,  -Г, г  зІпѲі, 


Из  соотношения  (20)  можно  вывести  ряд ,  интересных  заключений.  Если 
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тѵ12  является  отличным  от  нуля  корнем  уравнения  ^^(тѵ12)  =  0,  то  в  соотнсК 
шении  (20)  отсутствует  член,  содержащий  произведения,  и  оно  принимает  вид 

(22) 


Распределение  интенсивности  в  плоскости  изображения  оказывается  тогда 
таким  же,  как  и  при  некоге рентном  освещении  отверстий  Я,  и  Р2.  Это  осуще¬ 
ствляется,  например,  когда  ш  =  1,  а  ѵи —  отличный  от  нуля  корень  уравнения 
ЛіІѴіъ)  ~  0,  т.  е.  когда  числовые  апертуры  равны,  а  расстояние  между  геомет¬ 
рическими  изображениями  отверстий  равно  ра¬ 
диусу  одного  из  темных  колец  картины  Эйри, 
создаваемой  объективом. 

Если  числовая  апертура  конденсора  очень 
мала  (#г-*-0),  то  2^  (тѵ^)/тѵГі^  I  и  (20)  сводит¬ 
ся  к 

/  Г%  Т  /  Ч  ГЬ  Г  9  .  \  \  <% 

(23) 


Рис.  10.13.  Влияние  апертуры 
конденсора  на  разрешение  изоб¬ 
ражений  двух  небольших  отвер¬ 
стий  равной  яркости  [68]. 


/  (Р')=  |2А(рі)  | 


При  этом  для  любого  расстояния  между  отвер¬ 
стиями  распределение  интенсивности  остается 
таким  же,  как  и  в  случае  полностью  когерент¬ 
ного  освещения. 

Формула  (20)  позволяет  изучить  зависимость 
распределения  интенсивности  в  плоскости  изо¬ 
бражения  объектива  микроскопа  от  отношения 
числовых  апертур  т.  В  частности,  определим 
интенсивность  в  точке,  находящейся  посере¬ 
дине  между  Р[  и  Р'2.  Будем  считать,  что  изо¬ 
бражения  отверсти  начинают  разрешаться. 


когда  интенсивность  в  этой  точке  на  26,5%  меньше,  чем  интенсивность  в 
каждой  из  наших  двух  точек.  Величина  26,5%  соответствует  критерию  Рэлея 
для  круглого  отверстия  при  некогерентном  освещении  (см.  п.  8.6.2).  Выразим 
предельное  разделение  (РХР2)П ред,  соответствующее  этому  критерию,  в  одина¬ 
ковом  виде  как  для  иекогерентного  (см.  (8.6.32)),  так  и  для  когерентного  (см. 
(8.6.55))  освещения 


(Р іР2)пред  —  ^  ( т ) 


П9  5ІП  00  ’ 


(24) 


На  рис.  10.13  изображена  кривая  Е(ш),  рассчитанная  из  (20)  на  основе  указан¬ 
ного  критерия.  Как  мы  видим,  наилучшее  разрешение  получается  при  5, 

т.  е.  при  числовой  апертуре  конденсора,  примерно  в  полтора  раза  превышаю¬ 
щей  числовую  апертуру  объектива.  Величина  Ь  в  этом  случае  несколько  меньше 
значения  0,61,  получающегося  при  некогерентном  освещении. 

б.  Освещение  по  Кёлеру.  В  предложенном  Кёлером  [69]  методе  освещения, 
схема  которого  приведена  на  рис.  10.14,  собирательная  линза  располагается 
рядом  с  диафрагмой  поля  зрения  и  образует  изображение  источника  а  в  фокаль¬ 
ной  плоскости  конденсора  (где  расположена  диафрагма  конденсора).  Тогда 
лучи,  исходящие  из  каждой  точки  источника,  образуют  после  прохождения 
конденсора  параллельные  пучки.  Преимущество  такого  устройства  заключается 
в  том,  что  неравномерность  в  распределении  яркости  по  источнику  не  вызывает 
неравномерности  в  освещенности  поля  зрения. 

Чтобы  оценить  предельное  разрешение,  достигаемое  при  освещении 
методом  Кёлера,  необходимо  прежде  всего  определить  комплексную  степень 
когерентности  р.  для  пар  точек  в  плоскости  предмета  объектива  микроскопа. 
Пусть 

і/(5,  Р^Л.ехр^),  V  (5,  Р ,)  =  А2  ехр  (і<р8)  (25) 
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■ —  комплексные  возмущения  в  точках  Р і{Хг>  У і)  и  Р2(Х 2,  У2)  плоскости  пред¬ 
мета  объектива  микроскопа,  обусловленные  возмущением  в  точке  5  монохро¬ 
матического  источника,  ассоциированного  с  а.  Очевидно, 

Фі — =  [р№і  —  ^а)  +  <7(Уі  —  Г.)].  (26) 

где  р  и  <7  —  первые  две  лучевые  компоненты  двух  параллельных  лучей,  ис¬ 
пускаемых  точкой  5  источника  и  проходящих  через  точки  Рх  и  Р>.  При  наличии 
аберраций  в  конденсорной  системе  два  луча  не  будут  строго  параллельны, 
однако  такой  непараллелыюстью  вполне  можно  пренебречь,  поскольку  мы 


рассматриваем  лишь  точки,  близкие  друг  другу.  Подставляя  (25)  и  (26)  в  фор¬ 
мулу  Гопкинса  (10.4.356),  получим 

и  (р»  рг)  =  \ 


Л  Л,Лгехр  { іка  [р(Х1-Хг)  +  д(У1-У,)]}а8, 


ѴПРі)  ѴПР*)1 

ІЛР)=-ІА148,  /2=$Л|<І5. 


(27) 


Так  как  каждой  точке  5  (|,  т])  источника  соответствует  пара  лучевых  ком¬ 
понент  (р,  р),  мы  можем  от  интегрирования  по  а  перейти  к  интегрированию 
по  телесному  углу 


ра  +  <72<я;25іп2  Ѳс  , 


(28) 


образуемому  лучами,  падающими  на  предмет.  В  приближении  параксиальной 
оптики  соотношения  Я)  и  я)  линейны.  В  самом  деле,  как  легко 

показать  из  формул  (4.3.10),  і]  =/<7,  где  /■  —  фокусное  расстояние  кон¬ 

денсорной  системы.  Следовательно,  якобиан  д(і,  г\)/д(р,  д)  равен  постоянной 
величине.  Вне  рамок  геометрической  оптики  якобиан  в  общем  случае  изме¬ 
няется  по  области  интегрирования,  однако  этим  изменением  можно  пренебречь, 
поскольку  оно  достаточно  мало  но  сравнению  с  изменением  экспоненциального 
члена.  Если  пренебречь  также  медленным  изменением  и  А2,  то  (27)  примет 
вид 


и(р і,  р,)** 


$  $  ехр  {*40  [р  (Х.  —  Х^+р  (К,— к,))}  ар  0ч 
а 


и 


ёр  ёр 


(29) 


где  &  означает  область  (28).  Вычисляя  (29),  получим 

И  (Р„  Л)  =  ^  Ѵфі-Хр  +  Уъ-У?  п-  5іп  0- .  (30) 


т 
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Эта  формула  идентична  формуле  (18)  в  случае  критического  освещения.  Сле¬ 
довательно,  комплексная  степень  когерентности  света. ,  падающего  на  плоскость 
предмета  микроскопа ,  одинакова  как  при  критическом  освещении ,  так  и  при 
освещении  по  Келеру.  Этот  результат  показывает,  что  часто  употребляемые  на¬ 
звания  «некогерентное»  для  критического  освещения  и  «когерентное»  для 
освещения  по  Кёлеру  нужно  считать  неудачными.  Как  мы  видим,  формула 
(20)  справедлива  для  обоих  типов  освещения,  а  рис.  10.13  одинаково  применим 
к  обоим  случаям. 

10.5.3.  Получение  изображения  при  частично  когерентном  квазимонохрома- 
тическом  освещении*),  а.  Распространение  взаимной  интенсивности  через 
оптическую  систему.  В  §  9.5  было  описано  несколько  общих  методов  изучения 
отображения  протяженных  объектов.  Рассматривались  случаи  полностью  ко¬ 
герентного  (п.  9.5.1)  и  полностью  некогерентного  (п.  9.5.2)  освещения.  В  первом 
случае  рассматривалось  распространение  через  систему  комплексной  ампли¬ 
туды,  во  втором  —  интенсивности.  Сейчас  мы  исследуем  более  общий  случай 
частично  когерентного  квазимонохроматического  освещения.  Изучаемой  ве¬ 
личиной  здесь  является  взаимная  интенсивность. 

Как  и  в  (9.5.1),  используем  нормализованные  координаты  Зайделя,  так 
что  точка  предмета  и  ее  параксиальное  изображение  имеют  одинаковые  чис¬ 
ленные  значения  координат.  Пусть  /0(хЛ,  Уо\  *о*  Уо)  —  взаимная  интенсивность 
для  точек  (х0,  Уо),  (х'0,  у І)  в  плоскости  предмета.  Если  К(х0,  */0;  хи  у±)  —  функ¬ 
ция  пропускания  системы  (см.  п.  9.5.1),  то  взаимная  интенсивность  в  плоскости 
изображения,  согласно  закону  распространения  (10.4.47),  определяется  вы¬ 
ражением 

I  “ИИ^*®’  г/„;  Уі)КЧх'„  у’а\  х[,  у;)0х0 йулйх^  . 

(31а) 

Интегрирование  лишь  формально  производится  по  бесконечной  области,  так 
как  для  всех  точек  в  плоскости  предмета,  от  которых  свет  не  попадает  в  плос¬ 
кость  изображений,  величина  равна  нулю. 

Как  и  в  §  9.5,  мы  предположим,  что  предмет  так  мал,  что  служит  изопла- 
натической  областью  системы,  т.  е.  что  для  всех  его  точек  величину  К  (х0і 
хи  Уі)  с  хорошей  точностью  можно  заменить  функцией,  зависящей  лишь  от 
разностей  хг — х0  и  уг — у0  (скажем,  К(х  1—х07  ух — Уо)).  Уравнение  (31а)  тогда 
примет  вид 

&і(хі*  Уі>  хі>  Ух)  ~  ^  ^  ^  ^  С*чи  Уои  хо*  Уо)К(хг  Х0,  Уі—;Уо)Х 

хКЦх[—х'а,  Уі—У',)  йка  Сіуа  ах;  4у’0 .  (ЗТб) 

Представим  70,  /х  и  произведение  К  К*  в  форме  четырехмерных  интегра¬ 
лов  Фурье,  а  именно 

3  о  (-^о  ♦  У  О  »  ^0  *  У  о  )  “ 

“ИИ^°^’  /'■  ехР  [— 2лі  +  +ё'у',1)]  (32а) 

К  (*і.  Уі,  УІ)  = 

“ИИ  е’  ^  ехр  ^2ліЧхі+8Уі-И’х[  +8'Уі)]  а^Л^сЦ'й^,  (326) 

—  ос 

*)  Содержание  настоящего  раздела  частично  основано  на  исследованиях  Гошшнса  [12] 
и  Дюмонте  [70], 
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К(х,  у)К*.(х',  у')  =» 

=  И  И  ^  V'  е’  ’  5<)  ехр  [~2ш  (/*+«»  + Гх'  +-е у1)]  йі а%  йг  <%'.  (32в) 

—  33  ’ 

Тогда  на  основании  обратного  преобразования  Фурье  находим 

?.(Л  /'.  §')=■ 

4-  оо 

=  Л (х<”  •*»’  0») ехр  [2я‘  +#м> +/'*;  +8'у'о)]ах0 ау0  ах' ауі. 

—  * 

(33) 

Совершенно  аналогичные  соотношения  можно  написать  для  ^  и 
Применяя  теорему  свертывания  к  (316),  получим  соотношение 

г  ли  в\  г>  в’)=ъ  (и  я;  г*  *гм(л  &  г,  ю-  (34> 

Отсюда  следует,  что  если  взаимную  интенсивность  в  плоскостях  предмета  и 
изображения  представить  суперпозицией  четырехмерных  пространственных 
гармоник  всевозможных  пространственных  частот  (/,  §,  §'),  то  каждая  такая 

компонента  взаимной  интенсивности  в  изображении  будет  зависеть  лишь  от 
ее  соответствующей  компоненты  в  предмете,  а  их  отношение  окажется  равными 
Таким  образом,  в  пределах  применимости  настоящего  приближения  влияние 
оптической  системы  на  взаимную  интенсивность  эквивалентно  действию  четы - 
рехмерного  линейного  фильтра .  Функция  оМ  называется  функцией  частотного 
отклика  для  частично  когерентного  квазимонохроматического  освещения . 

Функция  частотного  отклика  связана  с  функцией  зрачка  системы  простым 
соотношением.  Если,  как  и  в  (9.5. 10в),  мы  представим  К  в  виде  двумерного 
интеграла  Фурье 

К  (х,  у)  =  ^  Ж  (/,  8)  ехр  1—2 ш  (?х  Ч-  8У)\  <*8,  (35) 

—  СО 

в  подставим  его  в  соотношение,  обратное  преобразованию  (32в),  то  найдем, 
что 

(Л  Г  >  ё)  -  Ж  (?,  8)  ж*  (~~Г,  (36) 

Согласно  (9.5.13)  величина  &)  равна  значению  функции  зрачка  6^,  &) 

системы  в  точке 

Ъ  =  МѴ,  Л  =  (37) 

на  опорной  сфере  Гаусса  (радиуса  #).  Следовательно,  для  частично  когерент¬ 
ного  квазимонохроматического  освещения  функция  частотного  отклика  связана 
с  функцией  зрачка  системы  формулой 

м  >  іЬ  Ш  ’  ^  ~ ^  (^8) 

Так  как  для  точек,  находящихся  вне  выходного  зрачка,  функция  зрачка 
равна  нулю,  то  система  не  пропустит  спектральные  компоненты,  соответствую¬ 
щие  частотам,  превышающим  определенные  значения.  Если  выходной  зрачок 
имеет  форму  круга  радиуса  а,  то  величина  С(|,  г|)0*  ( — — Л')  равна  нулю 
при  |а  +  'Пг>аа  или  і'3  +  т)/2д>а2*  Следовательно,  не  будут  пропускаться 
спектральные  компоненты  взаимной  интенсивности,  соответствующие  часто¬ 
там  (/,  /',  §'),  для  которых  *) 

'"+*’>  (®)’-  (** 

Здесь  %  —  средняя  длина  волны  в  пространстве  изображения. 

Если  угловая  апертура  системы  мала  и  выполняется  условие  синусов,  то,  как  и  в 
§  9.5,  яіп  ѲоУрѵад,  где  п0  $т  Ѳ0  —  числовая  апертура  системы,  М  —  гауссово  уве¬ 

личение  и  Аф  —  средняя  длина  волны  в  вакууме. 
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В  табл.  10.1  приведены  основные  формулы,  относящиеся  к  отображению 
при  частично  когерентном  освещении,  а  также  соответствующие  формулы  из 
§  9.5  для  когерентного  и  некогерентного  освещений.  Выражения,  относящиеся 
к  некогерентному  освещению,  можно  получить  из  общих  формул  (34),  (36)  и 
(38),  предполагая,  что  имеет  вид  Л  (х0,  Уо\  у'0)  ~~І  (х0,  у0)  б  (х'0—х0)  б  и/0—у„), 
где  б  —  дельта -функция  Дирака  (см.  приложение  4).  Мы  не  будем  при¬ 
водить  здесь  этот  вывод,  поскольку  он,  хотя  и  достаточно  прост,  но  довольно 
громоздок. 

Таблица  ЮЛ 


Отклик  оптической  системы  на  пространственные  частоты. 
(Предполагается,  что  предмет  служит  изопланатической  областью  системы.) 


Освещение 

Основная  величина 

Переход  от  предмета 
к  изображению 

Функция  частотного 
отклика 

Когерентное 

Комплексное  возмуще¬ 
ние  и  (х,  у) 

%.  а,  е)= 

а.  в)  х  (/,  г) 

ж  а>  е) 

Некогерентное 

і 

Интенсивность  I  (х,  у) 

=  5Г»  И,  8)  #  ((•  8) 

=  \\ж{Г\-1,ё’+е)х 
~ХЖ*( г.8')<И'<іе' 

Частично  когерент¬ 
ное 

Взаимна  ийтенсив- 
ность  /  ( х ,  у;  х у') 

Тх  (7.  а;  в')= 

=  ^о ((<  е;/-8’>х 
хм (/,  и:  / .  в  ) 

&  г. 

=  8)Х 

хми-г.-ю 

' 

Ж  (/,  $) — обратное  преобразование  Фурье  от  функции  пропускания  К  ( х ,  у )  системы, 
связанное  с  функцией  зрачка  О  (|,  тр  формулой  ЗС  *]Д/?)  =  С(|,  тр,  где  Р  —  радиус 

опорной  сферы  Гаусса  и  средняя  длина  волны  в  пространстве  изображения. 

Формулы  для  специального  случая  идеально  монохроматического 
(и,  следовательно,  полностью  когерентного)  освещения  можно  вывести  не¬ 
сколько  проще,  так  как  в  этом  случае  имеем  для  взаимной  интенсивности 
ѵго(хо>  Уп\  Х01  Уо)  —  і/(х0і  г/о)  Щ  (Х'0І  у'0).  Величина  ^0,  являющаяся  Фурье-об- 
разом  У ц,  также  приобретает  вид  произведения  двух  множителей.  Применяя 
далее  выражения  (34)  и  (36),  легко  показать,  что  каждая  спектральная  компо¬ 
нента  комплексного  возмущения  б/0  распространяется  через  систему  в  соответ¬ 
ствии  с  формулами,  приведенными  в  первом  ряду  табл.  10.1. 

6.  Изображения  объектов ,  освещаемых  проходящим  светом .  Предполо¬ 
жим,  что  часть  плоскости  предмета  занята  прозрачным  или  полупрозрачным 
объектом,  который  освещается  частично  когерентным  квазимонохроматическим 
светом.  Будем  считать,  что  этот  свет  испускается  первичным  источником  и 
достигает  плоскости  предмета,  проходя  через  некоторую  осветительную  систему 
(конденсор). 

Как  и  в  п.  8.6.1,  введем  для  объекта  соответствующую  функцию  пропус¬ 
кания  Ро(х0і  Уо)-  Если  через  и^(3\  х0,  у0)  обозначить  возмущение  в  точке 
(лсо,  у  о)  плоскости  предмета,  обусловленное  возмущением  в  точке  5  ассоцииро¬ 
ванного  монохроматического  источника  (см.  стр.  471),  то  после  прохождения 
через  предмет  возмущение,  создаваемое  этой  точкой  источника,  определяется 
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соотношением 

1/0(5;  х„,  у<,)  =  Ѵё(3\  хи,  у„)Р{ х0,  у0).  (40) 

Взаимная  интенсивность  света,  падающего  на  предмет,  согласно  (10.4.35а), 
запишется  в  виде 

Уо’>  Уо)~  ^  (*^>  Уо)Ѵо  (5*  (41а) 

о 

а  взаимная  интенсивность  света,  выходящего  из  предмета,  в  виде 

•^оС^о»  Уъ\  Л) С/. (5;  х0,  Уо)&$*  (416) 

о 

следовательно,  в  соответствии  с  (40)  имеем 

*^о  С^о»  Уь>  Х0і  ^/о)  ~  Р  (-^0>  Уо)  іхо  *  Уо)  ^ О  Уо>  -^о*  ІЛ>)‘  (42) 

Мы  ограничимся  важным  случаем  зависимости  взаимной  интенсивности 
падающего  свеіа  лишь  от  разностей  лг0 — л'о,  у  о — у'а  координат  х0>  у07  х'йУ 
у’0У  т.  е.  случаем,  когда  имеет  вид 

^ о  (^о >  Уо\  Х0,  Уо)  —  ^^  (Х0  Хо ,  у0  Уо)-  (43) 


В  п.  10.5.2  было  показано,  что  это  справедливо  как  для  критического  освеще¬ 
ния,  так  и  для  освещения  по  Кёлеру.  По-прежнему  будем  считать  предмет  на¬ 
столько  малым,  что  он  служит  изопланатической  областью  системы.  Тогда  из 
(316)  следует,  что  интенсивность  Іх(хХі  ух)  ~^^(xXу  уг\  хи  ух)  в  плоскости  изо¬ 
бражения  определяется  выражением 

а (хі,  Уо) ^ (хо*  у»)р*(х<»  Уо)* 

хК(х1—х0У  у1~уь)К*(хі—хгОІ  ух—Уо)сіХо  <1у0йХь  4у'0.  (44) 

Представим  Р  п  в  форме  двумерных  интегралов  Фурье 

Р(х,  у)=і\ &  (К  ё)  ехр  ; 2лі  (/х + у  у)]  (45а) 

—  да 

Л(Х  У)  —  \[1'Уа  (/.  ё)  ехр  [— 2лі (}х+§у)]  а{ а§.  (456) 

—  да 

Если  мы  подставим  Р  и  Р*  из  (45а)  в  (44),  используем  тождество  /% — Гхо  =* 
=  ([' — /") Хі — Г(хх — дг0)  -\~Г(Хі — х'о),  аналогичное  тождество  для  §  и  у  и 
введем  новые  переменные  интегрирования  и' ~хх  —  х0у  и"  —  хх — х'0У  то  полу¬ 
чим  следующее  выражение  для  /4: 

уі)= (г.  ё'\  г.  ягу,  ёіх 

X  ехр  {-2т  [(/' -Г)  X ,  +  (я’  —§")  УА }  аг  0ё’  аг  а§",  (46) 

где 

<Г(/',  ё'\  Г,  «3- $ 55 $  ѵ’~ѵ')К(и',  ѵ')КЧи",  Ѵ)х 

X  ехр  \2пі  [(/V  +&Ѵ)  —  (/V  +  §Ѵ)]  }Аи'  йѵ'  йи" <к)"  = 

=  55  И  И  (/>  е)  К  («', ,  ѵ')  к*  (И",  а")  X 
хехр  {2т  [(/  +  /'”) «'  +  &+*')»'-(/'  + Л  «*-&'  +«*К]}  X 
Xй/  йуйи‘  6х>  йи" Оо" (/.  Я)^  (/+/'.  Й+5')  Ж'*  (/  +Г.  Я + §')  <*№§.  (47) 
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При  переходе  от  четырехкратного  интеграла  к  шестикратному  мы  Подставили 
для  /у  выражение  из  (456),  а  при  переходе  от  шестикратного  к  двукратному 
использовали  преобразование,  обратное  (35). 

Как  мы  видим,  в  (46)  влияние  предмета  (характеризуемого  функцией  ^Г) 
и  комбинированное  влияние  освещения  (ф~)  и  оптической  системы  (Ж)  раз¬ 
делены  .  При  равномерном  освещении  (/“  =  сопзІ)  интенсивность  света,  вы¬ 
ходящего  из  объекта,  пропорциональна  \Р\*  и  в  случае  совершенного  отобра¬ 
жения  интенсивность  в  плоскости  изображения  выражается  (с  точностью  до 
постоянного  множителя)  формулой 

Л  (*і.  Уі)  =  Г  (*!.  у ,)  (*,.  у,)  =  ^  «о  </'•  в*)  X 

хехр  { — 2пі  [(Г  —Г)  *,  +  —8")  У  Л)  №  №  №  (48) 

В  соотношениях  (46)  и  (48)  истинная  интенсивность  1г  и  идеальная  интенсив¬ 
ность  I !  выражены  в  виде  суммы  вкладов,  вносимых  всеми  парами  частот 
(/',  §'),  (/",  о")  пространственного  спектра  объекта.  В  первом  случае  каждый 
вклад  в  сГ  раз  больше,  чем  во  втором.  Отсюда  следует,  что  если  ІГ  не  постоян¬ 
но  для  всех  значений  для  которых  обе  спектральные  компоненты 

4Г  (/',  $')  и  оГ  (/",  §“)  отличны  от  нуля,  то  некоторая  информация  об  объекте  бу¬ 
дет  теряться  или  искажаться.  Функция^  называется  взаимным  коэффициен¬ 
том  пропускания  системы,  работающей  при  данном  освещении  проходящим 
светом. 

Рассмотрим  теперь  вместо  самой  интенсивности  ее  пространственный 
спектр  3  (/,  ^).  Для  получения  соответствующего  выражения  умножим  обе 
части  (46)  на  ехр  [2яі  (Дц +^і)1  и  проинтегрируем  по  х±н  уг.  Используя  ин¬ 
тегральную  теорему  Фурье  (или,  короче,  представление  дельта-функции  Ди¬ 
рака  в  виде  интеграла  Фурье  (см.  приложение  4)),  найдем 

ЗіѴ,8)  +  А  е‘+ё,  Г,  ЯЗГѴ+Г’  «'  +  8)Г*(Г,§ѴГ%'.  (49) 

—  00 

Для  идеального  случая,  которому  соответствует  выражение  (48),  получим 

ЗА!,  ё)  =  ]  ]  Г  (Г +!,§'+ в)  Г»  (Г,  ё)№  №■  (50) 

—  00 

В  этих  формулах  и  Ь'г  выражены  в  виде  сумм  вкладов  от  каждой  пространст¬ 
венной  гармоники  (/',  ^')  структуры  объекта.  Как  мы  видим,  играет  ту  же 
роль,  что  и  прежде.  Эта  величина  характеризует  изменения,  возникающие 
в  каждом  вкладе  и  связанные  со  способом  освещения  объекта  и  характеристи¬ 
ками  пропускания  системы,  формирующей  изображение. 

Так  как  функция  отклика  %{},  $)  равна  нулю,  когда  точка  |  ц  =* 

лежит  вне  выходного  зрачка,  то  из  (47)  следует,  что  для  достаточно  вы¬ 
соких  частот  ©Г  обращается  в  нуль.  Если  выходным  зрачком  служит  круг  ра¬ 
диуса  а ,  то  произведение  X  ([+}',  §  +  &')  Ж*  (/+/',  &  +  &')  и,  следовательно, 
величина  Г,  §")  могут  отличаться  от  нуля  только  при  условии,  что 

в  плоскости  /,  @  отлична  от  нуля  область  наложения  кругов  С'  и  С"  с  центрами 
в  точках  О'  ,  — я')»  0"( — — §")  и  одинаковыми  радиусами 

аІКР  (рис.  10.15).  Чтобы  проиллюстрировать  влияние  освещения,  предпо¬ 
ложим,  что  применяется  критическое  освещение  или  освещение  по  Кёлеру  и 
что  числовая  апертура  я'зіпѲ'  конденсорной  системы  в  т  раз  превышает  чис¬ 
ловую  апертуру  гг0ьтѲ0  системы,  отображающей  объект.  Тогда,  согласно  (18) < 
или  (30),  взаимная  интенсивность  освещающего  пучка  равна 

К(ха—хі,уа—уІ)=  )  / Г. 


(51)'. 
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Ѵ^~Ѵ(ХГ,  —Х0У  +  (Уо—Уа)*  "о  5ІП  Ѳ,,  (52) 

А0 

а  — интенсивность  падающего  света  (она  считается  постоянной).  В  правой 
части  выражения  (51)  стоит  (см.  п.  8.5.2)  фурье-образ  функции 

П  (/.  8)  =  С0П5І  =,  (—?--)  /г.  когда  /2  +  ^<— | 
зіп*Ѳ0  /  К,  I 

ПѴ,ё)  =  0,  когда  (  ) 

До 

На  рис.  10.15  круг,  вне  которого  ^  обращается  в  нуль,  обозначен  через 
С.  Ясно,  что  для  данных  (/',  ^')  и  (/",  вклад  в  интеграл  (47)  для  <§Г 
вносят  лишь  те  точки  плоскости  /,  кото-  . 

рые  лежат  внутри  области  перекрытия  у 

кругов  С,  С'  и  С "  (на  рис.  10.15  она  за¬ 
штрихована). 

0"(-г;-д") 

§  10.6.  Некоторые  теоремы,  касающиеся 
взаимной  когерентности 


В  §§  10.4  и  10.5  мы  рассматривали  интер¬ 
ференцию  и  дифракцию  квазимонохроматиче- 
екого  света  и  ограничивались  случаем  време¬ 
ни  задержки  т,  малом  по  сравнению  с  време- 
нем  когерентности  света.  Мы  показали,  что 
при  этом  с  хорошей  точностью  зависимость  . 

корреляционных  функций  от  т  представлена  '  I 

только  гармоническим  членом,  т.  е.  что 

_  Рис.  10.15  Эффективная  область 

Г  {рх<7  X )  «  /  (Р1У  Рй)  ехр  (— 2ш’ѵт),  интегрирования  (заштрихована)  для 

'  _  .  __  г..  у  взаимного  коэффициента  пропуска¬ 
ли  Р2)  ^  Р-  (Р і»  Р г)  ехР  ( — 2шѵт).  пин  сзГ{Г,&'‘,  Г ,&")  отображающей 

.  системы  с  круглым  выходным  зрач- 

Элементарная  теория,  использующая  это  при-  ком  радиуса  а. 

ближение,  позволяет  учесть  уменьшение  ВИД-  Предполагается,  что  объект  освещается 
НОСТИ  В  «центре»  картины  (Т  =  0),  обуслов-  ПР°Х°ДЯЩ[?М  квазвмонохроматичссккм 

г  г  \  п  э  светом  со  средней  дли  и  о  и  волны  че- 

ленное  конечными  размерами  источника  све-  рез  конденсор  с  числовой  апертурой 
та.  Однако  она  не  принимает  но  внимание  из-  ^отЙраТлюще"4‘га2™0с*Ѵс*^ 
менения  видности  с  увеличением  разности  пру™  радиуса  а-т  ~  «„  зш  о„/ліх, 
хода.  Для  правильного  описания  явлений  о"Ц™г,ам-й''>  спо-ГД  Д* !, й,{ ’ ’  с  Друг 
В  случае,  когда  Временем  задержки  т  нельзя  радиуса  тп0  $ш  00/А0  с  центром  в  нача- 
пренебречь  по  сравнению  с  временем  коге-  ле  г«^,нм’Л7уДои»оС у"ел"?снае!р“ 
рентности,  необходимо  использовать  более 

точные  выражения  для  корреляционных  функций.  Ниже  мы  рассмотрим 
соответствующее  обобщение  некоторых  формул. 

10.6.1.  Расчет  взаимной  когерентности  для  света  от  некогерентного 
источника.  Пусть  Ѵх  (і)  и  Ѵ2  (і) —  возмущения  в  точках  Рх  и  Р2  волнового  поля, 
созданного  протяженным  (не  обязательно  квазимонохроматическим)  первич¬ 
ным  источником  о.  Вначале  будем  считать,  что  среда  между  а  и  точками  Рі  и 
Р2  однородна. 

Как  и  в  п.  10.4.2,  предположим,  что  источник  разделен  на  элементы  сІои 
(іо. . . .,  линейные  размеры  которых  малы  по  сравнению  с  эффективными  дли¬ 
нами  волн,  а  центры  находятся  близ  точек  5Ь  5Я,  Если  Ѵті  {і)  и  Ѵт2(і)  — * 
вклады  в  Ѵі  и  К2,  вносимые  элементом  Лат,  то 

Ѵг  (0  -  2  Ѵа1  {(),  ѵг  (0  =  V  Ѵш  (0,  ш 


ШШ 
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и  взаимная  функция  когерентности  определяется  выражением 

г (рѵ  я*  т)=<ѵ1«+т)ѵно>=2<^1^+х)ѵ;4(Ф.  (2) 

т 

В  правой  части  (2)  мы  пренебрегли  членами  типа  <Ут1^4-т)  Ѵ*п2  (/)>  (тфп), 
так  как  можно  полагать,  что  вклады,  вносимые  различными  элементами 
источника,  взаимно  иекогерентны. 

Мы  поступим  далее  несколько  иначе,  чем  в  §  10.4.  Согласно  (10.3.30)  каж¬ 
дый  член  под  знаком  суммы  в  (2)  можно  представить  в  виде 

<Ѵа1  К+'Г)Ѵ*,(0>  =  4  5  0„  (Я„  Р2,  ѵ)  ехр  ( — 2шѵт)йѵ,  (3) 


Ст  <Я„  Я„  ѵ)  =  Іігп  Гр»г(?*  1  (4) 

г-®  1*  -і 


—  взаимная  спектральная  плотность  возмущений  Ѵті~Ѵт(Ръ  і ),  Ут2  = 
=  Ѵт(Р2у  0-  Здесь  Ѵт  —  вклад  соответствующей  частоты  в  возмущение,  созда¬ 
ваемое  элементом  с1от.  Этот  вклад  распространяется  в  виде  сферической  вол¬ 
ны,  поскольку  предполагается,  что  среда  однородна.  Следовательно, 


ѵтт  (Рі>  ѵ)  =  атТ (ѵ)  | 

Ѵг,т(Р*>  ѵ)=аяГ(ѵ)^і^.  / 


(5) 


где  Ят1  и  — расстояния  между  точкой  $т  источника  и  точками  Рх  и  Р2 
(предполагается,  что  эти  расстояния  велики  по  сравнению  с  эффективными 
длинами  волн),  а  к  =  2п\іѵ  =  2п/"к.  Амплитуда  |а7П(ѵ)|  величины  ат(ѵ)  опре¬ 
деляет  «силу»  компоненты  с  частотой  ѵ  от  элемента  <іоті  а  аг&ат  (ѵ) —  ее  фазу. 
Из  (4)  и  (5)  следует,  что  _ 


От  (Ях.  Я»,  ѵ)  =  {  Нт 


I  атт{ѵ)  I2  )  ехр  [ік{ПгпХ  —  Птъ)] 
\  Кт\Ртъ 


(6) 


Величина,  стоящая  в  фигурных  скобках  в  правой  части,  является  спектраль¬ 
ной  плотностью  света,  идущего  от  элемента  сІот  источника.  Предположим,  как 
и  в  п.  10.4.2,  что  число  элементов  источника  настолько  велико,  что  его  можно 
считать  непрерывным.  Следовательно,  если  /(5^,  ѵ)сіотсіѵ  —4  Ііш  [|атг(ѵ))2/2Т], 

Т  -*■  ос 

т.  е.  если  /  (5,  ѵ)  —  интенсивность  на  единицу  площади  источника  в  еди¬ 
нице  частотного  интервала,  то,  согласно  (2),  (3)  и  (6),  имеем 

г  (Я,.  я„  т)=ИТ(Л)КГ(Р7ѵ(я.,  Я„  т)  = 


=  ехр  (— 2шѵт)  ^  /  (5,  ѵ)  ^5,  (7) 


где 


ос 

1  (Ях)  =  Г  (Яц  Ри 

О  с 
00 

/(Р2)  =  Г(Л,  я„ 


(8) 


—  интенсивности  в  точках  Рі  и  а  и  Р2  —  расстояния  от  этих  точек  до 
точки  5  источника  Уравнения  (7)  служат  обобщенной  формой  формул  Ван- 
Циттерта  —  Цернике  (10.4,20)  и  (10,4.21), 
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Если  среда  Между  источником  и  точками  Р1  и  Я2  неоднородна,  мы  можем 
поступить  так  же,  как  в  §  10.4,  а  именно  заменить  множители  (ехр ікЯ,)№} 
на  ІсК  (5,  Я,-,  ѵ)/ѵ,  где  К  —  соответствующая  функция  пропускания  среды. 
Тогда  вместо  (7)  мы  получим 


Г  (Л,  Р„  Т)  =  Ѵ/  (Рх)  V I  (Р3)  у  (/*,,  Рй,  Т)  = 

сю 

=  с^ехр  (—  2шѵт)  ^/(5,  ѵ)Л”(5,  ЯА,  ѵ)/(*(5,  Я2,  ѵ)<і5,  (9) 


где 


сс 

/  (Рі)  =  С8  С  /  (5,  V)  I  к  (5,  V)  I»  08, 
о 

оо 

/  (Л)  = ^  $ I  (5.  V)  I . к  (5.  Р„  V)  I *48. 


(10) 


По  аналогии  с  преобразованиями,  используемыми  в  §  10.4,  перепишем  (9) 
или  (10)  в  несколько  иной  форме.  Пусть 


4  А  (5,  Р,,  V) ю  (5.  V)  =  1/(5,  Р„ч),  | 
4Я(5,Р3,ѵ)У7(ЗД0Г1/(5,Р8,  ѵ),  I 


(П> 


Тогда  (9)  и  (10)  примут  вид 

Г(Рх,  р„  т)  =  ГТ(Л)  ѴТ(РІ)  ѵ  (Р1(  Р2>  т)  = 


=  ^  гіѵ  ехр  ( —  2ш'ѵт)  (  (/  (5,  Р1Э  ѵ)  Г/*  (5,  Р2,  (12) 

0  <у 

где 

<х>  со 

/  (*»,)  =  5  Л  5 1  ѵ  (5.  Р„  ѵ)  N5,  /(Л)  =  5  Л  5  К/  (5,  Р„  ѵ)| Ы8.  (13) 

0  о  0  а 


В  формуле  (12),  которая  является  обобщением  формулы  Гопкннса  (10.4.35), 
взаимная  функция  когерентности  и  комплексная  степень  когерентности  выра¬ 
жены  через  распределение  света,  создаваемое  ассоциированным  воображаемым 
источником.  В  самом  деле,  согласно  (11)  величину  (7(5,  Я,  ѵ)  можно  рассмат¬ 
ривать  как  возмущение  в  точке  Я,  обусловленное  находящимся  в  точке  5  моно¬ 
хроматическим  точечным  источником  с  частотой  ѵ,  нулевой  фазой  и  «силой», 
пропорциональной  У  I  (5,  ѵ). 


10.6.2.  Распространение  взаимной  когерентности.  Как  и  в  п.  10.4.4, 
вообразим,  что  поверхность  Л  пересекает  пучок  света  от  протяженного  первич¬ 
ного  источника  о  (см.  рис.  10.8).  Мы  покажем,  как,  зная  взаимную  когерент¬ 
ность  для  всех  пар  точек  на  поверхности  Л,  можно  определить  ее  значение  на 
любой  другой  поверхности  .‘Й,  освещаемой  светом  от  Л.  Для  простоты  предпо¬ 
ложим,  что  между  Л  и  ^находится  среда  с  показателем  преломления,  равным 
единице. 

Взаимную  когерентность  для  любой  пары  точек  <Зі  и  <?2  на  53  можно  рас¬ 
считать  с  помощью  (12).  В  этой  формуле  II  представляет  собой  монохромати¬ 
ческое  возмущение,  и  следовательно,  его  можно  определить  на  основе  принципа 
Гюйгенса  —  Френеля  при  условии,  что  известны  возмущения  во  всех  точках 
поверхности  Л\  имеем 


V  (5,  ѵ)  =  |і/(5,  Р„  Ѵ)ех?-(^')Л1^Р1. 


(14) 
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Здесь  5і  означает  расстояние  между  произвольной  точкой  Рг  на  Л  и  точкой  <2ь 
а  Аг  — -  обычный  коэффициент  наклона.  Совершенно  аналогичное  соотношение 
справедливо  и  для  (7(5,  $2,  ѵ).  Подставляя  эти  формулы  в  (12)  и  изменяя  по¬ 
рядок  интегрирования,  получим  для  взаимной  когерентности  следующее  вы¬ 
ражение: 

Г(<?„  <Э2,  "0  = 

СО 

=  НЁ%?17(Рі'  Р"  Я лі  (Я  К  (Я  ехр  { -2шѵДт  }  йѵ,  (15) 

лл  0  : 

где 

^  (Р„  Рг,  у)  =  5  и  (5,  Рг,  т)  V*  (5,  Р„  У)  08.  (16) 


Двойное  интегрирование  в  (15)  означает,  что  точки  Рг  и  Р2  пробегают  поверх¬ 
ность  Л  независимо.  Здесь  коэффициенты  наклона  Лх(ѵ)  и  ЛДѵ)  зависят  от 
частоты  и  медленно  изменяю'гся  с  ѵ  по  сравнению  с  изменением  остальных 
членов.  Если  ширина  эффективного  спектрального  интервала  света  достаточно 
мала,  эти  коэффициенты  можно  заменить  на  Лі~ ЛЦ-ѵ),  Л2=Л2(ѵ),  где  ѵ — » 
средняя  частота  света.  Согласно  (12)  интеграл  по  ѵ  равен  Г(/>1,  Р2,  т — (5і — $3)/ф 
Таким  образом,  окончательно  получим 


-й: 

ЛЛ 


Г  ^1»  Ръ 


5і5а 


^а^ісір,  аРг 


47) 


Это  и  есть  искомая  формула,  в  которой  взаимная  функция  когерентности  точек 
<2 1  и  фа  поверхности  3$  выражена  через  взаимную  интенсивность  всех  пар  точек 
поверхности  Л . 

Особый  интерес  представляет  случай  совпадения  точек  фі  и  <22  и  т  =  0 
(общую  точку  обозначим  через  (2).  Тогда  левая  часть  соотношения  (17)  превра¬ 
щается  в  интенсивность  /  (( 2 ).  Если,  кроме  того,  мы  подставим  в  правую  часть 
функцию  Г,  выраженную  через  интенсивности  и  коэффициент  корреляции 
у,  то  формула  (17)  примет  вид 


/(<Э)  = 


V I  (Рі)  V ПРг) . 


.  ^1»  Р 2>  ' 


(18) 


В  этом  соотношении  интенсивность  в  произвольной  точке  <2  выражена  в  виде 
суммы  вкладов,  вносимых  всеми  парами  элементов  произвольной  поверхности 
Л  Каждый  вклад  пропорционален  среднему  геометрическому  из  интенсивнос¬ 
тей  в  двух  элементах,  обратно  пропорционален  произведению  расстояний  этих 
элементов  до  ф  и  входит  с  весом,  равным  соответствующему  значению  коэф¬ 
фициента  корреляции  у. 

Соотношения  (17)  и  (18),  предложенные  Вольфом,  обобщают  закон  рас¬ 
пространения,  найденный  Цернике  (10  4.45),  и  формулу  (10.4.46)  для  интен¬ 
сивности  в  частично  когерентном  волновом  поле. 


§  10.7.  Строгая  теория  частичной  когерентности  *) 

10.7.1.  Волновые  уравнения  для  взаимной  когерентности.  Некоторые  тео¬ 
ремы,  выведенные  выше  и  относящиеся  к  корреляционным  функциям,  во  мно¬ 
гих  чертах  подобны  теоремам,  относящимся  к  самому  комплексному  возмуще¬ 
нию.  Например,  формула  Ван-Циттерта  —  Цернике  (10.4.21)  для  комплексной 

*)  Материал,  изложенный  ь  этом  параграфе,  в  основном  базируется  на  исследованиях 
Вольфа  [15,  71]. 


§  10-7] 
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степени  когерентности  в  плоскости,  освещаемой  протяженным  квазимонохро- 
матическим  первичным  источником,  оказывается  идентичной  формуле  для 
комплексного  возмущения  в  дифракционной  картине,  возникающей  при  диф¬ 
ракции  на  отверстии,  размеры  и  форма  которого  совпадают  с  размерами  и  фор¬ 
мой  источника.  Другим  примером  служат  законы  распространения  взаимной 
интенсивности  (см.  (10  4.45));  как  мы  видим,  они  похожи  на  принцип  Гюйген¬ 
са  —  Френеля.  Теоремы,  относящиеся  к  комплексному  возмущению,  можно 
рассматривать  как  приближенные  положения,  вытекающие  из  некоторых 
строгих  теорем,  а  именно  формул  Гельмгольца  и  Кирхгофа  (см.  (8.3.7),  (8.3.13)). 
Последние  вытекают  из  положения,  согласно  которому  световое  возмущение 
распространяется,  как  волна.  Указанная  аналогия  наводит  на  мысль,  что 
корреляция  также  распространяется,  как  волна  и  что  наши  теоремы  являются 
приближенными  формулировками  каких-то  соответствующих  теорем  типа 
Гельмгольца  —  Кирхгофа.  Нетрудно  показать,  что  это  действительно  так. 

Рассмотрим  стационарное  волновое  поле  в  вакууме.  Пусть  V (Рх>  і)  и 
V  (Р2і  і)  —  возмущения  в  точках  Р±  и  Р2  соответственно  Удобно  вначале  вы¬ 
разить  взаимную  функцию  когерентности  в  более  симметричной  форме 

г(/\,  р„  о = <ѵ  (л,  {, + о  ѵ*  (р„  и + п> = 

00 

'  =Літ  ^  С  ѴТ(РХ,  і +  І,)  Ѵ”г  (Р„ 1  +  Іг)й1 

Далее  пѵси. 

Ѵ»=і1+Д*+І1 

оХ\  ду\ 

—  лапласиан  по  декартовым  координатам  точки  Рх.  Действуя  этим  оператором 
цз.  соотношение  (1)  и  изменяя  порядок  различных  операций,  получим 

те 

Ѵ?Г(Р.,  Р„  іг,  (г)  =  Ііт  ^  (  {[Т!ГГ(Я„  Ь  +  К)}УГ(Р„  (3) 

—  х 

Вещественная  часть  Ѵ*р  величины  V Т  представляет  истинное  физическое  вол¬ 
новое  поле  (например,  декартову  компоненту  электрическом  векторной  волны) 
и,  следовательно,  удовлетворяет  волновому  уравнению 

ѴП>  (Р»  1  +  Ѵ'т  (Риі  +  Іг)-  (4а) 

Мнимая  часть  Ѵт*  величины  Ѵт,  а  значит  и  Ѵт  также  удовлетворяет  волновому 
уравнению;  последний  результат  получается  сразу  же,  если  применить  преоб¬ 
разование  Гильберта  к  обеим  частям  (4а)  и  использовать  следующее  утвержде¬ 
ние:  если  каждая  из  двух  функций  получается  одна  из  другой  преобразованием 
Гильберта,  то  та  же  зависимость  справедлива  и  для  их  производных.  Следова¬ 
тельно  *), 

Ѵ!К  (К.  і  +  іг).  (46) 

Отсюда  следует,  что  в  правой  части  (3)  V?  можно  заменить  на  дгісгді\.  Вновь 

*)  Здесь  можно  привести  и  другое  доказательство.  Так  как  Ѵ(р  удовлетворяет  волно¬ 
вому  уравнению,  то  каждая  из  его  спектральных  компонент  пг(ѵ)( — ооСѵ^оо)  удовлетво¬ 
ряет  уравнению  Гельмгольца.  Но  согласно  уравнению  (10.2.186)  спектр  Ѵт—Ѵ(р  ~| равен 
2уг(ѵ)  при  ѵ>  0  и  нулю  при  ѵ<0.  Следовательно,  каждая  спектральная  компонента  функции 
Ѵт  также  будет  удовлетворять  уравнению  Гельмгольца,  а  значит  и  сама  функция  Ѵт  удов¬ 
летворяет  волновому  уравнению, 


0) 

(2) 
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изменяя  порядок  операций,  получим 

Ѵ?Г(Р1,  Р2,  іи  =  «тв27  |  уг(Л.  (  +  (г)Ѵ‘т{Рг,  І  +  ІД4І, 


Ѵ?Г(Р1(  Рг, 

Совершенно  аналогичным  образом  находим 

Ѵ?Г(РІ,  р„  Л, 

*  01  2 


(5а) 

(56) 


где  Ѵі —  лапласиан  по  координатам  точки  Я2. 

Для  стационарного  поля  Г  зависит  от  іх  и  іг  лишь  через  разность  іг — і2  =т. 
Поэтому,  как  и  раньше,  можно  записать  Г(Рі,  Р2,  іи  ?3)  —Г(Ри  Р^  т).  В  этом 
случае  д-іді\  ді1ді1--д2!<іт1у  и  вместо  (5)  мы  получим 


ѵгг(р1,р2,т)= 
Ѵ?Г  (Р1УР„  т)  = 


1  д*Г(Рг,  Ра,  т) 
с2  дт2 

і  аг  (/>!,  ^д,  т) 

С2  дт2  ‘  ' 


(ба) 

(бб) 


Таким  образом,  в  вакууме  взаимная  функция  когерентности  удовлетворяет 
двум  волновым  уравнениям  *).  Каждое  из  них  описывает  изменение  взаимной 
когерентности,  когда  одна  из  точек  (Ра  или  />,)  фиксирована,  а  другая  точка 
и  параметр  т  меняются.  Величина  т  представляет  собой  разность  времен  между 
моментами,  в  которые  рассматривается  корреляция  в  этих  двух  точках.  Во 
всех  экспериментах  т  входит  только  в  комбинации  сх  =■=  Д^,  т.  е.  как  разность 
хода.  Таким  образом,  само  время  исключено  из  окончательного  описания  поля. 
Эта  особенность  теории  частичной  когерентности  весьма  привлекательна,  так 
как  в  оптических  волновых  нолях  истинные  временные  изменения  совершенно 
невозможно  обнаружить.  Основную  величину  в  предложенной  теории,  взаим¬ 
ную  функцию  когерентности  Г(ЯЬ  Р2,  т),  можно  непосредственно  измерить, 
например,  с  помощью  интерференционных  экспериментов,  описанных  в  §§  10.3 
и  10.4. 

10.7.2.  Строгая  формулировка  закона  распространения  взаимной  когерент¬ 
ности.  Обратимся  вновь  к  стационарному  волновому  полю  в  вакууме.  Пусть 
и  <32  —  любые  две  точки  поля  и  Л  —  любая  воображаемая  поверхность, 
окружающая  эти  точки.  Если  Ѵі —  лапласиан  по  координатам  точки  то, 
согласно  (5а),  мы  получим 


Ѵ?Г  ®и(}л9 


Іц  ^а) 


1  д*Т(0и  0и  *и  У 
ді\ 


(7) 


Отсюда  следует,  что  мы  вправе  использовать  для  Г  интегральную  формулу 
Кирхгофа  (8.3.13).  Таким  образом,  функцию  Г  (С,,  ф2,  іи  іг)  можно  выразить 
через  значения  [Г(ЯЬ  ф2,  іі9  і2)]и  где  Рх  принимает  все  положения  на  поверх¬ 
ности  Л  у  а  квадратные  скобки  с  индексом  1  ([ . . .  Зі)  означают  запаздывание  от¬ 
носительно  іХу  т.  е. 


[г  (Рх,  іи  4>]. = Г  (Рх.  -<?„  Іх -і ,  іг) . 


(8) 


*)  Когда  т  мало  по  сравнению  с  временем  когерентности,  то,  согласно  (10.  4,10), 
Г  (Ри  Р 2»  т)  ^  (Рі,  Р2)ехр( — 2яіѵт).  Из  (6)  следует,  что  в  рамках  теории,  оперирующей  с 
квазимонохроматическими  пучками,  взаимная  интенсивность  </12  в  вакууме  с  хорошей  точ¬ 
ностью  подчиняется  уравнениям  Гельмгольца 

(Ри  Рг)+кЧ  (Рх,  Р,)= 0,  ѵѴ  (Ри  Р,)+АѴ  (Ръ  Ра)=0. 


§  Ю.7] 
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Здесь  $і —  расстояние  между  Рг  и  (рис.  10.16).  Выписывая  формулу  Кирх¬ 
гофа  в  явном  виде,  получим 


г  (Ох.  Яг,  іи  4)=^  Ѵг  [Г  (Л*  Яг,  Іи  *,)],+ 

А 

+  Л  [^Г(/\,  в.,  *г.  *.)],  +  *!  [^Г{Р1,  <*„  4,  «]1}^Я1.  (9) 

Здесь  д/дя!  означает  дифференцирование  вдоль  внутренней  нормали  к  А  в  точ¬ 
ке  Рі  и 

,  _  а  п\  і  а5і  , 

”  ”  дпх  V  $і  )  *  ® 1  С5і  дпх  *  1  ~~ 

Согласно  (56)  мы  получим  также 


діі 


где  ѴІ —  лапласиан  по  координатам  точки  < ?2 .  Рис.  10.16.  Обозначения,  исполь- 

Следовательно,  величину  Т(Ри  іи  Іг),  ко-  зуемые  при  строгой  формулировке 

торая  появляется  в  правой  части  (9),  можно  закона  распространения  взаимной 
выразить  в  форме  интеграла  Кирхгофа,  содер-  когерентности, 

жащего  значения  [Г  (Ри  Я2>  4»  4)І2»  гдеР2  при¬ 
нимает  все  возможные  положения  на  поверхности  А,  а  скобки  с  индексом 
2  ([ . . .  ]2)  означают  запаздывание  относительно  4>  т.  е- 

(12) 


[Г  (Л,  4»  4)Ь —  1  (^1»  * 


Здесь  82  —  расстояние  между  Р%  и  ф2-  Соответствующая  формула  в  явном  виде 
запишется  следующим  образом: 


Г*  (Я Фй»  4>  4)  4л' ^  |/г[Г(^і>  ^°2»  4»  4)3  2  "4”  §&  ^  (^1*  ^4*  4>  4)^  а  ~Ь 

~^^2  ^2»  ОФ 

Здесь  д!дп2  означает  дифференцирование  вдоль  внутренней  нормали  в  точке 
Р о ,  а  /2,  ^2»  /іг  —  те  же  величины,  что  и  в  (10),  но  с  индексом  2.  Продифферен¬ 
цировав  (13)  по  4  и  пи  получим 

г  Г  (Р„  яг,  іи  У  Л Г  (Р„  Р„  ч.  4)]  2  + 


ді: 


А 


А 

дп 


+  &  Рі’  Ііг  +  [э&Г(Рі-  Р 21  ^)]2}^Ра.  (14) 

-  г  (Рх.  *х, « . = т  |  ( г,  г  (Рх,  р„  ч.  *,)] 2 + 

+*.  [^ПРх.  р,.  ч,  *.)],+*  [^Г(Р*’Р*>  **  '4ЬР-  <15> 

Подставляя  (13),  (14)  и  (15)  в  (9),  найдем  следующее  выражение  для 

г  (Яи  Яг,  іи  4): 

Г«Эх.  <2,.*Х.  У=ІМ,  А  1г]і.  .+/*.  [щ  Г]і,з  + 

+  /АЙГ]х,8+^КГ]х,.+^  [АѴ\,,/'^А  [й&Г]х,а  + 

[&г]„.+**  [«йс^.+^л  Ыгкг]х,>р^р>-  йб) 
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Первыми  двумя  аргументами  функции  Г,  стоящей  в  правой  части  (16),  яв¬ 
ляются  Рх  и  Р2,  а  скобки  означают  запаздывание  относительно  обеих 

переменных  і,  например, 

[ГЦ,  И  =  Г  Р2,  и— Ь,  *,-■*•■).  (17) 

Наконец,  используем  предположение  о  стационарности,  которое  означает, 
что  Г  зависит  лишь  от  разности  временных  аргументов.  Запишем,  как  и  рань¬ 
ше,  Г  (Ри  Р 2і  іи  У=Г  (Ри  Р2,  т),  т  =  — /2.  Тогда  д!діг  =  —діді2  =  дідх,  и 
выражение  (16)  примет  вид*) 

г«1,<г..т)=^д1^ {/л  [Г]  [іт]  +/а  йг]  - 

[^г]  —ёі§,  [да г]  +«А  [а^тг]  +ЛЛ  [^7 г]  — 

1§^Г]  Н-ЛіА.  [вдГ]  <18) 

Первыми  двумя  аргументами  функции  Г,  стоящей  в  правой  части  (18),  яв¬ 
ляются  Рх  и  Р2 ,  а  скобки  I. . .]  означают  «запаздывание»  на  величину  (5і — 52)/с, 
например,  ^ 

[Г]  =  г(л,  />„т-*=А).  (19) 

Формулу  (18)  можно  считать  строгой  формулировкой  закона  распространения 
взаимной  когерентности  (10.6.17).  Она  выражает  значение  взаимной  функции 
когерентности  для  любых  двух  точек  С>і  и  <Э2  через  значения  этой  функции  и 
некоторых  ее  производных  для  всех  пар  точек  на  произвольной  замкнутой 
поверхности,  окружающей  обе  эти  точки. 

В  специальном  случае  совпадения  точек  <2Х  и  ф2  и  т  —  0  мы  получим  из  (18>, 
подставляя  Г12  (т)  —  V  ІхѴ  ^2  Ѵіг(т)»  следующее  выражение  для  интенсивности: 

1  (^)  Іу  ІУ]  +  і&)  [<^?]  —8і8 2  [^5  ?]  |  + 

лл 

+  ѴТ,  {/А  ^  (ѴТЖ  м) +§А  (УГг  [I  г] ) }  + 
Л-ѴЦіА^  М)-вЛ^(К^[у)}  + 

+ АА  [V] ))  ар*.  (20) 

Здесь  /,  и  / а  —  интенсивности  в  точках  и  соответственно,  [у]  = 
=^у(РиР 2,  (52 — $і)Л?)  и  т.д.  Формулу  (20)  можно  считать  строгой  формулировкой 
теоремы,  выражаемой  уравнением  (10.6. 18).  Она  определяет  интенсивность  в  про¬ 
извольной  точке  ф  через  распределение  интенсивности  и  комплексную  степень 
когерентности  (и  некоторых  производных  от  этих  величии)  на  произвольной 
поверхности,  окружающей  <3. 

10.7.3.  Время  когерентности  и  эффективная  ширина  спектра.  Понятие 

времени  когерентности,  которое  оказалось  полезным  при  рассмотрении  многих 
проблем,  относящихся  к  полихроматическому  свету,  было  введено  в  п.  7.5.8 
при  изучении  возмущения,  возникающего  вследствие  суперпозиции  идентич¬ 
ных  волновых  цугов  конечной  длины.  На  простом  примере  (случайная  после¬ 
довательность  периодических  волновых  цугов)  мы  показали,  что  время  ко- 


*)  Уравнение  (18)  применимо  к  случаю  распространения  от  замкнутой  поверхности  Л 
произвольной  формы.  Для  распространения  от  плоской  поверхности  формулы  значительно 
упрощаются  [72]. 
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герентности  *)  Дт  и  эффективная  ширина  спектра  Дѵ  =  сАХІ№  получающегося 
возмущения  связаны  по  порядку  величины  соотношением 

Дт  Дѵ  л;  1 .  (21 ) 

Мы  упоминали  также,  что  подобное  соотношение  выполняется  и  при  более 
общих  условиях,  если  под  Дт  и  Дѵ  понимать  соответствующие  средние  величи¬ 
ны.  В  настоящем  разделе  мы  определим  эти  величины  и  строго  установим  иско¬ 
мое  соотношение  взаимности. 

Предположим,  что  пучок  света  в  точке  Р  делится  на  два  пучка,  которые 
сводятся  вновь  после  того,  как  между  ними  возникла  разность  хода  с г.  Полу¬ 
чающиеся  интерференционные  эффекты  характеризуются  функцией  автоко¬ 
герентности 

Г(т)  —  <У  +  {і)>  —  4  ^  0(ѵ)ехр( — 2шѵт)<іѵ,  (22) 

о 

где  Ѵ(і)  —■  комплексное  возмущение  в  точке  Я,  а  0(ѵ)  —  спектральная  плот¬ 
ность.  /  ѵ 

Так  как  степень  когерентности  двух  интерферирующих  пучков  выражается 
в  виде  |у  (т)  |  —  ]Г(т)  |/Г  (0),  разумно  (и  с  математической  точки  зрения  удобно) 
определить  время  когерентности  Дт  света  в  точке  Р  как  нормированную  сред¬ 
неквадратичную  «ширину»  **)  функции  |Г(т)  |2,  т.  е.***) 

^  т2 1  Г  (1)  |2  Ох 

(Дт)2-^ - -•  (23) 

^  I  Г  (т)  |2  йт 


Определим  далее  эффективную  ширину  спектра  Дѵ  света  в  точке  Р  как  нор¬ 
мированную  среднеквадратичную  ширину  спектра  Г,  т.  е.  как  нормированную 
среднеквадратичную  «ширину»  квадрата  спектральной  плотности  0(ѵ)  в  об¬ 
ласти  ѵ^О.  Таким  образом, 


^  (ѵ— ѵ)а  о2  (ѵ)<іѵ 


(Д  ѵ)2  ==  — 


(24) 


Чтобы  установить  требуемое  соотношение  взаимности,  положим 

1  =  ѵ— ѵ,  _  (а)  'І 

Ф  (І)  =  40  (ѵ  +  |),  когда  |  >— ѵ,  \  I 

Ф(|)  =  0,  когда  !<—  ѵ,  (  ( 

^  (т)  =  Г  (т)  ехр  (2ш*ѵт).  (в)  ] 


(25) 


-  у 

*)  В  соответствии  с  обозначениями,  принятыми  в  настоящей  главе,  вместо  М  мы  здесь 
пишем  Ат. 

**)  Здесь  и  ниже  авторы  определяют  нормированную  среднеквадратичную  «ширину» 
функции  через  дисперсию  аргумента  при  функции  распределения,  совпадающей  с  нормирован¬ 
ным  квадратом  данной  функции.  (Прим,  ред.) 

+  ®  +  » 

***)  Среднее  значение  т  =*  ^  ТІ  Г  (т)  р  гіт/  ^  |  р  (?)  |2  равно  нулю,  так  как  [г  (х)і _ _ 

-со  '-00 

летная  функция  т.  Другое  определение  времени  когерентности  дано  в  работах  [73], 
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Предположим»  что  функция  Ф(1)  непрерывна  всюду  ( — оо<;|<;с©); 
следовательно  *),  Ф  ( — ѵ)  —  0(0)  =  0  Из  (22)  вытекает,  что  У  и  Ф  служат  фурье- 
образами  друг  друга,  т.  е. 

<ж  ос 

'К  (х)  =  5  Ф  (і)  ехр  (— 2пі\х)  йі,  Ф(1)=-  $  Т  (т)  ехр  (2л/|т)  йх.  (26> 


где 


Выражения  для  Ат  и  Дѵ  принимают  вид 

(Дт)а  =  -Т-  ^  т2 1 Т  (т)  |Мт, 

-  ас 
ос 

(Д ѵ)2=^-  (1)аъ, 

—  со 

СС  ж 

ІѴ  =  5  |Т(т)Мт  =  ^  Ф »(&)<«. 


(27) 

(28) 

(29> 


Выразим  далее  интеграл  (28)  через  функцию  ТС  Используя  второе  из  со¬ 
отношений  (26),  получим 

(Дѵ)2 =-±-  |  (I)  аі  |  у  (т)  ехр  (2ш|г)  йх  -•= 

—  со  —  ээ 

=  1  5  ѴМА  I  Ф  (I) ехр  (2іи|т) (II  — 

—  ОС  —  00 

=  -4 Л  I  ^(х)|5Т*(т)Л  =  ТІ^  5  І^рт.  (30) 


При  переходе  от  второго  выражения  к  третьему  использовано  первое  из  со¬ 
отношений  (26),  а  также  соотношение  гР‘( — т)  —  Чг  *  (т) .  Последнее  выражение 
получается  из  предыдущего  при  интегрировании  по  частям,  если  учесть,  что 
0  при  т^-Нгоо;  это  справедливо,  так  как,  по  предположению,  интеграл 

со 

^  |Ч',(т)|ас?т  в  (29)  сходится. 


Из  (27),  (29)  и  (30)  следует,  что 


(31) 


В  приложении  8  с  помощью  простой  алгебраической  аргументации  показано, 
что  член  в  квадратных  скобках  в  правой  части  (31)  больше  или  равен  единице 
для  любой  функции  Чг,  для  которой  существуют  интегралы  Таким  обра¬ 
зом,  мы  установили  следующее  неравенство  взаимности  **)  для  времени 


*)  Фактически  это  условие  необходимо  для  сходимости  интеграла  в  числителе  (23)  Если» 
как  здесь  предполагается,  оно  выполняется,  то  ікувчінп  (23)  не  изменяется  при  замене  Г(т)= 
--  (V {і  т)Ѵ*  (/))>  на  вещественную  корреляционную  функцию  Г(г)  (т)  =  ЦеГ(т) 

--  2<[Ѵ(Г)  (Т|-т)1/(г>(/))>  (см.  [71 ,  74]).  Более  общий  случай  0(0)  Ф  0  исследовался  в  работах 
[75,  76].  См  также  [77], 

**)  Наш  вывод  аналогичен  выводу  соотношения  неопределенности  Гейзенберга,  пред¬ 
ложенному  Вейлем  и  Паули  [78]. 
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когерентности  и  эффективной  ширины  спектра: 

ДтДѵ>±.  (32) 

Напомним»  что  согласно  (10,4.5)  степень  когерентности  (Ѵи(т)|  = 
*=  |Ги(т)  |  /Гц(0)  для  двух  интерферирующих  пучков  квазимонохроматиче- 
ского  света  с  одинаковой  интенсивностью  равна  видности  (т)  полос  в  точке, 
соответствующей  разности  хода  ст  между  этими  пучками.  Следовательно, 
(23)  можно  переписать  в  виде 

^  т2^2  (т)  сіх  ^  т2^>2  (т)  гіт 

(А  х)*  =  - - - =  Ь - .  (33) 

С  9^2  (г)  Ат  ^  ут»  (т)  Ал 

-»  О 

Таким  образом,  время  когерентности  Ат  для  интерферирующих  пучков  с  оди¬ 
наковой  интенсивностью  равно  нормированному  среднеквадратичному  значению 
« ширины »  квадрата  функции  видности. 

Данное  определение  времени  когерентности  является  более  удовлетвори¬ 
тельным,  чем  определение,  приведенное  в  п.  7.5.8,  поскольку  мы  здесь  не  де¬ 
лали  специальных  предположений  о  природе  элементарных  полей,  вызываю¬ 
щих  возмущение.  В  самом  деле,  мы  больше  не  требуем  знания  деталей  поведе¬ 
ния  быстро  флуктуирующей  функции  1/(0,  а  наше  определение  основывается 
на  поддающейся  измерению  корреляционной  функции  Г  (т).  Если  бы  мы  хоте¬ 
ли  сохранить  описание  интерференционных  явлений  с  помощью  элементарных 
волновых  цугов,  нам  нужно  было  бы  рассматривать  Ат  как  длительность  сред¬ 
него  волнового  цуга;  однако  такую  интерпретацию  следует  применять  с  осто¬ 
рожностью. 

Возвращаясь  к  соотношению  (32),  мы  видим,  что  знак  равенства  получается 
лишь  тогда,  когда  член  в  квадратных  скобках  в  правой  части  (31)  равен  еди¬ 
нице;  согласно  приложению  8  это  возможно  только  в  том  случае,  если  У  (т)  — 
функция  Гаусса.  Но  так  как  фурье-образ  функции  Гаусса  тоже  является  функ¬ 
цией  Гаусса,  а  эта  последняя  отлична  от  нуля  при  всех  значениях  ее  аргу¬ 
мента  ( — оо<|<оо),  то  она  не  удовлетворяет  второму  условию  (256).  Таким 
образом,  знак  равенства  в  (32)  никогда  не  достигается.  Однако  если  частота, 
соответствующая  максимуму  функции  Гаусса,  велика  по  сравнению  со  средне¬ 
квадратичным  значением  «ширины»  этой  функции,  то  вкладом  в  ѵ  и  Дѵ,  обу¬ 
словленным  отрицательным  частотным  интервалом,  можно  пренебречь,  и  оче¬ 
видно,  что  для  высокочастотного  спектра,  встречающегося  в  оптике,  величина 
произведения  ДтЛѵ  не  может  заметно  отличаться  от  значения,  которое  соот¬ 
ветствует  всей  кривой  Гаусса.  Таким  образом,  знак  неравенства  в  (32)  можно 
заменить  знаком  порядка  величины,  т.  е. 

Ат  Лѵ  ~  й  •  (34) 

Приведенное  выше  определение  времени  когерентности  пригодно,  если  два 
интерферирующих  пучка  получаются  из  одного  делением  в  точке  Р.  Однако 
его  легко  распространить  на  случаи,  когда  два  интерферирующих  пучка  обра¬ 
зуются  делением  в  двух  точках  Р1  и  Р2 ,  как,  например,  в  интерференционном 
эксперименте  Юнга.  При  этом  вместо  функции  автокогерентности  Г (т)  = 
=  Г  (Р,Р,  т)  следует  использовать  взаимную  функцию  когерентности  Г12  (т) 

—  Г  (Ръ  Р2,  т),  а  вместо  обычной  спектральной  плотности  0(ѵ)  —  взаимную 
спектральную  плотность  С12(л?).  Единственное  различие  возникает  из-за  того, 
-что  величина  С12(ѵ)  комплексна,  а  Г1в(т)  —  не  обязательно  четная  функция  т 


32* 
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и,  следовательно,  т  не  обязательно  равно  нулю.  Соответствующие  выражения 
имеют  вид 


5  (т-т1г)2  I  Г„  (т)  р  іх 

(Ат12)«  =  ^_ -  , 


5  іг„е*)і» 


СІХ 


(Дѵ1а)*  =  °- 


5(ѵ-ѵ»)»|  Оі,(ѵ)|*йѵ 


5  *|Ги(т)|»Л 

—  СО 

~  ОС  » 

5  |Г12(Т)  \-4т 

—  00 
ос 

^  ѵ  і  с1а  (ѵ)  р  ли 


^  I  <3«  (ѵ)  р  гіѵ 


(35) 


(36) 


5  |0„(ѵ)|> 


С ІѴ 


Величину  Дт12^можно  назвать  взаимным  временем  когерентности ,  а  Дѵ12  — - 
взаимной  эффективной  шириной  спектра  светового  возмущения  в  точках  Рг  и 
Р2.  Изменяя  очевидным  образом  аргументацию,  приводившуюся  для  вывода 
(32),  легко  показать,  что  эти  величины  удовлетворяют  неравенству  взаимности 

(Дт12)  (Дѵ12)  >  1/4 я.  (37) 

Наконец,  обобщая  соотношение  (33),  для  квазимонохроматнческого  света 
получим 

5  5  Т5И>?»(Т )Лі 

(Дт12)г  =  — — -  ,  т12  =  ^ - .  (38) 

5  г)  ах 


Здесь  7^- и  (т)  —  видность  полос,  образованных  интерферирующими  световыми 
пучками  одинаковой  интенсивности,  идущими  от  точек  Рх  и  Р2. 

§  10. 8.  Поляризация  квазимонохроматического  света 

В  предыдущих  разделах  настоящей  главы  мы  рассматривали  световое  воз¬ 
мущение  как  скалярную  величину.  Ниже  мы  кратко  рассмотрим  некоторые 
векторные  свойства  квазимонохроматической  световой  волны. 

В  §  1.4  мы  указывали,  что  строго  монохроматический  свет  всегда  поля¬ 
ризован,  т.  е,  что  конец  электрического  (а  также  магнитного)  вектора  в  каждой 
точке  пространства  движется  периодически,  описывая  эллипс,  который,  ко¬ 
нечно,  в  особых  случаях  переходит  в  круг  или  прямую  линию.  Мы  рассмат¬ 
ривали  также  неполяризованный  свет.  В  этом  случае  можно  считать,  что  конец 
вектора  движется  совершенію  нерегулярно,  и  такие  световые  колебания  не 
имеют  никаких  преимущественных  направлений  в  плоскости,  перпендикуляр¬ 
ной  к  направлению  распространения.  Подобно  случаям  полной  когерентности 
и  полной  некогерентности,  указанные  два  случая  также  относятся  к  экстремаль¬ 
ным.  В  общем  случае  изменение  векторов  поля  не  является  ни  вполне  регуляр¬ 
ным,  ни  вполне  нерегулярным,  и  можно  сказать,  что  свет  частично  поляри¬ 
зован.  Обычно  такой  свет  получается  из  неполяризованного  при  отражении 
(см.  п.  1.5.3)  или  рассеянии  (см.  п.  13.5.2).  Здесь  мы  исследуем  основные  свойст¬ 
ва  частично  поляризованной  световой  волны  Мы  покажем,  что  для  такой  волны 
все  наблюдаемые  явления  зависят  от  интенсивностей  двух  произвольных  вза¬ 
имно  ортогональных  компонент  электрического  вектора,  перпендикулярных 
к  направлению  распространения,  и  от  существующей  между  ними  корреляции* 
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10.8.1.  Матрица  когерентности  квазимонохроматической  плоской  волны  *). 

Рассмотрим  квазимонохроматическую  световую  волну  со  средней  частотой  ѵ, 
распространяющуюся  в  положительном  направлении  оси  г.  Пусть 

Ех  (/)  =аг  (і)  ехр  {*'  [ф,(/)  —  2л\і]},  Еу(і)  =  аг  (Оех р{і  [<р,  (()— 2яѵ/]}  (I) 

—  две  взаимно  ортогональные  компоненты  электрического  вектора  в  точке  О, 
перпендикулярные  к  направлению  распространения.  Вновь  воспользуемся 


комплексным  представлением,  рассмотренным 
в  §  10.2;  при  этом  Ех  и  Еу  являются  «анали¬ 
тическими  сигналами»,  ассоциированными  с 
истинными  (вещественными)  компонентами 
Е{?  =  ах(і)  соз  [  фі  —  2 яѵД  Е(уп  =  а2  (і)  х 

X  соз  [ср2(0  —  2зтѵД.  Если  бы  свет  был  строго 
монохроматическим,  то  аи  я2,  фіИ  ф2  были  бы 
постоянными.  Для  квазимонохроматической 
волны  эти  величины  зависят  также  от  времени 
но,  как  мы  видели,  за  любой  интервал  време¬ 
ни,  малый  по  сравнению  с  временем  коге¬ 
рентности,  т.  е.  малый  по  сравнению  с  вели¬ 
чиной,  обратной  эффективной  спектральной 
ширине  света  Аѵ,  их  изменение  относитель¬ 
но  невелико. 


О  Ѳ  Я 


Рис.  10.17.  Обозначения,  исполь¬ 
зуемые  при  вычислении  матриц  ко¬ 
герентности. 


Предположим,  что  запаздывание  ^-компоненты  электрического  вектора 
относительно  ^-компоненты  равно  г  (это  можно  осуществить,  например,  с  по¬ 
мощью  одного  из  компенсаторов,  описанных  в  п.  14.4.2),  и  рассмотрим  интен¬ 
сивность  /(Ѳ,  е)  световых  колебаний  в  направлении,  которое  образует  угол  Ѳ 
с  положительным  направлением  оси  х  (рис.  10.17).  Такие  колебания  можно  вы¬ 
делить,  пропуская  свет  через  соответствующим  образом  ориентированный  поля¬ 
ризатор  (см.  п.  14.4.1). 

Компонента  электрического  вектора  в  указанном  направлении  после  введе¬ 


ния  запаздывания  е  запишется  в  виде 


Е  (*;  Ѳ,  е)  =  Ех  соз  Ѳ  +  ЕуС1&  зіп  Ѳ,  (2) 

так  что 


/(Ѳ,  б Ѳ,  в Ѳ,  е)>  = 

=  ^xx  соз2  Ѳ  +  ^уу  зіп2  Ѳ  +  ^xуг-и  со5  Ѳ  зіп  Ѳ  4-  Зухеі%  зіп  Ѳ  соз  Ѳ,  (3) 
где  ^xx,  « —  элементы  матрицы 

<ЕХЕ*>  <ЕХЕ*У>  1  __  Г  <а*>  <а*аа  ехр  [і  (ф, — Фа)]> 

(ЕуЕІУ  (ЕуЕ*у>\  ~  [<ага5ехр  [ — і  (фх — ср2)]>  <а|> 

Диагональные  элементы  матрицы  1  вещественны  и,  как  мы  видим,  представляют 
собой  интенсивности  х -  и  компонент  электрического  вектора.  Следовательно, 
шпур  5р  1  нашей  матрицы  (т.  е.  сумма  ее  диагональных  элементов)  равен  пол¬ 
ной  интенсивности  света 

1  ^ хх~\~  ^ уу  "  <*Е ХЕХУ <^ЕуЕ у)>.  (5) 

Недиагональные  элементы  в  общем  случае  комплексны,  но  они  являются  сопря¬ 
женными.  (Такая  матрица,  для  которой  при  всех  і  и  /,  называется 

эрмитовой.) 

Как  и  раньше  (см.  (10.4,96)),  нормируем  смешанной  член  ^Xу>  полагая 

\іХу  =  |  ]  ехр  —  •  (^) 

V  ^  хх  V  уу 


*)  Результаты,  изложенные  в  пп.  10.8.1  и  10.8.2,  основаны  на  исследованиях  Вольфа  [33]. 
Дальнейшее  их  развитие  изложено  в  работе  [79]. 
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Тогда  из  неравенства  Шварца  тем  же  способом,  что  и  при  выводе  (10.3.17), 
получим 

!М<і-  (7) 

Комплексный  коэффициент  корреляции  играет  примерно  ту  же  роль,  что 
и  комплексная  степень  когерентности  р12>  введенная  в  п.  10.4.1.  Он  служит 
мерой  корреляции  между  х-  и  {/-компонентами  электрического  вектора.  Модуль 
I  Рху  I  служит  мерой  их  «степени  когерентности»,  а  фаза  $ху  этого  коэффициен¬ 
та  —  мерой  их  «эффективной  разности  фаз».  Матрица  1  называется  матрицей 
когерентности  световой  волны.  Так  как  <ІХХ  и  <[уу  не  могут  быть  отрицатель¬ 
ными,  (6)  и  (7)  означают,  что  определитель  матрицы  когерентности  неотрица¬ 
телен,  т.  е.  что 

Р  I  “  ^ хх^ у  у  ~  /  хуіух  ^  0*  (&) 

Если  использовать  соотношение  ^^^x  —  ^Xу  и  обозначить  символом  Не 
вещественную  часть,  то  (3)  примет  вид 

I  (Ѳ,  е)  =  ]  хх  соз2  Ѳ  +  / у у  зіп3  0  +  2  соз  Ѳ  зіп  Ѳ  Ке  (1ху  ехр  (—  іг))  =* 

=  3 XX  соз3  Ѳ  +  5ІП3  Ѳ  +  2  ]П7х  ѴТ^у  соз  Ѳ  зіп  Ѳ I  (Хху  I  соз  [рху — е] ,  (9) 

при  переходе  от  первой  ко  второй  строке  сделана  подстановка  (6).  Если  по¬ 
ложить  7*.ссо52Ѳ  =  /<1),  У^зіп2Ѳ  =  /(2>,  то  последняя  формула  становится  иден¬ 
тичной  основному  закону  интерференции  (10.4. 1 1)  для  квазимонохроматически х 
волновых  полей. 

Как  и  функции  когерентности,  которые  мы  рассматривали  ранее,  элементы 
матрицы  когерентности  заданной  волны  можно  определить  посредством  отно¬ 
сительно  простых  экспериментов.  Это  можно  сделать  различными  способами. 
Необходимо  лишь  измерить  интенсивность  для  нескольких  различных  зна¬ 
чений  Ѳ  (ориентации  поляризатора)  и  е  (запаздывания,  обусловленного  компен¬ 
сатором)  и  решить  соответствующие  соотношения,  полученные  из  (3).  Пусть 
{Ѳ,  &}  обозначает  результаты  измерений,  соответствующие  определенной  паре 
значений  Ѳ,  е.  Удобно  использовать  следующие  их  значения: 

{0°,  0}.  {45°,  0},  {90°,  0},  {135°,  0},  (45е,  (і35°,  +.  (10) 

Из  (3)  вытекает,  что  элементы  матрицы  когерентности  выражаются  через  ин¬ 
тенсивности,  полученные  в  результате  измерений  при  шести  указанных  зна¬ 
чениях  в  виде 

^X*  =  Ц 0°,  0),  ] у у  — I  (90°,  0),  ^ 

Л,  =  т{/(45в,  0)-/(135°,  0)}++{/(45е+)-/(і35е+)},  I  (И) 

Уух=+/(45е,  0) — / (135е,  0)}— і  +  (45е+)-/(і35е,  +}.  ) 

Как  мы  видим,  для  определения  ^xx,  ^Уу  и  вещественной  части  / ху  (или  Іух) 
необходим  лишь  поляризатор.  Величины  ^xx  и  ^ѵѵ  можно  определить  из  изме¬ 
рений  с  поляризатором,  ориентированным  так,  чтобы  пропускать  компоненты 
с  азимутами  0=0°  и  Ѳ=90°  соответственно.  Для  получения  вещественной 
части  ] ху  необходимы  измерения  с  поляризатором,  вначале  ориентированным 
так,  что  он  пропускает  компоненту  с  азимутом  Ѳ  —45°,  а  затем  —  компоненту 
с  азимутом  Ѳ  =  135°.  Для  определения  мнимой  части  ^ ху  (или  ^уX)  требуется 
также,  согласію  двум  последним  соотношениям  в  (11),  компенсатор,  который 
вносил  бы  разности  фаз  в  четверть  периода  между  х-  и  //-компонентами  (напри¬ 
мер,  четвертьволновая  пластинка,  см.  п.  14.4.2).  Поляризатор  при  этом  вна¬ 
чале  ориентирован  так,  что  он  пропускает  компоненту  с  азимутом  Ѳ  =  45°, 
а  затем  —  компоненту  с  азимутом  0  *=  135°.  В  п.  14.4.2  мы  покажем,  что  послед¬ 
ние  два  измерения  нужны  для  идентификации  правой  и  левой  круговой  поля¬ 
ризации. 
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}  '  • . 

Из  выражения  (9)  безусловно  следует,  что  два  пучка  света  с  одинаковыми 
матрицами  когерентности  эквивалентны  в  том  смысле,  что  в  ряде  аналогичных 
экспериментов  с  поляризатором  и  компенсатором  получаются  одинаковые 
(усредненные  по  времени)  интенсивности  *). 

Посмотрим  теперь,  как  меняется  наблюдаемая  интенсивность  /(0,  е)  дан¬ 
ной  волны,  когда  один  из  аргументов  (Ѳ  или  е)  фиксирован,  а  другой  изменяется. 
Предположим  вначале,  что  мы  фиксируем  0  и  изменяем  е.  Из  (9)  следует,  что 
интенсивность  при  этом  будет  меняться  синусоидально  между  значениями 

(8))макс  ~  *^А-лг  ЗІП2  Ѳ  ф- 2  [ |  5ІП  Ѳ  С05  Ѳ,  1  /ІОЛ 

(7  (8))мин  —  с°з2  Ѳ  +  Ууу  5ІП2  Ѳ — 2|  Уд.у  |  зіп  ѲсозѲ.  )  ' 

Следовательно, 

(*  (е))макс~  (7  (в))мии  =  I  Зху  I  5Ш  20 _ ^  / 1 ^ 

(^))макс “Г (*0)мии  ^  XX  С05'  0-р  ^уу  81П  “Ѳ 

Уравнение  (13)  открывает  другой  путь  определения  абсолютного  значения 
^ ху  (а  следовательно,  и  |  |)  Оно  показывает,  что  эту  величину  можно  по¬ 

лучить,  измеряя  ,ІХХ,  У^,  (/(е))макс  и  (/(е))мин;  фазу  величины  Ухѵ  легко  найти, 
измеряя  значения  &,  при  которых  наблюдаются  максимумы  и  минимумы  ин¬ 
тенсивности.  Так,  согласно  (9), 


/  =  (/ (е))макс,  когда  е  =  Р,ѵ  ±  2/пя  (от  =  О,  1,  2,  ...),  1 

I  =  {І  (е))ивнт  когда  е  —  $ху  ±  (2/п  +  I )  я  (т  =  0,  1,  2,  1  ' 

Чтобы  выяснить,  как  изменяется  интенсивность  при  фиксированном,  е  й 
переменном  Ѳ,  удобно  переписать  (9)  в  несколько  иной  форме.  Легко  показать, 
что 

/О,  е)  =  у (/*,  +  +  /? сое (2Ѳ — а),  (15) 


где 

К  =  у  V  У  хх- —  соз2  (Рж/  —  е), 


1§а=^ 


2  |  1  ху  I  с03  (Р*у  —  е) 


(16) 


Из  (15)  видно,  что  при  изменении  Ѳ  интенсивность  также  меняется  синусои¬ 
дально.  Ее  экстремумы  равны 


(7  (Ѳ))макс  —  ~2  хх  +  уу)  + 

(7  (Ѳ))мин  +  — Я* 


(17) 


В  правой  части  (17)  только  величина  Я  зависит  от  е.  Она  достигает  максималь¬ 
ного  значения,  когда  соза(рі1/ — е)  1,  т.  е  когда  е  принимает  одно  из  значе¬ 
ний,  указанных  в  (14).  При  этом  величина  Я  равна 

(Я (<0)ма„с  =  \  ѵхх  +  .]уу)  У  (18) 

хде  |.І  |  —  детерминант  (8)  матрицы  когерентности.  Отсюда  следует,  что  абсо- 


Это  утверждение  справедливо  только  в  рамках  приближения  квази  монохроматической 
теории,  поскольку  лишь  в  области  ее  применимости  справедливо  выражение  (9)  для  интенсив¬ 
ности  Поведение  двух  пучков  может  оказаться  совершенно  различным,  если  фазовой  задерж¬ 
кой  е  двух  перпендикулярных  друг  другу  компонент  нельзя  пренебречь  по  сравнению  с  длиной 
когерентности,  измеренной  в  единицах  средней  длины  волны  X.  Для  более  полного  описания 
наблюдаемых  свойств  пучка  необходимо  вводить  более  общие  матрицы  когерентности,  характе¬ 
ризующие  корреляцию  между  компонентами  в  различные  моменты  времени,  а  также  в  раз¬ 
личных  точках  (см  [16],  а  также  [32,  80,  81[). 
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лютные  максимум  и  минимум  интенсивности  (при  изменении  и  Ѳ  и  е)  запишутся 
в  виде  "  _ 

(^(Ѳ,  8))иакс^  *уу)  [і  +  /і  У  хх\-\  у 

(^(0,  ^мин  —  у  (^хх-Т-  •Гуу)  [і  / 1  (7^7+7^ 

Следовательно,  _ 

(7(0,  к))макс  (7  (,Ѳ,  в))мин  і  /~ і _ 4  [  і  [ 

(У  (Ѳ,  ь))макс  Н/  (Ѳ>  ь))мин  У  (<7  хх  і  *7 уу^ 

Позже  мы  увидим,  что  эта  величина  имеет  простой  физический  смысл* 

До  сих  пор  мы  относили  колебания  электрического  вектора  к  произвольной, 
но  фиксированной  прямоугольной  системе  координат  хОу.  Ниже  мы  рассмот¬ 
рим,  как  преобразуется  матрица  когерентности  при  изменении  положения 
осей.  Пусть  в  плоскости,  перпендикулярной  к  направлению  распространения, 
новая  прямоугольная  система  координат  х'Оу'  выбрана  так,  что  ось  Ох'  об¬ 
разует  угол  в  с  Ох  (см.  рис.  10.17).  В  новой  системе  координат  компоненты 
электрического  вектора  выражаются  через  Ех ,  Еу  следующим  образом: 


ЕХ'  =  Ехсоз  Ѳ+  Еу  зіп  Ѳ,  \ 
Еу>  =  — Ех  зіп  В-\-Еу  соз  Ѳ.  / 


(21) 


Элементами  трансформированной  матрицы  когерентности  У  служат 

,  (22) 

где  каждый  из  индексов  к '  и  V  принимает  значения  х'  и  у' .  Из  (21)  и  (22)  сле¬ 
дует,  что 

хх ^  ^  у у^“  “Т  (*^ х у  “1”  3 ух)  {•? уу~^  хх)  ~Т  *?хусі 

[(^Vу  —  ^xx)  С8  +  У  ухС%  —  У  ху&  ^xx5*  +  УууС?—Цху  +  ^уX) 


где 


с^созѲ,  $  =  зіпѲ. 


,  Ч23> 
(24> 


Как  мы  видим,  шпур  этой  матрицы  инвариантен  относительно  вращения  систе¬ 
мы  координат.  Легко  показать,  что  ее  детерминант  также  инвариантен  относи¬ 
тельно  такого  преобразования.  Оба  эти  результата  следуют  и  из  хорошо  из¬ 
вестных  теорем  матричной  алгебры. 

Рассмотрим  далее  форму  матрицы  когерентности  для  некоторых  случаев, 
представляющих  особый  интерес. 

а.  Не  поляр  изованный  ( естественный )  свет .  Свет,  с  которым  мы  чаще  всего 
сталкиваемся  в  природе,  обладает  тем  свойством,  что  интенсивность  любой  его 
компоненты,  перпендикулярной  к  направлению  распространения,  одинакова. 
Более  того,  на  эту  интенсивность  не  оказывает  влияния  никакое  предыдущее 
взаимное  запаздывание  перпендикулярных  друг  другу  компонент,  на  которые 
можно  разложить  свет.  Другими  словами, 

7  (Ѳ,  е)  =  сопзІ  (25) 

для  всех  значений  Ѳ  и  г.  Такой  свет  называется  полностью  неполяр изованным ; 
часто  его  называют  естественным  светом. 

Из  (9)  очевидно,  что  /  (Ѳ,  е)  не  зависит  от  е  и  Ѳ  тогда  и  только  тогда,  когда 

№ху  ~  ^  и  ^xx=:^уу.  (26а> 

Первое  условие  означает,  что  Ех  и  Еѵ  взаимно  некогерентны.  На  основании 
(6)  и  соотношения  Уух  =  ^Xу  условия  (26а)  можно  также  записать  в  виде 

Ху  =  ^ ух  “  0,  ^xx  =  ^уу.  (266) 

Отсюда  следует,  Что  матрица  когерентности  для  естественного  света  с 
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интенсивностью  ^ ^  уу  —  I  равна 


(27> 


б.  Полностью  поляризованный  свет.  Рассмотрим  вначале  случай  строго 
монохроматического  света.  Тогда  аи  а2,  Фі  и  ср2  в  (1)  не  зависят  от  времени,  и 
матрица  когерентности  имеет  вид 

Г 

й 

где  *) 

Мы  видим,  что  в  этом  случае 

т.  е.  детерминант  матрицы  когерентности  равен  нулю.  Тогда  для  комплексной 
степени  когерентности  компонент  Ех  и  Еу 

^  XV 

1 


2 

1 

ага2еіѴ 
а\  _ 

* 

(28) 

>  =  Фі 

—  Фа- 

(29> 

гД  у  у- 

7  ху  ^  ух  - 

(30> 

имеем 

Д8 


У^ЛГ77у  ѵ  ’  (31) 

т.  е.  ее  абсолютное  значение  равно  единице  (полная  когерентность),  а  ее  фаза 
равна  разности  фаз  обеих  компонент. 

В  специальном  случае  линейно  поляризованного  света  (см.  (1.4.33))  6  =* 
~  тл(т  =  0,  ±1,  +2,  .».).  Следовательно,  матрица  когерентности  для  ли* 
нейно  поляризованного  света  имеет  вид 

Г  «!  <-1)-*А 


[_(—  2 


(32> 


Электрический  вектор  колеблется  в  направлении,  задаваемом  соотношением. 
Еу/Ех  =  ( — 1  )та2(аг.  В  частности,  каждая  из  матриц 


I  0“ 

0  О I  ’ 


о  о 
0  1 


(33) 


соответствует  линейно  поляризованному  свету  интенсивности  I  с  электрическим 
вектором,  направленным  по  оси  х  (а2  =  0)  и  оси  у(ах  —  0)  соответственно.  Матри¬ 
цы 


1 

2 


‘1  1 
1  1 


(34) 


соответствуют  линейно  поляризованному  свету  интенсивности  /  с  электрическим 
вектором,  направленным  соответственно  под  углами  45°  и  135°  к  оси  х(аі  =  а2, 
т  =  0  и  ах  =  а2,  т  =  1). 

Для  света ,  поляризованного  по  кругу  (см.  (1.4.35)  н  (1.4.36)),  аг=аг,  6= 
—ткі 2  (т=+ 1,  ±3,  ,,.),  и,  значит,  матрица  когерентности  имеет  вид 


Т1 


г  1  ±  Г 
ч-  і  1 


(35) 


где  / — интенсивность  света.  На  основании  (1.4  38)  и  (1.4.40)  верхний  или 
нижний  знак  соответствует  правой  или  левой  поляризации. 

Условие  (30)  может  выполняться  и  для  немонохроматического  света,  если 
зависимость  величин  аъ  а2,  ср!  и  ср2  от  времени  такова,  что  отношение  амплитуд 
и  разность  фаз  не  зависят  от  времени,  т.  е.  ' 

Щ  =  6  =  <М0-<М*)  =  Х.  (36) 


*)  Чтобы  в  дальнейшем  использовать  некоторые  результаты,  изложенные*  в  §  1.4,  заме¬ 
тим,  что  <рх  и  ф2  соответствуют  — и  — 62,  введенным  в  п.  1.4  2,  іак  что  (29)  сог  ласуется  с  более- 
ранним  определением  (1.4.16),  а  именно  6=б2 — 
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где  ^  и  х  —  постоянные;  тогда 

1х*  =  <а  ?>,  •  /»,  =  <КаІ>ехр(/х)Д  (371 

^Х  =  4<аі>ехр(—і%),  =  ( 

и  условие  (30)  выполняется.  Матрица  когерентности  с  элементами  (37)  совпа¬ 
дает  с  матрицей  для  строго  монохроматического  света  с  компонентами 

Ех  =  У<Ф ехр  {і  [а — 2яѵ^]},  |/ <а?>ехр  {і  [ —  х -Ь ос — 2 яѵ^]},  (38) 

где  а  —  произвольная  постоянная.  Отсюда  следует»  что  в  эксперименте  с  по¬ 
ляризатором  и  компенсатором  поведение  квазимонохроматической  волны, 
подчиняющейся  условиям  (36),  в  точности  совпадает  с  поведением  строго  моно¬ 
хроматической  и,  следовательно,  полностью  поляризованной  волны  (38). 
(Предполагается,  конечно,  что  разность  фаз,  вносимая  компенсатором,  мала 
по  сравнению  с  длиной  когерентности  света,  измеренной  в  единицах  средней 
длины  волны.)  Поэтому  можно  сказать,  что  условие  (30)  характеризует  пол¬ 
ностью  поляризованную  световую  волну. 

10.8.2.  Некоторые  эквивалентные  представления.  Степень  поляризации 
световой  волны.  При  суперпозиции  нескольких  независимых  световых  воли, 
распространяющихся  в  одном  направлении,  матрица  когерентности  резуль¬ 
тирующей  волны  равна  сумме  матриц  когерентности  для  отдельных  волн.  Чтобы 
доказать  это,  рассмотрим  компоненты  электрических  векторов  (в  обычном  комп¬ 
лексном  представлении)  отдельных  волн  Е(х\  Е^  (п  —  I,  2,  /V)*  Компо¬ 

ненты  электрического  вектора  результирующей  волны  равны 

Ех  -  2  Е<»,  (39) 

П- 1  П  = 1 

а  значит,  элементы  матрицы  когерентности  для  этой  волны  определяются  выра¬ 
жениями 

Лм  =  <ад*>-2  2  <е^е'г>=^<еге'г>+  2  <Е?ер*>.  (40) 

п  —  1  т~  \  п  п  ф-  пх 

Так  как  предполагается,  что  волны  независимы,  каждый  член  последней  суммы 
равен  нулю  и,  следовательно, 

Л,-  2Л8\  (41) 

п 

где  ^  элементы  матрицы  когерентности  п- й  волны.  Урав¬ 

нение  (41)  показывает,  что  матрица  когерентности  для  сложной  волны  равна 
сумме  матриц  когерентности  для  всех  составляющих  волн. 

Вместе  с  тем  любую  волну  можно  рассматривать  как  сумму  независимых 
волн,  которые,  очевидно,  можно  выбирать  различными  способами.  Ниже  мы 
кратко  остановимся  на  одном  специальном  способе  такого  выбора. 

Покажем,  что  любую  квазимонохроматическую  световую  волну  можно 
рассматривать  как  сумму  полностью  неполяризованной  и  полностью  поляри¬ 
зованной  волн,  не  зависящих  друг  от  друга,  и  что  такое  представление  единст¬ 
венно.  Для  этого  необходимо  лишь  показать,  чго  любую  матрицу  когерентности 
.1  можно  единственным  образом  выразить  в  виде 

]  =  (42) 

где  в  соответствии  с  (27)  и  (30) 


причем  Л>0,  В > 0,  0  и 

ВС  —  ПО*  =  0.  (44) 

Если  ^xx^  У , ,,, — элементы  матрицы  когерентности,  характеризующей 
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В  ^  ху>  \ 

г 


(45) 


исходную  волну,  то  на  основании  (42)  и  (43)  имеем 
А  +  В*=^х, 

О*- V  А+С-.уу. 

Подставляя  (45)  в  (44),  мы  получим  следующее  уравнение  для  Ал 

Ух*- Л)  Ѵуу  —А)  —  *хуЗух  ^  0;  (46) 

таким  образом  Л  явтяется  характеристическим  корнем  (собственным  значе¬ 
нием)  матрицы  когерентности  }.  Два  корня  уравнения  (46)  равны 

А=~  (/„  +  *„)  ±  у  +/,„)*-  4Ш.  (47) 

где,  как  и  раньше,  М|  —  определитель  (8).  Так  как  ^ѵx  =  ^*xуі  произведение 
неотрицательно  и  из  (8)  следует,  что 


хх^  у  у  ^"4*  Ы  X 


■Л^ууУ\ 


значит  оба  корня  (47)  вещественны  и  неотрицательны.  Рассмотрим  вначале 
решение  со  знаком  минус  перед  квадратным  корнем.  Имеем 


-4 1 Л 


В* 


2  Vм  хх  +  ^ уу)  2  ^  хх  “Ь  7  ууУ 


0*  =  / 


ух» 


УУ' 


’4  |  Л* 


(48) 

(49) 


Поскольку 


-4Н|=К(У* 


.  /  ^2  . 


'  4 ^ ху^ух  ^  «/у 


В  и  С  также  неотрицательны,  как  и  требуется.  Второй  корень  (47)  (со  знаком 
плюс  перед  квадратным  корнем)  дает  отрицательные  значения  В  и  С,  и  поэтому 
его  следует  отбросить.  Таким  образом,  мы  получили  единственное  разложение 
требуемого  вида. 

Полная  интенсивность  волны  равна 

Лолн  —  ^  ^ хх  Н“  ^  у  у*  (50) 

а  полная  интенсивность  поляризованной  части  — 

'„ол,р  =  5р  1'*’  =  В  +  С  =  (51) 

Отношение  интенсивности  поляризованной  части  к  полной  интенсивности  на¬ 
зывается  степенью  поляризации  Р  волны;  согласно  (50)  и  (51)  она  определяется 

соотношением  _ 

г>  Лоляр_  л/~л  4\і\  /гт 

р—' - V  1—Т7Т„  (52> 


I  паян  У  №  хх  “Г  ^  ууУ* 

Эю  выражение  содержит  лишь  два  инварианта  вращения  матрицы  когерент¬ 
ности,  и  поэтому,  как  и  следовало  ожидать,  степень  поляризации  не  зависит 
от  выбора  осей  Ох,  Оу.  Из  (52)  и  неравенства,  предшествующего  (48),  вытекает* 
что 

1.  (53) 

Когда  Р  =  1,  неполяризованная  компонента  отсутствует  и,  значит,  волна 
полностью  поляризована.  При  этом  1 4  |  —  0,  так  что  |  |  =  1  и,  следователь¬ 

но,  Ех  и  Еу  взаимно  когерентны.  Когда  Р  =  0,  отсутствует  поляризованная 
компонента.  Волна  тогда  полностью  неполяризована.  В  этом  случае  (/**“!“ 


+  <Лу)3==4  \І  |,  т.  е. 


ОЛ 


*  УУ' 


=  0. 


(54а) 
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Так  как  Іух  =  то  находим,  что  равна  нулю  сумма  квадратов  двух  величин, 
а  это  возможно  лишь  в  том  случае,  когда  каждая  из  них  равна  нулю,  т.  е.  когда 


^ ху  ^  ух 


^ XX  ^ уу  И  $ ху  ^ ух  (546) 

что  соответствует  (266).  Тогда  Ех  и  Еу  взаимно  некогерентны  (\іху=0).  Во 
всех  других  случаях  (0<Ж1)  мы  говорим,  что  свет  частично  поляризован „ 

Сравнение  (52)  и  (20)  показывает,  что  величина  тттд1-8!^1  акс~т  (,гдг  —  в  точ- 

и  (В,  Ермаке-]-!'  ь)1мин 

ности  равна  степени  поляризации  Р. 

Выражение  для  степени  поляризации  принимает  простую  форму,  когда 
Ех  и  Еу  взаимно  нскогерентны  (но  свег  не  обязательно  естественный).  Так  как 
в  этом  случае  ^xу  =  ^уx  =  ^>  то  ^  =^Xx^уу  и  (52)  переходит  в  *) 

(55) 

°  XX  •  °  уу  I 

Это  выражение  согласуется  с  формулой  (1.5.42),  используемой  для  определения 
поляризации  естественного  света  при  отражении. 

Укажем  несколько  полезных  представлений  естественного  света .  Матрицу 
когерентности  (27)  для  естественного  света  всегда  можно  записать  в  виде 
і  П  01  ,  Г1  01  і  10  01 


1  °1_і. 
0  1]  2 


2  4  [0  Ц  2  -  [0  01  1  2  -  [о  1]’ 

а  это  означает,  согласно  (33),  что  волна  естественного  света  интенсивности  I 
эквивалентна  двум  независимым  линейно  поляризованным  волнам  с  интенсив¬ 
ностью  каждой,  равной  /,  и  электрическими  векторами,  колеблющимися 

в  двух  взаимно  перпендикулярных  направлениях,  нормальных  к  направлению 
распространения. 

Другое  полезное  представление  естественного  света  имеет  вид 
1  Г1  01  !  '  1  +П  .  1  —  Л 

і\+т'[+і  і]-  <57> 

Согласно  (35)  оно  означает,  что  волна  естественного  света  интенсивности  / 
эквивалентна  двум  независимым  циркулярно  поляризованным  волнам  с  ин¬ 
тенсивностью  каждой,  равной  причем  одна  из  волн  поляризована  по 

правому  кругу,  другая  —  по  левому. 

Возвращаясь  к  общему  случаю  (частично  поляризованный  свет),  следует 
отметить,  что,  в  отличие  от  степени  поляризации  Р,  степень  когерентности 
\]іху\  зависит  от  выбора  осей  х  и  у.  Однако  легко  показать,  что  |  \іхѵ  |  не  может 
превышать  Р.  Действительно,  если  в  (52)  мы  запишем  полное  выражение  детер¬ 
минанта  |  и  используем  (6),  то  найдем,  что 


*  — =  — - —  4 1  —  |  рху 

Так  как  среднее  геометрическое  любых  двух  положительных  чисел  не  может 
превышать  их  среднего  арифметического,  то  1  —  —  |цХІ,|а,  т.  е. 

_  Р  >  I  ІЧѵ  I-  (59) 

*)  Поскольку  каждую  эрмитову  матрицу  можно  привести  к  диагональному  виду  с  по¬ 
мощью  унитарного  преобразования,  причем  и  8р  3  инварианты  при  таком  преобразовании, 
степень  поляризации  всегда  можно  представить  в  виде 

Р  =;  І  ^  2  I 

I  Ла  I  ’ 


где  и  Л2  —  два  собственных  значения  (определяемых  выражениями  (47)).  Однако,  вообще 
говоря,  унитарное  преобразование  не  представляет  действительного  вращения  осей  вокруг 
направления  распространения  волны.  Интересно  отметить,  что  собственные  значения  Аг  и  А3 
равны  значениям  (/(Ѳ*  е))макс*и  (/(Ѳ*  е))мин,  определяемым  выражениями  (19), 


$  10.8] 
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Знак  равенства  в  (59)  справедлив  тогда  и  только  тогда,  когда  ^xx  =  У  ѵѵ,  т.  е. 
когда  интенсивности  (средние  по  времени)  л:-  и  ^-компонент  электрического 
вектора  одинаковы.  Ниже  мы  покажем,  что  всегда  существует  пара  направле¬ 
ний,  для  которых  это  справедливо. 

При  повороте  осей  х  и  у  в  плоскости,  в  которой  они  лежат,  на  угол  0  про¬ 


тив  часовой  стрелки,  У 
чем  на  основании  (23) 

, С052  Ѳ 


У  х'х'  У  X 


и  ]уУ  переходят  соответственно  в  ^x 
зіп*  Ѳ  +  (У ху  +  Зух)  с-03  0  зіп  Ѳ, 


-У 


У  у к 


Из 


^  У'У'  —  ^  хх 

(60)  следует,  что  У 


зіп2  Ѳ-1-Уѵу  соз' 


и  У у>у,%  при- 


(60) 


А'  =  У 


Ѳ  —  (У ху  +  ^уX)  соз  0  зіп  Ѳ. 
если  оси  поворачиваются  на  угол  Ѳ  — Ѳ, 


задаваемый  соотношением 


%2Ѳ  = 


7  ху  Ч"Уу 


(61) 


Так  как  ^уx~^xу^>  а  Ужж  и  У^  вещественны,  уравнение  (61)  всегда  имеет  ве¬ 
щественное  решение  для  Ѳ.  Таким  образом,  всегда  существует  пара  взаимно 
ортогональных  направлений ,  для  которых  интенсивности  равны .  Для  этой 
пары  направлений  степень  когерентности  |  \хху  |  электрических  колебаний  при - 
намает  максимальное  значение ,  раяяое  Я  —  степени  поляризации  волны  *). 

10.8.3.  Параметры  Стокса  квазимонохроматической  плоской  волны.  Как 
мы  видели,  для  характеристики  квазимонохроматичсской  плоской  волны, 
вообще  говоря,  необходимы  четыре  вещественные  величины,  например  У ХХ9 
^уVі  вещественная  и  мнимая  части  ^xѵ  (или  В  своих  исследованиях,  от¬ 

носящихся  к  частично  поляризованному  свету,  Стокс  [27 1  ввел  **)  несколько 
отличное  представление  с  четырьмя  параметрами,  тесно  связанное  с  рассмот¬ 
ренным  выше.  Мы  уже  сталкивались  с  ним  (в  частном  случае)  в  п.  1.4.2  при 
изучении  монохроматического  света.  Параметрами  Стокса  общего  вида  являют¬ 
ся  следующие  четыре  величины: 


=  <я?>  +  <аі>,  =  <а|>,  | 

—  2<а1а2соз6),  $3  =  2  <ахаа  зіп  6>,  / 


(62) 


где,  как  и  прежде,  ах  и  а2  —  мгновенные  амплитуды  двух  взаимно  перпенди¬ 
кулярных  компонент  электрического  вектора  Ех  и  Еу ,  а  6  — ^  сра — <р2 — раз¬ 
ность  их  фаз.  Для  монохроматического  света  аиа2  и  6  не  зависят  от  времени,  и 
выражения  (62)  переходят  в  параметры  Стокса  монохроматической  волны, 
определенные  в  (1.4.43). 

Из  (62)  и  (4)  следует,  что  параметры  Стокса  и  элементы  матрицы  когерент¬ 
ности  связаны  соотношениями 

•  г 

«О  “  ^ XX  ^ уу\ 

52  =  ^  Ху  ф-  ^ уХ , 

^ хх  ”  1Г  (5о  Н"  5і)  у 
3 ху  =  (52  +  ^з)  * 

Как  и  элементы  матрицы  когерентности,  параметры  Стокса  любой  плоской 
квазимонохроматической  волны  можно  определить  с  помощью  простых  экспе¬ 
риментов.  Каки  раньше,  обозначим  через  7(0,  с)  интенсивность  световых  коле¬ 
баний  в  направлении,  образующем  угол  Ѳ  с  осью  Ох,  когда  их  ^-компонента 


:  3  XX  3 


ух 


ГУУ'  \ 

4у);  І 


53  І  (У 
У  уу  ~  ~2  (5о  $і)  у 

^ ух  ~  (52  -  І39)  - 


(бза) 

(бзб) 


*)  Геометрическая  интерпретация  этой  специальной  пары  направлений  рассмотрена 
Вольфом  [82].  ^  н 

**)  См-  также  [46,  28,  31,  34,  83,  $4].  Параметры  Стокса  применяются  и  при  квантовоме¬ 
ханическом  рассмотрении  поляризации  элементарных  частиц  [85—88},  см.  также  [30]. 
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запаздывает  на  величину  е  по  отношению  к  .^-компоненте.  Тогда  на  основании 
соотношений  (11)  и  (63а)  имеем 


50==/  (0°,  0)  +  /(90°,  0),  5,  =  /  (0°,  0)  —  7(90°,  0), 

$г  =  /  (45°,  0) — / (135°,  0),  53=/(45°,  і)  . 

Параметр  $0,  очевидно,  представляет  полную  интенсивность.  Параметр  $х 
равен  разности  интенсивностей  линейно  поляризованного  света,  прошедшего 
через  поляризаторы,  с  азимутами  Ѳ=0и  и  Ѳ— 90°.  Так  же  интерпретируется 
и  параметр  52,  но  для  азимутов  Ѳ  ~  45°  и  Ѳ  =  135°.  Наконец,  параметр  53  равен 
разности  интенсивностей  света,  прошедшего  через  прибор,  пропускающий  коле¬ 
бания  с  правой  круговой  поляризацией,  и  света,  прошедшего  через  прибор, 
пропускающий  колебания  с  левой  круговой  поляризацией. 

Если  использовать  соотношения  (636),  то  все  приведенные  выше  резуль¬ 
таты  можно  выразить  не  через  матрицу  когерентности,  а  с  помощью  параметров 
Стокса.  В  частности,  условие  (8),  а  именно  ^xx^уу —  ^ху^ух^^і  примет  вид 


55>5?-і-5І  +  5І.  (65) 

Для  монохроматического  света  имеем,  согласно  (30),  ^xx^уу — Л хт^ух—0>  и 
тогда  в  соответствии  с  (1.4.44)  в  соотношении  (65)  мы  получим  знак  равенства. 

Рассмотрим  теперь  разложение  данной  волны  на  взаимно  независимые 
поляризованную  и  неполяризованную  части,  используя  представление  через 
параметры  Стокса.  Из  (41)  и  (63)  следует,  что  параметры  Стокса  системы  не¬ 
зависимых  волн  равны  сумме  соответствующих  параметров  Стокса  отдельных 
волн.  Из  (27)  и  (63а)  вытекает,  что  для  неполяризованной  волны  (естественный 
свет)  справедливо  соотношение  51=52=5*  —  0.  Обозначим  четыре  параметра 
Стокса  5о,  5і,  б2,  одним  символом  8.  Тогда,  очевидно,  для  волны,  характери¬ 
зующейся  параметром  5,  требуемое  разложение  запишется  в  виде 


5  =  5<1>  +  8(2>, 

(66) 

«о — У  *?+**+*?.  о,  о,  о, 

(67а) 

|/"$1  -Г  $2  ~Ь  53  >  $1,  ^3* 

(676) 

Параметр  5Ц)  соответствует  неполяризованной,  а  51а> —  поляризованной  части 
волны.  Следовательно,  с  помощью  параметров  Стокса  степень  поляризации 
исходной  волны  можно  выразить  в  виде 

р  __  ^ поляр  _  У  5і~ |-5І— (68) 
^ЛОЛН  50  Ѵ 


То  же  выражение  нетрудно  получить,  подставляя  (636)  в  (52).  Легко  также 
записать  выражения,  определяющие  форму  и  ориентацию  эллипса  поляриза¬ 
ции,  связанного  с  поляризованной  частью  волны  (см.  (676)),  Если,  как  и  в 
(1.4.28),  соотношение  %  =  +  Ь/а  ( —  я/4  <  %  ^  я/4)  определяет  отноше¬ 
ние  малой  и  большой  осей  и  направление,  в  котором  описывается  эллипс 
(%>0  соответствует  правой,  а  %<С0 —  левой  поляризации),  то  на  основании 
(1.4.45в)  и  (676)  имеем 


5іп2х  = 


_ 53 

V  51+5І+5І  " 


(69) 


Угол  ф(0^ф<я)  между  большой  осью  и  Ох  определяется  в  соответствии  с 
(1.4.46)  и  (676)  соотношением  ■ 

1§2ф-=52/51.  -  (70) 

Итак,  мы  видим,  что  параметры  Стокса,  как  и  матрица  когерентности,  слу¬ 
жат  полезным  инструментом  для  систематического  анализа  состояния  поляри¬ 
зации  квазимонохроматической  волны* 
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§  11.1.  Введение 

Если  исходить  из  уравнений  Масквелла  и  обычных  граничных  условий, 
то  проблема  дифракции  электромагнитного  излучения  на  некотором  теле  сво¬ 
дится  к  строго  определенной  краевой  математической  задаче.  В  настоящей  главе 
некоторые  аспекты  теории  дифракции  монохроматических  волн  обсуждаются 
именно  с  этой  точки  зрения.  В  частности,  здесь  подробно  и  строго  решается 
классическая  задача  дифракции  на  идеально  проводящей  полуплоскости. 

В  ранних  теориях,  принадлежащих  Юнгу,  Френелю  и  Кирхгофу,  дифрак¬ 
ционное  препятствие  предполагалось  абсолютно  «черным»;  иными  словами, 
считалось,  что  все  излучение,  падающее  на  препятствие,  полностью  погло¬ 
щается,  не  отражаясь.  Это  предположение  послужило  источником  внутренних 
противоречий,  так  как  такое  понятие  абсолютной  «черноты»  нельзя  было  точно 
определить  и  оно  явно  было  несовместимым  с  электромагнитной  теорией. 

Случаи,  когда  тело,  на  котором  происходит  дифракция,  имеет  конечную 
диэлектрическую  проницаемость  и  конечную  проводимость,  исследовались 
теоретически;  одно  из  первых  исчерпывающих  исследований  такого  рода  для 
дифракции  на  сфере,  выполненное  в  1908  г.  Ми,  рассматривается  в  гл.  13,  по¬ 
священной  оптике  металлов.  Вообще  говоря,  предположение  о  конечной  про¬ 
водимости  приводит  к  очень  большому  усложнению  математического  аппарата, 
и  поэтому  часто  желательно  принять  концепцию  идеально  проводящего  (и, 
следовательно,  идеального  отражающего)  тела.  Это,  конечно,  идеализация,  но 
совместимая  с  электромагнитной  теорией;  кроме  того,  поскольку  проводимость 
некоторых  металлов  (например,  меди)  очень  велика,  подобное  представление 
может  служить  хорошей  аппроксимацией,  если  частота  не  слишком  велика. 
Однако  следует  подчеркнуть,  что  такая  аппроксимация  на  оптических  частотах 
никогда  не  является  полностью  адекватной.  Упрощающее  предположение  о  бес¬ 
конечной  проводимости  дифракционного  препятствия  принято  в  большинстве 
работ,  основанных  на  строгих  математических  выводах;  наши  последующие 
рассуждения  также  ограничиваются  этим  случаем. 

Первое  строгое  решение  такой  дифракционной  задачи  было  дано  в  1896  г. 
Зоммерфельдом  [1]  при  рассмотрении  двумерного  случая  падения  плоской 
волны  на  бесконечно  тонкую  идеально  проводящую  полуплоскость.  Широкая 
известность  его  результата  основана  частично  на  том  искусстве,  с  которым  была 
решена  задача,  а  частично  на  том,  что  найденное  им  решение  можно  было  вы¬ 
разить  точно  и  просто  в  виде  интегралов  Френеля,  столь  характерных  для 
прежних  приближенных  теорий. 

Многие  математики  последовали  по  пути  Зоммерфсльда.  Ранние  решения 
дифракционных  задач,  относящиеся  к  точечному  и  линейному  источникам, 
а  также  интересные  обобщения  при  рассмотрении  дифракции  на  клине,  а  не 
на  полуплоскости,  связаны  с  именами  Карслоу  [2],  Макдональда  (31  и  Бромвича 
[4].  Были  решены  также  и  другие  задачи.  В  последнее  время  предложены  новые 
методы,  применение  которых  было  стимулировано  успехами  ультракоротковол¬ 
новой  радиотехники.  Прежде  чем  перейти  к  основному  содержанию  настоящей 
главы,  упомянем  очень  коротко  о  некоторых  из  этих  исследований. 

Если  существует  такая  ортогональная  система  координат  ии  и2у  и3у  в  ко¬ 
торой  поверхность  дифракционного  тела  совпадает  с  одной  из  поверхностей 
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ііі  —  СОП5І,  то  для  решения  дифференциальных  уравнений  в  частных  производ¬ 
ных  можно  использовать  классический  способ  разделения  переменных.  Таким 
методом  фактически  и  воспользовался  Ми  для  решения  упоминавшейся  выше 
задачи  о  сфере,  обладающей  конечной  проводимостью.  В  этом  случае  решение 
краевой  задачи  имеет  вид  бесконечного  ряда  и  его  ценность  зависит  от  легкости 
вычисления  необходимых  функций,  а  также  от  скорости,  с  которой  ряд  схо¬ 
дится.  Этот  метод  применялся  в  различных  случаях  (помимо  задачи  со  сферой); 
особенно  надо  отметить  его  использование  в  случае  дифракции  на  круглом 
диске  или  отверстии  [5].  Следует,  однако,  заметить,  что  лишь  некоторые  из 
этих  работ  относятся  к  чисто  скалярным  задачам  типа  задач,  встречающихся 
в  теории  звуковых  волн  малой  амплитуды;  дальше  будет  показано,  что  дву¬ 
мерные  задачи  в  электромагнитной  теории  принадлежат  в  основном  к  этому 
типу,  но  в  других  случаях  векторная  природа  электромагнитного  поля  при¬ 
водит  к  дополнительным  осложнениям. 

Другой  метод  с  использованием  интегральных  уравнений,  по-видимому, 
впервые  рассматривался  Рэлеем  [6].  Некоторые  задачи  (простейшие  из  них 
относятся  к  полуплоскости)  приводят  к  таким  интегральным  уравнениям,  ко¬ 
торые  можно  точно  решить  методом,  развитым  Винером  и  Хопфом  *).  Его  ис¬ 
пользование  Копсоном  [81,  Швингером  и  другими,  дало  ряд  новых  решений 
в  замкнутой  форме  [9 — 11]  (более  подробная  библиография  указана  в  [12, 
131).  В  этой  связи  следует  упомянуть  также  о  мощном,  хотя  и  несколько  слож¬ 
ном  вариационном  методе,  которым  можно  воспользоваться  при  расчете  энер¬ 
гии,  дифрагирующей  через  отверстие  [14]. 

Из-за  ограниченности  места  мы  рассмотрим  в  Настоящей  главе  только 
один  метод  **).  Сначала  мы  изложим  некоторые  соображения  общего  харак¬ 
тера,  имеющие  значение  в  теории  дифракции  электромагнитных  волн  на  иде¬ 
ально  проводящих  структурах.  Далее  введем  представление  произвольного 
поля  в  виде  интеграла  по  спектру  плоских  волн  и  покажем,  что  это  ведет  к  фор¬ 
мулировке  некоторых  дифракционных  задач  через  «дуальные»  интегральные 
уравнения  ***).  При  этом  задача  Зоммерфельда  с  полуплоскостью  легко  ре¬ 
шается;  это  решение  приводится  здесь  и  достаточно  подробно  исследуется  вместе 
с  некоторым  числом  побочных  вопросов.  В  настоящей  главе  рассматривается 
также  несколько  смежных  вопросов. 

§  11.2.  Граничные  условия  и  поверхностные  токи 

Хорошо  известно,  что  электромагнитное  поле  только  незначительно  про¬ 
никает  в  глубь  хорошего  проводника.  Понятие  бесконечной  проводимости,  при 
которой  полностью  отсутствует  проникновение  электромагнитного  поля  в  глубь 
проводника,  приводит,  как  покажут  приведенные  ниже  аргументы,  к  понятию 
электрического  тока,  существующего  исключительно  на  поверхности  провод¬ 
ника. 

Согласно  уравнениям  Максвелла  (см.  §  1.1.3)  тангенциальная  компонента 
Е  непрерывна  при  пересечении  бесконечно  тонкого  листка  электрического  тока, 
тогда  как  аналогичная  компонента  Н  испытывает  разрыв.  Более  точно,  раз¬ 
рывна  тангенциальная  компонента  Н,  нормальная  к  вектору  поверхностной 
плотности* ***)  ^  тока,  и  величина  разрыва  составляет  4 пЛс.  Относительное  рас¬ 
положение  этих  векторов  показано  на  рис.  11.1.  Кроме  того,  в  соответствии 


*)  Метод  Винера  и  Хопфа  разбирается  в  [7]. 

**)  Изложение  других  методов  дано  в  статье  Вольфсона  в  [15]  и  гл.  4  и  5  книГи  Пб]  и  в 
статье  [17].  В  обзоре  [13]  приведена  наиболее  полная  сводка  методов  и  формул. 

***)  «Дуальные»  интегральные  уравнения  (они  определяются  ниже  на  стр.  520)  рассмат^ 
риваются  в  книге  Титчмарша  [7]. 

****)  Поверхностный  ток  в  п,  1.1.3  обозначен  через 


§  11.2] 
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с  поведением  тангенциальных  компонент  Е  и  Н  нормальная  компонента  Н 
непрерывна  при  пересечении  листка  тока,  тогда  как  нормальная  компонента  Е 
разрывна  и  величина  этого  разрыва  равна  произведению  поверхностной  плот¬ 
ности  зарядов  на  4 я.  Таким  образом  очевидно,  что  поле  в  вакууме  вне  идеально 
проводящего  тела  таково,  что  на  поверхности  проводника  имеем: 

а)  тангенциальная  компонента  Е  равна  нулю; 

б)  тангенциальная  компонента  Н  перпендикулярна  к  вектору  поверхност¬ 
ной  плотности  3  электрического  тока  и  равна  4 лЗ/с; 

в)  нормальная  компонента  Н  равна  нулю; 

г)  внешняя  нормальная  компонента  Ё  равна  произведению  4л;  на  поверх¬ 
ностную  плотность  заряда. 

Действие  излучения,  падающего  на  идеально  проводящее  тело,  удобно 
интерпретировать,  выражая  его  через  индуцированные  поверхностные  токи. 
Если  Еи)  —  электрический  вектор  падающего  поля, 
а  Е(?)  —  электрический  вектор  «рассеянного»  ноля, 
обусловленного  индуцированным  током,  то  полный 
электрический  вектор  повсюду  равен  Е'  +  Е(іА  Сле¬ 
довательно,  теперь  дифракционную  задачу  можно 
сформулировать  следующим  образом:  дано  Е(*\  тре¬ 
буется  найти  поле  Е(й,  создаваемое  током ,  распре¬ 
деленным  по  поверхности  проводника ,  которое  имеет 
такую  величину ,  что  его  тангенциальная  состав¬ 
ляющая  на  поверхности  равна  тангенциальной  состав¬ 
ляющей  Е{1\  взятой  со  знают  минус ,  Стоит  подчерк¬ 
нуть,  что  приведенное  выше  граничное  условие  а) 
является  основным  и  вместе  с  тем  достаточным  усло¬ 
вием  единственности  решения  вопроса  лишь  в  том  виде, 
как  он  сформулирован  *).  Что  же  касается  других  условий;  то  б)  связы¬ 
вает  поле  с  индуцированным  током,  а  условия  в)  и  г)  не  представляют  осо¬ 
бого  интереса. 

Следует  отметить,  что  из  равенства  Еи)  —  Еа)  во  внутренних  точках 
проводника  вытекает  существование  па  любой  замкнутой  поверхности  5  единст¬ 
венной  плотности  тока,  которая  обусловливает  во  всех  точках  внутри  5  ноле, 
создаваемое  источниками,  находящимися  вне  5.  Аналогично  из  рассмотрения 
случая,  когда  граница  идеального  проводника,  на  которую  падает  излучение, 
является  бесконечной  плоскостью,  следует,  что  в  любой  плоскости  существует 
единственная  плотность  тока,  которая  обусловливает  на  одной  стороне  этой 
плоскости  поле,  создаваемое  источниками,  расположенными  на  другой  ее 
стороне. 

В  задачах  о  дифракции  на  идеально  проводящих  экранах  существенно 
предположение,  что  они  бесконечно  тонки;  если  такое  предположение  не  де¬ 
лается,  то  математические  трудности  значительно  возрастают.  Конечно,  не¬ 
прозрачность  экрана  по-прежнему  подразумевается,  причем  это  означает,  что 
экран  —  идеальный  проводник,  толщина  которого  стремится  в  пределе  к  нулю. 
Из  всего  сказанного  выше  можно  сделать  вывод,  что  действие  такого  экрана 
мы  вправе  уподобить  действию  листка  электрического  тока,  с  той  разницей, 
что  теперь  этот  листок  уже  не  является  замкнутой  поверхностью.  Особый 
интерес  представляет  относительно  простой  случай  плоского  листка.  В  этом 
случае  сразу  же  можно  вывести  некоторые  важные  соотношения,  которым  удов¬ 
летворяют  излучаемые  этим  листком  поля  Еи)  и  Н(5).  Полученные  соотноше¬ 
ния  приведены  ниже. 


Рис.  ИЛ.  Взаимное  рас¬ 
положение  векторов 
Н<2) — НИ)  и  .Г 

НО)  н  НО— магнитные  поля 
па  первой  и  ітороп  сторонах 
поверхности  соответственно, 
.1-  вектор  поверхностной 
плотности  тока. 


*)  Доказательство  единственности  представляет  некоторые  трудности  и  откладывается 
До  §  11.9. 
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Допустим,  'что  листок  тока  занимает  частъ  плоскости  у  =  0.  Тогда  из  со¬ 
ображений  симметрии  ясно,  что 

Е?{х,  у,  г)  =  ЕТ  (х,  —у,  г),  Н?  (х,  у,  г)  =  —  Н'Т{х,  —у,  г),  } 

Е?{х,  у,  г)  =  —  Е(р(х,  —у,  г),  Н'Т  (х,  у ,  г)  =  Н™{х,  —у,  г),  V  (і) 

ЕЦЦх,  у,  г)  —  ЕТ  (х,  -у,  г),  Н?(х,  у,  г)  =  -Н?{к,  - у ,  г).  ] 

Кроме  того,  если  компоненты  плотности  тока  в  листке  обозначить  через  и 
^г>  то,  очевидно,  при  у  —  0  имеем 

Ц-і„  т>=±^^x.  (2) 

Верхний  или  нижний  знак  берется  в  зависимости  от  того,  обращается  ли  у 
в  нуль  со  стороны  положительных  или  отрицательных  значений.  В  следующем 
параграфе  рассматриваются  приложения  этих  простых  соотношений  к  инте¬ 
ресной  задаче  дифракции  на  плоском  экране  и  выводится  полезная  формула, 
которая,  в  частности,  служит  доказательством  существования  точной  электро¬ 
магнитной  аналогии  принципа  Бабине. 


§  11.3.  Дифракция  на  плоском  экране;  электромагнитная  форма 
принципа  Бабине 

Предположим,  что  электромагнитное  поле  Еи\  Н0)  падает  на  систему 
бесконечно  тонких  идеально  проводящих  пластинок,  лежащих  в  плоскости 
у~  0.  Пусть  М  обозначает  часть  этой  плоскости,  занятую  металлом,  а  А  — 
оставшиеся  «отверстия».  Таким  образом,  М  и  А  вместе  составляют  полную 
плоскость.  Как  каждая  часть  (Л4  или  Л),  так  и  обе  они  могут  иметь  бесконечные 
размеры. 

Как  указывалось  выше,  ищется  дифрагировавшее  поле,  которое  удовлет¬ 
воряет  определенным  граничным  условиям  на  М.  Однако  из  (11.2.1)  следует, 
что  если  известно  в  явном  виде  условие  непрерывности  при  переходе  через  Л, 
то  необходимо  рассмотреть  дифрагировавшее  поле  только  в  одном  из  полу¬ 
пространств  у^О  или  Следовательно,  нашу  задачу  можно  сформулиро¬ 

вать  так:  в  полупространстве  у^О  (или  у  ^ 0)  требуется  найти  электромагнит¬ 
ное  поле  ЕСі),  НСі),  создаваемое  токами  в  плоскости  у  —  0,  для  которого 


К) 

Е?  +  ЕТ  =-  Е?‘  -т  Е^  =  0 

на  /Ц; 

(б) 

нт  -  н?  =  о 

на  Л. 

Здесь  (а)  —  основное  граничное  условие  для  идеального  проводника, 
тогда  как  (б),  следующее  из  (11.2.2), —  удобный  способ  выразить  отсутствие  в  А 
индуцированных  токов.  Если  (б)  удовлетворяется  для  дифрагировавшего  поля 
в  области  0,  а  для  его  определения  в  области  у^О  используется  (11.2.1),  то 
выполняется  условие  непрерывности  при  переходе  через  Л. 

Теперь  легко  вывести  принцип  Бабине  для  электромагнитных  воли  и  иде¬ 
ально  проводящих  экранов  в  точном  виде  [18,  19].  Как  и  при  классическом 
изложении  принципа  (см.  и.  8.3.2),  здесь  устанавливается  соотношение  между 
соответствующими  полями  в  присутствии  основного  экрана  и  «дополнительно¬ 
го»  экрана,  полученного  путем  замены  проводящих  тонких  пластинок  отверс¬ 
тиями;  различие  заключается  в  том,  что  падающее  на  дополнительный  экран 
иоле  отлично  от  того,  которое  падает  на  основной  экран,  и  получается  из  него 
преобразованием  Е— >  Н, 


§  П.4] 
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Пусть  при  у>  О  поле  (индекс  1),  падающее  на  основной  экран,  равно 
Ер  =  Р0).  Тогда  из  (а)  и  (б)  находим: 

(а')  —  на  М, 

(б')  ЯЙ==Я(Й-=  0  на  А. 

Пусть  поле  (индекс  2),  падающее  на  дополнительный  экран,  равно  Нр==; 
—  Ра).  Теперь  выразим  граничные  условия  через  полное  поле: 

(а")  Е2Х  =  Ейг  =  0  на  А, 

(б")  =  НЫ  =  Р*  на  М. 

Так  как  уравнения  Максвелла  в  вакууме  инвариантны  относительно  пре¬ 
образования  Е->  Н,  Н~>- —  Е  и  так  как  имеется  единственная  поверхностная 
плотность  тока  в  плоскости  у  —  0,  которая  вызывала  бы  падающее  поле  во  всех 
точках  у<0,  то  из  сравнения  (а')  и  (б')  соответственно  с  (б")  и  (а")  ясно,  что 
в  полупространстве  позади  экрана 

На  =  -Е“>.  (1) 

Используя  полное  поле  Еі,  получим  из  (1) 

Ех  +  На  =  Р1/).  (2) 

Это  и  есть  электромагнитная  форма  принципа  Бабине, 


§  1 1.4.  Двумерная  дифракция  на  плоском  экране 


11.4.1.  Скалярная  природа  двумерных  электромагнитных  полей.  Двумерной 
задачей  называется  такая  задача,  которая  совершенно  не  зависит  от  какой- 
нибудь  одной  декартовой  координаты,  например  от  г.  Как  отмечалось  выше, 
такие  задачи  в  электромагнитной  теории  существенно  скалярны,  так  как  в  них 
входит  одна  переменная.  Сейчас  это  будет  показано.  і 

Отбросив  временной  множитель  ехр  ( — іыі)  и  написав  к  =  со !с,  можно 
привести  уравнения  Максвелла  в  вакууме  к  виду 

гоі  Н  —  —  ШЕ,  гоі  Е  =  ік\\ , 


Приравнивая  нулю  все  частные  производные  по  г,  разделим  эти  уравнения  на 
две  независимые  группы,  а  именно 


дЕг 

ду 


=  ікНх, 


ЭЕ, 

дх 


—  ікН у  у 


дНу  дНх 
дх  ду 


ікЕгу 


(1) 


и 


дН,_ 

ду 


—  і.кЕХу 


дНг 

дх 


—  ікЕуу 


дІУ-°§х  =  ІкНг. 

дх  ду  г 


(2) 


В  первую  группу  входят  только  Ях,  Нѵ  и  Ег ,  во  вторую  —  только  Ех>  Еу  и 
Н2.  Поэтому  можно  добиться  упрощения,  разделяя  произвольное  решение  на 
линейную  комбинацию  двух  решений,  у  которых  каждый  член  одной  из  ука¬ 
занных  выше  групп  равен  нулю.  Охарактеризуем  эти  два  типа  полей  следую¬ 
щим  образом: 

Е- поляризация 


Ех=*Е3,  =  Н/—0, 


1  дЕ 
ік  ду  ’ 


НУ~ 


1  дЕ, 
ік  дх  ’ 


и,  как  очевидно,  подставляя  Нх  и  Ну  в  третье  уравнение  (1)-,  получим 


д*Е; 
дх 2 


д°~  Ег 
ду2 


+  к'2Ег^  0. 
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Здесь  полное  поле  выражается  через  компоненту  Е1У  которая,  конечно,  удов¬ 
летворяет  двумерному  виду  обычного  волнового  уравнения, 

Н-поляризация 

Нх  =  Ну  =  Ег  =  О 

И  „ _ і Р  і  дн , 

~  хк  ду  *  *  ік  дх  * 


Здесь  полное  поле  выражается  через  #г, 

11. 4.2.  Угловой  спектр  плоских  волн.  Как  было  показано  выше,  в  случае 
двумерных  задач,  которыми  мы  ограничиваемся,  декартовые  компоненты  век¬ 
торов  Е  и  Н  удовлетворяют  уравнению 


д*Ѵ 
дх 2 


,  (3) 


Эго  уравнение  должно  решаться  при  соответствующих  граничных  условиях. 

„  Основное  элементарное  решение 
уравнения  (3)  имеет  вид 

ехр  [ікг  соз(Ѳ — ос)]  ==- 
=  ехр  [ік  (х  соз  а  4- У  $іп  а)] ,  (4) 

где  г  и  0  (0^  2л) — полярные 

координаты,  связанные  с  хи  у 
уравнениями  х  =  тсозѲ  и  у~ 
—г  $іп  0, а  ос — угол  между  направ¬ 
лением  распространения  волны  и 
осью х (рис.  1 1 .2,  а).  При  вещест¬ 
венном  се  выражение  (4)  представ¬ 
ляет  плоскую  однородную  волну , 
т.  е.  такую  волну,  у  которой  пло¬ 
скости  равных  амплитуд  и  равных 
фаз  совпадают.  Если  же  а  ком¬ 
плексно,  выражение  (4)  пред¬ 
ставляет  неоднородную  плоскую  волну,  т.  е.  такую  волну,  у  которой  плоско¬ 
сти  равных  амплитуд  и  равных  фаз  не  совпадают.  Действительно,  обозначив 
сс=  ссі  +  йх2,  где  осі  и  сеа  вещественны,  получим  вместо  (4) 


Рис.  11.2.  Плоская 


волна,  описываемая  соотноше¬ 
нием  (4). 

а— однородная  плоская  волна  при  шсстгениом  ос, 
пунктирные  линии  обо  пачают  плоскости  равных  ампли¬ 
туд  и  ранных  фаз  0~  неоднородная  ппек^я  волна  при 
комплексном  ѵ  сп  к  шные  линии  «Г  і  іч  і  от  і  лоскостн 
равных  амплитуд,  пунктирные  линні  —плоскости  равных 
фаз 


ехр  [ікг  соз(Ѳ — а)]  =  ехр  [ікг  сЬоцсоз  (Ѳ— о^)]  ехр  [—  ^гзЬа25іп  (Ѳ  — аг)\;  (5) 

отсюда  следует,  что  плоскости  равных  амплитуд  и  плоскости  равных  фаз  вза¬ 
имно  перпендикулярны  (рис.  11.2,  б).  Направление  распространения  фазы 
составляет  с  осью  х  угол  ось  причем  фазовая  скорость  уменьшается  в  $есЬ  а% 
раз.  В  перпендикулярном  направлении  имеет  место  экспоненциальное  ослаб¬ 
ление,  определяемое  коэффициентом  к$Ъа2. 

Теперь  покажем  [201,  что  при  соответствующем  выборе  пути  интегрирова¬ 
ния  и  подходящем  выборе  функции  /(се)  любое  решение  (3)  можно  представить 
в  виде  углового  спектра  плоских  волн 


^  /  (а)  ехр  [ікг  соз{Ѳ — а)]  йа. 

Такое  представление  тесно  связано  с  представлением  произвольной  функции 
с  помощью  интеграла  Фурье  и  подобно  последнему  широко  используется  в  при¬ 
ложениях*  Без  значительной  потери  в  общности  можно  задать  некоторый  фик¬ 
сированный  путь  интегрирования  и  тем  самым  свести  любую  задачу  к  отыска¬ 
нию  соответствующей  функции  [(а).  Представим  сначала  таким  образом  элект¬ 
ромагнитное  поле,  создаваемое  плоским  листком  тока,  а  затем  покажем,  что 
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это  приведет  нас  к  формулировке  задачи  дифракции  на  плоском  экране  в  виде 

дуальных  интегральных  уравнений. 

Рассмотрим  двумерный  листок  тока  в  плоскости  у  =  0.  Как  уже  отмеча¬ 
лось  выше,  удобнее  иметь  дело  отдельно  с  ^-поляризацией  и  #-поляризацией. 
Сначала  рассмотрим  первый  случай,  когда  плотность  тока  имеет  только  г-ком- 
понснту,  допустим  Попытаемся  выяснить,  при  каком  особом  распределении 
появляется  ^-поляризованная  плоская  волна 

Е  =  (0,0,  1)ехр  [ікг  соз  (Ѳ— -а)], 

Н  =  (§іпа,  — еозос,  0) ехр  [ікг  соз(Ѳ — а)]  (6) 

в  полупространстве, у  >0.  Из  первого  соотношения  (11.2.2) 
сразу  же  видно,  что  в  точке  (|,  0) 

Д©  =  — •^•ехр(Щсоза)5Іпа.  (7) 

Это  конечно,  можно  проверить  обычным  методом  потенциа¬ 
лов  Герца,  находя  поле,  создаваемое  данным  распределе¬ 
нием  тока,  но  тогда  придется  вычислять  достаточно  слож-  рис.  п.з.  Путь  ин¬ 
ны  й  интеграл.  тарирования  С  в 

Итак,  вообще  говоря,  можно  создать  любое  распреде-  комплексной  а-пло- 
ление  тока  путем  соответствующей  суперпозиции  выраже-  скорти. 

ний  (7)  для  разных  значений  а,  а  возникающее  поле  мож¬ 
но  получить  соответствующей  суперпозицией  плоских  волн  (6).  Более  точно, 
допустим, что  плотность  тока  можно  записать  в  виде  интеграла  Фурье 


•Ыі)  =  —  4п  I  ^(М’)ехр(іВДф. 

—  со 

Замена  переменной  р^соза  дает 

3 г  (Е)  —  —  зіп  (с03  °с)  ехр  С03  <*) 


(8) 

(9) 


где  С — путь  в  комплексной  а-плоскости,  вдоль  которого  соз  а  изменяется 
{принимая  только  вещественные  значения)  от  оо  до  — сю  (рис.  11.3).  Результи¬ 
рующие  не  равные  нулю  компоненты  поля  равны,  следовательно. 


у  Ер  =  ^  Р  (соз  а)  ехр  [ікг  соз  (Ѳ  а)]  (10) 

'  нр  —  ±  ^  зіп  (соз  а)  ехР  соз  (Ѳ  а)]  (іа у  (И) 

^УУ  х  Нр  —  —  ^  соз  а Р  (соз  а)  ехр  [ікг  соз  (Ѳ  а)]  йа.  (12) 

ж //  \\  с 

у  !  \  4  Верхний  знак  берется  для  у^  0,  нижний  —  для  у^  0. 

Уравнения  (10),  (11)  и  (12)  представляют  полей 
„  , ,  ,  ‘  виде  спектра  плоских  волн,  определенного  с  помощью 

прострІненияПраоВмор Дых  Функции  ^  (соз  а) .  Отдельные  плоские  волны,  соответ- 

волн,  излучаемых  в  полупро- ствующие  части  пути  С  вдоль  вещественной  оси,  одно- 
стр  анство  у> 0  (сплошные  родны  и  излучаются  в  области  у^> 0  и  */<С0;  в  каж~ 
линии)  и  в  полупространство  д0^  области  направления  их  распространения  лежат  в 
у<0  (пунктирные  линии).  ПрСделах  уГЛа  ^  (рИС.  11.4).  Плоские  волны,  соответ¬ 
ствующие  двум  частям  С,  для  которых  а  =  ф  и  а —  я — ф  (от  р  ^Одо  р  =оо). 


неоднородны;  для  них  распространение  фазы  происходит  вдоль  положительного 
или  отрицательного  направления  осих,  и  имеет  место  экспоненциальное  ослабле¬ 
ние  волны  в  направлении,  нормальном  к  плоскости  у  —  0,  Легко  показать. 
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исследуя  поведение  вектора  Пойнтинга,  что  в  среднем  ни  одна  из  этих  исчезаю¬ 
щих  волн  не  переносит  энергии  от  плоскости  у  =  0.  Наличие  таких  волн  необ¬ 
ходимо  для  учета  структуры  в  распределении  тока,  которая  мельче  длины 
волны. 

В  случае  Я- поляризации  поле,  созданное  током  с  плотностью  тока  на 
у  —  0,  можно  аналогично  записать  в  виде 

/Д5)  =  ±  ^  Р  (со5  °0  ехР  005  №  Та )]  (іа,  (1 3} 

/?<*>  ^  зіп аР  (соз  а)  ехр  [ікг  соз  (Ѳ  а)]  йа,  (14) 

с 

Еір  —  ±  ^  соз  аР  (соз  а)  ехр  [/бгсоз  (Ѳ  а)]  (15) 

с 

Верхний  знак  берется  для  у^ 0,  нижний  —  для  у^. 0,  причем 

со 

лх  ©  =4?  I  ехР  ДОФО  (іб> 


И. 4.3.  Формулировка  задачи  через  дуальные  интегральные  уравнения. 
Теперь  можно  сформулировать  двумерную  задачу  дифракции  на  плоском 

экране  через  дуальные  интегральные 
уравнения. 

Допустим,  что  электромагнитное 
поле  Е(;},  Н0>  падает  па  систему  беско¬ 
нечно  тонких  идеально  проводящих 
полосок,  лежащих  в  плоскости  у  —  0; 
обозначим  через  М  область  изменения 
х,  занятую  металлом,  а  через  Л  —  об¬ 
ласть,  свободную  от  металла.  Если  рассеянное  поле  Еѵ5},  Ни>  представить 
в  виде  углового  спектра  плоских  волн  в  форме  (10),  (11)  и  (12)  или  (13), 
(14)  и  (15)  в  соотвегствии  с  типом  поляризации,  то  условия  (а)  и  (б), 
приведенные  в  §  11.3,  дают  следующие  интегральные  уравнения: 

Е -поляризация 


ГГ\ 

■ 

+1 

-1 

о 

О 

Рис.  11.5.  Путь  интегрирования  от — со  до 
-Ьоо  в  комплексной  р- плоскости. 


В -поляризация 


Р  ^ —  ехр  (ібхр)  ф  =  —  на  М, 

(17> 

ао 

^  Р  (р)  ехр  (ікх\і)  ф  =  0  на  Л. 

—  ао 

(18) 

^  Р  (р)  ехр  (ікхр)  ф  =  на  М> 

-  да 

(19) 

-  г  ехр  (ікхіі) ф  =0  на  Л. 

У 1— р 

(20) 

Анализ  отображения  части  комплексной  плоскости  а  от  Кеа  -  0  до  Не  а  =  д 
на  всю  комплексную  плоскость  р  (р  —  со^а)  показывает,  что  путь  интегриро¬ 
вания  вдоль  вещественной  оси  огибает  возможные  точки  ветвления  при  р  =  і  1 
(рис.  11.5).  Интегральные  уравнения  такого  типа,  в  которых  одна  неизвестная 
функция  Р(р)  удовлетворяет  различным  уравнениям  в  двух  разных  областях 
изменения  параметра  х,  называются  «дуальными»  17]. 

Методы  Копсона,  Швингера  и  др  ,  о  котором  упоминалось  в  §  ИЛ,  отли¬ 
чается  от  приведенного  выше  только  тем,  что  в  нем  используется  одно  интег- 
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ральное  уравнение.  Хотя  их  метод  здесь  и  не  применяется,  следует  отметить 
его  связь  с  предлагаемым  методом.  Например,  в  случае  ^-поляризации  реше¬ 
ние  (18),  полученное  с  использованием  преобразования^  урье,  можно  записать 
в  виде 


Р  (ц)  - - 7-  §  Ц  (6)  ехр  (—  Іку1)  аі. 


М 


(21) 


конечно,  в  согласии  с  уравнением  (8)  и  с  тем,  что  І^Ц)  —0  на  Л.  Подставляя 
это  значение  Р  (р.)  в  (17)  и  интегрируя  по  р,  получим  интегральное  уравнение 

на  М,  (22) 

м 


содержащее  функцию  Хенкеля  Н™  первого  рода  нулевого  порядка;  оно  долж¬ 
но  быть  решено  относительно  Очевидно,  левую  часть  (22)  можно  вывести 

непосредственно  из  соотношения  для  дифрагировавшего  поля,  выраженного 
через  плотность  индуцированного  тока. 


§  11.5.  Двумерная  дифракция  плоской  волны  на  полуплоскости 

11.5.1.  Решение  дуальных  интегральных  уравнений  для  случая  поля¬ 
ризации.  На  нескольких  последующих  страницах  дифракция  плоской  волны 
на  полубееконечном  плоском  листке  рассматри¬ 
вается  строго  с  помощью  простого  точного  реше-) 
нпя  соответствующих  дуальных  интегральных  - 
уравпений. 

Рассмотрим  сначала  ^-поляризованную  пло¬ 
скую  волну 

^=ехр[ — ікг  соз(Ѳ — а0)],  (1) 

падающую  на  идеально  проводящую  полуплос¬ 
кость  у~0,  х>0,  где  для  удобства  предпола¬ 
гается,  что  а0  вещественно  и  0<ао<л  (рис. 

11.6).  Уравнения  (11.4.17)  и  (11.4.18)  запишутся 
тогда  в  виде 
00 

|  ехр  (ікх\х)  ф  я  —  ехр  (•— ікхцй)  при  х>  0,  (2) 

—  ао 

00 

^  Р(р,)ехр  {ікх\х)4\і  при  х  <  0,  (3) 

—  00 

где  р,0=со5а0.  Воспользуемся  для  их  решения  обычной  техникой  контурного 

интегрирования. 

В  интеграле  в  левой  части  уравнения  (3)  х  отрицательно.  Следовательно, 
согласно  лемме  Иордана  [201  и  при  условии,  что  Р(р,)-*-0,  когда  |р  |-*-оо  и 
0^аг§р7> — гс,  мы  можем  замкнуть  путь  интегрирования  бесконечной  полу¬ 
окружностью  ниже  вещественной  оси,  не  внося  никакого  дополнительного 
вклада  в  интеграл.  Таким  образом,  дальше  необходимо  только  потребовать 
отсутствия  у  Р  (ц)  сингулярностей  в  полуплоскости  ниже  пути  интегрирования, 
чтобы  уравнение  (3)  удовлетворялось,  так  как  в  этом  случае  интеграл  берется 
по  замкнутому  контуру,  внутри  которого  подынтегральное  выражение  ре¬ 
руля  рно. 

Аналогично  в  интеграле  левой  части  уравнения  (2)  х  положительно  и 
можно  замкнуть  путь  интегрирования  бесконечной  полуокружностью  выше1 

вещественной  оси,  не  внося  дополнительного  вклада  в  интеграл  при  условии* 


Рис.  11,6.  Плоская  волна,  па* 
дающая  на  идеально  проводя¬ 
щую  полуплоскость. 
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что  Р([А)/Кі— когда  ||х|->оо  я  я>аг§р>0.  Тогда,  если  V (р) — 
произвольная  функция,  свободная  от  сингулярностей  в  полуплоскости  выше 
пути  интегрирования,  с  соответствующим  поведением  там  при  |р|-^оо,  то, 
очевидно,  (2)  л  довлетворяется  при 

ПѴ)  = _ *  V  (Ю  1  ш 

*  Ѵі  —  ц2  2т  Мо)  (М+^о)  *  ^  ' 


о  ’ф 

+ 1 

-/  ^  о 

- ет- 

л 

если  путь  интегрирования  огибает  полюс  р  = — р0  снизу,  как  показано  схема¬ 
тически  на  рис.  11.7.  Действительно,  единственная  возможная  сингулярность 
функции  в  правой  части  уравнения  (4)  —  это  полюс  при  \х  =  — р0  с  вычетом,  рав¬ 
ным — 1/(2ш),  а  по  теореме  вычетов  Коши 
это  как  раз  дает  в  интеграле  (2)  член  — 
ехр  ( — ікх  р0). 

Переписав  теперь  (4)  в  виде 

Рис.  11,7.  Путь  интегрирования  в  ком- 

плексной  р-плоскости.  можно  доказать,  что  правая  и  левая  ча¬ 

сти  (5)  постоянны.  Левая  часть  свободна 
-от  сингулярностей  в  полуплоскости  ниже  пути  интегрирования  и  по  абсолют¬ 
ной  величине  возрастает  там  до  бесконечности,  тогда  как  правая  часть  ведет 
себя  таким  же  образом  в  полуплоскости  выше  пути  интегрирования.  Следова¬ 
тельно,  функция,  с  которой  совпадают  обе  части,  свободна  от  особенностей  и  » 
абсолютная  величина  ее  возрастает  до  бесконечности  на  всей  комплексной 
р-плоскости,  значит,  такая  функция  должна  быть  полиномом,  а  так  как  для 
некоторых  значений  аг§  р  величина  Р  (р)~->-  0  при  |  р  |— *-оо,  этот  полином  может 
содержать  только  постоянный  член. 

Значение  его  сразу  же  можно  найти,  если  положить  р  — р0  в  правой 
части  (5);  тогда 


2д 


ИЛИ 


Р  +  Ро 


Р  (сова)  =  4 


5і  п  (  —  а0 


$іп 


(Н 


соа  а  +  сов  а0 


(в) 


(7) 


О  значении  симметрии  (7)  относительно  а  и  а0  говорится  в  конце  п.  11,7.1. 

Используя  величину  Р(соза),  определяемую  (7),  найдем  из  соотношени  . 
(11.4.10),  (11.4.11)  и  (11.4.12)  компоненты  дифрагировавшего  поля  и,  следова¬ 
тельно,  для  полного  поля  получим 
Е?  .  =  ехр  [ —  ікг  соз  (Ѳ  — а0)]  — 


і  Г  8іп(та»)зш(та) 

ія  ^  сова -[--со  5  а0 


ехр  [ікг  С05  (Ѳ  4=  а)]  (Іа* 


(8) 


Верхний  знак  берется  при  у> 0,  нижний  —  при  у<і0*  Теперь  остается 
придать  і  гол  учен  ному  решению  более  удобную  форму. 

11.5.2.  Выражение  решения  через  интегралы  Френеля.  Если  кг  велико, 
т.  е.  если  расстояния  от  начала  координат  порядка  длины  волны  или  больше 
нее,  можно  попытаться  вычислить  интегралы  общею  вида 

5  Р  (соз  а)  ехр  [ікг  соз  (Ѳ — а)]йа  (9) 

методом  наибыстрейшего  спуска  (см.  приложение  3).  Предварительная  проце¬ 
дура  в  этом  методе  заключается  в  замене  пути  интегрирования  (сейчас  в  подын- 
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тегральном  выражении  допускается  существование  любых  сингулярностей)  на 
путь  наибыстрейшего  спуска,  например  5  (Ѳ),  проходящий  через  седловую  точку 
при  а  —  Ѳ.  Путь  3(Ѳ)  показан  на  рис.  11.8.  Вдоль  него  новая  переменная 


т  =  )/л2  ехр  зіп  ~  (а  —  Ѳ) 


пробегает  все  вещественные  значения  от  — с»  до  +°о*  Тогда  интеграл  (9)  при¬ 
нимает  вид 


ехр 


іп)  ехр  (ікг) 


ікг)  Г  РЩМ 

А  у  'Н 


-ехр( — ігх2)  сіхт  (11) 


Отсюда  можно  получить  асимптотическое  приближение  для  кг^>1< 

Применение  такого  метода  к  специальному  интегралу  в  (8)  позволяет  фак¬ 
тически  без  приближений  получить  его  ,  \ 

выражение  через  интегралы  Френеля.  |  \  ,  { 

Сейчас  это  будет  показано.  (  \  [  ! 

Рассмотрим  сначала  случай  0<!Ѳ<С  |і 

<ік.  Так  как  (7)  можно  діредсГавить  в  |  і 

виде  -  і  V  !  . 


Р  (соз  а)  = 

а°)— *есі-(«+ао)| . 

(12) 

то  достаточно  вычислить 

Г  зес  (а  — а0)  ехр  (ікг  соз  (Ѳ  —  а))  сіа , 


. 

и-а0  & 


Рис.  П.8.  Путь  наибыстрейшего  спуск* 
5  (Ѳ)  в  комплексной  а-плоскости. 


поскольку  вклад  от  зес*^-  (а  +  а0)  можно  затем  найти,  изменяя  знак  а0*  Простое 
преобразование  (13)  дает 
У  зес  ~  (а — +  Ѳ)  ехр  (ікг  соз  а)  сіа  =ч 

3(0) 

-у  у  <  зес  у  (а  — а0  +  Ѳ)  зес  у  (а  -р  а0  — Ѳ)  і  ехр  (ікг  соз  а)  сіа  =— 

Г  со&Т(а0— Ѳ)соз  (  та0  ) 

\  - і - кН — кехр  (ікг  соз  а)  йа;  (14) 

"2  I  со$а+с05(а0— Ѳ)  '  ' 


применив  подстановку 


т  =  ехр  зіп  » 

-2  ехр  (^-  іп)  ехр  (ікг)  т|  | 


ц^Ѵ2  соз  У  (Ѳ — ао)- 


^  ехр  (—  5Т2)  (Іх  =  у 
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откуда,  умножая  на  ехр  (іт|2!)  и  интегрируя  по  I  от  кг  до  бесконечности,  по¬ 
лучим 


ехр  (ікп?)  |  ехрт  Ьу),  ах  -  /я  |  сіі  =  іГп  $  ехр  №*)ф. 

(16) 

Обозначая  через  * 

Р  (а)  —  ]  ехр  (і|і2)  йр 

а 

одну  из  форм  комплексного  интеграла  Френеля  *),  находим 

ос 

Ч  5  Л  =  ±  2  V™  ехр  (—  ікгц3)  Р  { ±  Г)  ѴЩ- 


(17) 


(18) 


Верхний  знак  берется  при  г)>>0,  нижний  —  при  т)<0. 

Объединяя  эти  результаты,  имеем  окончательно  для  у^  О 


л. 

$  (Ѳ) 


Біп^-і-  ао]  5Іп(у  а) 

со  &  а-рсоз  а(І 


ехр  [ікг  соз  (Ѳ  — а)]  і іа  - 


ехр 


(~т‘я) 


|ехр  [ — ікг  соз  (Ѳ~ а0)]  Р  \Ѵ 2/’гсоз~(Ѳ — а0ф 
=Р  ехр  [—  і7ггсоз(Ѳ  +  а0)]  Р  У  2кг  соз  і-(Ѳ  +  й0)^  | , 


ут 


(19) 


где  верхний  знак  берется  для  Ѳ  +  а0<я,  а  нижний  —  для  Ѳ  +  ай>я. 

Для  того  чтобы  получить  из  (8)  полное  поле,  остается  только  учесть  простой 
полюс  при  а  =  я —  сс0-  Поскольку  О^Ѳ^я,  легко  показать,  что  при  замене 
пути  С  на  путь  5(Ѳ)  части  на  бесконечности  не  вносят  вклада  в  поле,  и  из  рис. 
11.8  ясно,  что  полюс  захватывается  тогда  и  только  тогда,  когда  я  — а0>Ѳ^ 
Его  вклад,  полученный  по  теореме  вычетов,  равен 

ехр  [ —  ікг  со$  (Ѳ+о^)] ,  (20) 

Другими  словами,  он  представляет  отраженную  волну  геометрической  оптики \ 
разрыв  которой  при  переходе  через  Ѳ  =  л  —  ос0  точно  уравновешивается  разры¬ 
вом  в  дифрагированном  поле  (19).  В  самом  деле,  применяя  соотношение 

Р(в)  +  Р( — а)=уТГехр  (21) 


мы  можем  записать  полное  поле  (8)  в  виде 
ехр 


ѵ  -гіг — -|ехр  [^-ікг  соз(Ѳ— а0)]  Р  [  У  2кг  со$  2  (Ѳ— а0)1  — 

у  л  [ 

—  ехр  [ —  ^гсо$(Ѳ  +  а0)]7г^—  V 2кг  соз-і  (0+  а0)^  |, 

что  совпадает  с  известным  результатом  Зоммерфельда* 

Когда  у<1 0,  вычисляемый  интеграл  равен 

ехр  [ікг  соз  (Ѳ  +  а)]  (іа* 


г*  зіп  | 

(  1  ) 
^2 

|  5111  ( 

!П) 

]  еоза+со5а0 

(22) 


*)  Эта  форма  интеграла  Френеля  здесь  более  удобна,  чем  форма  (8,7.12)  Следует  отметить 
изменение  пределов  интегрирования. 
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Соответствующий  путь  наибыстрейшего  спуска  теперь  имеет  вид  5  (2л;—  Ѳ)> 
и  захват  полюса  при  а  —  я — ац,  который  имеет  место  только  при  Ѳ>я;  +  а0, 
приводит  к  выражению,  соответствующему  падающей  волне  со  знаком  минус. 
Полное  поле  опять  определяется  выражением  (22). 

Соответствующие  соотношения  для  компонент  Н  получаются  просто  диф¬ 
ференцированием,  как  показано  в  п,  11.4.1,  Представляют  интерес  как  де¬ 
картовы  компоненты  Нх  и  Нуу  так  и  полярные  компоненты  Нг  и  Я9.  Ввиду 
того,  что  (22)  выражено  через  г  и  Ѳ,  удобно  сначала  получить  Яг  и  Я9  из  урав¬ 
нений  Максвелла 


1  дЕ г 
ікг  ов 


я. 


1  дЕх 
ік  дг  * 


(23) 


а  затем  найти  Нх  и  Нѵ  из  соотношений 

Нх  —  со$  дНг  —  зіп  ѲЯѳ,  Яѵ  =  зіп  ѲЯГ  соз  ѲЯ0* 

Для  получения  более  компактных  результатов  введем  следующие  обозна¬ 


чения: 


-  У  2 кг  соз  ~  (Ѳ — а,,),  —  V 2кг  соз  ^  (Ѳ+<х0), 


О  (а)  =  ехр  ( —  іа2)  Р  ( а ), 
(Ю  (а) 


Заметим,  что 

МЩ- - 1_2  щца). 

Выражение  (22)  тогда  принимает  вид 


(24) 

(25) 


Е 

отсюда  следует,  что 
ехр 


ехр 


(~±ы) 

У7= — -  ехр  (ікг)  {О  (и)— О  (»)}; 

У  Л 


(26) 


Нг  - Д.  ехр  (ікг)  |зіп  (Ѳ — <%0)  О  (и)  — 

—  5іп(Ѳ  +  а0)О(о)— і  У ■  3-зіп  (у  а0)  соз  (уѳ)}> 

(—  т  і 

-у~ — ехр  (йг)роз  (в—а0)0  (и)  — 

соз (Ѳ а0) О (ѵ)  +  (  ]/~ зіп  ^у^о^зіп  (у®))* 


//«  =  - 


ехр 


(27) 


Яѵ  =  - 


ехр 


(~Т‘Я) 


У  я 


ехр  (гёг)  |  зіп  а0  [С  (м)  +  С  (а)]  + 


Я, 


_  €хр(~т іп) 


— -ехр 
у  л 


+  і  У ^  ЗІП  (у  «о)сОЗ  (у  ѳ)  )  , 
(ійг)  |еоз  а0  [С  (и)— О  (ц)]  — 

~1У гг 8іп  (т“»)зіп  (тѳ)}* 


(28) 


11.5.3.  Характер  решения.  Теперь  исследуем  подробнее  характер  резуль¬ 
татов,  полученных  в  и.  11.5.2.  Из  приведенного  там  вывода  очевидно  (и"  это 
можно  прямо  проверить),  что  О  (и)  ехр  (ікг)  есть  решение  двумерного  волнового 
уравнения  при  любом  значении  а0;  здесь  интересно  отметить,  что  оно  имеет 
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периодичность  4я  и,  следовательно,  О  (и)  —  О  (о)  исчезает  при'Ѳ  —  0  и  Ѳ  =  2я, 
т.  е.  на  обеих  поверхностях  экрана,  но  не  исчезает  при  Ѳ  —  л.  Зоммерфельд 
пришел  к  своему  решению  (22),  пытаясь  найти  соответствующее  решение  вол¬ 
нового  уравнения  с  периодом  4л;  и  объединяя  это  решение  с  его  «изображени¬ 
ем»  *)*  Кстати,  из  (28)  вытекает,  что  выражения 


ехр  ( ікг ) 

У  кг 


ехр  (ікг) 
У  кг 


также  служат  решениями  двумерного  волнового  уравнения,  и  этот  результат 
хорошо  известен. 

Следует  исследовать  еще  поведение  (26)  при  л->оо#  Это  очевидно  и  будет 
в  дальнейшем  главной  темой,  обсуждаемой  в  данном  разделе. 

Привлекательной  чертой  задачи  с  полуплоскостью  является  то,  что  в  лю¬ 
бой  точке  поле  можно  найти,  пользуясь  таблицей  интегралов  Френеля  **). 
Кроме  того,  в  двух  особо  интересных  случаях,  а  именно  при  кп§>  1  и  кг<<с\  при¬ 
годны  простые  приближения  к  интегралам  Френеля  (см.  п.  8.4.2).  Первое  усло¬ 
вие,  без  сомнения,  всегда  выполняется  в  оптических  экспериментах,  где  точка 
наблюдения  находится,  вероятно,  на  расстоянии  миллионов  длин  волн  от 
дифракционного  края;  второе  условие  выполняется  при  изучении  поведения 
поля  вблизи  острого  края.  Этот  случай  можно  изучать  на  сантиметровых  радио¬ 
волнах  (см.  п.  11.5.6), 

Случай  кг^>  1.  В  данном  случае]  и\  и  \  ѵ\  велики  по  сравнению  с  едини¬ 
цей,  за  исключением  значений  Ѳ,  достаточно  близких  к  я+  а0  и  тс—  сс0  соответ¬ 


ственно.  Для  определенности  введем 
пять  обласхей,  как  показано  на  рис.  1 1.9. 


Рис  11.9.  Пять  областей,  в  которых  оп и сы-  Рис  11.10  Три  области  геометрической  оп- 
вается  поведение  поля  при  дифракции  плоской  тики  при  дифракции  плоской  волны  на  иде- 


волны  на  идеально  проводящей  полуплоско-  ально  проводящей  полуплоскости, 

сти. 


За  уравнения  кривых,  ограничивающих  области  II  и  IV ,  примем  соответст¬ 
венно  и2  ^  1  и  ѵ2  —  1 .  Следовательно,  эти  кривые  имеют  вид  парабол  с  фокусами 
в  начале  координат  и  осями  Ѳ-~я  +  а0  и  Ѳ  —  я  —  а0.  В  глубине  области  II 
(т.  е.  внутри  параболы  и2  =  е,  где  е<§1)  |«|<^1;  далеко  от  области  II  ( т.  е. 
вне  параболы  и2 -у,  где  у^>1)  |и[^>1.  Аналогичные  соотношения  получим 
и  для  \ѵ\н  области  IV.  Кроме  того,  при  0<Ѳ<?т  —  а0  как  и,  так  и  ѵ  отрица¬ 
тельно;  при  я  —  а0 < Ѳ < я  +  а0и  отрицательно,  но  ѵ  положительно;  при 
я  +  а0<Ѳ<2я  как  и,  так  и  ѵ  положительно. 

Области  /,  III  и  К,  очевидно,  тесно  связаны  с  теми  областями,  которые 
появились  бы  в  рамках  геометрической  оптики,  где  свет  распространяется  по 
прямым  линиям.  Перечислим  их;  область  тени  позади  экрана,  где  поля  нет 
совсем,  освещенная  область,  где  существует  только  падающая  плоская  волна 
и  область  отражения ,  где  одновременно  присутствуют  падающая  плеская  волна 
и  отраженная  плоская  волна,  соответствующая  отражению  от  бесконечного 
экрана  (рис.  НЛО).  Вообще  говоря,  в  областях  II  и  IV  осуществляется  плавный 
переход  от  точного  решения  в  одной  области  геометрической  оптики  к  решению 
в  соседней  области.  Прежде  чем  показать  это  более  подробно,  мы  должны  за- 

*)  Хорошее  представление  об  этом  подходе  можно  получить  из  гл.  4  книги  [16]. 

**)  По-видимому,  лучше  всего  -подходят  для  этой  цели  таблицы,  приведенные  в  [21]> 
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держаться,  для  того  чтобы  вывести  асимптотическое  приближение  для  интеграла 
Френеля  при  больших  значениях  аргумента. 

Если  а  положительно ,  можно  написать 


О  (а)  =  ехр  (-  іа2)  |  ; 


дважды  интегрируя  по  частям,  получим 

00 

°(а)==’^'+т!?+техР(—  іа^1 


ехр  (ф2) 
Ц4 


ф* 


(29) 


Продолжая  этот  процесс  и  дальше,  можно  получить  полное  асимптотическое 
разложение  для  С  (а),  но  сейчас  нам  важно  заметить  только,  что  модуль  ин¬ 
теграла  в  последнем  члене  (29}  меньше  чем 


Г  Ф  1 

]  (А4~  3 Ф  ' 


(30> 


а 

Отсюда  имеем 


С(а)  + 


(31) 


Здесь  интересно  отметить,  что  этот  результат  можно  было  получить  и  общим 
методом,  описанным  в  и.  11.5.2,  который  в  данном  случае  сводился  бы  к  раз¬ 
ложению  множителя  (тя  —  іц2)"1  в  подынтегральном  выражении  (18)  в  ряд  по* 
степеням  тик  интегрированию  каждого  его  члена. 

Если  а  отрицательно ,  то  левая  часть  (30)  расходится,  но  этот  случай  легко 
рассмотреть,  используя  (21)  совместно  с  результатом,  полученным  для  поло¬ 
жительных  значений  аргумента.  Таким  образом, 

0(а)  =  Ѵп  ехр  (і-  іл  )  ехр  (—іа) +  О  (Г)  ,  (32> 

То  обстоятельство,  что  асимптотическое  приближение  (31)  для  положительного 
а  и  (32)  для  отрицательного  а  различны,  есть  частный  случай  явления  Стокса 
[22].  Напишем  теперь 

ЕЖ~ЕР  +  Вр, 

где  Е{р  —  поле  геометрической  оптики,  определяемое  как 


1 

(  ехр  [ —  ікг  соз  (Ѳ — а0)]  - 

-ехр  [ —  ікг  соз  (Ѳ  -1-а0)] 

1 

1 

для 

О^Ѳ  <  л— а0, 

"7  | 

|  ехр  [—  ікг  соз(Ѳ  — а0)] 

для 

л — а0  <  Ѳ  <  л  +  а0, 

і  о 

для 

я  +  а0  <  Ѳ  ^  2л, 

(33> 


а  Е{^  —  поле  дифракции ,  представляющее  собой  просто  то  поле,  которое  сле¬ 
дует  добавить  к  полю  геометрической  оптики,  чтобы  получить  полное  поле. 
Теперь  при  (гг^>  1  находим  из  (26),  используя  (31)  и  (32), 


Ер* 


,  /  2  (  1 
у  п  ехр  и 


іл 


8ІП  | 

<  1  > 

1  5ІП  | 

!*•) 

/  С05  0  “У  С05  сс0 

ехр  ( —  Ікг) 


Ѵ~Тг 


(34> 


в  точках,  не  слишком  близких  к  областям  II  и  IV  (в  смысле,  указанном  выше). 
Легко  видеть  либо  из  (23),  либо  из  (27),  что  в  том  же  приближении,  как  и  в 
(34),  компоненты  ЬН  равны  = — Е{га>  и  —  0.  Очевидно,  (34)  означает, 

что  поле  дифракции  ведет  себя  так,  как  будто  оно  порождается  линейным  ис¬ 
точником,  расположенным  вдоль  дифракционного  края,  с  «полярной  диаграм¬ 
мой»»  изменяющейся  с  углом,  как  было  определено  выше,  Эта  находится  в 
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согласии  с  экспериментальным  фактом,  что  дифракционный  край  кажется 
светящимся,  если  он  рассматривается  из  области  тени. 

Когда  созО  +  со5а0  приближается  к  нулю,  соотношение  (34)  становится 
неверным,  и  нужно  обратиться  к  точному  решению.  Так  как 

-  вс 

О  (0)  =  ^ехр  (ф*)ф  —  уКл  ехр  ,  (35) 

о 

то  из  (26)  следует,  что  при  Ѳ  =  я  +  сс0 

Ег  =  ±-ехр(ікг)  +  0  |-р^=г)  .  (36) 

а  при  0  ”  я — об0  — 

Ег  —  ехр  [ікг  соз  (2а0)]  — ~  ехр  ( ікг )  +  О  |  *  (37) 


■Следовательно,  вблизи  0— я+а0  и  Ѳ=л — а0  поле  дифракции  имеет  тот  же 


Расстояние  по  оси  ос  о  длинах  волн 


Рис.  11. И.  Дифракция  нормально  па- 
вающей  Е-пол  яр  изованной  плоской 
долны  единичной  амплитуды  на  иде¬ 
ально  проводящей  полуплоскости. 
Изменен че  |  Ег  I  н  злниеи мости  от  х  на  рас- 
стоянии  трех  длин  волн  позади  зкрана. 


порядок,  что  и  падающее  поле.  В  частности, 
в  бесконечности  переход  между  полями 
геометрической  оптики  в  соседних  областях 
происходит  через  их  среднее  арифметиче¬ 
ское. 

Интерференция  йоля  геометрической 
оптики  с  полем  дифракции  в  областях,  где 
они  сравнимы,  вызывает  возникновение  по¬ 
лос.  Они  видны  на  рис*  11.11,  который 
будет  обсуждаться  ниже. 

Случай  кг< ^  1.  В  данном  случае 
\и  |  и  \ѵ  |  малы  по  сравнению  с  единицей, 
и  полезно  использовать  разложение  в  ряд 
интеграла  Френеля.  Напишем 

®  а 

Р  (а)  —  ^  ехр  (/р3)фы  —  ^  ехр  (*>2)  гірд 
о  о 


разлагая  экспоненту  в  подынтегральном 
выражении  второго  интеграла,  получим 


Р  (й)  =  4*  V к  ехр  іп  ^ — а  +  0  (а2).  (38) 

Таким  образом,  из  (26)  и  (28)  находим,  пренебрегая  членами  с  кг  в  степени, 
большей  половины, 


Ег  =  2  И^-ехр  {—^іл^УТгѣт  (-!-«„)  зіп  (ф ѳ)  , 

Нх  =  —  зіпа0—  У  Д  ехр  (—  ф»і)зіп  (|а,|  соз(З-ѳ)  х 

Х  {-р%  +  (1+2с°з«„)К^1.  , 
Ну—  \/~  -|-ехр(— 8іп(уа0)  зіп  (у®)х 

X  ( - р==-  +  (1  -г  2  сое  а„)  И&г  1  . 


(39) 


Необходимо  отметить,  что  Ег  конечно  и  непрерывно  при  г  — 0,  но  Нх 
и  Ну  расходятся  как  исключение  составляют  случаи  Ѳ  =  я,  когда  Нх~ 

==  —  $іп  а0  ехр  (ікг  соз  сс0),  а  также  Ѳ  =  0,  Ѳ  =  2я,  когда  Яу=  0,  Такое  пове- 
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дсние  функции,  необычное  для  физических  задач,  является,  конечно,  след¬ 
ствием  идеализированного  представления  о  бесконечно  остром  крае.  В  этом 
случае  существование  сингулярностей  у  компонент  поля  должно  быть  учтено 
при  формулировке  любой  теоремы,  относящейся  к  единственности  решения 
(см.  ниже,  §  11.9). 

Мы  закончим  наше  исследование  решения  рассмотрением  плотности  тока» 
индуцированного  в  дифракционном  экране.  Она  равна  произведению  — с! 4л: 
на  разность  значений  Нх  при  Ѳ  — 0  и  Ѳ  =  2я.  Таким  образом,  из  (28)  находим 

2л  ехр(— Т'Я) 

«/ 2  =  зіп  се0  ехр  (—  ікх  соз  а0) - — ~  ехр  (ікх)  х 

с  у  я 

х(2зіп  а0С  \у~2кх соз  ("§■“«)]  У йзіп  (т“0)}  '  ^ 

При  У 2кх  соз  ^у  а0  ^  1  последнее  соотношение  принимает  вид 

—  ~зіпа0ехр  ( — ікхсова^  +  О  {(кх)-*1*}.  (41) 

Полученный  результат  интересен  тем,  что  он  показывает  ту  степень  прибли¬ 
жения,  с  которой  величину  плотности  тока  можно  считать  совпадающей  с  вели¬ 
чиной,  получающейся  в  рамках  геометрической  оптики;  это  обычный  метод 
в  задачах,  которые  невозможно  решить  точно.  Очевидно,  что  введенное  выше 

допущение  ^т.  е.  У  2кх  соз  ^~а0  ^  разумно  только  для  значений  а09 

не  близких  к  л;  оно  имеет  смысл  потому,  что  при  х->оо  «остаточный»  член  в  (41) 
стремится  к  нулю,  как  х-57*,  а  не  как  х-1/®. 

Вместе  с  тем  при  Ѵ~2кх  соз^-а0^<^1 

І7Ё  +  4с03г  (та°)  ѴЩ  ехр  {ікх)  (42) 

и  расходится  на  дифракционном  крае. 

11.5.4.  Решение  для  Н-поляризации.  Случай  Я-поляризации,  когда  па¬ 
дающее  поле  определяется  выражением 

Я?  =  ехр  [ —  Ікг  соз  (Ѳ — сс0)] ,  (43) 

можно  рассматривать  таким  же  способом,  как  и  случай  Я-поляризации;  дей¬ 
ствительно,  анализ  оказывается  практически  идентичным.  Вместе  с  тем  пер¬ 
вый  случай  можно  вывести  из  последнего  с  помощью  точной  электромагнитной 
(Ьормы  принципа  Бабине,  полученного  в  §  11.3,  так  как  дополнительным  экра¬ 
ном  к  полуплоскости  Служит  также  полуплоскость.  Очевидно,  что  полное  поле 
определяется  выражением 

— -І-ізт)  .  г  _  . 

Ну= - <|ехр  [—  ікг  соз  (Ѳ — ос0)]  Р  [ — V созу  (Ѳ— а0^  + 

+  ехр  [ —  ікг  соз  (0  +  а0)]  Р  —  V 2 кг  соз  у  (Ѳ  4*  а0)|  |  .  (44) 

Оно  отличается  от  соответствующего  выражения  для  Ег  в  случае  поля  с  Я-поля- 
ризацией  (22)  только  знаком  второго  члена. 
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Применяя  обозначения,  введенные  в  и.  11,5,2,  получим  для  компонент 


поля 

не  равных 

нулю,  выражения 

ехр  і-  ія 

Нг  = 

Кя 

-ехр  (ікг)  { 0  (и)  +  0  (о)}, 

ехр  (— 

, 

Ех= 

V  *  У 

У~Я 

-ехр  (ікг)  1  зіп а0  [0 («)— О(о)]  — 

'  \ 

)зш  (і-ѳ)}. 

ехр  Г— 4 

ія)  . 

к* 

— ^-ехр  (ікг)  |соза0  [0  (н)  +  О  (г)] 

— 

~1  Ѵ  гг  со3  ( 

'  1  > 
к2  а°, 

>005(4-0)}.  ^ 

Несомненно,  Ех  исчезает  при  Ѳ  =  0  и  Ѳ  =  2я,  и  для  интерпретации  поведе¬ 
ния  поля  при  кг^>  1  снова  можно  воспользоваться  полем  дифракции  (которое 
должно  создаваться  линейным  источником,  расположенным  вдоль  дифрак¬ 
ционного  края)  для  точек,  достаточно  удаленных  от  Ѳ^л — и  Ѳ=я  +  а0, 
При  0  Нг  остается  конечным  и  непрерывным,  тогда  как  Ех  н  Еу  рас¬ 
ходятся  как  г”1/*;  исключением  являются  Ех=  0  при  Ѳ  —  0,  2я  я  Еу=> 
*= — со$а0ехр  (ікг  соза0)  при  Ѳ  — я. 
ѵ  Плотность  тока  определяется  выражением 

^Л,  =  ехр  [— ;Ь:соза0] - ехр (ікх) О  (у~2кх  соз  (уа0))  • 

_  (46) 

При  V 2 кх  соз  (^у  ав )  ^  1  имеем 

^-Іх  =  ехр  (  ікх  соз  а0) - ^^зес  (|«0)  2&Ш  ;  (47) 

это  выражение  приближается  менее  быстро  к  плотности  тока,  определяемой 
геометрической  оптикой,  чем  в  случае  ^-поляризации.  При  Ѵ2кхсоъ(^аЛ  1 
имеем  х ~ 

— у  ехр  ( —  »л  )  со$  ехр  (ікх).  (48) 

Это  выражение  обращается  в  нуль  при  лг  — О,  так  что,  как  следовало  ожидать, 
на  самом  крае  не  существует  тока,  нормального  к  краю. 

11.5.5.  Некоторые  численные  расчеты.  Типичная  теоретическая  кривая, 
полученная  из  (26),  приведена  на  рис.  11.11,  Она  построена  для  случая  нор¬ 
мального  падения  ^-поляризованной  плоской  волны  единичной  амплитуды 
и  представляет  собой  график  изменения  амплитуды  Ех  в  зависимости  от  х 
на  расстоянии  трех  длин  волн  позади  экрана  (ку  = —  6л).  На  рисунке  отчет¬ 
ливо  видны  дифракционные  полосы  в  освещенной  области  и  постепенное  ос¬ 
лабление  поля  в  глубине  области  геометрической  тени. 

Несколько  интересных  расчетов  было  выполнено  Браунбеком  и  Лаукие- 
ном  [23].  Они  построили  кривые  равных  амплитуд  (рис.  11.12)  и  кривые  рав¬ 
ных  фаз  (рис.  11.13)  компоненты  Н2  для  нормально  падающей  Я-поляризо- 
вашюй  плоской  волны  единичной  амплитуды  на  расстоянии  от  дифракционного 
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края,  приблизительно  равной  одной  длине  волны.  Они  рассчитали  также  линии 
среднего  потока  энергии  (рис.  11.14),  ортогональные  к  линиям  равных  фаз. 


Рис.  11.12.  Линии  рйвных  амплитуд  компоненты  Нг  при  дифракции  нормально  падающей 
Я-пол  яр  изованной  плоской  волны  на  идеально  проводящей  полуплоскости  [23]. 

Амплитуда  падающей  волны  принята  за  единицу. 


Легко  показать,  что  наіиденные  результаты  справедливы  для  любого  двумер¬ 
ного  поля  с  //-поляризацией.  Напишем  #2=  где  к  и  ср  вещественны;  тогда, 
используя  соотношения 

р  1  дН  г  _  1  дЯг 

Е*~  ік  ду  ’  ЕУ  ~  ік  ~д7  ’ 
волучим,  что  усредненный  вектор  Пойнтинга  (см.  (1.4.56)) 


Ш Ке  (Е  X  Н*)  Ке  {Е„Щ,  -  ад*.  0). 

равный 

с  А®  /  <?ср  с?<р  ~  \ 

8л  Т  \дх  ’  ду'и)' 


(49) 


перпендикулярен  к  поверхности  ср  =  сопзі.  Аналогичный  результат  получается 
н  для  поля  с  Я-поляризацией. 

П.5.6.  Сравнение  с  приближенной  теорией  и  с  экспериментальными  ре¬ 
зультатами.  Для  точек,  находящихся  на  большом  расстоянии  от  дифракцион¬ 
ного  края  в  освещенной  части  области  //  (см.  рис.  11.9),  там,  где  видны  поло¬ 
сы,  можно  пренебречь  вторым  членом  в  каждом  из  решений  (22)  и  (44).  Таким 
образом,  интенсивность  как  при  Я-поляризации,  так  и  при  //-поляризации,  а 


Рис  11.13.  Линии  равных  фаз  компоненты#  г  при  дифракции  нормально  Рис.  11.14.  Линии  среднего  потока  энергии  при  дифракции  нор¬ 
падающей  Я-поляризованной  плоской  волны  на  идеально  проводящей  по-  мально  падающей  Я-поляризованной  плоской  волны  па  идеально 

луплоскостн  [23].  проводящей  полуплоскости  [23]. 
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следовательно  и  интенсивность  неполяризованного  света,  запишется  в  виде 

-Иіг  +  Ф  /?со4(Ѳ-Ѳ»)]}!  +  т{т+^  [2  /|соз1(Ѳ-Ѳ0)]}‘ , 

(50) 

где  X  —  длина  волны  света,  а  &  Ц  $ —  интегралы  Френеля  с  косинусом  и  си¬ 
нусом,  определенные  (8.7.12).  Это  следует  сравнить  с  аналогичным  результатом 
(8.7.28)  для  черной  полуплоскости  в  теории  Френеля  —  Кирхгофа.  Отсюда 
действительно  можно  сделать  вывод  * ),  что  первый  член  точного  решения  для 
дифракции  на  идеально  проводящей  полуплоскости  можно  считать  решением 
для  черной  полуплоскости. 

Далеко  от  границы  в  области  тени  1  поле  с  Д -поляризацией  определяется 
выражением  (34),  т.  е. 

"  '  ■№•) 


ѵДехр 


соз  а0  -|-  соз  Ѳ 


ехр  ( ікг ) 
у  кг 


Аналогично  можно  показать,  что  поле  с  Я-поляризацией  имеет  вид 


/і 


ехр  тш 


і 


ай  соз 


№•) 


ехр  (ікг) 


соз  «о  соз  0  у  & 

Следовательно,  соответствующее  отношение  «силы»  полей  равно 
Е  -поляризация 


(51) 


(52) 


//-поляризация 


—  —  *В  (та«)‘г  (тѲ)  > 


и,  значит,  падающий  неполяризованный  свет  также  становится  при  дифракции 
частично  поляризованным.  Этот  результат  находится  в  хорошем  согласии 
с  оптическими  экспериментами  [15,  24]. 

Развитие  микроволновой  радиотехники  открыло  широкие  возможности 
для  экспериментального  изучения  дифракции  электромагнитных  волн.  В  част¬ 
ности,  появилась  возможность  использовать  дифракционный  экран,  значи¬ 
тельно  лучше  приближающийся  к  идеализированной  идеально  проводящей 
полуплоскости,  чем  те,  которые  удается  реализовать  в  оптических  измерениях. 
Кроме  того,  в  микроволновой  области  легко  исследуются  поля  в  непосредст¬ 
венной  близости  к  краю  дифракционного  экрана.  Был  проведен  ряд  измерений, 
главным  образом  на  длине  волны  около  3  см,  которые  показали  хорошее  сог¬ 
ласие  теории  и  эксперимента  [25,  261. 


§11.6*  Трехмерная  дифракция  плоской  волны  на  полуплоскости 

В  §  11.5  была  решена  задача  дифракции  на  полуплоскости  произвольной 
плоской  волны,  было  введено  одно  только  ограничение,  а  именно,  волна  долж¬ 
на  была  распространяться  в  направлении,  нормальном  к  дифракционному 
краю.  Сейчас  будет  показано,  как  простой  прием  позволяет  распространить 
полученные  выше  результаты  на  полностью  произвольно  падающую  плоскую 
волну. 

Допустим,  что  падающая  плоская  волна  характеризуется  фазовым  мно¬ 
жителем 

ехр  ( —  ікЗ)  =  ехр  [—  ік  (х  соз  а  соз  р  +  у  зш  а  соз  р  г  зіп  р)] ,  (1) 

где,  как  и  раньше,  идеально  проводящий  экран  занимает  полуплоскость  у  ~  0, 
х>»0.  Углы  а  и  [3,  определяющие  направление  распространения  волны,  по¬ 
казаны  на  рис.  11.15. 


;)  См.  обзор  [161, 
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Отметим,  чглО  соотношение  (1)  получается  из  двумерной  формы,  соответ¬ 
ствующей  р  =  0,  при  замене  к  на  к  сой  (3  и  умножении  на  схр( — Ікг  зіп  Р). 
В  самом  деле,  это  г  метод,  применимый  к  любому  двумерному  решению  волно¬ 
вого  уравнения 


(2) 


очевидно,  позволяет  получить  решение  и  трехмерного  волнового  уравнения 

(3) 


^ 

дх*  ^  Ѵ  ~  ' 


где  г  входит  только  через 


множитель  ехр( — ікгъ іп  Р).  Кроме  того,  если 
ІІ  —  такое  решение  (3),  то  легко  показать,  что 
два  электромагнитных  поля,  удовлетворяющих 
уравнениям  Максвелла,  имеют  вид 


Е  =  I 


к  дх  7 


Рис.  11.15.  Направление  рас- 
иространения  падающей  плоской 
волны. 


\-(—1дЛ 

і  дѴ 

V  *  ду 

7  к  дх 

(  і  діі 

і  ді? 

~\Ьду  > 

к  дх  * 

1  (  І  ЗІП  Р 

ди 

V  к 

дхг  1 

і  8Іп  р  дѴ 


І  5Іп  р  дУ 
к  ду  1 


С05‘ 


(4) 


(5) 


При  р  =  0  (4)  определяет  двумерное  поле  с 
Е-поляризаішей,  (5)  —  поле  с  //-поляризацией, 
что  У  имеет  вид  (1),  то  (4)  и  (5)  дадут  соответсг* 


Если  мы  будем  считать, 
венно  две  плоские  волны 

Е  =*( —  соз  а  5іп  р ,  —  зіп  а  зіп  р ,  соз  Р)  ехр  (—  ік8) 
Н  =  ( — зіп  а,  соз  а,  0)ехр( — і&$). 


•} 


Е  =  (зіп  съ,  — соз  а,  0)ехр( — ікЗ),  \ 

Н  =(— соза'зтР,  —  зігцхзіпр,  соз  Р)  ехр  (— *&5).  | 


(6) 

(7) 


Здесь  множитель  соз  р  везде  опущен.  Итак,  любая  плоская  волна,  изменяюща¬ 
яся  в  пространстве  в  соответствии  с  (1),  определяется  двумя  компонентами 
Е  (или  Н),  так  как  третья  компонента  определяется  уравнением  сііѵ  Е  —  0  (или 
сііѵ  Н  =  0).  Следовательно,  любую  плоскую  волну  можно  получить  соответ¬ 
ствующей  суперпозицией  полей  (6)  и  (7);  поэтому  в  дифракционных  задачах 
без  потери  общности  можно  ограничиться  двумя  случаями,  относящимися  к 
таким  падающим  полям. 

Теперь  должно  быть  ясно,  что  решение  дифракционной  задачи  определяет¬ 
ся  соотношениями  (4),  если  падающая  волна  определяется  уравнениями  (6); 
ори  этом  У  получается  из  известного  выражения  для  Ег  зес  р  в  двумерном  слу¬ 
чае  заменой  к  на  к  соз  р  и  умножением  на  ехр  ( — ікг  зіп  Р).  Действительно, 
условие  II  =  0  на  полуплоскости  */  =  0,  х>0  предполагает  также,  что  там  в 
ОІЛдх  =  0;  следовательно,  из  (4)  находим,  что  на  экране  Ех-=  Ех=  0,  как  м 
требуется.  Используя  (11.5.24)  и  (11.5.26),  получим  в  явном  виде 


[/  = 


ехр 


(--Н , 


У  п 


зес  Р  ехр  [ік  (г  соз  Р—  г  зіп  Р)]  {в  (р)  —  0 


(8) 
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где 


^]/2/гг  созрсо5“(0 — а),  ?  = —  У  2кг  соз  р  соз  (Ѳ  +  а%,  (9) 


Таким  образом,  согласно  (4)  имеем 
ехр  »Л 

Ег  =  — ~  соз  р  ехр  [ік  (г  соз  Р  —2  зіп  Р)]  {0  (р)  —  С  (?)}, 
у  л 

ехр  (  — -т-ія) 

Нх~ - — -ехр  [ік(г  соз  Р — 2  зіп  Р)]  х 

У л  _ 

X  |зіп  а  [С(р)  +  С(</)]-И  кг  с2оз  р  зіп  -1  а  соз  ѳ}  , 
ехр  Г— і-щ  ) 

#  = - Ц^= — -ехр  [ік  (г  соз  р— г  зіп  Р)]  х 

х{сова  [О  (р)  О  (?)]  і  У ^зіпі-ампі-0}  , 
Ех  =  “ЯузіпР,  Я^/У^зіпР,  #г  =  О, 


>  Сіо* 


При  р  —  0  выражения  (10)  сразу  же  превращаются  в  соответствующие  выра¬ 
жения  (11.5.26)  и  (11.5.28). 

Аналогичный  результат  можно  получить  таким  же  образом  и  в  том  слу¬ 
чае,  когда  падающая  волна  определяется  (7).  Соответствующим  двумерным 
решением  при  этом  является  решение  для  Я- поляризации,  а  именно  выражение 
(11.5.44)  для  Нх.  Поэтому,  как  уже  отмечалось,  можно  получить  решение 
для  совершенно  произвольной  падающей  плоской  волны.  Кроме  того,  простое 
обобщение  аргументов,  приведенных  в  п.  11.5.2,  показывает,  что  поле,  возни¬ 
кающее  при  любом  распределении  источников,  можно  представить  в  виде 
спектра  плоских  волн.  Следовательно,  в  принципе,  решение  дифракционной 
задачи  при  любом  распределении  источников  можно  найти  из  решений  задач 
для  отдельных  плоских  волн.  Ниже  рассматриваются  два  интересных  случая: 
линейный  источник,  расположенный  параллельно  дифракционному  краю 
(двумерная  задача),  и  точечный  источник. 


§  11.7.  Дифракция  волн,  испускаемых  локализованным  источником, 
на  полуплоскости 

11.7.1.  Линейный  ток,  параллельный  дифракционному  краю.  Рассмотрим 

линейный  источник,  находящийся  в  точке  Т  с  координатами  (г0,  Ѳв),  где  0^ 
^Ѳо^зт,  и  излучающий  в  вакууме  2: -поляризованную  цилиндрическую  волну 
вида 

&  =  У \  ехр  (|  ія  )  (кН) »  2®  .  (1) 

Здесь  ЩХ) —  функция  Ханкеля  первого  рода  нулевого  порядка,  а  2?  — 1  рас¬ 
стояние,  измеряемое  от  Т  (рис.  11.16). 

Фактически  источник  представляет  собой  электрический  ток,  протекаю¬ 
щий  через  Т  параллельно  оси  г  и  осциллирующий  везде  с  одинаковой  фазой. 
Хорошо  известно,  что  (1)  является  основным  решением  двумерного  волнового 
уравнения,  определяющим  расходящуюся  волну,  зависящую  только  от  ради¬ 
ального  расстояния. 

Записывая  (1)  в  виде  углового  спектра  плоских  волн,  мы  в  сущности  ис¬ 
пользуем  интегральное  представление  функции  Ханкеля  (см.,  например,  [27])* 
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предложенное  Зоммерфельдом.  Так  как  мы  требуем,  чтобы  каждая  плоская 
волна  спектра  достигала  экрана,  то  следует  рассматривать  это  представление  в 
полупространстве  у<іг 0  зіп  Ѳ0,  т.  е. 

Яш  (кЩ  =  —  ^  ехр  [Ікг 0  соз  (Ѳ„ — а)]  ехр  [—  ікг  соз  (Ѳ— а)]  йа.  (2) 

Здесь  выбран  специальный  путь  интегрирования  5^-~-  так  как  (помимо  того, 

что  он  справедлив  для  всех  точек уСг 0  зіп  00)  он  параллелен  пути  наибыстрей¬ 
шего  спуска,  что  удобно  в  последующем  исследовании  Фазовый  множит  ель 

ехр  {ікг0(со$$о — а)}  появляется  в  подын¬ 
тегральном  выражении  (2)  потому,  что 
все  плоские  волны  спектра  должны 
иметь  нулевую  фазу  в  Т 

Таким  образом,  очевидно,  что  реше¬ 
ние  дифракционной  задачи  для  падаю¬ 
щего  поля  (1)  получается  из  решения  для 
падающего  поля  ехр  { — ікг  соз  (0 —  а)} 
умножением  на  множитель 

ехр 


и  интегрированием  по  а  по  пути  • 

Теперь,  как  уже  было  показано  в  §  1 1 .5,  решение  для  падающего  поля 
ехр  { — ікгсоьф — а)}  можно  записать  в  виде 


ехр  [ікг,  соз  (Ѳ0  —  а)]  (3) 


Рис.  II  16  Взаимное  расположение  линей¬ 
ного  источника  Т  и  дифракционного  экра¬ 
на,  занимающего  полуплоскость. 


щр  =  Е*ю  +  Е2*  (4) 

(индекс  р  указывает  на  то,  что  падающая  волна  плоская),  где  Е\ дается  вы¬ 
ражением  (11.5.33),  а  (см.  (11.5.19)) 


і 

я 


Г  8ІП 

5(0) 


(і-«)*)пі(Ѳ+Р) 

С08  <Х+С05  (Ѳ  +  Р) 


ехр  (ікг  соз  р)  гір. 


(5> 


Преимущество  такого  представления  Е(/л  (вместо  представления  в  виде  ин¬ 
тегралов  Френеля)  состоит  в  том,  что,  как  мы  скоро  увидим,  здесь  отчетливо 
проявляется  симметрия  относительно  а  и  р.  Решение  для  падающего  поля  (1), 
таким  образом,  имеет  вид 


€ХР  “О  Г 

Еш  =  - . ^  ехр  [ікг,  соз  (Ѳ0 — а)}  с іа  + 

*  •-(*«) 

ехР  (  "|-  Им  Г 

_| - ^  Е1гр<і)  ехр  [ікг  соз(Ѳ0 — а)]йа.  (6) 

*(тг") 

Для  того  чтобы  отделить  здесь  члены  геометрической  оптики  от  дифрак¬ 
ционных  членов,  путь  интеірирования  по  а  во  втором  интеграле  следует  изме¬ 
нить  на  5(Ѳ0).  При  таком  изменении  пути  нужно  учесть  полюсы  величины 
Е1гр{1\  рассматриваемой  как  функция  а;  согласно  (5)  они  существуют  при 
соз  а  —  —  соз(04-  р)  для  всех  р  на  5(0),  Легко  показать,  что  вклад  вычетов. 
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комбинируясь  с  первым  членом  в  (6),  даст  члены  геометрической  оптики,  т.  е. 
)/'ул  ехр  Д  ія)  0 кЯ)—Н ®  (кН')} 

л— Ѳ0, 

(7> 


Ер=  I  _  при  0<Ѳ<л— Ѳ0, 

у  я  ехр  (4  ія)  Яі1)  (6/?)  при  я  — Ѳ0<ѳ<я  +  О0, 
О  при  я  +  Ѳ„  <Ѳ<2я, 


где  Д' —  расстояние,  измеренное  от  Т' —  изображения  Т  в  плоскости  у  =  0  (см. 
рис.  11.16).  Дифракционный  член  можно  записать  в  виде 


ехр 


(-Т-)'  г  Г 

л)/4л  „  «3  */ 

'  С  С  іП 


5  <0)  5  (0) 


5ІПу  (а  +  Ѳ0)  5ІП^-(Р  +  Ѳ) 
С08  (&  4  Уо)  4  СОЗ  (р  4  0) 


X  ехр  [ік  (г0  С05  а  г  соз  (3)]  сіа  сІ$. 


Его  удобно  представить  следующим  образом: 

Ег*  =  Т  (Ѳ»)  —  ’Р  ( — Ѳ„), 
где 


Р  (0„)  =  • 


ехр  ^  4  С  Г  ехр  [  ік  (/>  біл  а +г 

л_т/Г-Г2  Д.  Д_.  1 


СОЗ  Р)] 


- -  ^  ^  , - —сіасір. 

4пу  2я  5  (0)  5(0)  с0$  __ (ос -р ^ 4- Ѳ0 -}- Ѳ) 


(В) 

(9) 

(10) 


Окончательное  преобразование  должно  свести  ^  (Ѳ0)  к  однократному  ин¬ 
тегралу.  Умножая  числитель  и  знаменатель  подынтегрального  выражения 

(10)  на  4  соз  -тр  (а  —  РД-Ѳ0-|-Ѳ)  и  отбрасывая  часть,  являющуюся  нечетной 
функцией  р,  имеем 


т>= 

+ 


ехр(-|ш)  Г  Г 
8л  лГ  2я  „  4,  Д 


8л  5  (0)  5  (0)  соз  -у  (ос  +  Ѳ0-(-Ѳ)  — 


со&  у  (а+Ѳ0-4-Ѳ)Н-зіп 


ехр  [ік  (г0  соз  а  4  г  соз  (5)]  йай$. 


(П> 

Заменим  а  во  втором  члене  подынтегрального  выражения  (11)  на  —  а  и  объ¬ 
единим  два  члена.  Это  дает 


ехр  і  — 


где 

N  —  (соз  а —  1)Д  (соз  (3—  1) 
1 


2„1 т  ~  в  I  X  І  {С03  Т (й»  +  Ѳ)  СОЗ  (1  сс)  соз  (4  Р )  X 

X  ехр  [і^(/-0  соз  а  4  г  соз  Р)]  |  сісиір,  (12) 


5  (0)  5  <0> 


—  4  зіп  - 


(Ѳ04Ѳ)зіп  (у  а)  5іп(^ур^42соз2і  (Ѳ04Ѳ). 


Произведя  в  '(12)  подстановки,  применяемые  в  методе  наибыстрейшего  спуска 
I  =  Ѵ2  ехр  (Т  »я)  зіп  (4®)-  ч  =  К2’ехр  Д  <я)  зіп  (4  Р)> 
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и  написав  /?*=«  г0+  г%  получим 

ехр(~ ‘Т'") 


пУ  2я 


ехр  (ікЯг)  соз  -і-  (Ѳ0  4-  Ѳ)  х 


X 


И 


ехр[-й(л01«  +  ^)1 


і  У.  І2 +■ Ч2 + 2  зш  ~  (00  +  ' Ѳ)  5Т] . - : 2,  со*>  і  (0,-Ѳ) 


<%<Ь 1- 


(13) 


Далее  введем  полярные  координаты 

5  —  У ^ ^  р соз ф,  г,-  уі  р  зіп 


Тогда 

где 


( 

1  •  \ 

ехр  ѵ 

-тш) 

К  (р)  =  |  I  р2  [  |/^соз-  ф  1-  У  у-  $іпг  ер  +  2  зіп  ~  (Ѳ0  Ѳ)  зіп  ф  соз  ф^| 

— 2і^р-соз>Т(Ѳ.  +  Ѳ)}  ’лр.  (15) 

К{ р)  можно  вычислить  обычным  способом,  полагая  а  =  ехр(*ф)7  когда  путь 
интегрирования  становится  окружностью  единичного  радиуса  и  необходимо 
только  найти  вычеты  окруженных  полюсов.  Таким  образом,  получим 

/С(р)  =  2л  |  зесТ  (Ѳ0  +  Ѳ)  1 1  р‘— 2»ра— ^соз’Т  (Ѳ,  +  Ѳ)}-~1/\  (іб) 

іь  квадратного  корня  лежит  (для  вен 
іте  комплексной  плоскости.  Следов* 

у-  (Ѳ„)  =  ±  )/~ехр(  —  Тт)ехр(ад,)х 


где  ветвь  квадратного  корня  лежит  (для  вещественных  значений  р)  в  четвертом 
квадранте  комплексной  плоскости.  Следовательно,  (10)  принимает  вид 


р  ехр  ( —  ##ір2) 


<*Р-  (17) 


Верхний  знак  оерется  для  со5^(О[)+0)>О,  нижний  —  для  со5~(Ѳ04Ѳ)<(Х 
■Окончательно  подстановка 

р*  =  №1р*  +  к(Я1—К') 

приводит  к  искомому  результату,  а  именно 

У  (Ѳо)  =  ±  У ■—  ехр  (  — -у-  <я)  ехр  (ікЯ')  |  (18) 

ѴкіУ-к') 

где  верхний  знак  берется  для  со$-^(Ѳо+Ѳ)>0,  нижний  —  для  со5у(Ѳ^4Ѳ)<0« 
Так  как  падающее  поле  (1)  можно  записать  в  виде 

У іех Р  (—!*«)  ехр  (ад)]  (ід) 

—  05  і 

і  жяен  геометрической  оптики  (7),  комбинируясь  с  дифракционным  членом 
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{19),  даст  для  полного  поля  соотношение 
Е,=  /Хехр(-^я)  {ехр (<*/?)[ 


— еир(ікК') 


ее 

I 


ехр  (і>») 
у  ^  +  2кК 


(20) 


где  ' 

т  =  -  2}/  ^усо5І-(Ѳ0-Ѳ)  = 

=  Ч=К^(^1  — ^),  +  для  С05у (Ѳд  — Ѳ)^0, 

,  л  ,  /~  Аг/-0  1  /л  ,  л,  *  (21) 

я»  —  —  2}/  соз  (Ѳ„  +  Ѳ)  = 

К  — ^г),  =Р  ДЛЯ  С05  ^  (Ѳ0  +  Ѳ)  ^  0. 

Это  решение  в  виде  (20)  впервые  дано  Макдональдом  [28],  получившим  его  с 
помощью  преобразования  предыдущего  решения,  предложенного  Карслоу  12]. 
Оно  очень  близко  к  решению,  найденному  Зоммерфельдом  для  падающей  плос¬ 
кой  волны,  с  которым  оно  совпадает,  если  после  умножения  на  {А &г0ехр( — ікг0) 
положить,  что  г  о — у  оо.  Решение  для  Я-поляризации  отличается  от  предыду¬ 
щего  только  тем,  что  в  уравнении  (20)  два  члена  складываются,  а  не  вычита¬ 
ются.  . 

Если  кН і^>1,  то  в  неэкспоненциальном  множителе  подынтегрального  вы¬ 
ражения  (18)  р  можно  заменить  величиной  его  нижнего  предела,  после  чего 
мы  получим  приближенный  результат 


т)=±/ 1  ехр  (-4  (я)  (Я, -*')]■  (22) 


Таким  образом,  используя  соответствующее  приближение  для  ^( — Ѳ0).  можно 
представить  поле  дифракции  в  виде  интегралов  Френеля.  Однако  точность 
такого  приближения  недостаточна,  если  как  источник,  так  и  точка  наблюдения 
находятся  в  пределах  длины  волны  от  дифракционного  края. 

Далее,  если  к(Ні —  Я')^>  К  то  можно  воспользоваться  асимптотическим 
приближением  (11.5.31)  для  (22),  и  мы  получим 


т> 


ехр  Д/я) 


2  У  2л 


зес  тр  (Ѳ0  4-  Ѳ) 


ехр  (ікгъ)  ехр  (Ікг)  . 

УкГ,  УьГ  ’ 


(23) 


аналогично,  если  к{Н1 — Я)^>1,  то 


^(_Ѳо)=_^і8есі.(Ѳ,_Ѳ) 


ехр  (Ікг0)  ехр  (ікг) 

У'кго  ѴкГ 


(24) 


Поэтому  для  всех  точек,  лежащих  вне  двух  гипербол  к(Ні — Н')  —  1  и 
к(Ні —  Н)  =  1  с  осями  0  4"Оо“  л.  и  0 —  0У=  я  соответственно,  поле  дифрак¬ 
ции  совпадает  с  полем  некоторого  линейного  источника,  находящегося  у  диф¬ 
ракционного  края.  Эти  гиперболы  эквивалентны  параболам  для  случая  пада¬ 
ющей  цилиндрической  волны,  которые  рассматривались  в  п.  11.5.3  в  связи  с 
решением  для  падающей  плоской  волны. 

Наконец,  следует  обратить  внимание  на  то  обстоятельство,  что  решение 
(20)  « обратимо »  в  том  смысле,  что  оно  не  изменяется  при  взаимной  замене 
переменных  л0,  Ѳ0  и  г,  0.  Это,  конечно,  частный  случай  общей  теоремы  взаим¬ 
ности  [19],  неявно  содержа щейся^  в  уравнениях  Максвелла.  Проведенный 
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анализ  показывает,  что  в  настоящем  случае  это  связано  с  тем,  что  спектраль¬ 
ная  функция  (11.5.7)  симметрична  относительно  а  и  а0. 

11.7.2.  Диполь.  Простейшим  точечным  источником  электромагнитных 

магнитный  диполь.  Задачу  о  диполе  в  при¬ 
сутствии  полуплоскости  можно  решить, 
представляя  невозмущенное  поле  диполя 
как  спектр  (трехмерный)  плоских  волн  и 
применяя  результаты,  найденные  в  §  11.6, 
к  каждой  плоской  волне.  Случай  электри¬ 
ческого  диполя  с  осью,  перпендикулярной 
дифракционному  экрану,  разобран  таким 
методом  Сениором  [291  и  кратко  анализи¬ 
руется  здесь;  другие  методы  разобраны 
в  [30]. 

На  рис.  11.17  показано  (как  и  раньше 
в  декартовых  х,  уі  г  и  цилиндрических  г , 
0,  г  координатах)  взаимное  расположение 
диполя  и  дифракционного  экрана,  занимаю¬ 
щего  полуплоскость  у= 0,  х>0.  Диполь, 
находящийся  в  Г,  с  координатами  (хй,  Уо,  г0) 
или  (го,  Ѳо,  г0)  параллелен  оси  у\  Т' —  изображение  Т  в  плоскости  у  =  0,  а  Р 
и  Я'  —  расстояние  точки  наблюдения  Р  от  Т  и  Т'  соответственно  *). 

При  подходящем  выборе  величины  дипольного  момента  невозмущенное 
поле  диполя  (см.  §  2.2)  можно  представить  в  виде 


волн  является  электрический  или 


Рис.  11.17.  Взаимное  расположение  ди¬ 
поля,  находящегося  в  точке  Т,  и  диф¬ 
ракционного  экрана,  занимающего  по¬ 
луплоскость. 


/^Пдпі  *п\  н  хал  _ш\ 

^-[дхду'ду^*  И’  дуОг)’  п~1*\дг  ’  дх  )* 


где 


]т  ехр  (ікР) 

11=2  —ШГ . * 


(25) 

(26) 


Требуемое  решение '(25)  в  виде  плоских  волн  получается  из  формулы**) 
ехр  (ікК)  ^  ^  соз|Зехр[ — ік{{х — хѵ)  соз  а  сов  Р+ 

5(-ИХ) 

-\~(у — у0)  зіпа  со8  р  —  (г  —  г0)  зіп  р}]  гіоссф.  (27) 


Теперь  поступают  следующим  образом:  сначала  записывают  поле,  возникшее 
в  присутствии  дифракционного  экрана  в  результате  падения  на  него  отдель¬ 
ных  плоских  волн,  определяемых  подынтегральным  выражением  в  (27),  а 
затем  выполняют  интегрирование. 

Учитывая  последующее  интегрирование,  удобно  использовать  (см.  (5)) 
основные  решения  для  падающих  плоских  волн  в  виде  (11.5.8)  (для  Е-подяри- 
зации)  и  соответствующий  вид  решений  для  //-поляризации.  Эти  выражения 
видоизменяют  так,  чтобы  способом,  изложенным  в  §  11.6,  получить  трехмерные 
решения,  соответствующие  падению  плоских  воли  типа  (27).  Тогда  компонента 
вектора  Е,  параллельная  диполю,  имеет  вид 

Еу  =  Еф  +  Е$>\  (28) 

здесь  Е(ую  —  поле  геометрической  оптики,  а 

ЕТ  =%{ЛЮ+А  (-0Л-4  (*5к-*,)В(Ѳ’)+ 

_____  +ж(а&+*2)В(-ѳ°)’  <29) 

*)  Р'  —  проекция  точки  Р  на  плоскость,  проходящую  через  Т  и  V  перпендикулярно 
границе  дифракционного  экрана.  (Прим,  ред .) 

**)  Это  непосредственно  следует  из  формулы,  приведенной  в  [31]. 
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где 


А^  =  'й  ІІІ  со5Рсозі-(а  +  7  +  ѳ_Ѳ0)х 

5  (0)  /1  \5  (0) 

5(~л) 

х  ехр  [ік  { г  С05  у  соз  р  4-  г0  соз  а  соз  р  +  (г—  г0)  зіп  р}]  сіа  сф  сіу ,  (30) 

Й(Ѳ0)  =  ^  ^  ^  соз  р  зес  у  (а  +  7  +  Ѳ — Ѳ0)  х 


5  (0) 


<тл) 


5  (0) 


X  ехр  [ік  {  г  соз  у  соз  р  +  г0  соз  а  соз  Р  4-  (г— г0)  зіп  р }]  сіа  сі$  сіу.  (31 ) 

С  помощью  анализа,  аналогично  данному  Карслоу  [2]  и  Макдональдом 
[28],  можно  показать,  что 


Л(Ѳ0)  = 


V  гг  ъ 


где 


±т' 


Эти  результаты  вместе  с  формулой 


позволяют  переписать  (28)  в  виде 


где 


)И?1кКг), 

(32) 

(33) 

±  для  Ѳ— Ѳ0^я, 

(34) 

±  для  -Ѳ  +  Ѳв^я, 

(35) 

,{2-^со8І.(Ѳ  +  Ѳ0)}  . 

(36) 

ехр  {ікЯ) 

Ж 

(37) 

“•)*  + 

+  г  •'(«:+*•)  *'■ 

(38) 

»  а в 

Т—  $  Я'1’  (кН  сЬ  ц)  гіц,  ^’=  $  Н^’(кК'  сЬ 


(39) 


Остальные  компоненты  поля  точно  выражаются  через  ^  и  ^  следующим  об¬ 
разом: 

Е---~  У^’ш(іѵт  {І »•)  («.>-(-' 3; + т З .  («) 

Й-++,Й1.  (4]) 


2  дг  ду0  ~  2  дг  ’ 

Нх = 008  (т  ѳ) 005  №  ѳ0  (аді) +Т  +  Т*  2г  *  <42> 

Ну  =  ^  ВІП  (т  Ѳ)  с°3  (I Ѳ»)  Я'‘,>  (43) 


2  *~дхІ 


±к°Г 
2  V,  ■ 


(44) 
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Интересно  отметить,  что  полное  поле  имеет  не  равную  нулю  компоненту 
вектора  Н,  параллельную  диполю,  так  что  результат  анализа  нельзя  выразить 
через  один  вектор  Герца. 

Здесь  опять  можно  (при  обычных  ограничениях)  представить  решение  в 
виде  интегралов  Френеля.  Если  то  нетрудно  получить  следующее 

ас  им  птот  и  ческое  п  рибл  ижек  и  е: 


?=- 


2ехр 


(т“) 


V: 


я*і  <Я  +  Яі) 


хехр  №)Р  {-2  ^-соз  1(Ѳ-Ѳ,)}  .  (45) 

Аналогичный  результат  можно  получить  и  для 


§  11.8.  Другие  задачи 

В  настоящем  параграфе  коротко  рассматривается  несколько  других  диф¬ 
ракционных  задач. 

11.8.1.  Две  параллельные  полуплоскости.  Задача  о  дифракции  света  на 
краях  двух  параллельных  полуплоскостей,  перпендикулярных  к  плоскости, 
проходящей  через  их  края,  разбирается  с  помощью  метода,  изложенного  в 
настоящей  главе  для  случая  одиночной  полуплоскости  *). 

Рассмотрим  Я-поляризацию  для  точно  такого  же  случая,  как  и  в  §  1 1 .5.1 ,  но 
теперь  дифракционное  препятствие  состоит  из  двух  экранов.  Пусть  один  из 
них  (экран  1)  занимает  полуплоскость  у~  0,  хХ),  другой  (экран  2)  —  полу¬ 
плоскость  у  ==  —  а,  х^>0.  Удобно  ввести  дополнительные  координаты  г *  и 
Ѳ',  измеряемые  от  края  (0,  —а)  экрана  2. 

Дифрагированные  поля,  вызванные  индуцированными  токами  в  экранах  1 
и  2,  можно  записать  соответственно  в  виде 

Е{231)  —  $  Рх  (со5  а)  ехр  [ікг  соз  (Ѳ  3=  а)]  я?а,  =р  для  0,  ( 1 ) 

с 

ЕТ 1)  —  5  Р2  (соз  а)  ехр  [ікг'  соз  (О'  4=  а)]  йа,  =р  для  а*  (2) 

с 

Непрерывность  #і51>  и  Н132)  при  переходе  через  области  у  =  0,  *<0  иу—  —  а, 
хСО  обеспечивается,  если  предположить,  что  Л(р)  и  РДр,)  свободны  от  син¬ 
гулярностей  в  области  ниже  пути  интегрирования,  показанного  на  рис.  11.7. 
Кроме  того,  граничное  условие,  требующее  исчезновения  Ег  на  обоих  экранах, 
приводит  к  интегральным  уравнениям 

да  со 

]  ехр  (ікх р.)4і  +  |  ехр  (іка  р-)  ехр  (іЪгрЫр  = 

==  —  ехр(—  ікхцл),  (3) 

00 

|  -р==5  ехр  (іка  V 1  — ра)  ехр  (ікхц)  й\і  +  |  у=~ ехр  (ікхц) йр  = 

—  20  —  Г» 

=  —  ехр  (іка  у  Т  — р*)  ехр  (—  гёхр„),  (4) 

которые  должны  быть  справедливыми  для  ;О0. 

Положив 

+  Рх(р)— Рв(р)  =  <з!,(р),  (5) 


*)  Решения  для  падающей  плоской  волны  сначала  были  получены  методом,  предложен» 
иым  Швингером  (он  упоминается  в  §  11,1),  Хейнсом  [101  и  Вайнштейном  [321, 


§  П.8] 
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получим,  складывая  и  вычитая  (3)  и  (4), 


]  { 1  +  ехР  (іка  У 1 — Р-3)}  ехр  (ікх\і)  ф  = 


=  —  {1  +  ехр(/йа]Л  —  ц§)}ехр(—  ікхц0),  (6> 

оо 

^  -  { 1  —  ехр  (іка  У  1  —  р3)}  ехр  (ікхц.)  сіц  — 

—  —  { 1  —  ехр  (іка  V 1  —  Ро)}  ехр  (—  ікхр0)  (7) 

для  х>0. 

Уравнения  (6)  и  (7)  сходны  с  уравнением  (11.5.2),  и  для  получения  решений* 
аналогичных  (11.5.4),  пути  интегрирования  следует  замкнуть  бесконечной 
полуокружностью  выше  вещественной  оси.  С  этой  целью  выбирается  та  ветвь 
У  I — р2,  у  которой  мнимая  часть  положительна.  Тогда  требуемое  решение 
уравнения  (6)  примет  вид 

Ті=р  { 1 + ехр (іка { 1 + ехр {іка щ^к) ій1^ •  <8> 

где  V  (р)  —  произвольная  функция  р,  свободная  от  сингулярностей  в  полупло¬ 
скости  выше  пути  интегрирования  и  стремящаяся  к  нулю  при  |р  |-^оо. 

Остается  показать,  как  следует  выбрать  СМр)  и  (/(р),  чтобы  они  удовлет¬ 
воряли  (8).  Напомним,  что  у  <2і(р)  нет  сингулярностей  ниже  выбранного  пути 
интегрирования.  Задача  сводится  к  тому,  чтобы  представить  коэффициент 
при  <2і(р)  в  соотношении  (8)  в  виде  * 


І±^УГ=Г“^  =  М  У  (я-).  (9> 

где  ГД(р)  не  имеет  сингулярностей  и  нулей  в  полуплоскости  выше  пути  ин¬ 
тегрирования  и  по  абсолютной  величине  возрастает  там  до  бесконечности; 

должна  обладать  такими  же  характеристиками  в  полуплоскости  ниже 
пути  интегрирования.  О  возможности  подобного  представления  известно  из 
общей  теории  Винера  и  Хопфа  171.  Хейнс  [10]  получил  выражения  для  *Л(р) 
и  і^і(р)  в  явном  виде.  В  таком  случае  имеем 

<?,  Ы  -  ±  УТ^Гі  и х  (|г.)  ,  (Ю> 

где  использовано  соотношение  С/і(р)  =  7,і( — р),  входящее  в  неявном  виде  в  (9) 
(с  точностью  до  произвольного  постоянного  множителя). 

Аналогично,  если 

.-,,№.ГІ=СТ  (11, 

ТО 

<?» 0*>  =шУт=:У‘  V*  Ы  Цф)  ■  (12) 


Полное  дифрагированное  поле  находится  сложением  (1)  и  (2);  так,  напри- 
чмер,  при  у  У>  0  имеем 

^  {Р±  (со5а)-НЯ2  (созсе)  ехр  (гбазіп  а)}  ехр  [ікг  со$(Ѳ — а)]екк=з 
с 

=  ту  ^  {<Эі  (С05  а)  ( *  +  ехР  (іка  §ІП  а))  +  (С03  а)  ( 1  — ехр  (іка  зіп  а))}  х 

с 

хехр  [г&/*соз(Ѳ — а)]<іа  =  $  Р (соза)  ехр  [г^гсоз(Ѳ — а)] 4а,  (13) 

с 


ш 
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где 

р  0*) = V,  Ѵ\  -и2  {<2,  (I»)  (ц)+в,  (Ц)  */,  ы  Ц  (ц)}  = 

=  Іп~  ~ '|Л + (**.>  ^  0*)+^.  0».>  ^  (К)}-  (14) 

Здесь  снова  следует  отметить  симметрию  Р  (р)  относительно  р  и  р0.  Кроме 

того,  когда  а  =  0,  имеем  і//(р)  =  |/^ у~~  ,  (У2  (р)  =0,  и  (14)  сводится  к  (11.5.6). 

11,8.2.  Бесконечный  набор  параллельных  полуплоскостей,  расположенных 
ступеньками.  В  этой  задаче  [9]  рассматривается  бесконечный  ряд  дифракцион¬ 
ных  экранов,  причем  п- й  экран  занимает  полуплоскость  у~па ,  х>пЬ>  где 
п  —  0,  + 1 ,  -4-2,  ... 

Как  и  раньше,  для  падающей  ^-поляризованной  плоской  волны  дифраги¬ 
рованное  поле,  обусловленное  индуцированным  током  в  /и-м  экране,  имеет  вид 

Я?'74  =  ^  (соз  а)  ехр  [ —  ікт  (а  соз  а  гЬ  Ь  зіп  а)]  ехр  [ікг  соз  (Ѳ  =Р  а)]  йи,  ( 1 5) 

с 

где  верхний  знак  берется  для  у>та,  а  нижний  —  для  у<С.та .  Все  функции 
Рт( р)  должны  быть  свободны  от  сингулярностей  ниже  пути  интегрирования  в 
плоскости  р  =  соз  а. 

Из  граничных  условий  на  я-м  экране  следует  интегральное  уравнение 

оо  во 

У!  Г  ехр  (іка  \п  —  т\Ѵ  \  —  ра)  ехр  [ік  ( х  —  тЪ)  р]  сіц  = 

■т-  -оо  «1  У  А  ^ 

-  оо  _ 

=  —ехр  (—  /&хр0)  ехр  (—  ікпа  V 1  —  р?),  (16) 

которое  должно  выполняться  для  х~>пЬ, 

Из  периодичности  задачи  ясно,  что 

р.  Ы  =  р,  (И)  ехр  [-  ікт  {Ѵо  +  о.  ;  (17) 

полагая  п  —  т  —  <7,  приведем  (16)  к  виду 

СО  05 

21  Г  ехР  [%{Ьро+дЦ  1—  р|}]  ехр  (г'6д|д|Ц  1 — ра)Х 

«=-»  Г»  ^  1—11 

Хехр(гй  (<76 +  х)  р)<ір  =  —  ехр  ( —  і6хр0)  (18) 

для  х>0. 

Бесконечную  сумму  по  д  можно  представить  в  замкнутой  форме,  если  снова 
написать  интегральное  уравнение,  решаемое  при  помощи  теоремы  вычетов 
Коши.  Как  и  в  предыдущей  задаче,  необходимо  представить  некоторую  функцию 
в  виде  двух  множителей.  Один  из  них  должен  быть  свободен  от  сингулярно¬ 
стей  и  нулей  в  верхней  полуплоскости  и  по  абсолютной  величине  возрастать 
там  до  бесконечности,  а  другой  должен  обладать  такими  же  характеристиками 
в  нижней  полуплоскости.  Более  подробно  с  этими  множителями  можно  позна¬ 
комиться  в  статьях  Карлсона  и  Хейнса,  на  которые  мы  уже  ссылались. 

11.8.3.  Полоса.  Другая  интересная  задача,  вводящая  в  заблуждение 
своей  кажущейся  простотой,  относится  к  дифракции  на  бесконечно  длинной, 
идеально  проводящей  плоской  полосе  с  параллельными  краями  или  к  дифрак¬ 
ции  на  «дополнительном  экране»  в  виде  щели  в  бесконечной  плоскости.  Было 
предложено  несколько  способов  решения  этой  задачи  [6,  16,  33 — 36],  но  ни 
один  из  них  не  давал  решения  в  замкнутом  виде.  Ниже  показано,  как  в  случае 
нормального  падения  плоской  волны  метод  дуального  интегрального  уравне¬ 
ния  [37,  38]  использовался  для  получения  в  решении  первых  двух  членов 
разложения  в  степенной  ряд  по  ка ,  где  2а  —  ширина  полосы. 


«  П.8І 
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Для  полосы,  занимающей  область  #=0,  |х|<!а,  при  нормальном  падении 
Я-поляризованной  плоской  волны  интегральные  уравнения  (11.4.19)  и  (11.4.20) 
принимают  вид 

^  Р(р,)ехр  (іДхр)ф  —  1  для  \х\<а,  (19) 

—  00 
со 

Г  ехр  (ікх\\)(іп  ^0  для  \х\  >  а,  (20) 

і  V 

—  ао 

или,  поскольку  из  симметрии  задачи  следует,  что  Р(р)  —  Р( — р), 

0О 

Р  (р)  соз  (кх\У)  ф  =  —■  для  |  х  |  <  а, 
о 

(  соз  (кх\і)  ф  —  0  для  I  я  |  >  а. 

.1  У  1—  [і1 


Будем  искать  решение  в  виде 
Р(Ю 


V  \—\*? 


т-Е 


[  (Ьщ) 


(21) 

(22) 

(23) 


так  как  (22)  удовлетворяется  каждым  членом  этого  ряда.  Подстановка  в  (21) 
показывает,  что  ст  должно  быть  таким, -чтобы  . 


00  ! 

X  С*Ф.=  Т  ДЛЯ  1Х\<а' 


где 


Ф, 


_  Г  V  ц8 


,  (ка\і)  соз  (&хц)ф. 


Теперь  можно  показать,  что  для  \ка\  1 


ф/я  —  *  ^  1 


(ка\і)  соз  (кх\\)  ф  +  О  ( ка )  —  - 


і  со 5  (2т  4- 1 )  агсаіп 

ка  Г~х2/а^ 

У 

Отсюда  в  первом  приближении  получим  вместо  (24) 

у==щ  X  с03  [<2т  +  1 )  агсзіп  т]  =  і Ьа, 

т—1) 

что  дает 

ка 

со=~2 г-  ст  =  0  для  т=1,  2,  3, 

Таким  образом,  в  этом  приближении 

Р  (ц)  __  ка  Уі  (кац) 

~~2І  Р 

и  плотность  тока,  выведенная  из  (11.4.16),  равна 

Л  х  (*)  =  ||  |  соз  (бхр )  Ф  =  V  Г— ^Ѵа* . 


(24) 

(25) 

+  0{ка).  (26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 


Следующее  приближение,  учитывающее  члены  {ка)3,  значительно  слож¬ 
нее.  Различные  авторы  независимо  получили  для  него  одинаковые  выражения 
([35.  38],  см.  также  [13]), 


35  М  Копы  Ч  К/-. ...  Л, 
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11.8.4.  Другие  задачи.  Существует  *  еще  Целый  ряд  интересных  задач, 
близких  к  рассмотренным  нами,  и  они  так*йе  допускают  решение.  Однако  мы 
вынуждены  только  упомянуть  здесь  о  них. 

Задача  о  дифракции  на  двумерном  клине,  который  превращается  в  полу¬ 
плоскость,  если  внешний  угол  клина  равен  2л,  решена  много  лет  тому  назад 
13,  39].  В  это  решение  входит  угловой  спектр  периода  2 ліп,  где  п/п  —  внешний 
угол  клина. 

Задача  о  дифракции  на  полуплоскости,  находящейся  между  двумя  раз¬ 
личными  однородными  средами,  была  впервые  рассмотрена  Хансоном  [40І. 
Задача  решается  методом,  изложенным  в  настоящей  главе;  она  используется 
в  теории  распространения  радиоволн  над  поверхностью  Земли  [41]. 

Были  выполнены  два  исследования  дифракции  на  полуплоскости  в  менее 
идеализированных  условиях.  В  'первом  [42]  была  введена  конечная,  хотя  и 
большая  проводимость,  что  вынуждало  использовать  приближенные  граничные 
условия;  во  втором  [43]  предполагалось,  что  плоскость  является  идеально 
проводящей,  но  имеет  конечную,  хотя  и  малую  толщину. 

§  11.9.  Единственность  решения 

Мы  видели  в  §  11.2,  что  обіцую  задачу  о  дифракции,  которой  мы  касались, 
можно  сформулировать  следующим  образом:  дано  поле  Е00,  падающее  па 
идеально  проводящую  поверхность  5,  требуется  найти  поле  Е^,  обусловлен¬ 
ное  электрическим  током,  распределенным  по  5,  которое  имеет  такую  величи¬ 
ну,  что  и  его  тангенциальная  составляющая  на  5,  равняется  тангенциальной 
составляющей  Еш,  взятой  со  знаком  минус. 

Конечно,  существенно  необходимо,  чтобы  этой  формулировке  соответ¬ 
ствовала  единственность  решения*).  Однако  показать,  что  действительно  не 
существует  другого  поля  Е(5>,  удовлетворяющего  поставленным  условиям,  сов¬ 
сем  не  просто,  особенно  когда  допускаются  бесконечные  размеры  5  и  учитыва¬ 
ются  поля,  содержащие  плоские  волны.  По-видимому,  только  сравнительно  не¬ 
давно  появились  удовлетворительные  доказательства  единственности  [46] 
(см.  также  [45,  47]),  хотя  она  давно  молчаливо  принималась. 

Дополнительные  трудности  возникают  в  особом,  хотя  и  наиболее  общем 
случае  дифракционной  задачи,  в  которой  можно  предположить,  что  дифракци¬ 
онное  препятствие  имеет  бесконечно  острый  край.  (Фактически  такой  задачей 
и  ограничивалось  содержание  настоящей  главы.)  Причина  возникновения  до¬ 
полнительных  сложностей  заключается  в  том,  что  это  решение  содержит,  как 
мы  видели,  сингулярности  на  краю  и  тем  самым  нарушается  предположение, 
необходимое  для  только  что  упомянутого  доказательства  единственности  ре¬ 
шения. 

Легко  видеть,  что  если  допускаются  произвольные  сингулярности  по 
краю,  то  можно  получить  бесконечную  последовательность  решений  путем 
дифференцирования  [48].  Например,  дифференцирование  по  *  решения  для 
^-поляризации  в  задаче  с  полуплоскостью  (см.  (11.5.22))  дает  по  существу  но¬ 
вое  выражение,  также  удовлетворяющее  волновому  уравнению  и  обращающееся 
в  нуль  на  экране.  Дифференцирование  (11.5.22)  по  у  дает  выражение,  которое, 
очевидно,  служит  решением  для  # -поляризации,  но  отличается  от  (11.5.44). 

Каждое  дифференцирование  вносит  сингулярность  более  высокого  по¬ 
рядка  в  решение  для  дифракционного  края.  Очевидно,  для  обеспечения  един¬ 
ственности  решения  следует  точно  определить  некоторые  ограничения,  нала¬ 
гаемые  на  характер  сийгулярности.  Целесообразные  ограничения  и  различные 
способы,  которыми  их  можно  сформулировать,  явились  предметом  целого 
ряда  статей  [49].  Со  всеми  деталями,  относящимися  к  этому  вопросу,  читатель 


45 )  Установить  существование  решения,  вероятно,  менее  важно,  так  как  такое  заключение 
4  делается,  когда  решение  найдено  в  любом  частном  случае  (см.  также  [44,  45]), 
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может  познакомиться  непосредственно  по  оригинальным  статьям.  Однако, 

вообще  говоря,  решения,  содержащие  сингулярность  наинизшего  порядка, 
следует  считать  ответом  на  физическую  задачу,  и  это  значит,  что  в  действитель¬ 
ности  исключаются  любые  сингулярности  более  высоких  порядков,  чем  г~1і* 
при  г  0  на  дифракционном  крае.  В  частности,  можно  утверждать,  что  ре¬ 
шение  будет  единственным,  если  имеет  место  интегрируемость  индуцирован¬ 
ного  тока  по  дифракционной  поверхности  и  исчезновение  у  края  соответствую¬ 
щей  компоненты,  нормальной  к  краю.  Поведение  компонент  векторов  Е  и  Н 
вблизи  края  можно  вывести  из  этих  условий.  « 

Наконец,  убедившись  в  возможности  получить  бесконечное  число  «реше¬ 
ний»,  можно  задать  вопрос,  почему  метод,  использованный  в  настоящей  главе, 
приводит  к  единственному  решению,  которое  к  тому  же,  если  применять  упо¬ 
мянутый  выше  критерий,  оказывается  правильным.  Это  объясняется  допуще¬ 
нием,  что  компоненты  поля  в  плоскости  экрана  можно  выразить  в  виде  сходя¬ 
щихся  интегралов  Фурье,  вследствие  чего  они  не  имеют  также  сингулярно¬ 
стей  слишком  высокого  порядка. 
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В  гл.  1  и  2  было  показано,  что  распространение  электромагнитных  волн 
можно  изучать  либо  с  помощью  уравнений  Максвелла,  дополненных  материаль¬ 
ными  ч равнениями,  либо  с  помощью  некоторых  интегральных  уравнений,  учи¬ 
тывающих  поляризационные  свойства  среды.  В  частности,  каждый  из  этих 
методов  можно  применять  также  для  изучения  распространения  света  в  среде, 
плотность  которой  зависит  ог  пространственных  координа  т  и  от  времени.  Пер¬ 
вый  метод  широко  применялся  в  прошлом,  тогда  как  последний  только  срав¬ 
нительно  недавно  стал  использоваться  в  таких  исследованиях.  В  настоящей 
главе  мы  воспользуемся  методом  интегральных  уравнений  для  решения  задач, 
связанных  с  дифракцией  света  в  прозрачной  однородной  среде,  возмущенной 
проходящими  ультразвуковыми  волнами.  Однако  сначала  полезно  дать  ка¬ 
чественное  описание  этого  явления  и  кратко  изложить  соответствующие  тео¬ 
ретические  работы,  основанные  на  применении  дифференциальных  уравнений 
Максвелла. 


§  12.1  Качественное  описание  явления  и  краткое  изложение  теорий, 
основанных  на  применении  дифференциальных  уравнений  Максвелла 

12.1.1.  Качественное  описание  явления.  Ультразвуковые  волны  —  это 
звуковые  волны,  частоты  которых  выше  частот,  воспринимаемых  ухом  человека. 
Угловая  частота  ультразвуковых  волн,  генерируемых  в  лабораториях,  на- 
ходится  приблизительно  между  ІО5  сек*1  и  3  - 10°  сек"1.  Первая  величина  пред¬ 
ставляет  предельную  частоту,  воспринимаемую  нашим  ухом.  Соответствую¬ 
щий  диапазон  для  волн  А,  очевидно,  зависит  от  скорости  ѵ  этих  воли  в  среде, 
в  которой  они  распространяются.  Например,  в  воде  у— 1,2- 10&  смісек  и  ука¬ 
занные  выше  частоты  соответствуют  диапазону  длин  волн  *)  от  Л=7,5  см 
до  А =2, 5 -10“ 4  см. 

В  1921  г.  Бриллюэн  [2]  предсказал,  что  при  освещении  жидкости,  в  которой 
распространяются  упругие  волны  небольшой  длины,  видимым  светом  возникнет 
дифракция,  подобная  дифракции  на  решетке.  Для  того  чтобы  убедиться  в  этом, 
рассмотрим  жидкость,  находящуюся  между  двумя  бесконечными  плоскостями 
у  —  Оиу  —  й,  и  допустим,  что  плоская  упругая  волна  длиной  А  движется  в  пей 
вдоль  положительного  направления  оси  х.  Это  создает  периодическую  слои¬ 
стость  в  веществе  вдоль  оси  х,  причем  расстояние  между  последовательными 
плоскостями  максимальной  плотности  равно  А. 

Рассмотрим  падающую  монохроматическую  плоскую  световую  волну  с  уг¬ 
ловой  частотой  со  и  длиной  волны  в  веществе  к,  причем  волновая  нормаль  ле¬ 
жит  в  плоскости  ху  и  составляет  угол  Ѳ  с  осью  у  (рис.  12.1).  Далее  пусть  <р 
обозначает  угол,  который  дифрагировавший  луч  образует  с  осью  у.  Так  как 
скорость  ѵ  упругих  волн  всегда  значительно  меньше  скорости  света,  можно 
в  первом  приближении  принять,  что  слоистая  структура  вещества,  вызванная 


*)  О  методах  генерации  ультразвуковых  волн  и  их  многочисленных  применениях  см., 
например,  [1], 
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ультразвуковой  волной,  неподвижна.  В  таком  случае  направления  ф,  в  кото¬ 
рых  имеется  заметная  интенсивность,  определяются  условием,  требующим, 
чтобы  оптическая  разность  хода  между  лучами  от  двух  соседних  плоскостей, 
находящихся  на  расстоянии  А,  равнялась  целому  кратному  Я.  Это  условие 
определяет  зависимость  между  Ѳ  и  направлениями  распространения  <рг  волн 
разных  порядков  в  дифракционном  спектре,  т.  е. 

ВС — АО  —  Л($іпф* — 5ІпѲ)  =  й,  і  =  0,  ±1,  ±2,*.,  (1) 

Здесь  АВ  и  СО  ■ — -  части  волновых  фронтов,  связанных  с  преломленными  и 
дифрагировавшими  лучами.  Удобно  выразить  (1)  через  углы  0,  (р  и  длину  волны 

к  вне  среды.  Если  воспользоваться  в 
(1)  законом  преломления 

5ІП  Ѳ  _  5ІП  ф _  Я 

ЗІП  Ѳ  ~  51 П  ф  Я  "* 

то  получим 

А  (зіп  ф, —  зіп  Ѳ)  =  /Я, 

/  =  0,  ±2,  (2) 

Из  (2)  находим  для  углового  расстоя¬ 
ния  между  соседними  порядками 

зіп  фг — зіп  «  фг~Ф^!  =  Я/Л. 

Таким  образом,  при  данной  длине  вол¬ 
ны  Я  угловое  расстояние  уменьшается 
с  увеличением  Л.  Если  Л  достаточно  нелико,  то  главные  линии  располагаются 
так  тесно,  что  инструмент,  с  помощью  которого  ведется  наблюдение,  не  сможет 
их  разрешить.  Этим  обстоятельством  объясняется  то,  что  дифракционные  яв¬ 
ления  не  наблюдались,  пока  видимым  светом  освещались  обычные  звуковые 
волны. 

Почти  через  десять  лет  после  предсказаний  Бриллюэна  Дебай  и  Сирс  [3] 
и  независимо  от  них  Люка  и  Б  и  кар  [4]  обнаружили  дифракцию  света  на  ультра¬ 
звуковых  волнах.  С  тех  пор  многие  исследователи  изучали  это  явление  в  раз¬ 
личных  экспериментальных  условиях  при  изменении  одного  или  нескольких 
из  следующих  параметров:  (а)  угла  падения  света  0,  (б)  длины  А  ультразву¬ 
ковой  волны,  (в)  длины  волны  Я  падающего  света,  (г)  амплитуды  ультразвуко¬ 
вых  волн,  (д)  ширины  &  ультразвукового  пучка. 

Естественно,  что  положение  спектров  различных  порядков  на  экране,  их 
число  и  относительная  интенсивность  зависят  от  одного  или  нескольких  из 
перечисленных  выше  факторов  *).  На  приводимом  ниже  рис.  12.3  показано 
для  типичного  случая  число  порядков,  появляющихся  с  каждой  стороны  про¬ 
шедшего  пучка  света,  при  разных  углах  падения  Ѳ  на  ультразвуковую  решетку. 
Обычное  экспериментальное  устройство,  применяемое  для  изучения  дифрак¬ 
ционных  спектров,  схематически  изображено  на  рис.  12.2. 

На  этой  стадии  знакомства  с  дифракцией  света  на  ультразвуковых  волнах 
удобно  ввести  и  определить  некоторые  принятые  в  настоящей  главе  символы 
и  знаки. 

Концентрация  молекул  (атомов)  в  среде  обозначается  через  Лг(г,  і).  В  изо¬ 
тропной  однородной  среде,  в  которой  плоская  упругая  волна  распространяется 


Рис.  12.1.  Ультразвуковые  волны  как  ди¬ 
фракционная  решетка. 


*)  Полу  количественная  теория  зависимости  дифракционных  спектров  от  этих  факторов 
изложена  в  [5]. 
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в  положительном  направлении  оси  я,  N  (г,  і)  можно  записать  в  вВде  *) 

Щг ,  *)  =  ЛГ,  [1  +  А  СО 5  {Кх—Ш)],  ;  (3) 

где  —  средняя  концентрация  молекул  в  среде,  М0Д  (обычно  порядка 
ІО~4УѴ0) —  амплитуда  упругой  волны  (в  единицах  ІѴ0),  К  =  2л/Х  —  вол¬ 
новое  число  (величина  волнового  вектора)  упругой  волны  и  =  Кѵ  —  угло¬ 
вая  чаетота  ультразвукового  возмущения.  В  такой  среде  диэлектрическая 


Направление  распространения 
ультразвукового  лучка 


Кристалл 

кварца. 


Рис.  12.2.  Схема  экспериментальной  установки  для  наблюдения  дифракции  света  на  ультра¬ 
звуковых  волнах. 


проницаемость  е  также  зависит  от  пространственных  координат  и  от  времени,. 
Эту  зависимость  можно  представить  в  виде 

е  =  ео  +  ед  соз  (Кх — ЙО-  (4) 

Конечно,  между  ех  и  Д  существует  связь,  которую  можно  записать  следующим 
образом: 

е1  =  уД.  (5) 

Если  мы  примем  закон  Лорентц  —  Лоренца  (см.  (2.3/17)) 


то,  дифференцируя  логарифм  (6)  и  вспоминая,  что  Д  и  ег/е9  значительно  меньше 
единицы,  -получим 

.  Г_1  1  1  А'оД  л 


[ео-1  ео+э] 


Т  =  -з  (бр—1)(е0  +  2),  (7) 

т.  е.  для  большинства  жидкостей  величина  у  порядка  единицы. 

Мы  считаем  также,  что- 

«  =  |/Д,  *  =  у,’  к  =  пЬ,  6  =  ^,  І-^-зіпѲ,  (8) 

Наконец,  углы  Ѳ,  ф  и  т.  д.  измеряются  по  часовой  стрелке  от  положитель¬ 
ного  направления  оси  у  к  направлению,  по  которому  распространяется  свет 
(см.  рис.  12.11.  Предполагается  также,  что  0^Ѳ<я/2. 


*)  Для  простоты  мы  рассмотрим  только  плоские  бегуіцие  ультразвуковые  волны.  Диф¬ 
ракция  света  на  стоячих  волнах  также  изучалась  экспериментально  (см.  [1]);  соответствующее 
обобщение  теорий  не  ветренеет  затруднений. 

Следует  отметить,  что  в  эксперименте  очень  трудно  получить  совершенно  плоские  ульт¬ 
развуковые  волны.  Однако  волновые  фронты  >можно  считать  плоскими  в  областях,  линейные 
размеры  которых  значительно  больше  Л*  , 
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12.1.2.  Краткое  изложение  теорий,  основанных  на  уравнениях  Максвелла. 

В  областях,  свободных  от  токов  и  зарядов,  уравнения  /Максвелла  для  немаг¬ 
нитной  непроводящей  среды  с  диэлектрической  проницаемостью  г,  зависящей 
от  пространственных  координат  и  времени,  имеют  вид 

.  с  1  дН  ,  „  1  до  п  . 

го4Е  =  -ТаГ-  го1/,=7І'  <9а> 

сііѵН=0,  <1іѵО  =  0.  (96) 

Исключая  Н  из  (9а)  и  используя  соотношения  0  =  еЕ,  сііѵ  0  =  0  и  тождество 
гоі  гоі^ — V2  +  §гасі  сііѵ,  найдем,  что 

■^-^(8Е)  =  Ѵ2Е  +  §гас1(Еёгасі1пе).  (10) 

Если  теперь  воспользоваться  выражением  (4)  и  рассматривать  Е  как  суперпо¬ 
зицию  плоских  волн  с  длинами  то  мы  найдем,  что  второй  член  в  правой 

части  (10)  приблизительно  в  в^УЛ)  раз  больше  первого.  Так  как  в  обычных 
условиях  эксперимента  гх  и  У  Л  значительно  меньше  единицы,  то  можно  пре* 
небречь  этим  членом  в  (10),  и  мы  получим 

Іда(*Е)-7*Е.  (11) 


Рассмотрим  теперь  с  физической  точки  зрения  ситуацию,  изображенную 
на  рис.  12.1.  Допустим,  что  падающая  монохроматическая  плоская  электро¬ 
магнитная  волна  линейно  поляризована  и  ее  электрический  вектор  перпенди¬ 
кулярен  плоскости  падения  (Е-поляризация),  т.  е.  направлен  вдоль  оси  г. 
В  этом  случае  из  предыдущего  следует,  что  внутри  среды  компоненты  Ех 
Е1}  вектора  Е  будут  малыми  величинами  порядка  еДУЛ)  Ё7,  и  поэтому  ими 
можно  пренебречь.  Следовательно,  вне  среды  Ех  и  Еу  также  пренебрежимо 
малы. 

Из  симметрии  задачи  ясно,  что  Ег  не  зависит  от  координаты  г,  и  поэтому, 
воспользовавшись  (4)  и  (11),  получим  для  Ег  уравнение 

+  [ео+Т8і(ехр  [*'№— Ш)]+ехр  [—і(Кх— О/)]Ег}=0. 

(  (12> 

Чтобы  решить  его,  допустим,  что  Ег  имеет  вид 

Ег  =  2Ѵ'<(г/)ехр{і  [(АзіпѲ  +  //0*— (»  +  /&)/]}.  (13) 

где  суммирование  ведется  по  всем  целым  значениям  I  (положительным,  отри- 
нательным  и  нулевому). 

Подставляя  (13)  в  (12)  и  приравнивая  коэффициенты  при  каждой  экспо¬ 
ненте  нулю,  получим  следующие  рекуррентные  соотношения  для  Ѵь(у): 

Ѵ’і  (у)  +  {е0с-2  (о  +  /Я)а—  (к  віп  Ѳ  +  ІКУ)  Ѵ,(у)  = 

=  -Ье1С-а(®+/Й)2{Ег_1(к)  +  1/г+1(р)}  (/  =  0,  ±1,  ±2,  ...),  (14> 

где  штрих  у  Ѵі(у)  обозначает  дифференцирование  по  у.  Эти  уравнения  следует 
решать  при  граничных  условиях  *) 

Ѵ0(0)~  В ,  амплитуда  падающей  световой  волны,  ) 
и  ’  (15) 

1/Д0)  =  0  для  всех  Іф  0.  ,  ] 

Не  решая  (14),  можно  видеть,  что  (13)  представляет  суперпозицию  волн 
с  частотами  м  г  го  -|  -  №.  (1^=0,  ±1,  ±2,;...).  Кроме  того,  ^-компонента  вол- 

*)  Эти  граничные  условия  правильны  только  при  ничтожно  малой  интенсивности  отра* 
женных  волн.  В  данной  задаче  это  так  и  есть,  потому  что  угол  падения  Ѳ,  для  которого  ампли¬ 
туды  дифрагировавших  волн  достаточно  велики,  не  превышает  3°  (см,  также  п.  12.2.4). 


§  12.1) 
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нового  вектора  войны  с  частотой  со/  равна  к  $іп  Ѳ  +  ІК-  Следовательно,  синус 
угла  фг,  который  нормаль  к  волне  с  частотой  со г  образует  с  осью  у  вне  рассеи¬ 
вающей  среды,  равняется 

с(к  зіпѲ-И/<й  .  д  ,  .  X  й 

51.П<Р»=  т+'/а  »31ПѲ  +  ^Х’  так  как  116> 

что  находится  в  согласии  с  (2),  Далее  интенсивность  в  спектре  определенного 
порядка  I  можно  принять  равной  |2. 

Решим  (14),  предположив  сначала,  что  V  V .  2  . ..  Напомним* 
что  нужно  рассматривать  только  те  решения  (14),  которые  соответствую!  све¬ 
товым  волнам,  движущимся  в  направлении  увеличения  у ,  поэтому,  принимая, 
что  в  (14)  все  ѴЬі  кроме  Ѵ0*  равны  нулю  и  используя  (15),  получим  в  первом 
приближении 

ѵіт  ( У )  =  В  ехр  [і  V (в0— зіп2  Ѳ)  ку]  +  О  (б2).  (17) 

Аналогично,  полагая  в  (14)  все  Ѵь,  кроме  Ѵ±і  и  Ѵ0 ,  равными  нулю,  находим 
после  несложных  расчетов 

-»р(і±4)» 


Здесь  использованы  также  соотношения  (5)  и  (8).  Если  теперь  подставить  (18) 
в  уравнение  (14)  для  /  =  0  и  для  /  =  гЬ2,  то  мы  получим  поправочный  член 
к  Ѵ(о°Ч#)  й  выражение  для  Ѵ±2(у),  которые  в  данном  приближении  пропор¬ 
циональны  б2.  Таким  же  способом  получаются  выражения  для  интенсивности 
в  спектре  любого  порядка  і  в  виде  разложения  в  ряд  по  возрастающим  сте¬ 
пеням  6.  Решение  в  виде  такого  степенного  ряда  впервые  было  получено  Брил- 
люѳном  [6],  применившим,  правда,  несколько  более  сложный  анализ,  чем  при¬ 
веденный  здесь.  Дэвид  [7],  следуя  изложенному  выше  методу,  получил  в  явном 
виде  выражения  для  интенсивностей  линий  в  спектрах  первого  и  второго  по¬ 
рядка,  предполагая,  что  интенсивности  в^спектрах  высших  порядков  пренебре¬ 
жимо  малы.  Эти  формулы  упоминаются  ниже  (см.  (12.2.38),). 

Приближение  Бриллюэна  (а  также  Дэвида)  удобно  при  6<Д  1  или  б/с<^1, 
когда  степенной  ряд  сходится  быстро.  Если  эти  условия  выполняются,  то 
очевидно,  что  заметная  интенсивность  будет  наблюдаться  только  в  спектрах 
нескольких  первых  порядков. 

Объяснение  одновременного  появления  спектров  многих  порядков  и  при¬ 
ближенные  выражения,  определяющие  их  интенсивности,  были  впервые  полу¬ 
чены  Раманом  и  Натом  *)  [81.  Они  решили  уравнение  (14)  следующим  образом. 

Полагая  в  (14) 

V,  (у)  =  ехр  (Т(Ьг)ех р  [ік  (соз  0)  у]  СГ{{у)  (19) 

и  вспоминая,  что  &/о)Я^10“5  (или  меньше  этой  величины),  к  ^пк  и  &5ІпѲ  = 
=  бзІпѲ,  получим  следующие  рекуррентные  соотношения  для 

Щ (у)  +  2іксозЩ  (у)—( 2/МГзіп  Ѳ+  №)  и  Лу)+ 

+  ^і(к)гг1г;ЧІ/1+1(у)— і/,_1(»))  =  0  (1  =  0,  ±1,  ±2,  . . .).  (20) 

Вводя  новую  переменную 

*)  Отмстим,  что  Раман  и  Нат,  следуя  в  двух  своих  первых  статьях  работе  Рэлея  [9], 
относящейся  к  фазовым  решеткам,  нашли,  что  амглиіѵіи  дифрагировавших  ноли  можно  пред¬ 
ставить  в  виде  функции  Бесселя.  В  этом  методе  рассматриваю  ген  изменения  только  фазы  пло* 
скон  световой  волны  при  ее  пересечении  ультразвукового  пучка. 


г:,01  (у).  (і8) 


ѵ  ±1  <!/)-- 


’ТѴв 


1  —  ехр 
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приведем  последнее  уравнение  к  виду 

2У'і  (х)+а,+]  (х) — и і-і  (х)= 

=  (діЧтЧ)  вес2  Ѳі/і  (х) — 21гаг^1  {21К(к)т1  зіп  Ѳ  +  12К2  (А)-2}  і/,  (%)■  (21) 

Здесь  штрих  у  V  означает  дифференцирование  по  %.  Так  как  Ш<^  1,  первый 
член  в  правой  части  обычно  порядка  я ^11,  т.  е.  ІО-4  II ,  и  его  можно  отбросить. 
Кроме  того,  если  мы.  следуя  Раману  и  Нату,  допустим,  что  и  первый  член  в  фи¬ 
гурных  скобках  равен  нулю,  то  оставшийся  ряд  уравнений  представляет  собой 
рекуррентные  соотношения  (см.,  например,  ІЮ]),  которым  удовлетворяют  бес¬ 
селевы  функции  целого  порядка.  Используя  граничные  условия  (15),  получим 
для  интенсивности  в  спектре  порядка  I  выражение  52У?(1/аеіео"1^  5СС  Ѳ). 

Следует  отметить,  что  приближение,  сделанное  Раманом  и  Натом,  осно¬ 
вано  главным  образом  на  пренебрежении  12(Ъ  и  /^/6  для  всех  і.  Поэтому,  если 
5  достаточно  велико  по  сравнению  с  единицей,  то  это  приближение  будет  хо¬ 
рошо  описывать  интенсивности  в  низших  порядках.  Однако  выражения,  со¬ 
держащие  функции  Бесселя,  дают  завышенную  интенсивность  в  высших  по¬ 
рядках.  Это  было  показано  численными  расчетами  интенсивностей  для  трех 
значений  параметра  б,  выполненными  Экстерманом  и  Ванье  [11].  В  работе 
этих  авторов  решение  уравнения  (12)  в  конце  концов  определяется  уравне¬ 
ниями,  в  основном  подобными  соотношениям  (12.2.18)  и  (12.2,19). 

Наконец,  заметим,  что  были  получены  решения  (21)  в  виде  степенных 
рядов  по  возрастающим  степеням  1/6  [12,  13].  Эти  ряды,  по-видимому,  имеют 
довольно  ограниченное  применение,  так  как  сходятся  очень  медленно!  Другая 
трактовка,  основанная  на  уравнениях  Максвелла,  в  которой  дифракция  рас¬ 
сматривается  как  граничная  задача,  дана  Вагнером  [14]. 

§  12.2.  Рассмотрение  дифракции  света  на  ультразвуковых  волнах 
методом  интегральных  уравнений 

В  §2.4  было  отмечено,  что  интегральные  уравнения  (2.4.4)  для  эффектив¬ 
ного  электрического  поля  Е'  (г,  /)  и  соответствующая  формула  (2.4.5)  для 
Н'  эквивалентны  уравнениям  Максвелла  для  изотропных  немагнитных  веществ. 
Это  справедливо,  если  допустить,  что  плотность  среды  не  зависит  от  времени, 
однако  полученный  результат  легко  распространить  и  на  более  общий  случай’ 
когда  такая  зависимость  от  времени  существует.  Как  и  раньше,  мы  будем  счи¬ 
тать  среду  немагнитной  и  непроводящей. 

Напомним,  что  сущность  метода  интегральных  уравнений  заключается 
В  том,  что  влияние  среды  на  распространение  электромагнитной  волны  счи¬ 
тается  эквивалентным  действию  электрических  диполей,  находящихся  в  ва¬ 
кууме,  причем  дипольный  момент,  индуцированный  в  каком-нибудь  физически 
бесконечно  малом  элементе  объема  сіт'  с  линейными  размерами,  значительно 
меньшими  *)  X,  пропорционален  полю  Е'  (г',  /),  действующему  на  этот  объем,  и 
числу  заключенных  в  нем  молекул  (атомов).  Связанный  с  таким  диполем  в  ѵ' 
вектор  Герца 

Пе  =  «Л/  (г',  (-■§-)  -  —<іг' 

позволяет  получить  поле  в  точке  г  в  момент  і  с  помощью  операции  (см.  (2.2.43)) 

1  д2 

— 7Г$5+Вгас1  «Нѵ. 

Здесь  различные  символы  имеют  то  же  значение,  что  и  в  §  2.4;  следовательно, 

*)  Такие  элементы  объема,  значительно  большие  объема  отдельного  атома  (молекулы) 
'Ко  с  линейными  размерами,  малыми  по  сравнению  с  А,  почти  всегда  можно  выбрать  для  оптиче¬ 
ских  длин  волн. 
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#  =  1 4* —  г'  |  и  оператор  §гасі  сііѵ  действует  на  переменные  г(х,  ут  г),  В  таком 
случае,  аргументируя  так  же,  как  и  при  выводе  уравнения  (2.4,4),  можно  ікь 
лучить  следующее  интегральное  уравнение  для  Е  в  среде  *): 

Е'(г*)  =  51Л  (г/)  + 

+  ЖІ^  +  ега(і(1іѵ}  {ЛЧГ'«  ■/?/с)Е<  (г  А-'.  (1) 

Как  и  в  (2.4.4),  интегрирование  производится  по  всей  среде,  за  исключением 
небольшой  области,  занятой  атомом  в  точке  наблюдения  г  (х,  у%  г). 

Это  основное  интегральное  уравнение  рассматриваемой  здесь  теории. 
Когда  оно  решается  относительно  Е'  во  всех  точкам  внутри  среды,  поле  вне 
среды  рассчитывается  путем  добавления  к  падающему  полю  Е(і)  (г,  і)  поля 
диполя  Е(х/)  (г,  /),  определяемого  интегралом  в  (1),  но  взятым  по  всей  области, 
занятой  средой.  Следует  отметить,  что  в  противоположность  обычному  методу, 
требующему  составления  уравнений  Максвелла  для  среды  и  вакуума,  такое 
рассмотрение  распространения  света  в  среде  позволяет  избежать  явного  вве¬ 
дения  граничных  условий  на  преломляющих  поверхностях.  Вместо  этого  в  дан¬ 
ном  методе  в  пределы  интегрирования  вводятся  размеры  среды.  Кроме  того, 
изменения  плотности  среды  учитываются  в  уравнениях  Максвелла  косвенным 
путем  через  диэлектрическую  проницаемость  е,  тогда  как  в  интегральные  урав¬ 
нения  (1)  функция  плотности  N  (т9  і)  входит  явно. 

Уравнение  (1)  справедливо  только  при  определенных  ограничениях.  Во- 
первых,  поляризуемость  а,  рассчитанная  на  одну  молекулу,  вообще  говоря, 
зависит  от  частоты  поля  Е\  так  что  оно  должно  быть  строго  мопохроматичным. 
Однако  если  мы  не  находимся  слишком  близко  к  резонансным  частотам,  то 
изменения  а  с  частотой  внешнего  поля  малы.  Следовательно,  при  условии,  что 
все  частотные  компоненты  Е'  близки  друг  другу,  мы  по-прежнему  можем  ис¬ 
пользовать  уравнение  (1).  Даже  если  падающее  поле  Е(,)  строго  монохрома- 
тично,  поле  Е',  действующее  на  молекулу  и  вызывающее  образование  диполей, 
не  обязательно  монохроматично,  если  N ( г,  і)  зависит  от  времени,  от  термиче¬ 
ского  возбуждения  или  от  других  причин,  вызывающих  разупорядочение. 
Ширина  полосы  частот  зависит  от  вариации  N  (г,  і)  во  времени.  Таким  образом, 
уравнением  (1)  можно  пользоваться  с  уверенностью  только  тогда,  когда  изме¬ 
нение  во  времени  N  происходит  медленно  по  сравнению  с  изменением  **)  Е{‘Д 
К  счастью,  это  ограничение  не  является  очень  серьезным,  так  как  в  задачах 
о  рассеянии  и  дифракции  света  требуемое  условие  почти  всегда  выполняется. 

Далее  мы  считали  а  скаляром;  такое  предположение  полностью  оправдано, 
для  атомов  и  молекул,  обладающих  особой  симметрией.  Оно  справедливо  также 
и  в  более  общем  случае,  когда  молекулы  беспорядочно  ориентированы,  чго 
уже  отмечалось  в  §  2.3.  Наконец,  здесь  предполагается,  что  поглощение  света 
средой  ничтожно  мало;  его  можно  учесть,  допустив,  что  а  комплексно. 

Теперь  воспользуемся  методом  интегрального  уравнения  для  изучения 
дифракции  снега  на  ультразвуковых  волнах  в  жидкости  [15,  16]. 

12.2.1.  Интегральное  уравнение  для  случая  Е- поляризации.  Вернемся 
опять  к  физической  ситуации,  рассмотренной  в  п.  12.1.1,  и  допустим,  что  па¬ 
дающий  свет  линейно  поляризован,  причем  его  электрический  вектор  перпенди¬ 
кулярен  к  плоскости  падения;  тогда  компоненты  электрического  вектора 
Е(х)(г,  і)  падающей  световой  волны  выражаются  соотношениями  (вещественная 


*)  Уравнение  (I)  отличается  от  соотношения  (2.4.4)  тем,  что  оператор  го*  го*  заменен  в 
последнем  на  ^ и  что  плотность  М,  которая  теперь  зависит  от  простран¬ 


ственных  координат  и  времени,  следует  брать,  подобно  Е\  в  момент  времени  і _ К/с. 

**)  Использование  соотношения  О  р Е  в  уравнениях  .Максвелла  для  неоднородной  среды 
также  оправдано  только  тогда,  когда  на  N  налагаются  аналогичные  ограничения. 
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часть,  как  обычно,  представляет  собой  физическую  величину) 
=  =  0,  \  * 
Е(г{)  =  В  ехр [і  (йхзіпѲ  +  ^созѲ  —  со*)].  I 


(2) 


Сказанное  выше  позволяет  сделать  вывод,  что  эффективное  поле  Е'  (г,  і)  в  среде 
почти  параллельно  оси  2,  и,  значит,  можно  принять  Е'х=  Е'у  —  0  и  векторное 
интегральное  уравнение  (1)  для  Е'  сведется  к  единственному  интегральному 
уравнению  для  Е'г.  Напомним,  что  N  (т,  і)  определяется  выражением  (12.1.3),  и 
поэтому  интегральное  уравнение  для  Е'г  примет  вид 


Е‘г  —  (г,  і)  =  Вех  р  [і  {кх  зіп  Ѳ  ку  соз  Ѳ — со  ^)  ]  -і 

+  ехр  (_<  [х*’-о(і-І)]})}е;(г’,  І-і;|  (3) 

где  для  удобства  введено  обозначение  *) 


4лА/0а  “Т0. 

Из  (2.3.17)  находим,  что 

3  (я3  —  1) 
то=  пі+2  ѣ 


(4) 


12.2.2.  Пробное  решение  интегрального  уравнения.  Так  как  все  плоскости, 
перпендикулярные  к  оси  2,  физически  эквивалентны,  возьмем  в  качестве  проб¬ 
ного  решения  нашего  интегрального  уравнения  (3)  выражение  вида  **) 

Е'г  =  2  N  1т  ехр  [— і  (*и4—Ріх—ЧаУ)Ъ  (5) 

I,  т  4  ' 


где  I  и  т —  целые  числа  (положительные,  отрицательные  и  нуль).  Уравнение 
(5),  очевидно,  описывает  двойную  бесконечную  совокупность  плоских  волн. 
Такая  форма  возможного  решения  следует  из  существования  многократных 
отражений  и  преломлений  в  бесконечной  пластинке  слоистого  вещества  с  плос¬ 
кими  параллельными  поверхностями.  Вскоре  мы  увидим,  что  различные  не¬ 
известные  N Іту  со1т,  рь  и  определяются  из  условия,  что  (5)  удовлетворяет 
интегральному  уравнению  (3). 

Чтобы  решить  (3),  необходимо  вычислить  интегралы,  определяющие 
У  (о,  р,  р),  а  именно 


^(со,  р ,  ^)еxр{—і(Ы—рx—^у)}-- 


1  СГГ  Г  I  в*  ,  а*п  ехр [• 

4я  )))  [  с1  ді^дг*]  *  Л  ЛХ  йу  йг  ~ 

V' 

'  к  Й  і  “И- 


р - -  йх'  (іу'сІг \ 


(6) 


Здесь  а>2>с2р2.  Если  точка  наблюдения  х,  у\  г  находится  вне  рассеивающей 
среды,  то  объем  V  занимает  всю  среду  ( — оо<х' <оо,  0 ^у'^к,  — оо < ?'  < 
<Соо).  Если  же  точка  наблюдения  находится  внутри  рассеивающей  среды, 
интеграл  берется  по  тому  же  объему,  за  исключением  небольшой  сферы  радиуса 
а  (который  в  конечном  итоге  стремится  к  нулю)  вокруг  точки  наблюдения. 


*)  Макроскопическая  величина  %  (г,  і)=4шЫ  (г,  і)  иногда  называется  коэффициентом 
рассеяния  среды. 

**)  Здесь  не  должно  возникать  недоразумения,  связанного  с  употреблением  сходных 
символов  для  амплитуд  N Іт  и  концентраций  молекул  N  (г,  і),  так  как,  начиная  с  этого  места, 
последняя  величина  больше  не  будет  входить  в  явном  виде  в  наши  уравнения. 
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Полагая 

Хі=х'—Х,  уг^=  у'—у%  гх  =  г'-*г%  . 
можно  переписать  (6)  (после  сокращения  на  множитель  ехр  ( — ііоі))  в  виде 


где 


ѵ. 


(со,  р,  д)  =  ух 

л 

дгі 


ехр  [с  (рх,  +  дух)] 


ехр  - 


))  Лх ,  ііу,  0гѵ 


ехр  [і  (рх,+дух)]  ( — -^-))  йххсіухйгх. 


С 


(7) 

(8) 

(9) 


причем  теперь  рассеивающая  среда  занимает  объем  ѴХі  т.  е.  — оо^^Соо, 
— У — У >  — оо<2:і<Соо.  Эти  интегралы  вычисляются  в  приложении  9; 
они  равны  следующим  величинам. 

а)  Если  (х,  у  у  г)  находится  в  рассеивающей  среде  *),  то 

Т  (®.  р>  я)=~  ,  >  .  ,  ,  ,  , 

I  0У2  ехр  (со,  р,  д)у)  ю2  ехр  {—ей  (о,  р,  д)(у-~а)} 


ст  (со,  р,  д)  2с2^(6))  ^)[со2с-2 — Р2}1^  2с2  Н  (со,  р,  д)  [со2с~2— р2],/г 

б)  если  ( Ху  уу  г)  находится  за  рассеивающей  средой,  то 

?<«.  /».  е7)-0Г?хрІ~:Ѵю'  Р:'--$7г<ехР  [**(“.  р.  М-і);  (іоб) 

2с2& (со,  р,  ?Ию2с“2— р-]  * 

в)  если  (Ху  у,  г)  находится  перед  рассеивающей  средой  (т.  е.  с  той  же 
стороны,  откуда  падает  свет),  то 

?(«.*  Я)=  “;;хр|-'У’У)^-  (ехр[(й(М,  р,  дЩ-\).  (10В) 

2с3Л(со,  р,  </)  [ш2с“2  — р2] /е 

В  этих  выражениях 

<т(й),  р,  <?)  =-  3  (р3  +  д*—ыгс~г)  {р1  +  дг  +  2а>гс~г)-1,  \ 

5(м,  р,  д)  =  д— [<о!с~а— р2]ѵ*,  А(ш,  р,  с?)  =  р+ [«‘с-*— р2]1/,.  / 

Если  теперь  подставить  (5)  в  (3)  и  использовать  соотношения  (6) 
и  (10а),  то  простым  способом  получим 

і—РіХ—дту)]  + 


(10а) 


—  2  7Ѵ(т  ехр  [(—!')(“, 


-{-В  ехр  [( — і)  (со/ — кх  зш  Ѳ — #*/со5  0)]-}- 
г  ехр  \(—і){щтІ--ріх  —  дту)]  , 


с(Щт>  Рі •  Ят) 


1  у»’  ехр  К— о  {(0 Ьт  ±  —  ±  *)  х—дту\) 

2  2*4^  о  ( щт  ±  рі  ±  К,  дт ) 

о)?т  ехр  [(—0  {оаіті—  Рі х—  {ачтС-^  —  ріѴ1*  У  М  — 

2 с2е(<о1т,  Рі,  дт)[<*>?тС-2-~р}Ѵ/* 

(й)/от-ЬО)гехр [(->0  {(оптгЬО)  ?-<Рі±Ю  Дс-Гс~Мс«'Ы±0)г“(^±А)а]  /гС//і 


2 с2й  (Ю(т-ЬЙ,  РііК,  6т)  [с-*  <М(*|±П)*“(ттЬК)2] 


Ѵг 


~Ь 


+ 


с4п  ехр  [(—О  {со^  —  р^лсЧ-  [<Ас~2  —р?] 1/г  </  Я  ехр  [Иг  {(а1т,  рі ,  у/д) 


-Л* 


2с2й(о^,  л*.  [<а*/»с- 

+  ^  [(-о  {(пцтЧ  !Ц  (  —  (РігНО  х  +  [с~  г  (<0г«п±О)! 


+ 

(Рі±К)Ч/яи  И 


2і*&  (й);т±^.  Р(іК.  <?т) 

ехр  \ік{щт  Рі  ±  К,  дт)  <Л  _ 

Іс-8(®!В±а)3-(л±702і,/г  ] 


X 


о,  (12) 


*}  В  §  12.2  во  всех  выражениях  берется  положительный  квадратный  корень,  если  спе¬ 
циально  не  оговорен  другой  знак. 
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где  знак  суммирования  2  перед  любым  выражением  должен  интерпретиро- 

4  ,  - 

ваться  следующим  образом: 

2  с±іО)  =  Р  (а-і-Ь,  с+сІ)-\-Р(а—Ъ,  с—й). 

+  ,  -  ■  , 

Для  того  чтобы  (12)  удовлетворялось  в  любой  момент*  времени  и  в  любой 
точке  внутри  рассеивающей  среды,  коэффициент  при  каждой  экспоненте,  от¬ 
личающейся  от  всех  остальных  по  любой  из  переменных  (х,  у ,  /),  должен  не¬ 
зависимо  от  остальных  равняться  нулю.  Из  (12)  видно,  что  изменения  <ш1т 
происходят  с  шагом  О  и  всегда  сопровождаются  изменением  рь  на  К.  Однако 
коэффициенты  при  у  в  различных  экспонентах  остаются  либо  неизменными 
(ут)>  либо  представляют  собой  одну  и  ту  же  функцию  соответствующих  со1т  и 
рь.  Следовательно,  можно  принять,  что  тш  зависит  только  от  индекса  Л 
Кроме  того,  поскольку  можно  допустить  без  потери  общности,  что  ю0  равна 
частоте  со  падающего  света,  то 

00^  =  0),  оо-ф/Й,  (  (13а) 

р0  —  к  зіп  Ѳ,  рь  5\пд-\-1К  \  ^  (136) 

Используя  эти  соотношения  в  (12)  н  перегруппировывая  различные  члены, 
получим 

+  ТЛ  +  ехР  К—ПіЪіі—РіХ—ЯяУ)]  4 

0()ехр  [(— І)  (&>,(— РіХ—  [со?с-2— р!У'‘у)]  + 

I 

-г-2Я*ех Р  К-О  (а,*  — р[Х  +  [(й?с-2— р?]ѵ,Ѵ)]  =0,  (14) 

I 

где  б/, ѵ  —  символ  Кронекера  *)  (т.  е.  6/,н  —  0,  если  ІфѴ  и  ЬІЛ  —  1),  а  01  и 
определяются  следующим  образом: 

=  [іѴгга  +  4-А(Лгг-і,и  +  Л/г;і,„)|  (15) 

Н і  =  %0ш;  ^  |^1Ѵ(я  +  -2  Д  (Л/'г-г,  »  +  ^і+і,  т)]  X 

X  [ехр (іН1тО)]\2с%а[<і>?с-г—рЗу/'}-К  (16) 

Здесь  использованы’ также  сокращения  (см.  (11)) 

=  Р(.  <?я)>  ёш  =  8((йі’  Ри  Чт)  и  К1т  =  Н{а„  р„  <?„).  (17) 

Приравнивая  нулю  коэффициенты  при  каждой  экспоненте  в  (14),  можно 
получить  следующую  систему  уравнений  для  допустимых  значений  дт  и  ампли¬ 
туд  N  іт\ 

^;м(і  — т2)+-§-Л(/ѵг-і,т+Л^+ 1,«)=0  для, всех  I  и  от,  (18) 

°  В\0, -0,^=0,  )  (19) 

Яг  =  0  (  ДЛЯ  ВС6Х  1-  (20) 

12.2.3.  Выражения  для  амплитуд  Световых  волн  в  дифрагировавших  и  отра¬ 
женных  спектрах.  Перед  тем  как  обсуждать  решение  уравнений  (18) — -(20), 
напишем  выражения  для  полного  светового  возмущения  в  точке  (х,  у ,  г)у  на¬ 
ходящейся  позади  рассеивающей  среды.  Для  этого  подставим  (5)  в  подынтег- 


*)  Символ  Кронекера  нельзя  спутать  с  параметром  6,  введенным  в  (12.1,8)*  так  как 
первый  всегда  снабжается  индексами. 
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ральное  выражение  в  правой  части  (3),  проинтегрируем  (3)  по  всему  объему, 
занятому  рассеивающей  средой,  и  прибавим  к  полученному  результату  выра¬ 
жение  для  падающего  поля.  Мы  вновь  столкнемся  с  интегралом  ^  (со,  р,  я)г 
рассматривавшимся  в  предыдущем  разделе.  Вспоминая,  что  в  точке  за  рассеи¬ 
вающей  средой  ^  (со,  /?,  4)  определяется  (106),  и  используя  (18),  получим  для 
единственной  не  обращающейся  в  нуль  компоненты  полного  прошедшего  элект¬ 
рического  поля  следующее  выражение: 

Ег  =  2 В1  ехР  [(—0  {ЩІ—РіХ—№с~*—РІ]ч‘У}]>  (21) 

где 

в1  =  СО?  2 {ехр  [Іе1тй}){ 2с»21т  Ис'г— р!]1'*}-*.  (22) 

т 

Согласно  (21)  и  (22)  прошедшую  волну  можно  считать  состоящей  из  многих 
плоских  волн  с  разными  частотами  и  разными  направлениями  распространения. 
Подставляя  (13)  в  экспоненту  (21),  легко  получить  выражения  для  частот  со*  и 
углов  ф,;  они  оказываются  такими  же,  как  и  в  п.  12.1.2. 

Аналогично  можно,  воспользовавшись  (10в),  написать  выражения  для 
амплитуд  В\п  в  отраженном  спектре,  они  имеют  вид 

вр  =  —  <в? 2  <*ітМіт  {2с*А/и\[<в?с-*— р!] '/•  }'*•  (23) 

’  '  ■  т  а  •  * 


Однако  здесь  мы  рассматриваем  только  точки,  находящиеся  позади  рассеиваю¬ 
щей  среды,  так  как  в  данной  задаче  интенсивности  волн  разных  порядков  в  от¬ 
раженном  спектре,  вообще  говоря,  очень  малы. 

12.2.4.  Решение'  методом  последовательных  приближений.  Предполагая, 
что  амплитуда  А  ультразвуковой  волны  мала,  мы  решим  в  пп.  12.2.4  и  12.2.5 
уравнения  (18)  —  (20)  и  получим  приближенные  выражения  для  интенсив¬ 
ностей  линий  спектров  первого  и  второго  порядков  в  прошедшем  свете.  Слу¬ 
чай,  для  которого  это  приближение  не  состоятельно,  рассматривается  качест¬ 
венно  в  п.  12.2.6;  наконец,  в  п.  12.2.7  будут  решены  уравнения  (18)  —  (20) 
в  приближении,  в  основном  эквивалентном  приближению  Рамана  и  Ната. 

Сначала  рассмотрим  систему  уравнений  (18).  Индекс  т  в  этих  уравнениях 
позволяет  различать  величины,  относящиеся  к  различным  допустимым  зна¬ 
чениям  ц.  Следовательно,  можно  отбросить  этот  индекс  и  переписать  (18)  в  виде 

МчГ)  №  -у  а  (<?»)  +  л/г+1  (<?•))  =  0.  1  =  0.  ±1 .  ±2,  ■  (24) 


где 


Г  /„ач  0Й (9)  1 _ з  (рі+д1  —  Дд<а?с-а) 

Т{)  1  -(^-1)(р/^^  +  2а»?с“^)  • 


(25) 


Уравнения  (24)  образуют  бесконечную  систему  линейных  однородных  урав¬ 
нений  для  амплитуд  ЛГД</2).  Условием  существования  нетривиального  решения, 
т.  е.  N гф.  0  для  всех  /,  является  равенство  нулю  детерминанта,  образованного 
из  коэффициентов  при  N ь.  Корни  этого  уравнения;  содержащего  детерминант, 
определяют  допустимые  значения  величин  Обозначим  их  через  а}п  (т  =  0, 
+  1,  ±2,  ...).  Каждому  такому  соответствуют,  конечно,  два  значения 
а  именно  +  І<7І  и  —  \я\,  и  два  ряда  амплитуд,  т.  е.  Ыг  (+  | )  ^  Щ  (я2)  и 

7ѴД. —  |  ц  | )  ==  (я2)  (/  =  0,  ±1,  ±2,  ...).  Теперь  рекуррентное  соотношение 

(24)  определяет  для  данного  допустимого  значения  цг ,  например  <?* ,  все  зна¬ 
чения  (I  =  0,  ±1,  ...)  через  одно  из  них,  допустим  М^(я%).  Так, 

все  амплитуды  ІѴ*0/2)  можно  выразить  через  Л 7т(Ят)  (т  ~  ±1,  ±2,...). 

Последние  следует  определить  из  уравнений  (19)  и  (20),  число  которых  как 
раз  достаточно  для  этой  цели  (заметим,  что  в  выражениях  (5),  (12),  (15)  а 
т.  д.  знак  2  означает  суммирование  как  по  /л,  гак  и  по  ДО“#1  т)% 
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Получим  теперь  приближенное  решение  (24),  используя  метод  возмущений. 
Следуя  обычной  процедуре  метода  возмущений  и  считая  А  малым  параметром, 
разложим  т](—д2)  и  по  степеням  1/в  Д;  имеем 

N1  (ч)  =  ыр + у  дщ» + (4- д  У  +  ■  ■  •  >  (26а> 

Д?111>  +  (у  д)%<8,+  ...  (266) 

Используя  (266),  можно  записать  в  виде 

Мл)=/.  (л<с,)+|  д ч'1’//  (ч‘»>  +  (у  а)2  [ч'г>//Ч'0,)+у(г|,1,)УГ  (л<?,)1  +  • . .. 

(27) 

где  штрих  у  і  означает  дифференцирование  по  тр  (Отметим,  что  Ц  (т]),  /7 (ц)  ... 
не  равны  нулю  для  всех  положительных  вещественных  значений  тр)  Подстав- 
ляя  (26)  и  (27)  в  соотношение  (24),  имеем  (/  =  0,  ±  1,  2,  . . .) 


{Мч“')  +удч ш//  (Ѵ0>)  +(у  д)а  [ч,ыЙ  (л<в)) +4- <Т1<1>)г ^ ^П<в))]  +  •  ..} X 

X  {а^+тДЛ?*+(т д)г^'Ч...[- 

А  [іѴ(,°2,  +  у  •АіѴ?і1+ . . .  +ЛГ'Й1  +  І-ДЛ/Й1+  •  •  ■]  =0.  (28) 

Приравнивая  сначала  здесь  нулю  все  члены,  не  зависящие  от  Д,  получим 
в  нулевом  приближении 

Іі  (тіГ)  Л^0)  (ті)  =  0  (/  — 0,  ±1,  ±2,  (29) 

Решениями  уравнения  (29)  служат 
либо  /П'г)(0))  =  0,  ^  0, 


Обозначая 
найдем  из  (30) 


через 


либо  ыу  =  0,  (т)10>)  ^=0.  (30) 

значение  г]<0),  определяемое  уравнением  (г)<0))  =  0. 

(31) 

(32) 


>1с~г-рЪ  °  N1»  0 

(Ѵ}?>(г,/«)^ОД  =  (ѴгЛ'/. 

Далее,  приравнивая  нулю  коэффициент  при  Д  в  (28),  получим 

•  Іі  (С'>  (ч!Р) + чй/г  (чГ)  М"  (тС)  =  (чЯ>)  +  луд  «> 


(33) 


Полагая  здесь  последовательно  /  =  т,  т+1,  т — 1,  /п  +  2,  т- 
пользуя  (32),  найдем 

^  —  0, , 

5ЙДі.»— 


У±і  (<’) 


-2,  и  ис- 

(34а) 

(346) 


№т_]\  т  —  0  для  /  ^  2.  (34в) 

Подобным  же  образом,  приравнивая  нулю  коэффициент  при  А 8  в  (28),  по¬ 
лучим  следующие  выражения  для  поправки  к  и  для  амплитуд  Ыш  до  вто¬ 
рого  порядка  *): 


<2)  = 


/« <ч8 

дг(2) 

^Ѵт±2,  т  - 


_ 1 


N. 


/я»  — 1  (ЧтО 


]• 


0і  / ж 


(35а) 

(356) 


*)  Приведенные  здесь  формулы  справедливы,  если  все  1т±1  (ч/^})»  /т±2  отличны 

от  нуля.  Если  это  не  так,  то  для  учета  вырождения  указанный  выше  метод  возмущений  следует 
изменить.  В  расчетах  возмущений  до  второго  порядка  вырождение  сказывается  при  углах 
падения  света  Ѳ=0  и  6— агезіп  (Х/2Л).  Однако  здесь  мы  больше  нс  будем  заниматься  этим  и  в 
и.  12.2.5  приведем  окончательные  результаты  для  данных  двух  случаев, 
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и 


N 


ІЪ) 

т^і,  т 


=о, 


М%1,.т  =  0  ДЛЯ 


/>3. 


(35а) 


Как  следует  из  предшествующих  вычислений,  в  нулевом  порядке  теории 
возмущений  отличны  от  нуля  лишь  величины  N тт  (т  =  0,  ±1,  . . .);  в  первом 
порядке  отличны  от  нуля  Мтт  и  Кгт±і  т,  а  во  втором  порядке  отличаются  ог 
нуля  также  и  А'тЬ2,т-  Аналогично  при  вычислениях  в  более  высоких  поря  дках 
теории  возмущений  находим,  что  все  большее  число  недиагональных  амплитуд 
(т.  е,  амплитуд  с  разными  индексами)  отлично  от  нуля.  Эти  вычисления  длин¬ 
ны,  и  мы  не  приводим  их  здесь.  Однако  можно  предположить,  что  во  всех  слу¬ 
чаях  применимости  теории  возмущений  можно  пренебречь  членами  высших 
порядков. 

Недиагональные  амплитуды  (346)  и  (356)  полностью  определены,  если 
известны  диагональные  амплитуды,  дающие  решение  (24)  пулевого  порядка. 
Мы  находим  последние  из  (19)  и  (20).  Однако  сначала  поучительно  исследовать 
решения  этих  уравнений  в  простом  случае  Д  =  0,  для  которого  легко  подучитъ 
точное  решение  уравнений  (18)  —  (20).  Здесь  возможными  нулевыми  ампли¬ 
тудами  являются  только  диагональные  амплитуды  Л/„} ,  т  (т  =  0,  +1,  ±2,  . . .), 
Если  мы  положим  все  недиагональные  амплитуды  в  (19),  (20)  равными  нулю, 
то  найдем,  что  все  амплитуды  Nт>т  тождественно  равны  нулю,  кроме  ко¬ 
торые  равны  *) 

ІѴ о,  о  =  }  —0  созѲ  [( п 2  —  зіп2Ѳ)1/8  — созѲ]  (1  -ЕР2 — 2рсоз2^0^)-1^  ехр  (гф)# 
\<*о,  о  / 

^7,  О  =  N1  о  ехр  (2 

где 

[г^^]  ■  <зб> 


N7,0 


Для  нормального  падения  света  (Ѳ  =  0)  из  соотношений  (11),  (31)  и  (36)  на* 
ходим 


Ро  = 


N7,0 
N1  о 


~(п+іу‘ 


(37) 


С  помощью  (36),  (27)  и  (23)  легко  получается  следующее  выражение  для  отра¬ 
жательной  способности  при  нормальном  падении  на  плоскопараллельную  пла¬ 
стинку: 

В'Р  2  __  зш3 

В  —  2р0  »_05  2д0сі 


что  согласуется  с  (7.6.9),  так  как  пк  при  Ѳ  =  0. 

Если  А  отличается  от  нуля,  но  остается  еще  достаточно  малым,  чтобы  мож¬ 
но  было  применять  метод  возмущений,  то  из  приведенного  выше  решения  для 
Д  —  0  следует,  что 

іѴ0|  0>#±1.±1>ЛГІ1>±*... 

Таким  образом,  для  нахождения  диагональных  амплитуд  нужно  решить 
уравнения  (19)  и  (20)  методом  последовательных  приближений.  Кроме  того, 
поскольку  для  норма^і ьного  или  почти  нормального  падения  света  (в  экспе¬ 
риментах  по  дифракции  на  ультразвуке  Ѳ  равно  самое  большее  3°)  отношение 
данного  Ы~  к  соответствующему  УѴ+  мало  (см  (37)),  можно  вообще  пренебречь 


*)  В  выражениях  для  іѴо.о  и  Л10,о»  приведенных  в  [15,  16],  имеются  опечатки.  В  пашем 
тексте  они  исправлены. 
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Лг~  и  определять  Л^+  только  из  уравнений  *)  (19).  Следует  напомнить,  что- 
такая  же  аппроксимация  подразумевается  и  в  случае  использования  граничных 
условий  (12.1.15). 

Выражения  для  диагональных  амплитуд  Л/^,  і,  ±1  и  ±2  можнб- 

теперь  получить  из  (19),  используя  (346),  (34в),  (356)  и  (35в).  Далее  выражения 
для  интенсивностей  линий  в  спектрах  первого  и  второго  порядков  в  прошедшем 
СЕете  можно  легко  написать  с  помощью  (22).  Эти  выражения  будут  приведены 
ниже. 

12.2.5.  Выражения  для  интенсивностей  линий  в  спектрах  первого  и  второго 
порядков  в  некоторых  специальных  случаях,  а)  Случай  6/^1  и  |  большого  по 
сравнению  с  единицей.  Этот  случай  рассмотрен  подробно  выше.  Интенсивности 
/±1  и  /±а  линий  в  спектрах  первого  и  второго  порядков  равны  соответственно 


и 


/±1=|В±1р  =  Ѵ4В^ 


6ІП2 


(**;)• 


(38а> 


|в±г|2=^Ѵб! 


іт) 


|2(|±1)(і±4-)(і±|-) 

(»*і) 


5ІП3 

Р<*| 

(5± 

И] 

({іт) 

1 

8ІП»[2РД(І±  1)] 
2  (I  ±  1) 


(386) 


В  этих  уравнениях  берутся  либо  все  верхние,  либо  «се  нижние  знаки. 

Мы  приведем  без  доказательств  выражения  для  интенсивностей  в  двух 
других  случаях,  рассмотренных  в  работах  [15,  16]. 

б)  Случай  I  ж  Ѵ2>  8<^1 


/  о=- 


Я252уа 


(«-т)‘+т4‘»’ 


МУ 


1 

7 
В26Ѵ 


(і-4-)"+462ѵ2 


+  С038  і)2  +  48гѴ2}Ѵа 

Зіп8[рй{(б-І-)ЧІ-8У}І/3] 


(39а) 


(396) 


Выражения  для  Іг  и  /_2  более  сложны.  Однако  при  5  =  Ѵ2  они  принимают  про- 
'.  =  ШВ,«Ѵ  [-5№(^)+2  Е  зт-{(ы(і  ±|вт)}]  (39в> 

/.г  =  1^Ѵ*зт*(^),  (39г) 

в)  Случай  нормальнд^о  падения  света  (|~0),  б<^1 

/л—  /„1==В*баѴ88ІП®  ’  (40а> 

1%  =  /  =  Ь  В*6У  [-  і-  8ІП*2рЙ  +  5іпа  ( |  ра  (і  +  4  « V ) }  + 

+і-5Іп8{4^(і-Тбѵ)}]-  (406) 


*)  Это  подробно  разобрано  в  [15,  16].  В  частности,  там  показано,  что  влияние  N~'  на 
ампчитуды  Віп  спектра  в  отраженном  свете  в  общем  случае  нельзя  считать  пренебрежимо 
малым. 
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Пренебрегая  величиной  б2у^,  входящей  в  аргумент  синуса  в  (40),  можно  также 
получить  окончательные  выражения  из  (38),  полагая  в  них  |  —  0. 

Как  уже  упоминалось,  Бриллюэи  [61  и  Дэвид  [71,  а  также  Рыгов  Г 171  вы¬ 
вели  выражения  (38)  для  интенсивностей  линий  первого  и  второго  порядков 
способом,  описанным  в  §  12  1.  Аггарвол  [18]  получил  выражения  (38)  из  диф¬ 
ференциальных  уравнений  (12.1.21)  Рамана  и  Ната.  Фаризо  [191  показал,  что 
выражения  (39)  для  интенсивностей  линий  в  первом  и  втором  порядках  при  I 
ж1  2  можно  также  получить  из  уравнений  *)  (21).  В  этих  результатах,  ко¬ 
нечно,  нет  ничего  удивительного, так  как  метод,  основанный  на  дифференци¬ 
альных  уравнениях  Максвелла,  и  использованный  здесь  метод  интегральных 
уравнений  эквивалентны. 

12.2.6.  Некоторые  качественные  результаты.  Как  ясно  из  приведенных  выше 
выражений  для  интенсивности,  при  таких  значениях  б  и  что  либо  6<СЧ, 
либо  1,  с  каждой  стороны  прошедшего  пучка  появляется  лишь  несколько 
спектров  низших  порядков  и  их  интенсивности  быстро  убывают  с  увеличением 
порядка.  Однако  если  ни  одно  из  приведенных  выше  условий  не  выпошяекя, 
т.  е.  б  и  велики  по  сравнению  с  единицей,  то,  вообще  говоря,  возникает 
значительно  больше  порядков.  В  этом  случае  решение  уравнений  (18)  —  (20), 
а  значит,  и  расчет  интенсивностей  в  разных  порядках  оказываются  более  труд¬ 
ными.  Исследуя  условия  применимое  іи  метода  возмущений,  изложенного  в 
и  12.2.4,  можно  показать  [15,  16].  что  при  решений  (18)  —  (20)  надо  считать 
амплитуды  N  1т  не  равными  нулю  юлько  тогда,  когда  значения  обоих  индек¬ 
сов  /  и  т  находятся  между  числами  —  Мх  и  М2,  приближенію  определяемыми 
соотношениями  (0  ^  §  <  62/ 3) 

М1**Ъ  +  &'+ и  АГ,  ®  -Е  +  б в7*  +  1  •  (41) 

Так  как  А,  вообще  говоря,  не  может  существенно  превышать  10-4  и  максималь¬ 
ное  значение  7/А,  при  котором  может  наблюдаться  явление  дифракции,  огра¬ 
ничивается  практически  достижимой  разрешающей  силой  п  т.  д.,  то  максималь¬ 
ное  возможное  значение  б  (=  ДА’/Яг)  примерно  равно  100.  Следовательно,  даже 
в  наиболее  благоприятных  эксперимента тыіых  условиях  придется  решать  са¬ 
мое  большее  20  совместных  линейных  уравнений  из  Каждой  бесконечной  сис¬ 
темы  (18),  (19),  (20).  Но  даже  при  таком  упрощении  эти  вычисления  утомитель¬ 
ны  и  их  не  производили. 

Числа  Му  и  М2  указывают  также  число  порядков,  которые  могут  появиться 
с  обеих  сторон  прямо  прошедшего  пучка  света.  Согласно  (41)  число  порядков, 
возникающих  по  обе  стороны  прямо  прошедшего  пучка,  должно  становиться 
различным  по  мере  тою  как  §  —  (Азіи  Ѳ)/7  увеличивается  от  нуля.  Причем 
большее  число  линий  появляется  с  той  стороны,  куда  отражается  свет  от  вол¬ 
новых  фронтов  ультразвуковой  волны.  Партасарати  [20]  экспериментально 


Таблица  12.1 

Число  наблюдающихся  и  предсказанных  теорией  порядков 
для  различных  углов  падения  Ѳ  при  дифракции  света  на  ультразвуковых  волнах 


ѳ 

0 

0*06' 

0*22' 

1°01' 

1в23' 

Ѵ°4б ' 

2°07' 

І 

0 

0,6 

2 

4 

6 

8 

10 

13 

Му 

5(5) 

5(6) 

6(7) 

6(9) 

3 

2 

1 

1 

М2 

5(5) 

5(4) 

3(3) 

2(2) 

1  2 

1 

1 

X 

1 

*)  Обсуждение  экспериментальных  результатов  в  связи  с  приведенными  здесь  различ¬ 
ными  выражениями  для  иіпспсивностей  можно  ваши  в  статьях  [15,  10]. 


^4* 


564 


ДИФРАКЦИЯ  СВЕТА  НА  УЛЬТРАЗВУКОВЫХ  ВОЛНАХ 


[гл.  12 


га 


изучал  дифракционные  спектры  при  разных  углах  падения  Ѳ;  на  рис.  12.3 
показаны  фотографии,  взятые  из  его  статьи.  В  этом  эксперименте  (МЛ)  = 
-  -  3  -  ІО-*3;  полагая  мы  получим  из  (41)  для  нормального  падения 

ЛІ!— іИ*=5.  В  табл.  12.1  указано  число  линий,  фактически  наблюдавшихся  с 
каждой  стороны  прямо  прошедшего  пучка  света  при 
разных  углах  падения.  В  скобках  приведены  соот¬ 
ветствующие  теоретические  значения,  полученные  из 
уравнения  (41).  (Конечно,  если  5/6  становится  значи¬ 
тельно  меньше  единицы,  то  с  каждой  стороны  прямо 
прошедшего  пучка  появляются  только  один  или  два 
порядка.) 

Аналогичные  экспериментальные  результаты  бы¬ 
ли  получены  также  Номото  [21].  Зависимости  ЛК  и 
Мг  от  Ѳ,  полученные  в  его  работе,  хотя  и  находятся 
в  качественном  согласии  с  (41),  показывают  также  не¬ 
большое  периодическое  изменение  с  6  с  области 
0^  |<Сб3А.  Уравнения  (41)  основываются  на  слишком 
грубых  соображениях,  чтобы  объяснить  эту  особен¬ 
ность. 

12.2.7.  Приближение  Рамана —  Ната.  Покажем 
теперь,  что  полученные  Раманом  и  Натом  выраже¬ 
ния  для  интенсивностей,  содержащие  функции  Бес¬ 
селя,  можно  получить  и  из  решения  уравнений  (18) — 
(20).  Пренебрегая  небольшим  изменением  частот  со, 
в  зависимости  от  I  и  вспоминая,  что  (иай>2,с~2 — 

—  р?п),  можно  с  хорошим  приближением  принять  в 
знаменателе  (25)  р; -\-ф  ^  к-(пг~ |~2).  Поэтому 

(24)  можно  представить  в  виде 


-Л^-гЙЛ  5ІП^  Ѳ 


Т-Дѵ#1 


Мі  (<7)— ЛГ,4](<7)  — ЛЪП?)  = 


■МІД^х^О,  ±1,  ±2,  ...).  (42) 


Рис.  12.3.  Дифракция 
света  на  ультразвуко¬ 
вых  волнах  [20] 

Спектры  наблюдались  при 
различных  \глах  падения 

ѳ  <ул=а  іо  —  * 

Д  «  ю-«). 


Выражения  для  интенсивностей,  содержащие  функ¬ 
ции  Бесселя,  получены  Раманом  и  Патом  при  пре¬ 
небрежении  членами  [(/2-{-2/6)/бШг  в  уравнениях 
(12.1.21).  В  том  же  приближении  мы  можем  пренеб¬ 
речь  правой  частью  у  (42).  Тогда  (42)  можно  пере¬ 
писать  следующим  образом: 

^(Ѵг(<?)  =  ^г+1(?)  +  ІѴ,_1(9)  (Г- О,  ±1,  ...), 


где 


Ь2=,к2  (л3  —  5іп2  Ѳ) 


и 


1 


Дуб2. 


Ц  -  2 

Для  решения  *)  (43)  допустим,  что  имеет  вид 

(  2яі/т 

~ЛГ 


Мі  (ч)—М  ехр 


(43) 


(44) 


(45) 


где  М  —  некоторое  очень  большое  целое  число,  а  т  —  такое  целое  число,  что 
0<7и<дЛП  (Мы  сейчас  покажем,  что  окончательный  результат  не  зависит  от 


*)  Уравнения  (43)  аналогичны  соотношениям,  определяющим  нормальные  типы  колеба¬ 
ний  линейной  цепочки  атомов  (см.  [22]). 
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М.)  Подставляя  (45)  в  (43),  получим  для  допустимых  значений  ф  соотношение 
Чт^-Ъг  +  2ц*сов^^р),  о^т  <М,  (46) 

или,  вспоминая,  что  Ь2, 

±\Я.\-±[ь+[$)*»(%)\.  (47) 

Следовательно,  для  каждого  т  существуют  два  значения  с/,  а  именно  ±  | |; 
соответствующие  амплитуды  получаются  из  выражения 

АМ± Чт)  33  ехр  (— др)  •  (48) 

Обе  постоянные  7Ѵ+  и  ІѴ^  в  (48)  теперь  можно  найти  из  (19). и  (20).  Как  и  в 
п.  12. 2.4,  мы  пренебрегаем  амплитудами  Ыгт  и  определяем  постоянную  1Ѵ+ 
только  из  (19).  Заметим,  что  при  не  слишком  больших  значениях  /  величина 
[Ѵііф'&ііфі  «  ІОоіЯй'Ѵёо  (<7о0))1;  поэтому  можно  показать,  что  уравнения  (19) 
тождественно  удовлетворяются,  если  принять  в  (48) 

.Ѵ+  —■^2Всіа>~2  [а )2с~2 — р§] 1/2  (;—)  ■  (49) 

Подставляя  (48)  и  (49)  в  (22)  и  полагая  (с р2)==((02с~2 — рІ)у  получим 
выражение  для  амплитуды  Вг  дифрагировавшей  волны  /-г о  порядка 

(М) 

яг=  0 

Здесь  фазовый  множитель,  не  зависимый  от  т,  опущен.  Теперь,  поскольку 
мы  предположили,  что  М — очень  большое  целое  число,  можно  заменить 
ряд  в  (50)  интегралом.  Полагая  2пт/М  —  ф'  и  с/ф'=2л/М,  перепишем  (50) 
в  виде 

2л 

ві^4і  ,іехр{'  [г^'+ (1т)соз,і5']  <51> 

который  не  зависит  от  М .  Разделяя  интеграл  в  (51)  на  две  части:  одну  от 
О  до  Зл/2  и  другую  от  Зл/2  до  2л  —  ц  полагая  в  них  ф'  —  л/2 — ф  и  ф'  — 
~5л/2 — ф  соответственно,  получим  [23] 

в,  «Д  ^  ехр(«  [у /я  —  зіпі|)]  }еЬ|5  =  5ехр  (-±- «7я  ) /,  (^)  .  (52) 

-Л 

Следовательно,  интенсивности  /г  =  |Вг|2  точно  равны  В2/?(р.2^/6).  Кроме  того, 
с  помощью  (44),  (12.1.5)  и  (12.1.8)  можно  показать,  что  аргумент  (р .ЧіЬ) 
функций  Бесселя  I  г  такой  же,  как  и  в  выражениях,  полученных  Раманом 
и  Натом  и  приведенных  на  стр.  553. 
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ГЛАВА  13 


МЕТАЛЛООПТИКА 


До  сих  пор  мы  рассматривали  распространение  света  в  непроводящих 
изотропных  средах.  Теперь  обратимся  к  оптике  проводящих  сред,  главным 
образом  металлов.  Обычный  кусок  металла  состоит  из  небольших  кристаллов, 
ориентированных  случайным  образом.  Монокристаллы  заметных  размеров 
встречаются  редко,  но  их  можно  приготовить  в  лаборатории.  Оптические  свой¬ 
ства  кристаллов  рассматриваются  в  гл.  14.  Очевидно,  что  совокупность  слу¬ 
чайным  образом  ориентированных  кристаллов  ведет  себя  как  изотропное  тело, 
а  поскольку  в  проводящей  изотропной  среде  теория  распространения  света 
значительно  проще,  чем  в  кристалле,  мы  довольно  подробно  рассмотрим  ее 
здесь. 

Согласно  §1.1  проводимость  связана  с  выделением  джоулева  тепла.  Это  — - 
необратимое  явление,  при  котором  электромагнитная  энергия  исчезает  или, 
точнее,  превращается  в  тепло,  в  результате  чего  электромагнитная  волна  в  про¬ 
воднике  затухает.  Вследствие  чрезвычайно  высокой  проводимости  металлов 
этот  эффект  в  них  сюль  велик,  что  они  практически  непрозрачны.  Указанное 
свойство  позволяет  металлам  играть  важную  роль  в  оптике.  Сильное  погло¬ 
щение  сопровождается  высокой  отражательной  способностью,  так  что  метал¬ 
лические  поверхности  служат  прекрасными  зеркалами.  Частичное  проникно¬ 
вение  света  в  металл  (хотя  глубина  проникновения  и  мала)  дает  возможность 
получать  информацию  о  константах  металлов  и  механизме  поглощения  адз 
наблюдений  отраженного  света. 

Вначале  мы  чисто  формально  рассмотрим  результаты,  вытекающие  из 
наличия  проводимости,  а  затем  кратко  обсудим  простую,  до  некоторой  сте¬ 
пени  идеализированную  физическую  модель  этого  явления,  основанную  на 
классической  электронной  теории.  Такая  модель  дает  лишь  грубое  объяснение 
некоторым  из  наблюдающихся  эффектов;  более  точную  модель  можно  создать 
лишь  с  помощью  квантовой  механики,  однако  это  выходит  за  рамки  настоящей 
книги.  Формальную  теорию  мы  применим  к  двум  проблемам,  представляющим 
практический  интерес:  к  оптике  слоистых  сред,  содержащих  поглощающий 
элемент,  и  к  дифракции  света  на  металлической  сфере  *). 

Чрезвычайно  привлекательной  математической  особенностью  теории  яв¬ 
ляется  то,  что  наличие  проводимости  можно  учесть,  просто  вводя  вместо  ве¬ 
щественной  диэлектрической  проницаемости  комплексную  (или  комплексный 
показатель  преломления).  В  металлах  преобладает  мнимая  ее  часть. 


§  13.1.  Распространение  волн  в  проводнике 

Рассмотрим  однородную  изотропную  среду  с  диэлектрической  проницае¬ 
мостью  г,  магнитной  проницаемостью  |і  и  проводимостью  а.  Используя  ма¬ 
териальные  уравнения  (ІЛ.9)  —  (1.1.11),  а  именно  $  —  аЕ,  В-=гЕ,  В  р Н , 


*)  На  русском  языке  вопросы  металлооптики  несколько  в  другом  аспекте  изложены  п 
обзорных  статьях  Гинзбурга  и  Мотулевич  (81  *]  и  Мотулевич  [81  а*]  и  в  монография  Соколова 
[824-  {Прим,  перев.) 
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запишем  уравнения 

Максвелла  в  виде 

гоШ — -Ё  =  —  сЕ, 

С  С 

(1> 

го(  Е  +-у  Н  =0, 

(2) 

йіѵЕ=Тр’ 

(3> 

йіѵ  Н  =  0. 

(4) 

Легко  видеть,  что  для  электромагнитного  возмущения,  падающего  извне 
па  проводник,  мы  можем  заменить  (3)  уравнением  сііѵ  Е  =  0.  Действительно, 
если  мы  применим  операцию  дивергенции  к  уравнению  (1)  и  используем  (3),  то 


получим 


е  л .  4я 

—  сііѵ  Е  =  —  о 


4  я 
8 


р. 


Дифференцируя  уравнение  (3)  по  времени,  найдем 

сііѵ  Ё  —  —  р. 


Исключая  сііѵ  Е  из  двух  последних  уравнений,  получим 


*  .  4 по  ^ 

Р+— Р  =  °, 


или  после  интегрирования 

*  р  —  р0  ехр 


Ы). . 


где  т  = 


'  4  ко  ‘ 


(5> 

(6) 


Таким  образом,  видно,  что  любая  плотность  электрического  заряда  р  экспо¬ 
ненциально  уменьшается  со  временем.  Время  релаксации  т  чрезвычайно  мало 
для  любой  среды,  обладающей  заметной  проводимостью.  Для  мегаллов  это 
время  значительно  меньше  периода  колебаний  волны;  например,  для  света 
в  оранжевой  области  видимого  спектра  период  колебаний  равен  2*  10~15  сек* 
тогда  как  для  меди  т/е  порядка  2*  ІО'19  сек.  Для  любого  разумного  значения  б, 
которого  можно  ожидать,  т  так  мало  по  сравнению  с  периодом  световой  волны, 
что  в  металле  р  всегда  практически  равно  нулю.  Тогда  уравнение  (3)  можно 
переписать  в  виде 

гііѵЕ  =  0,  (7> 

Из  (1)  и  (2)  после  исключения  Н  и  использования  (7)  следует,  что  Е  удовлетво¬ 
ряет  волновому  уравнению 

ГЕ^Ё+^Ё.  (8) 

Наличие  члена  с  Ё  означает  затухание  волны,  т.  е.  при  распространении  через 
среду  волна  постепенно  ослабевает. 

Если  поле  строго  монохроматично  и  обладает  циклической  частотой  со, 
т.  е.  если  Е  и  Н  имеют  вид  Е  =  Е0ехр( — ші),  то  производная  д!ді~ — ш,  и 
уравнения  (1)  и  {2)  можно  переписать  следующим  образом: 


.  Ж1  ,  НО 

ГОІНД - 

1  с 

(.+^)Е-о, 

(9> 

гоі  Е 

-І*Н=0. 

(Ю) 

.Тогда  уравнение  (8)  примет  вид 

Г2Е 

+  А8Е  =  0, 

(11) 

§  13.1] 
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где 


к 2  = 


<Й2Ц 

_ 


е  +  і 


4жЛ 


со  / 


Если  в  эти  уравнения  ввести  величину 

8=6  +  і 


.  4ло 


(12) 

(13) 


то  они  формально  станут  идентичными  с  соответствующими  уравнениями  для 
непроводящих  сред,  где  фигурирует  вещественная  диэлектрическая  прони- 
паем  ость  е. 

Аналогия  с  непроводящими  средами  станет  еще  ближе,  если,  кроме  комп¬ 
лексного  волнового  числа  к  и  комплексной  диэлектрической  проницаемости  е, 
ввести  также  комплексную  фазовую  скорость  ѵ  и  комплексный  показатель 
преломления  п,  которые  по  аналогии  с  (1.2.8),  (1.2.12)  и  (1.3.21)  определяются 
как 

ѵ^-~,  п  =  ^  =  уг  ці  =  ~  к.  (14) 

''  V  ре  ѵ 

Положим 

п  —  п  ( 1  +  ік),  (15) 


где  п  и  к  вещественны,  и  назовем  к  показателем  затухания  *).  Величины  п  и  к 
легко  выразить  через  материальные  постоянные  е,  р  и  а.  Возводя  в  щзадрат 
обе  части  (15),  получим 

п2  ^п2  (1  +  2 Ік — к2). 


Кроме  того,  из  (14)  и  (13)  имеем 


=  [18  =  [X  (8  +  1 


_  I , 


Приравнивая  вещественные  и  мнимые  части  в  этих  двух  выражениях  для  п2, 
получим 


Отсюда  следует,  что 


п*  (1  — К2)  —  |Х8, 
пгк  _  -  И2 

Я)  V 

(16а) 

(166) 

:  2  {  V І12’52  4'  ѵ2  I18}- 

(17а) 

(176) 

Здесь  выбран  положительный  квадратный  корень,  так  как  п  и  пк  вещественны, 
а  следовательно,  п 2  и  п*к 2  должны  быть  положительными. 

Уравнение  (11)  формально  идентично  волновому  уравнению  для  непрово¬ 
дящей  среды,  но  теперь  волновое  число  комплексно.  Простейшим  решением 
(П)  служит  плоская  гармоническая  во  времени  волна 

Е  =  Е0ехр  {/  [ й(г- 8)  —  ы/]}.  „  (18) 

Если  в  соответствии  с  (14)  и  (15)  подставить  значение  к  из  соотношения  к~ 
=  со/г/с  =  ып(\  +  ік)/с,  то* (18)  примет  вид 

Е  =  Е0ехр  I* — як(г-8^  ехр  |/со  ^(г-5)  — 

Вещественная  часть  этого  выражения,  а  именно 

Е  =  Е0ехр  — -^«/с(г-5)|  соз|со  ^(г*8)~ ^  |  ,  (19) 

*)  Употребляется  также  термин  «коэффициент  экстинкдии». 
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представляющая  собой  электрический  вектор,  является  плоской  волной  длиной 
А  =  2лб7аш.  затухание  которой  определяется  экспоненциальным  членом.  Так 
как  плотность  энергии  ьэ  волны  пропорциональна  среднему  по  времени  от  то 
ясно,  что  а»  будет  уменьшаться  в  соответствии  с  законом 


где 


о»  =  !Ю0ехр  [—  х(г-з)]. 


2о) 

Х  =  --пк* 


4л  ѵ  4д  4л 

~—-ПК  —  —  ПК  —  ~7ГК. 
с  Ао  Л 


(20) 

(21) 


Здесь  А0  —  длина  волны  в  вакууме,  X  —  длина  волны  в  среде.  Постоянная  % 
называется  коэффициентом  поглощения. 

Плотность  энергии  падает  в  е  раз  на  расстоянии  гі,  где 

<22> 


Обычно  эта  величина  составляет  очень  малую  долю  длины  волны  (см. 
табл.  13.1)  *). 

Таблица  13.1 


«Глубина  проникновения»  й  излучения  с  различными  длинами  волн 
для  меди  (а  «  5,  !4«  !017  сек _1,  =  1 ) 


У  льтри  фио  л  стовя  я 
область 

Инфракрасная 

область 

СВЧ 

Длинные  радио¬ 
волны 

Аѳ 

ІОООА^Ю-®  см 

10  .ик  — 10“3  см 

10  см 

1000  м  =  10®  см 

й 

6,2-10-8  см 

6,2-ІО-7  см 

6,210-5  см 

6,2- 1 0  ~  3  см 

Возвращаясь  к  уравнениям  (17),  мы  видим,  что  когда  а  — 0,  первое  урав¬ 
нение  точно  переходит  в  соотношение  Максвелла  (1.2.14)  а  второе 

дает  к  =  0.  Для  металлов  офО  и  фактически  так  велико,  что  в  (17)  можно 
пренебречь  величиной  с  по  сравнению  с  2а/ѵ.  Чтобы  оценить  порядок  рассмат¬ 
риваемых  величин,  заметим,  что  для  большинства  металлов  **)  1017  сек~г,  и 

поэтому  для  А  ~  5500  А  (что  соответствует  частоте  ѵ  =  5,5*  ІО14  сек''1)  сг/ѵ  —  200. 
Диэлектрическую  проницаемость  е  металла  невозможно  измерить  прямо,  по 
как  мы  покажем,  ее  легко  получить  из  оптических  экспериментов.  Однако  ме¬ 
ханизмы  электрической  поляризации  в  металлах  и  диэлектриках  не  могут 
Фундаментально  отличаться  друг  от  друга,  и  поэтому  мы  вправе  предположить, 
что  в  обоих  типах  сред  е  одинаково  по  порядку  величины.  Следовательно,  для 
не  слишком  коротких  длин  волн  можно  считать,  что 


Б. 

Уравнения  (17)  и  (22)  переходят  при  этом  в 


Ад  л/Г  Л  —  Д_ 

4и  У  цо  4я 


(23) 

(24) 

(25) 


Идеальный  проводник  характеризуется  бесконечной  проводимостью  (о-ъ 
—  осі  Так  как,  согласно  (16),  е/ст  =  —  кг)!\к,  то  в  этом  предельном  случае 


*)  Явление  проникновения  на  глубину,  составляющую  малую  часть  длины  волны,  хо- 
рошо  известно  для  переменных  токов.  В  технике  оно  называется  «скик-зффектомэ. 

*'*)  Значение,  используемое  авторами  для  величин  а,  относится  к  статической  проводи¬ 
мости.  Однако  в  формуле  (17)  должна  фигурировав  проводимость  на  частоте  ѵ  Эт^  величин  л 
в  оптическом  диапазоне  для  типичных  металлов  порядка  101®  сете*1.  (Прим,  перев.) 
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/с2—>  1  или  на  основании  (16а)  п-+  оо.  Такой  проводник  вообще  не  позволял  бы 
электромагнитной  волне  проникать  на  какую-либо  глубину  и  отражал  бы  весь 
падающий  свет  (см.  ниже,  §  13.2). 

Если  показатель  преломления  прозрачных  веществ  можно  легко  измерить 
по  углу  преломления,  то  такие  измерения  для  металлов  исключительно  труд¬ 
ны,  так  как  металлический  образец,  пропускающий  заметную  долю  падающего 
света,  должен  быть  чрезвычайно  тонким.  Тем  не  менее  Кундту  [1]  удалось  из¬ 
готовить  металлические  призмы  и  провести  прямые  измерения  вещестенной 
и  мнимой  частей  комплексного  показателя  преломления.  Однако  обычно  опти¬ 
ческие  постоянные  металлов  определяются  посредством  катоптрических,  а  не 
диоптрических  экспериментов,  т.  е.  путем  изучения  тех  изменений,  которые 
возникают  при  отражении  света  от  металла,  а  не  при  прохождении  через  него. 


§  13.2.  Преломление  и  отражение  на  поверхности  металла 


Мы  видели,  что  основные  уравнения,  описывающие  распространение  плос¬ 
кой  гармонической  волны  в  проводящей  среде,  отличаются  от  соответствующих 
уравнений  для  прозрачного  диэлектрика  лишь  тем,  что  вещественные  постоян¬ 
ные  «и  к  заменяются  на  комплексные»  и  к.  Отсюда  следует,  что  форму  ты,  полу¬ 
ченные  в  гл.  1,  применимы  и  в  данном  случае,  поскольку  они  содержат  лишь 
линейные  соотношения  между  компонента  л  и  векторов  поля  плоских  монохро¬ 
матических  волн.  В  частности,  остаются  справедливыми  граничные  условия 
для  распространения  волны  через  поверхность  раздела,  а,  следовательно,  также 
формулы,  приведенные  в  §  1.5  и  относящиеся  к  преломлению  и  отражению. 

Рассмотрим  вначале  распространение  плоской  волны  из  диэлектрика 
в  проводник,  причем  обе  среды  будем  считать  бесконечными,  а  за  поверхность 
раздала  между  ними  выберем  плоскость  г  — 0.  По  аналогии  с  (1.5.8)  закон 
преломления  можно  записать  в  виде 

8ІП  =  -я-  ЗІП  Ѳ,-.  (1) 

Так  как  п  —  комплексно,  то  комплексным  окажется  и  Ѳ,.  Таким  образом,  эта 
величина  уже  не  имеет  простого  смысла  угла  преломления. 

Выберем  в  качестве  плоскости  падения  плоскость  хг.  Тогда  зависящая  ют 
координат  часть  фазы  волны  в  проводнике  определится  выражением  к( 
где  (см.  (1.5.4))  х 


5?  -  5ІП  Ѳ„ 

5^  =  0,  4Г)—  созѲ*. 

(2) 

Из  (1)  и  (2)  и  (13.1.15)  имеем 

8(Й  =  зіп  = 

8ІИѲ,  _  !-<«  .  й 

(За) 

М(1+І«)~Я(1+К2)  ' 

4й  —  СОЗ  Ѳ,  =  У 1  ЗІП2  Ѳ,  =  ]/  1  —  зіп2  Ѳ,  +  і  зіп2  6,,  (36) 


Удобно  выразить  в  форме 

5?*  =  соз  йі  -  -  де*і  (4) 


(д,  у  вещественны).  Можно  сразу  же  выразить  д  и  у  через  п>{<к  и  5ІпѲ;,  если 
возвести  в  квадрат  соотношения  (36)  и  (4)  и  приравнять  отдельно  вещественные 
и  мнимые  части. 

Это  дает 


1 —к 


2 к 


соз  2Т  =  1  зіп2  Ѳ„  зіп  27  =  лЧІ+кі)і  зіп2  0,. 


(5) 
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Отсюда  следует,  что 
к  (Г •  5и))  (Х&$  +  25^)  = 

=  ±п(1  +  ік)  [  *  В  ~  ™  |  5ІП  Ѳ,  +  г(9  С05  у  +  г?  5ІП  ѵ)]  = 

=  “  [х  зіп  Ѳ;  +  гпд  (соз  у  — к  зіп  у)  іпгд  (к  соз  у  +  зт  у)] .  (6) 


Мы  видим,  что  поверхности  постоянной  амплитуды  определяются  урав¬ 
нением 

г  =.  СОП5І  (7) 

и  поэтому  являются  плоскостями,  параллельными  поверхности  раздела.  По¬ 
верхности  постоянной  вещественной  фазы  определяются  уравнением 

а:  зіп  9,4-2/1*7(005  у— /сзіпу)  =  сопзі:  (8) 


и  являются  плоскостями,  нормали  которых  образуют  угол  Ѳ*  с  нормалью  к  гра¬ 
нице,  причем 

. . ”?(с05ѵ-«5іпт> - ,  ] 

у  зш3  Ѳ,  -\-п2дг  (соз  у — к  зт  у)2  !  ,«ѵ 

.  п,  зіп0,  ! 

у  зт-  Ѳ,  -\-пгд*  (соз  у — к  зт  у)3  ) 


В  общем  случае  поверхности  постоянной  амплитуды  и  поверхности  постоянной 
фазы  не  совпадают  друг  с  другом,  и  поэтому  волна  в  металле  оказывается  не - 
однородной. 

Если  квадратный  корень  в  (9)  обозначить  Через  п\  то  уравнение  для  5ІпѲ* 
можно  переписать  в  виде  зт  =  зт  Ѳ,/л',  т.  е.  в  форме  закона  Снсллиуса. 
Однако  здесь  п '  зависит  не  только  от  величин,  характеризующих  среду,  но  и 
от  угла  падения  Ѳ,. 

Подставляя  комплексное  значение  для  Ѳ*  из  (1)  в  формулы  Френеля  (см. 
п.  1.5  2),  легко  также  получить  выражения  для  амплитуд  и  фаз  преломленной 
и  отраженной  волн  В  явном  виде  они  будут  приведены  в  п  13.4.1  при  изло¬ 
жении  теории  слоистых  проводящих  сред.  Здесь  мы  покажем,  как  можно  по¬ 
лучить  оптические  постоянные  металла  из  наблюдений  отраженной  волны. 

Так  как,  по  предположению,  первой  средой  служит  диэлектрик,  то  отра¬ 
женная  волна  будет  обычной  (однородной)  волной  с  вещественной  фазой.  Как 
и  в  (1.5.21а),  компоненты  амплитуды  падающей  волны  А  „  и  и  соответст¬ 
вующие  компоненты  отраженной  волны  Я  ц  и  І?л_  связаны  соотношениями 


Я  я 


1ч  (О,  — 0?)  , 

~*вЮ14-0,)/1и 


&іп  (Ѳ,  — Ѳ*)  А 
8111(0,4-0*)  1 


ПО) 


Поскольку  угол  Ѳ,  комплексный,  то  комплексны  и  отношения  Я\\!А  и  и  Я_і(АІУ 
т  е  при  отражении  происходят  характерные  изменения  фазы  Таким  образом, 
падающий  лшіеипо  поляризованный  свет  при  отражении  от  поверхности  ме¬ 
талла  в  общем  случае  становится  эллиптически  поляризованным 

Пусть  фи  и  ф_ц  —  фазы,  а  рц  и  рх  —  абсолютные  значения  коэффициентов 
отражения,  т.  е. 

Я,  Я 

л,,  =  -^-=Рі!ехр(*Фп),  Гх  =  д±р=рхехр((ф1).  (11) 


Предположим,  что  падающий  свет  линейно  поляризован  и  азимутальный  угол 


равен  аі%  т.  е. 


(12) 


и  пусть  ат  —  азимутальный  угол  (обычно  комплексный)  для  отраженного 
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света.  Тогда  *) 


где 


СО  5  (Ѳ|  -  Ѳ^) 

С05  іѲ(+Ѳ*) 


а,  =  Ре-'д  1§а„ 


д  =  Ф!І  —  Ч>1- 


(13) 

(14) 


Заметим,  что  величина  <хг  вещественна  в  следующих  двух  случаях: 

1 .  При  нормальном  падении  (Ѳ,  =  0);  тогда  Р  —  1  и  А  =  — я,  так  что  1§аг  — 

=  — 

2.  При  скользящем  падении  ( 0 ,  =  я/2);  тогда  Р  =  1  и  Д  =  0,  таю  что  1§аг  = 

■=і§а,. 

Необходимо  напомнить,  что  в  случае  нормального  падения  направления 
падающего  и  отраженного  лучей  противоположны,  таким  образом,  отрицатель¬ 
ная  величина  1даг  означает,  что  направление  поляризации  линейно  поляризо¬ 
ванного  света  не  изменяется  в  пространстве.  Оно  не  меняется  и  при  скользящем 
>гле  падения. 

Между  двумя  только  что  рассмотренными  экстремальными  углами  су¬ 
ществует  так  называемый  главный  угол  падения  Ѳ„  для  которого  А  = — я/2. 
При  этом  угле  линейно  поляризованный  свет 
в  общем  случае  превращается  после  отраже¬ 
ния  в  эллиптически  поляризованный  свет,  но, 
как  легко  видеть  из  (1.4  316)  (для  6  =  я/2), 
одна  из  осей  эллипса  поляризации  параллель¬ 
на,  а  другая  перпендикулярна  к  плоскости  па¬ 
дения  Если,  кроме  того,  Яі§ссг  =  1,  то,  сог¬ 
ласно  (13),  і&аг  =  — І  и  отраженный  свет  по¬ 
ляризован  по  кругу . 

Предположим,  что  на  металл  падает  ли¬ 
нейно  поляризованный  свет,  и  между  Я  ч  и 

вводится  с  помощью  подходящего  компен¬ 
сатора  (см  п  14.4.2)  дополнительная  разность  фаз  А.  Если  полная  разность 
фаз  равна  нулю,  то,  согласно  (13),  отраженный  свет  линейно  поляризован  с 
азимутом  а'п  определяемым  из  соотношения 

р  «,*•  (і5) 

По  очевидным  причинам  угол  аг  называется  углом  восстановленной  поляриза¬ 
ции,  хотя  его  обычно  определяют  только  для  падающего  света,  линейно  поля¬ 
ризованного  с  азимутом  **)аг  =-45°.  Значения  а'г  и  Р ,  относящиеся  к  главному 
\ілу  падения  Ог  =  0,,  обозначим  соответственно  через  а'г  и  Р .  Если  мы  пред¬ 
ставим,  что  вокруг  эллипса  поляризации  отраженного  света,  падающего  под 
главным  углом  (дополнительная  компенсация  отсутствует),  описан  прямоуголь¬ 
ник,  стороны  которого  параллельны  и  перпендикулярны  плоскости  падения, 
то  отношение  его  сторон  составляет  Рі§ аг,  а  угол  между  диагональю  и  плос¬ 
костью  падения  равен  аг  (рис.  13.1). 

Для  дальнейшего  полезно  ввести  такой  угол  ф,  что 

(16) 

значение  ф,  соответствующее  главному  углу  падения,  обозначим  через  ф. 

Используя  (1)  и  (10)  и  зная  постоянные  металла  п  и  /с,  легко  найти  зависи¬ 
мость  величины  /^(=іёФ)  и  А  от  Ѳг.  На  рис.  13  2,  а  она  показана  для  типич¬ 
ного  случая.  На  рис.  13.2,  6  для  сравнения  приведены  аналогичные  кривые. 


N 


^3 

Рис  13  1  Эллипс  поляризации  для 
света,  отраженного  от  металла  при 
главном  угле  падения. 


*)  Мы  пишем  — іД,  а  пс  +гД  в  экспоненте  правой  части  (13),  чтобы  облегчить  сравнение 
с  результатами,  приведенными  в  §  1  5 

**)  Тогда  аг  равен  углу  ф,  введенному  в  (16). 
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относящиеся  к  случаю  отражения  от  прозрачного  диэлектрика.  Для  света, 
отраженного  от  поверхности  металла,  отсутствует  тот  резкий  скачок  4  от  — л 
до  0,  который  происходит  при  отражении  света  под  углом  Брюстера  от  прозрач¬ 
ного  диэлектрика.  Отсутствует  также  острый  максимум  равный  беско¬ 

нечности,  и  кривая  для  металла  оказывается  довольно  гладкой  и  имеет  срав¬ 
нительно  широкий  максимум.  Угол 
падения,  при  котором  достигается  этот 
максимум,  иногда  называют  углом  наи¬ 
большей  поляризации.  Он  очень  близок 
к  главному  углу  падения  Ѳг.  Обыч- 
Оі  но  допускают,  что  указанный  максимум 
находится  точно  при  Ѳ*.  Это  предполо¬ 
жение  почти  всегда  оправдывается,  ес¬ 
ли  п2(\  Н-  /с2)§>  1,  что  обычно  и  наблю¬ 
дается  (см.  ниже  табл.  13.2).  Однако  в 
общем  случае  эти  два  угла  различны. 
Например,  для  серебра  при  длине  вол¬ 
ны  3280  А  величина  п*(  1+/с2)  мала; 
Ѳ*  =  47,8°  и  ф  =  58,2",  тогда  как  мак¬ 
симум  приблизительно  соответ* 
ствует  Ѳ,  -=  40°  и  фмакс  =  60,5°. 

Вообще  говоря,  проблема  заклю- 


0  15°30о45ав0а75о9ГѲі 

Ф 


гиО  15°Здо45°88075оЖ  % 

Рис.  13.2.  Величины — А=фі — фц  и  Р=ійф— 

“РіУРіІ  ,  характеризующие  изменение  состоя¬ 
ния  поляризации  света  при  отражении  от  ти-  _ 

пичного  металла  (а)  и  прозрачного  диэлект-  чается  не  в  том,  чтобы  найти  а)>  и  Д  по 
рика  (б).  известным  значениям  п  и  к,  а  чтобы 

определить  п  и  к  из  экспериментально 
наблюдаемых  амплитуды  и  фазы  света,  отраженного  от  металла. 

Так  как  все  величины  р  „ ,  <р  „ ,  <рх,  ф  и  Д  являются  функциями  а  так¬ 
же  п  и  /с,  то  измерение  любых  двух  из  них  для  какого-то  значения  угла  падения 
0,  позволит,  вообще  говоря,  найти  п  я  к.  Во  многих  экспериментах  определяют 
последние  две  из  этого  ряда  величин,  и  поэтому  мы  выведем  фундаментальные 
зависимости  п  и  к  от  ф  и  Д.  Из  (1)  и  (13)  имеем 

1  — Р  ехр  (—  г  А) _  сов  Ѳ,  С08  Ѳ;  _  V я3  —  зіп^Ѳ,- 


1  +  Рехр( — іД)  йіп  0г  5і п  Ѳ*  зіп  Ѳ/  Ѳг- 

Так  как  Р  =  І&ф,  левую  часть  уравнения  (17)  можно  привести  к  виду 

1  —  Р  ехр  ( —  ІД) _ 1  —ехр  ( —  іД)  ф  _ соз  2ф -ф  і  зт  2ф  зіп  Д 

1  И- Р ехр  ( —  ІА)  1  «фехр  ( —  і Д)  ф  1  зіп  2ф~со<Гд  ~~~  * 

Из  (17)  и  (18)  имеем 


-5ІПг  0; 


соз  2ф  -ф  і  біп  2ф  5Іп  А 
1  +5ІП  2ф  соз  Д 


5Іп  Ѳ,  Ѳ/ 

В  видимой  области  спектра  обычно 

Яа(14-«а)>1, 

и  поэтому  величиной  зі  п2  0г  можно  пренебречь  по  сравнению  с  я9.  Тогда 

п  _  (1  -фік)  ^ _ _  сой  2ф  -ф  і  5Іп  2ф  зіп  А 

1  -{-  зіп  2ф  соз  Д 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


(22а) 


зіп  0{  і§;  0/  аіп  0/  0 1 

Приравнивая  вещественные  части,  найдем 

^  5ІП  0,  Ѳ,  С05  2ф 
~  і  4-  зіп  2ф  соз  Д  1 

Приравнивая  мнимые  части  и  используя  (22а),  получим 

к  т  (р;  2ф  зі п  Д„  (226) 

Эти  выражения  дают  возможность  рассчитать  оптические  постоянные  пик 
по  измеренным  значениям  ф  и  Д  при  любом  угле  падения,  В  частном  случае, 
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если  измерения  проводятся  при  главном  угле  падения  Ѳ*,  то  А— — гс/2,  ф  — 
=  ф  и  уравнения  (22а)  и  (226)  переходят  в 

пж  —  зіп  Ѳ,-  соз  2ф,  (23а) 

к  «  —  і§2ф.  (236) 

Иногда  оказываются  полезными  и  другие  соотношения  для  п  и  к.  Без  ис¬ 
пользования  условия  (20)  найдем,  возводя  в  квадрат  (19), 


Я2 — зіп2  Ѳ/  соз2  2ф —  зіп2  2 ф  зіп2  Л-|-  і  зіп  4ф  зіп  А 

~~  (1-1-  51  п  2ф  С05  А)2 

Если  подставить 

п 2  =  пг  (1  — /с2) +  2  іпък 


(24) 


и  приравнять  отдельно  вещественную  и  мнимую  части,  то  мы  получим 


п2(Ь 


-Кг)  —  5ІП“  0,-  ( 


1  + 


1§г2  Ѳ/  (соз2  2ір  —  зіп2  2ф  зіп2  А) 


2п2к  = 


( 1 4-  зіп  2'ф  соз  А)2 
зіп2  Ѳг  і.^2  0,-  зіп  4ф  зіп  А 


}■ 


(1*  >  51П  2ф  соз  Д)2 


В  частности,  при  главном  угле  падения  (0^  =  0ІУ  Д  = — я/2)  эти 
принимают  вид  *) 

п 2  (1  — к 2)  =  зіп2  Ѳ/  (1  +  соз  4ф), 

2п2к  =  —  зіп2  Ѳ,  і§2  Ѳ,  зіп  4ф. 


(25а) 

(256) 

уравнения 

(26а) 

(266) 


Формулы  (25)  дают  не  п  и  /с,  а  комбинации  /га(1  —  к2)  и  п2к.  Обращаясь 
к  (13.1.16),  мы  видим,  что  эти  величины  имеют  простой  физический  смысл. 
При  р  —  1  (что  всегда  справедливо  в  оптическом  диапазоне)  п2(1  —  к1)  —  ди¬ 
электрическая  постоянная,  а  /г3;с  —  отношение  проводимости  к  частоте.  Из 
значений  этих  величин  и,  в  частности,  из  их  дисперсии  можно  получить  ин¬ 
формацию  о  структуре  металлов  (см.  ниже,  §  13.3). 

До  сих  пор  наш  анализ  относился  к  амплитудам  компонент  отраженного 
света,  но,  как  мы  вскоре  увидим,  можно  получить  полезную  информацию  и  из 
сравнения  интенсивностей  отраженного  и  падающего  света,  особенно  при  боль¬ 
ших  длинах  воли.  Для  нормального  падения  (В,  =-0)  различие  между  /?  и  и 
исчезает,  плоскость  падения  становится  неопределенной,  и  можно  написать 


я» 

2 

«1 

Л. 

(27) 


Если  использовать  (1)  и  (10)  (или  заменить  п  на  п  в  (1.5.23)),  то  мы  получим 


п  —  \  2  _  п*  (1 4-х2)Н- 1  —  2п 
Я+1  п2  (1 4-я2)  4- 14- 2л  * 


(28) 


Оптические  постоянные  многих  металлов  определялись  с  помощью  изме¬ 
рений  в  отраженном  свете.  В  табл.  13.2  приведены  значения  постоянных,  най¬ 
денные  различными  исследователями  для  длины  волны,  соответствующей  жел¬ 
той  области  видимого  спектра.  Металлы  расположены  в  порядке  убывания  их 
отражательной  способности  31.  Отметим,  что  во  всех  случаях  пСпк,  и  по¬ 
этому,  согласно  (13.1.16а),  рв  и,  следовательно,  г  отрицательны  (поскольку 
в  оптическом  диапазоне  р^  1).  На  первый  взгляд  представляется,  что  отрица¬ 
тельной  диэлектрической  проницаемости  нельзя  приписать  физический  смысл. 


*)  Уравнения  (23)  и  (26),  которые  справедливы  только  при  главном  угле  падения,  про¬ 
ще,  чем  более  общие  выражения  (22)  или  (25),  и  лишь  по  этой  причине  многие  эксперимента¬ 
торы  ограничивались  измерениями  при  главном  угле.  Для  других  углов  падения  эксперимен¬ 
тальная  точность  может  быть  выше.  Выбор  подходящего  угла  падения  рассматривается  в  ра¬ 
ботах  [2—6]. 
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Позже  мы  покажем,  что  это  не  так  и  что  отрицательное  значение  е  можно  объ¬ 
яснить,  исходя  из  некоторых  простых  предположений  об  электронном  меха¬ 
низме  проводимости.  Из  табл.  13.2  может  показаться,  что  значения  я  <7  1  всег¬ 
да  связаны  с  высокой  отражательной  способностью,  однако  это  не  является 
общим  правилом  *), 

Таблица  13.2 


Оптические  постоянные  металлов  для  длины  волны  ^=5893  А 
(Д-динмя  натрия)  [7] 


Металл 

п 

ПК 

Я 

Исследователь 

Натрий  твердый 

0,044 

2,42 

0,97 

Дункан 

1913 

Серебро  массивное 

0,20 

3,44 

0,94 

Оппитц 

1917 

Магний  массивный 

0,37 

4,42 

0,93 

Друде 

1890 

Калий  расплавленный 

0,084 

1,81 

0,92 

Натансон 

1928  1 

Кадмий  массивный 

1,13 

5,01 

0,84 

Друде 

1890  і 

Алюминий  массивный 

1,44 

5,23 

0,83 

Друде 

1890 

Олово  массивное 

1,48 

5,25 

0,83 

Друде 

1890  1 

Золото  электролитическое 

0,47 

2,83 

0,82 

Мейер 

1910 

Ртуть  жидкая 

1!,60 

4,80 

0,77 

Ловери  и  Мур 

1932 

Цинк  массивный 

1,93 

4,66 

0,75 

Мейер 

1910 

Медъ  массивная 

0,62 

2,57 

0,73 

Оппитц 

1917 

Галлий  монокристалл 

3,69 

5,43 

0,71 

Ланге 

1935 

Сурьма  массивная 

3,04 

4,94 

0,70 

Друде 

1890 

Коба  л  ы  массивный 

2,12 

4,04 

0,68 

Майнор 

1904 

Никель  электролитический 

1,58 

3,42 

0,66 

Мейер 

1910 

Марганец  массивный 

2,41 

3,88 

0,64 

Литтлтон 

1911 

Свинец  массивный 

2,01 

3,48 

0,62 

Друде 

1890 

Платина  электролитическая 

2,63 

3,54 

0,59 

Мейер 

1910 

Рений  массивный 

3,00 

:  3,44 

0,57 

Ланге 

1935 

Вольфрам  массивный 

3,46 

1  3,25 

0,54 

Литтлтон 

1912 

Висмут  массивный 

1,78 

2,80 

0,54 

Мейер 

1910 

Железо  испаренное 

1,51 

1,63 

0,33 

Мейер 

1910 

Значения,  указанные  в  табл.  І3.2,  не  согласуются  с  формулами  (13.1.160) 
или  (13.1.24).  Нацример,  для  меди  о  —  5,14*  101Т  се/с~\  так  что  для  света  с  дли¬ 
ной  волны  5893  А  (ѵ~5*1014  сек~1)  а/ѵ~103,  тогда  как,  согласно  таблице, 
п2к  1,57.  Кроме  того,  изучение  зависимости  оптических  постоянных  от  час¬ 
тоты  показывает  значительно  более  сложное  поведение,  чем  предсказанное 
нашей  формулой  (см.  ниже,  рис.  13.3).  Таким  образом,  необходимо  сделать 
заключение,  что  наша  теория  не  адекватна,  когда  она  применяется  к  излуче¬ 
нию  в  видимой  области  электромагнитного  спектра.  Это  расхождение  между 
теорией  и  экспериментом,  по-видимому,  не  так  удивительно,  если  вспомнить, 
что  даже  для  прозрачных  сред  соотношение,  связывающее  материальные  по¬ 
стоянные  с  показателем  преломления  (соотношение  Максвелла  ре  =^=  /г3),  имеет 
ограниченную  применимость.  Объяснение  аналогично  данному  ранее:  мы  не 
находим  подтверждения  предположению,  что  е,  р  и  о  являются  действительно 
постоянными  и  должны  рассматривать  их  как  функции  частоты;  следовательно, 
и  показатель  преломления,  и  показатель  поглощения  также  будут  зависеть 
от  частоты.  Единственное  различие  в  механизме  дисперсии  заключается  в  том, 
что  в  прозрачной  среде  дисперсия  связана  с  вынужденными  колебаниями  свя¬ 
занных  электронов,  тогда  как  в  металле  она  связана  с  вынужденными  колеба¬ 
ниями  свободных  электронов.  Мы  подробно  обсудим,  это  в  §  13.3;  здесь  мы  от¬ 
метим  лишь,  что  если  интерпретировать  е  как  статическую  диэлектрическую 
проницаемость  и  о  —  как  статическую  проводимость,  то  можно  ожидать,  что 


*)  Когда  п  <  1 ,  вещественная  фазовая  скорость  с/п  превышает  скорость  света  в  вакууме» 
\  но,  как  показано  в  конце  п.  1.3.3,  это  не  противоречит  теории  относительности. 
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наша  теория  окажется  справедливой  только  для  достаточно  медленных  колеба¬ 
ний  (длинных  волн).  Хаген  и  Рубенс  [8]  показали,  что  для  инфракрасного 
излучения  с  длиной  волны  ^]>1,2*10-3  см  отражательная  способность,  рас¬ 
считанная  по  данным  о  статической  проводимости,  находится  в  хорошем  согла¬ 
сии  с  экспериментом. 

Если  подставить  я  и  пк  из  (13.1.24)  в  уравнение  (28),  оно  примет  вид  (счи¬ 
тается,  что  р  —  1) 


2^-+1-2^а/ѵ 

Я  =  — - — . 

2І+1+2ЙѴ 


(29) 


Когда  ѵЛт  достаточно  мало,  можно  пренебречь  единицей  по  сравнению  с  дру¬ 
гими  членами  и  разложить  (29)  в  ряд  по  степеням  ]/ѵ/сс  Тогда  мы  получим 

Зіъ  1— 2і/ѵ/5+.~.  (30) 


Хагён  и  Рубенс  нашли,  что  при  Я,  —  1,2*10“®  см  для  меди  1 — 5І  — 1, 6*10“2, 
тогда  как  использование  в  (30)  статической  электрической  проводимости  дает 
1  — =1,4- 10“-». 

При  увеличении  длины  волны  величина  31  становится  почти  равной  еди¬ 
нице,  так  что  трудно  измерить  1 — 31  с  достаточной  точностью.  Однако  Хаген 
и  Рубенс  получили  полезные  оценки  косвенным  методом.  Согласно  закону 
Кирхгофа  для  теплового  излучения  *)  отношение  излучательной  способности 
Еу  к  поглощательной  способности  Лѵ  какого-либо  тела  **)  зависит  лишь  от 
частоты  излучения  ѵ  и  температуры  Т  этого  тела,  но  не  от  его  природы,  т.  е, 

Еу/Аѵ  —  К  (ѵ,  Т).  (31) 

Здесь  К(ѵ,  Т)  —  универсальная  функция  ѵ  и  Т.  Очевидно,  К  равно  излуча¬ 
тельной  способности  тела,  поглощательная  способность  которого  равна  еди¬ 
нице  (так  называемое  абсолютно  трное  тело).  Рассмотрим  металлический  об¬ 
разец  такой  толщины,  что  вся  энергия  падающего  излучения,  которая  не  от¬ 
ражается,  поглощается  внутри  образца.  Тогда 

Л,=  1—  Я,  (32) 

и  из  (30),  (31)  и  (32)  получим  __ 

А  _  _ о  і/  ѵ 

Л*~"  к  (ѵ,  Т)  ~~  V  СТ  * 
или  ^ 

і/аЯѵ  =  2/ѵК(ѵ,  Г). 

Правая  часть  последнего  уравнения  не  зависит  от  природы  металла.  Это  хорошо 
известная  функция  ѵ  и  Т,  причем  функция  К{\\  Т)  точно  известна  и  из  экспе¬ 
римента,  и  из  теории  и  выражается  знаменитой  формулой  Планка  ***). 

Отсюда  следует,  что  справедливость  формулы  (30)  можно  проверить  даже 
тогда,  когда  отражательная  способность  31  очень  близка  к  единице.  Определяя 
проводимость  а  и  излучательную  способность  Еѵ  в  зависимости  от  частоты 
и  температуры,  легко  установить,  удовлетворяет  ли  произведение  \  оЕч  урав¬ 
нению  (34).  Хаген  и  Рубенс,  используя  так  называемые  остаточные  лучи , 
подтвердили  справедливость  уравнения  (34)  для  длинного  инфракрасного  из¬ 
лучения.  Остаточные  лучи  —  это  лучи,  которые  остаются  из  всего  широкого 


(33) 

(34) 


*)  См.,  например,  [9]  или  [10]. 

**)  Под  излучательной  способностью  понимается  лучистая  энергия /испускаемая  телом 
в  ед  или  а  у  времени,  под  поглощательной  способностью  —  часть  лучистой  энергии,  падающей 
на  тело,  которая  поглощается  им. 

***)  См.,  например,  [11]. 
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спектрального  интервала  после  ряда  отражений  от  определенных  кристаллов, 
например  флуорита,  каменной  соли  или  сильвина.  Указанные  вещества  обла¬ 
дают  резко  выраженными  максимумами  поглощения  в  спектральной  области  от 

?.  =  22,9  мк  до  63  мк  и,  следова  гельно,  (см. 
(28))  высоким  селективным  отражением  для 
таких  длин  волн. 

На  рис.  13.3  приведены  эксперименталь¬ 
ные  кривые,  иллюстрирующие  зависимость  п 
и  пк  от  длины  волны  для  серебра.  Для  срав¬ 
нения  показана  также  теоретическая  кривая, 
рассчитанная  по  формуле  (13.1  24).  Здесь  при¬ 
нят  логарифмический  масштаб,  и  поэтому  те¬ 
оретический  график  имеет  вид  прямой 

Ідтеда  1/21§А,  +  С, 


ш 


$0 


щ 

1,0 


р 

2? 

А 

Г  п 

Т, 

уІ 

1 

/ 

\ 

у 

Ъ 

I 

Ж 

с, 

/ш 

/ 

1 

1 

у 

]Г 

и 

* 

! 

"Т 

_ У 

/ 

[ 

где  С  =  У  ро/с.  Воспользовавшись  (13.1.24) 
и  (30),  можно  также  выразить  п  п  пк  через 
отражательную  способность  (для  длинных 
волн)  в  виде 

п  т  пк  і _ ^  *  (35) 


Рис.  13.3.  Зависимость  оптических 
достоянных  серебра  от  длины  волны, 
/-теоретическая  кривая  пк,  II -экспе¬ 
риментальная  кривая  2/(1  -5?)  III  — 
эксперимент  ал  і  кая  крі  ваі  пк  IV  —  экс 
перимепталыіан  кривая  п  Лсісрис]  яи- 
ческий  масштаб 


График  функции  2/(1 — &і)  также  приведен 
для  сравнения  на  рисунке.  Мы  видим,  чго 
экспериментальная  кривая  для  пк  имеет  рез¬ 
кий  минимум  вблизи  Х  =  3000  А,  а  кривая 
для  п  —  значительно  более  плоский  минимум 
вблизи  X  —  5000  А  В  области  X  -  3300  А  от¬ 


ражательная  способность  серебра  очень  мала. 
При  увеличении  длины  волны  экспериментальные  кривые  приближаются 
к  теоретической  кривой,  рассчитанной  по  измеренной  электропроводности. 


§  13.3.  Элементарная  электронная  теория 
оптических  постоянных  металлов 

Формальная  теория,  развитая  в  предыдущих  разделах,  рассматривает 
металл  как  непрерывную  проводящую  среду,  характеризуемую  диэлектриче¬ 
ской  проницаемостью  е,  магнитной  проницаемостью  р  и  электрической  про¬ 
водимостью  а.  Как  мы  видели,  эту  теорию  нельзя  считать  достаточно  удов  іеі- 
ворительной  в  оптической  области  электромагнитного  спектра.  Лучшей  пред¬ 
ставляется  теория,  которая  рассматривает  металл  не  как  бесструктурную  срсд>, 
а  как  систему  фиксированных  ионизированных  атомов  металла  и  свободно 
(или  почти  свободно)  движущихся  между  ними  электронов.  В  соответствии  с 
(13  1.7)  полный  свободный  заряд  в  металле  равен  нулю,  но  можно  предположить, 
что  именно  подвижность  свободных  электронов  служит  причиной  зависимое?  і 
оптических  постоянных  металла  от  частоты  падающего  излучения.  Если  рас¬ 
сматривать  электроны  как  частицы,  подчиняющиеся  законам  классической 
механики,  то  такая  теория  по-прежнему  не  будет  удовлетворительно  описы¬ 
вать  все  наблюдаемые  особенности  поведения  металла.  Полное  согласие  с  экспе¬ 
риментом  способен  дать  лишь  подход,  основанный  на  квантовой  механике. 
Однако  такое  рассмотрение  выходит  за  рамки  настоящей  книги.  3  \ссь  мы 
лишь  кратко  укажем,  как  классическая  атомистическая  модель  объясняет,  по 
крайней  мере  до  известной  степени,  те  расхождения,  с  которыми  мы  столкну¬ 
лись. 
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Рассмотрим  электроны»  движущиеся  через  решетку,  образованную  иона¬ 
ми.  Они  движутся  практически  свободно,  за  исключением  коротких  периодов 
столкновений  с  ионами,  н  течение  которых  между  ионами  и  электронами  про¬ 
исходит  обмен  небольшими  количествами  энергии.  Мы  не  можем  входить  в  де¬ 
тальное  исследование  этого  процесса,  который  необходимо  рассматривать 
с  помощью  статистических  методов  кинетической  теории  іазов.  Весьма  прав¬ 
доподобным  представляется  вывод  о  том,  что  указанный  процесс  в  среднем 
можно  характеризовать  определенной  силон  трения,  пропорциональной  и 
проішзоположпои  по  направлению  скорости  движения  некоторой  квазичасіи- 
ны  Поведенію  этой  квазичастицы,  являющейся  моделью  электрона,  отражает 
среднее  поведение  всей  системы  электронов  Уравнение  движения  такого  мо¬ 
дельного  электрона  в  электрическом  поле  Е  запишется  в  виде 

тѵ  —  пфѵ  —  еЕу  (1) 

где  т  —  масса,  е  —  заряд  электрона  и  р  —  показатель  затухания,  отнесенный 
к  единице  массы.  Для  того  чтобы  понять  смысл  постоянной  р,  рассмотрим  вна¬ 
чале  случай,  когда  электрическое  поле  отсутствует.  Если  Е  =  0,  то 

г-НЗг  =  0.  (2) 

Решение  этого  уравнения  имеет  вид 

г  =  г0— уѵ0ехр(— РО.  г  =  ѵ=  ѵ0ехр(— р^).  (3) 

Мы  видим,  что  в  данном  случае  электрон  экспоненциально  замедляется,  начи¬ 
ная  от  скорости  ѵ0*  причем  показатель  затухания  равен  (3.  Время  т=  1/р  на¬ 
зывается  временем  затухания. 

Рассмотрим  теперь  гармоническое  во  времени  поле  Е~Еэехр( — ші). 
Тогда  решение  уравнения  (1)  является  суммой  двух  членов,  один  из  которых 
представляет  затухающее  движение  (решение  однородного  уравнения  (2)), 
а  другой  описывает  периодическое  движение 


г  т(ш2Н~фа>)  ^ 

Периодическое  движение  вносит  в  поляризацию  среды  вклад  р  =  ег.  Если 
в  единице  объема  содержится  N  свободных  электронов,  то  полная  поляризация 
Р,  обусловленная  всеми  электронами,  равна 

р  =  ТУр  —  ^(сйМ-’Грш)  Е*  <5) 

Так  как  ьЕ~  Е-МяР,  отсюда  следует,  что 

-  _ ,  ,сч 

т(  + 

Поскольку  (при  р  =  1)  е  =  /г2  (1  —  к2)  4-  2т2к,  то,  приравнивая  отдельно  ве¬ 
щественные  и  мнимые  части  и  используя  уравнения  (13.1.16),  получим 


е  =  /га  (1  —  к2)  =  1- 


(7а) 

(76) 


т( о>2  +  ра)  * 

0Г-_гу  . 

Если  р  невелико,  то  для  достаточно  малых  значений  со  величина  е  отрицатель¬ 
на  Критическое  значение  о>с,  при  котором  е  меняет  знак,  определяется  выра¬ 
жением 

„  4.т&Ѵе2  /оѵ 

®|  =  — - (8) 


Используя  это  выражение,  можно  переписать  уравнения  (7)  в  виде 

<о?+Р2 


6  =  я2  (1  — к2)  —  1 


2 со  (со-  Р 


37 


(9а) 

(Щ 
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Предположим,  что  со|  значительно  больше  рз;  тогда  вместо  (8)  мы  можем 
написать 


4  пМе2 

т  * 


(10) 


Если  ограничиться  также  достаточно  высокими  частотами  (со2^>Р2),  то  вместо 
(9)  получим  более  простые  формулы 


е  =  п2(1  — к2)ъ  1 


-(*)■• 


(Па) 


а_ 

~ѵ 


2ш 


(116) 


Из  (11а)  следует,  что  если  со<<йс,  то  г  отрицательно  и  /с>1.  Мы  видим 
теперь,  что  отрицательное  значение  вещественной  части  диэлектрической  про¬ 
ницаемости  имеет  вполне  определенный  смысл.  Оно  указывает,  что  поле,  воз¬ 
никающее  в  результате  колебаний  электронов,  находится  в  противофазе  с  воз¬ 
буждающим  полем.  Отражательная  способность,  определяемая  выражением 
(13.2  28),  в  рассматриваемом  случае  очень  велика.  Если  же  оз>-сос,  то  е  при¬ 
нимает  положительное  значение,  к  не  превышает  единицы  и  отражательная 
способность  падает  до  чрезвычайно  низкого  значения.  Среда  становится  до¬ 
вольно  прозрачной,  похожей  на  диэлектрик. 

Именно  такие  явления  наблюдаются  в  случае  щелочных  металлов.  В  об¬ 
ласти  длинных  волн  они  непрозрачны  и  обладают  высоким  отражением,  тогда 
как  при  некоторой  критической  длине  волны  в  видимой  или  ультрафиолетовой 
области  спектра  они  становятся  прозрачными  и  сравнительно  мало  поглощают. 
Во  второй  строке  табл,  13.3  указаны  экспериментально  найденные  длины 


Таблица  13.3 

Критические  длины  волн  Ъс 


Металл 

Литий 

Натрий 

Калий 

Рубидий 

Цезий 

\ 

(^<г)  набя»  4- 
(^с)  расч»  А 
Аэфф 

2050 

2100 

'  3150 

3600 

4400 

1500 

2100 

2900 

3200 

3600 

0,54 

1,00 

0,85 

0,79 

0,67 

волн,  при  которых  происходит  такой  переход.  В  третьей  строке  приведены 
критические  длины  воли  %с  —  (2ж!аус,  рассчитанные  по  приближенной  формуле 
(10),  где  число  свободных  электронов  считается  равным  числу  N  атомов  в  еди¬ 
нице  объема.  Как  мы  видим,  для  всех  металлов,  кроме  натрия,  наблюдаемые  и 
рассчитанные  значения  критических  длин  волн  различны.  Последняя  строчка 
содержит  отношение  концентрации  «эффективных»  электронов  Агэфф  к  концент¬ 
рации  атомов,  найденное  из  соотношения 


^эфф  _  _ (^с)расч 


(12) 


Как  мы  видим,  это  число  порядка  единицы,  хотя  и  заметно  меньше  (для  всех 
металлов,  кроме  натрия).  Итак,  элементарная  теория  дает  правильный  порядок 
величины  параметров,  но  не  описывает  деталей  явления. 

Предложенную  выше  теорию  можно  улучшить,  если  вместо  грубых  прибли¬ 
жений  (И)  использовать  более  точные  формулы  (9),  содержащие  показатель 
затухания  р,  Однако  расчет  р  невозможен  в  рамках  классической  теории  и 
требует  привлечения  квантовой  механики.  Еще  одним  указанием  на  неудов¬ 
летворительность  классической  модели  служит  появление  другой  области 
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непрозрачности  при  коротких  длинах  волн,  которая  не  предсказывается  на¬ 
шими  формулами.  Наличие  этой  области  можно  объяснить  на  основе  квантовой 
механики  как  результат  поглощения,  связанного  с  внутренним  фотоэффекіом. 
За  счет  энергии  падающего  света  электроны  с  их  нормальных  орбиі  переходят 
в  возбужденные  состояния.  Однако  такие  соображения  выходят  за  рамки  на¬ 
стоящей  книги. 


§  13.4.  Распространение  волн  в  слоистой  проводящей  среде. 

Теория  металлических  пленок 

В  §  1.6  мы  изучали  распространение  электромагнитных  волн  в  слоистых 
диэлектрических  средах,  т.  е.  в  диэлектрических  средах,  оптические  свойства 
которых  зависят  лишь  от  одной  из  декартовых  координат.  Сейчас  мы  кратко 
рассмотрим  обобщение  теории  на  слоистые  среды,  содержащие  поглощающие 
элементы.  Таким  образом,  мы  предположим,  что  в  дополнение  к  в  и  р,  завися¬ 
щим  лишь  от  одной  координаты,  имеется  конечная  проводимость  а,  которая 
также  является  функцией  только  этой  координаты. 

В  начале  §  13.2  мы  уже  указывали,  что  все  формулы  гл.  1,  которые  со¬ 
держат  лишь  линейные  соотношения  между  компонентами  векторов  ноля 
гармонической  волны,  остаются  справедливыми  и  для  проводящих  сред,  если 
вещественную  диэлектрическую  проницаемость  е  и  вещественное  волновое 
число  к  заменить  соответственно  на  комплексную  диэлектрическую  проницае¬ 
мость  г  —  г  +  икса/ со  и  комплексное  волновое  число  к  —  со  У  а  (е  -г  *4яа/<а)/б\ 
Следовательно,  мы  можем  использовать  основные  формулы  теории  слоистых 
диэлектрических  сред,  выведенные  в  §  1.6,  при 


Диэлектрик 

Л/ 

7?з 

Проводник 

г^\Ч# 

Х\  \  'ХХр'  л/а  \ѵ' 

Диэлектрик 

щ 

Рис.  13.4.  Поглощающая  пленка, 
расположенная  между  двумя  ди¬ 
электрическими  средами. 


дет  сделано  указанное  формальное  измене¬ 
ние.  Отсюда,  в  частности,  следует,  что  слои¬ 
стую  поглощающую  среду  можно  характери¬ 
зовав  ь  матрицей  2x2.  Однако  элементы  этой 
матрицы,  в  отличие  от  матрицы,  относящейся 
к  диэлектрической  слоистой  среде,  уже  не  яв¬ 
ляются  вещественными  или  чисто  мнимыми, 
а  представляют  собой  і  комплексные  числа, 
содержащие  как  вещественную,  так  и  мни¬ 
мую  части.  , 

Для  иллюстрации  теории  подробно  рассмотрим  два  случая,  представляю¬ 
щих  практический  интерес. 

13.4.1.  Поглощающая  пленка  на  прозрачной  подложке.  Рассмотрим  пло¬ 
скопараллельную  поглощающую  пленку,  расположенную  между  двумя  ди¬ 
электрическими  средами  (рис.  13.4).  Формулы,  относящиеся  к  отражению  и 
пропусканию  пленкой  плоской  монохроматической  волны,  получаются  из 
уравнений  (1.6.55)  —  (1.6.58)  при  замене  и2  на  п%  —  п»{  1  Удобно  поло¬ 

жить 

ц2соз  Ѳа  =  и2-1-гоаі  (О 

где  и2  и  ѵ2  —  вещественные  величины.  Легко  выразить  и2  и  ѵ2  через  угол  па¬ 
дения  и  постоянные,  характеризующие  оптические  свойства  первой  и  второй 
сред.  Возводя  в  квадрат  (1)  и  используя  закон  преломления  /г25іп02  —  Пі5ІпѲь 
получим 

*  (и2-тіѵ2)2=^п\— /і?  зіп®  Ѳ2 .  1  (2) 

Приравнивая  отдельно  вещественную  и  мнимую  части,  найдем 
и\ — — к?)  —  п\  зіп^Ѳ,,  1 
—  пЫй,  I 


(3) 
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Отсюда  следует,  что 

2и\  =  п\(\  —  кі)  —  п2зіп2  Ѳг  +  Ѵ~\п\(\  - 
2ѵ\  =  — [/г|  (1  — к|)- 


(4) 


-к\)  —  П?5ІП2Ѳ1]3  +  4п|/С|,  ^ 

-Д?5ІПа  +К  [«1(1—  к*)-—  зіп2  Ѳх]  Ч- .  I 

Далее  необходимо  найти  коэффициенты  отражения  и  пропускания  для 
поверхностей  раздела  1 — 2  и  2 — 3  соответственно,  поскольку  эти  коэффици¬ 
енты  входят  в  формулы  для  коэффициентов  отражения  и  пропускания  пленки. 
Мы  отдельно  рассмотрим  случаи,  когда  электрический  вектор  падающей  волны 
перпендикулярен  и  параллелей  плоскости  падения. 

Электрический  вектор  перпендикулярен  плоскости  падения  (ТЕ  волна). 
В  этом  случае  при  замене  в  (1.6.55)  величины  пЛс оз02  на  пг соз Ѳ2  —  иг  +  іѵг 
получим 

Г  руп  Гш  ,  Щ  созѲт—  (и2  +  іѵ9)  - 

12  [-12  Р  (  Фіа)  щ  СОЧ  -|-(ы24-Ш2)  *  ^ 

Позже  нам  понадобятся  выражения  для  амплитуды  Рі2  и  изменения  фазы  ф1в 
в  явном  виде.  Из  (5)  найдем 

(%с 05  Ѳ1  —  м2}2-и!  * _  2ѵ2пг  СОЗ  0! 

Фі2  =  —  ;  3 — ру„,д- Г  *  (о) 


12  (ПіСОЗ  От  4- «*)*-}-»?  '  ^  —  п{  соз^  ' 

Пропускание  на  первой  поверхности  раздела,  согласно  (1.6.56),  запишется 
в  виде 

гіз  =  т,„ехр(іх,,)  = - (7) 

12  12  Г  \  Л12/  Лг  С0$  Ѳі  Ч- «2  +  Ш2  Ѵ  / 

Это  дает 

,  _  (2п,  соз  Ѳ,)* _  _  щ 

Тіа  —  ,2  »  %із  (о) 


(і%і  соз  -\-и^  -рСа 


соз  Ѳ1  +  гіа 


Совершенно  аналогичным  образом  мы  получим  следующие  выражения  для 
отражения  и  пропускания  на  второй  поверхности  раздела: 

2 ѵ2п3  СО  5  Ѳ3 


2  (^3  С03  ^3 И2)2Ч"^2 

83  (л3  соз  03  +  и2)2  + 

Т2  4  (и  в  Д-  ^І) 

23  (л8соз  Ѳа  +  иа)2+^ 


Фаз  - 


2  ■  2  2  л  л  » 

— П,  соз- Ѳ3 
РаЯЭ  С05  Ѳ3 

й|  +  1»І  +  «2^зСОЗ  Ѳ3 


(9) 

(Ю) 


На  основании  закона  преломления  л,  зіпѲі  —  я2$іпѲ2,  п2  зіп  Ѳ2  =  я*  зіп  Ѳа; 
поэтому  угол  Ѳ3  определяется  через  Ѳ,  посредством  соотношения 

ЛзЗіпѲз-ЛхЗіпѲ^  (И) 

Электрический  вектор  параллелен  плоскости  падения  ( ТМ  волна). 

В  п.  1.6.3  было  показано,  что  формулы  для  коэффициентов  отражения  и 
пропускания  ТМ  волны  легко  получить  из  формул  для  ТЕ  волны,  заменяя 
величины  р3—п}  созѲ^  на  ^^  =  со&і )}1п}  (при  этом  среда  считается  немагнитной). 
Величины  г  и  і  теперь  представляют  отношения  магнитных,  а  не  электрических 
векторов.  В  частности,  из  (1.6.55)  следует,  что 

“-соз  Ѳі  —  -і-  созѲа  -2  л  -  о 

ги  =  Ри  ехр  (й р12)  =  «ізѲ, 


ІЙ  с05Ѳ‘+й7СО5 


п\  СОЗ  Ѳі  Лі«2  соз  Ѳа 


__  [я2  0 - «?)4-2(гЛ/С3]  СОЗ  0! - Щ  (Ио  +  ^з) 

1«І(1-^)  +  2шІ/са]  созѲ1+«1(и24^  іѵ2) 

Отсюда  легко  получить 

'  *  [я2  0  — СОЗ  Ѳх  —  П\ Цг]2+  [2 Л 2^ 2  СОЙ  О  I  —  Лі02]  2 

[п*  ( 1  —  к|)  соз  Ѳх  +  2  +  соз  Ѳх  4-  п^ъ] 2  1 

2 к2и2  (і  /с3)  ^2 


Рм 

фІ2  —  2пхп\  соз  Ѳі  ■ 


(12) 


(13) 


п\  (1 4- «У2  соз2Ѳі— л?  («1+^1) 
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Отношение  іг2  мы  получим  из  (1,6.56),  заменяя  п3- созѲу  на  созѲ/л;; 

Ап 

т  »  .  «і  С08  ’  2  [га*  (I  —  к\)  і-2/пгК.]  с-08  0г 

*12  —  Т12еХР  “  -  - 


А  С05  0!  + А  сов  0 2  И  (I  — к*)  +  2та«л]  соз  ѲіД-Яі  (ыа  +  Гоа) 


Отсюда 


4я{  (1  +/ера  соз2  Ѳх 


^0Сі9  = 


[л!(1  — ж|)  СО 5  Ѳ1+«1ы2]2+  [2л|«а  СОЗ  Ѳ1+Лі08]а  ’ 
_ п ,  {2км,  —  (і  — кІ)ѵ2] _ 

л 2  ( 1  л^)“  соз  0і  -р-  П\  [(і  — /с|)  и 2  2/са^2І 


(14) 


(15) 


Подобным  же  образом  мы  получим  следующие  формулы  для  коэффициентов 
отражения  и  пропускания,  относящихся  ко  второй  поверхности  раздела: 

[пі  (і  — К%)  СОЗ  Ѳ3  —  Я3и2 Р+  [2л 2^2  С05  ^3  —  ЯаРа]3 

[ла  (  1  —  /сі)  СОЗ  03  Н- Л3«3]3-[-  [2я1«3  СОЗ  Ѳ8  -)-Л802]2  1 

2 к  ,11, . (і  — /с|)  ѵ2 


Раз  = 

1§<Р23  =  2л3п|созѲ8 


(16) 


Л 2  (і  СОЗ^Од — 

_ 4 я»  (ца-~  ^1) _ 


Ч  Хм  = 


23  [л8иа  Н-лІ  (і  — кі)  соз  03]2  4-  [л3о3  +  2л|л:2  соз  Ѳ9]а 
я а  [(I  — /С^)2  Ра — 2к2«2]  соз  03 


(17) 


п3  [ігІ4-с1]  +  л*  [(1 — к,)2  ы.  +  2/с2о2]  соз  03 


Зная  величины  р12,  Фі2  и  т.  д.,  сразу  же  можно  найти  комплексные  коэф¬ 
фициенты  отражения  и  пропускания  пленки.  Полезно  положить 


2л  , 

Г>==ДГА’ 


так  что 


Р  — А  п2Н  соз  Ѳ2  =  (и2  +  іѵ2)  т|< 

Ад 

Уравнения  (1.6,57)  и  (1.6.58)  теперь  примут  вид 

г  -  п  РУН  //«  \  =  Ріа  ехр  (йріа)4-  Раз  ехр  (—  2ѵ.2ц)  ехр  \і  (<раэ-}-2ыаті)] 

*  г)  1  +  Р12Р23  ехР  ( —  2о2'*і)  ехр  [і  (ф12  +  фазН~2ад)]  * 

/  =  т13таз  ехр  (— 2у2г\)  схр  \і  (Хіа  +  Х*з-Ь«2Ч)1 

%}  1Н-рідР23схр(—  2о2т»)схр  [і  (Фп  +  фаз  +  ^і)]  * 


(18) 

(19) 

(20) 
(21) 


Выражения  для  отражательной  способности  Ж  и  изменения  фазы  при  от¬ 
ражении  6Г  получаются  непосредственно  из  (20);  имеем 

^  I  г  |2  __  Ріа  ехр  (2а2и)  +  РІз  ехр  (—  2гм])-[-2р1ар2з  соз  [ф83— ф12  +  2ыаті1  ^2) 
ехр  (2ѵ2ц)  +  р?2рІз  ехр  (— 2вд)  +  2р1араэ  соз  [фі2  +  фзз +2иап] 

5  _  Раз  (1  —  Ріа)  5ІП  (2^У]-{-ф2з)-1-ріа  Ир  (2оаір — р|3  ехр  (—  2е/>Щ  5ІП  Фіа  (23) 

Раз  (1  “Ьріг)  соз  (2ыаГ] -г'фаз)Н_Рі2  [ехР  (2о2іг])4-р23  ехр  ( — 2ѵ. 2Г])]  соз  ф12 


Эти  формулы  справедливы  как  для  ТЕ  волны,  так  и  для  ТМ  волны.  В  первом 
случае  вместо  р  и  <р  необходимо  подставить  значения,  определяемые  соотно¬ 
шениями  (6)  и  (9),  во  втором  —  формулами  (13)  г  (16)*  ‘ 


584 


МЕТАЛЛООНТИКА 


[гл  13 


Подобным  же  образ ом^  из  (21)  получаются  следующие  выражения  для 
пропускательной  способности  ЯГ  и  изменения  фазы  при  пропускании  6,: 


<Г 


сов  Ѳд  I  ^  і9 

лх  С05  Оі  I  * 

__  П1С08  Ѳ{  _ _ ТійТ^а  ехр  ( — 2цат|) _ 

«1  соь  Оі  ехр  (2 ѵ2ц)  +  р?2  раз  ехр  (— 2зд)  +  2р12р23 соз  [<р12  +  фгз  +  2ВДІ  * 


(24> 


і  ехр  (2огт|)  зіп  2^гг]  —  р12р23  зіп  (фіг  +  <р23) 
ехр  {2г;2гі>  соь  2ігаП  ЬРі2р2з  еоз  (ф12  +  ф23) 


Для  ТМ  волны  множитель  (лчсое 
(соз  Ѳ3/ /Із)/(С03 Ѳ|/Лг).  В  эти  формулы  и 


Ѳ,)/(л,со5  0,)  необходимо  заменить  на 
,-жно  подставить  значения,  определяемые 
соотношениями  (6),  (8)  —  (10)  для  ТЕ 
волны  и  (13),  (15)  —  (17)  для  ТМ 
волны. 

Напомним,  что  изменение  фазы 
при  отражении  (67.)  относится  к  пер¬ 
вой  границе,  а  изменение  фазы  при 
пропускании  (<\)  —  ко  второй. 

Уравнения  (22)  —  (25)  позволяют 
рассчитать  четыре  основные  величины. 


Рис.  13.5.  Зависимость  отражательной  способ¬ 
ности  и  пропускательной  способности 
меіаллическои  пленки  от  ее  оптической  тол- 


которые  характеризуют  отражение  и 
пропускание  поглощающей  пленки  за¬ 
данной  толщины  с  известными  оптиче- 
ск  ими  свойствам  и .  Н  а  р  и  с .  1 3 . 5  дл  я  н  е- 
которых  типичных  случаев  показана 
зависимость  отражения  и  пропускания 
от  толщины  пленки. 

Для  непоглощающей  пленки 
и  <Г  —  периодические  функции  тол¬ 
щины  пленки  к  с  периодом,  равным 
одной  длине  волны.  Как  мы  видим, 
поглощение  уменьшает  величину  по¬ 
следующих  максимумов  и  вызывает 
смещение  максимумов  в  направлении 
меньших  толщин.  В  оптическом  диа¬ 


щины  [12]. 


пазоне  поглощение  металлов  столь 


17!  =  !.  «2  =  3.5,  л,=  1.б  кд^к,  =  0,  0!  =  О.  велико,  что  толщина,  при  которой 


еще  имеется  заметное  пропускание, 
значительно  меньше  четверти  длины  волны*)  (см.  табл.  13.1).  Поэтому 
в  проходящем  свете  максимумы  и  минимумы  не  наблюдаются. 

В  оптике  металлические  пленки  применяются  главным  образом  для  полу¬ 
чения  высокой  отражательной  способности,  например  в  интерферометрах 
Фабри- — Перо  (см.  п.  /.6.2).  Такие  пленки  обычно  изготовляли  путем  хими¬ 
ческого  осаждения,  но  в  последнее  время  этот  метод  был  вытеснен  методом 
испарения  в  высоком  вакууме  (см.,  например,  [15]  или  [16]). 

Наконец,  рассмотрим  кратко  отражение  и  пропускание  «толстой»  пленки. 
Если  толщина  к  и,  следовательно,  параметр  г)  достаточно  велики,  то  в  (22)  — 
(25)  можно  пренебречь  всеми  членами,  которые  не  содержат  множителя 
ехр  (2ѵ2ц).  Например,  если  ехр  (2у2т|)  ^  100,  то  это,  как  правило,  не  приво¬ 
дит  к  ошибке,  превышающей  несколько  процентов.  Для  такой  пленки  при 


*)  Упрощенные  формулы,  относящиеся  к  таким  тонким  пленкам,  можно  получить,  разла¬ 
гая  числитель  и  знаменатель  (22)- —  (25)  в  ряд  по  степеням  толщины  пленки  и  оставляя  члены 
лишь  первых  нескольких  степеней  (см.  [13]). 

Оптические  свойства  тонких  металлических  пленок  в  видимой  и  инфракрасной  областях 
спектра  подробно  рассмотрены  в  работах  [14]. 


§  13  5] 


ДИФРАКЦИЯ  НА  ПРОВОДЯЩЕЙ  СФЕРЕ.  ТЕОРИЯ  МП 


585 


нормальном  падении  4л/ш2к2А^1п  100  =  4,61  или  (опуская  индекс  2) 

к  0,37 
А,  пк 


(26) 


Для  серебряной  пленки,  например,  я/с ^  3,67  при  X  —  5780  А  и  (26)  даег  Іг  3 
^  >710»  5,8*  ІО"6  см. 

Для  толстой  пленки  из  (22)  и  (24)  получим  , 

я»  РЬ,  <Г  =  ^|-Ч?8тІ3ехр(-4ад).  (27) 


Таким  образом,  отражательная  способность  «толстой»  пленки  почти  равна  отра¬ 
жательной  способности  бесконечно  толстой  пленки,  а  ее  пропускательная  спо¬ 
собность  экспоненциально  уменьшается  с  тол¬ 
щиной.  Изменения  сЬазы  легко  найти  из  (23) 
и  (25): 

бг«<р12>  +  +  (28) 

Формулы  (27)  и  (28)  раскрывают  физи¬ 
ческий  смысл  нашего  определения  «толстой» 
пленки,  показывая,  что  в  такой  пленке  можно 
пренебречь  влиянием  многолучевой  интерфе¬ 
ренции. 

13.4.2.  Прозрачная  пленка  на  поглощаю¬ 
щей  подложке.  В  качестве  второго  примера 
рассмотрим  отражение  от  прозрачной  пленки  на  поглощающей  подложке 
(рис,  13.6). 

,  В  этом  случае  гІ2  вещественно,  тогда  как  г23  комплексно.  Отношение  ампли¬ 
туд  р23  п  изменение  фазы  ф23  определяются  выражениями  (6)  или  (13),  где  ин¬ 
дексы  1  и  2  заменены  на  2  и  3  соответственно.  В  соответствии  с  (1.6.57)  найдем 


Диэлектрик 

Ог, 

у 

4. 

7г 

Диэлектрик 

А 

4 

Рис.  13.6.  Прозрачная  пленка  на 
поглощающей  подложке. 


Г  г12  +  р23ехр  и  (ф23Ч-ЗР)3 
І  +  'ЪР^счр  [і  (ф,3Д  213)]  * 


(29). 


Это  выражение  идентично  формуле  (1.6.57),  если  в  последней  2[)  заменено  на 
2р  +  фаз  и  г2Я  на  р2Я.  Таким  образом,  можно  сразу ,  же,  без  всякого  расчета, 
записать  выражение  для  отражательной  способности  и  изменения  фазы  при 
отражении,  просто  выполняя  указанную  замену  в  уравнениях  (1.6.59)  и  (1.6.61). 
При  этом  мы  получим  . 

31  ~  гіа  +  РІз  -и2/-  13р23  со  &  (ф2  Н-2(3) 

1  Т"  ^іарзз  2г іаРгз  соч5  (фгз  "Г  20) 

И 


_ Раз  ( 1  ^12)  5Іп(Фаі  +  2Р) _ 

Г 12  (і  Т  Раз)  +  Р23  (і  ~Т  ^12)  С05  (ф2з  -|-2р) 


(31) 


Тонкие  прозрачные  пленки  на  поглощающих  подложках  находят  много¬ 
численные  практические  применения  Они  используются,  например,  для  за¬ 
щиты  металлических  зеркал  ог  повреждения  и  для  увеличения  их  отражатель¬ 
ной  способности.  Эти  пленки  можно  использовать  также  для  уменьшения  от¬ 
ражения  от  металлической  поверхности.  В  п.  1.6.4  мы  упоминали  о  поляриза¬ 
торе,  состоящем  из  диэлектрической  пленки  на  диэлектрической  подложке,  для 
которого  31 1,  —  0,  а  51  х  достаточно  велико.  С  металлической  подложкой  мож¬ 
но  полечить  либо  М  и  0,  либо  31 1  0  [17]. 


§  13.5.  Дифракция  на  проводящей  сфере.  Теория  Ми 

Металлы  обладают  специфическими  оптическими  свойствами  и  тогда, 
когда  они  тонко  измельчены,  как  в  коллоидных  суспензиях.  Достаточно  вспом¬ 
нить  блестящие  ярко  красные  цвета  коллоидного  золота  в  жидкостях  или 
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стеклах.  Эти  явления 'представляют  большой  интерес,  так  как  в  них  проявля¬ 
ются  вместе  преломление,  поглощение  и  дифракция. 

Будь  металлические  частицы  идеальными  проводниками,  мы  имели  бы 
дело  с  проблемой  чистой  дифракции.  Однако  мы  не  рассматривали  этот  вопрос 
с  указанной  точки  зрения  в  главах  по  дифракции,  поскольку  для  физики  осо¬ 
бый  интерес  представляют  именно  эффекты,  обусловленные  частичным  про¬ 
никновением  света  в  частицы.  В  данном  случае  важную  роль  играет  поглоще¬ 
ние,  и  поэтому  более  уместно  рассмотреть  этот  вопрос  в  настоящей  главе.  Наши 
выражения  будут  содержать  в  качестве  предельного  случая  ( к 0)  и  соответст¬ 
вующие  результаты,  относящиеся  к  диэлектрическим  сферам. 

Из  ранних  исследователей,  изучавших  оптические  свойства  металлических 
частиц,  необходимо  упомянуть  Максвелла  Гарнетта  [  181 .  Он  рассматривал 
прохождение  света  через  диэлектрическую  среду,  содержащую  в  объеме  с  ли¬ 
нейными  размерами  порядка  длины  волны  много  небольших  металлических 
сфер.  С  помощью  формулы  Лорентц —  Лоренца  (см.  (2.3.17))  Гарнетт  показал, 
что  такая  система  эквивалентна  среде  с  определенным  комплексным  показа¬ 
телем  преломления  п'  -  гі  (1  ік’)>  и  выразил  п'  и  к'  через  показатели  п  и  /с, 

характеризующие  металлические  сферы.  При  этом  он  смог  объяснить  некоторые 
наблюдаемые  особенности. 

В  работе,  опубликованной  в  1908  г.,  Дж.  Ми  [191  на  основе  электромаг¬ 
нитной  теории  получил  строгое  решение  для  дифракции  плоской  монохрома¬ 
тической  волны  па  однородной  сфере  произвольного  диаметра  и  состава,  на¬ 
ходящейся  в  однородной  среде.  Эквивалентное  решение  той  же  проблемы  было 
вскоре  опубликовано  Дебаем  1 20]  в  статье,  относящейся  к  давлению  света 
(т.  е.  механической  силе,  вызываемой  светом)  на  проводящую  сферу.  Затем 
различные  аспекты  этой  проблемы  рассматривались  многими  авторами  *). 

Хотя  решение,  предложенное  Ми,  получено  для  дифракции  на  одной 
сфере,  оно  применимо  также  к  дифракции  на  любом  числе  сфер  при  условии, 
что  все  они  имеют  одинаковый  диаметр  и  одинаковый  состав,  распределены 
хаотически  и  находятся  друг  от  друга  на  расстояниях,  больших  по  сравнению 
с  длиной  волны.  При  таких  условиях  световые  пучки,  рассеянные  сферами,  не 
когерентны,  а  полная  рассеянная  энергия  равна  произведению  энергии,  рас¬ 
сеянной  одной  сферой,  на  общее  число  сфер.  Здесь  следует  отметить,  что  реше¬ 
ние  Ми  имеет  большое  практическое  значение  и  его  можно  применить  к  самым 
разным  задачам;  помимо  вопроса  о  цветах  металлических  суспензий,  можно 
упомянуть  такие  приложения,  как  изучение  атмосферной  пыли,  межзвездных 
частиц  или  коллоидов,  теория  радуги,  солнечная  корона,  влияние  облаков 
и  туманов  на  пропускание  света  и  т.  д. 

Прежде  чем  переходить  к  выводу  формулы  Ми,  полезно  кратко  пояснить 
применяемый  мегод.  Мы  ищем  решение  уравнений  Максвелла,  описывающих 
поле,  возникающее  при  падении  плоской  монохроматической  волны  на  сфери¬ 
ческую  поверхность,  близ  которой  резко  меняются  свойства  среды.  Вводится 
соответствующая  система  криволинейных  (сферических)  координат,  и  поле 
представляется  в  виде  суммы  двух  «подполей»;  электрический  вектор  одного 
из  них  не  содержит  радиальной  составляющей,  у  другого  таким  же  свойством 
обладает  магнитный  вектор.  В  сферической  системе  координат  уравнения 
Максвелла  вместе  с  граничными  условиями  переходят  в  систему  обычных  диф¬ 
ференциальных  уравнений,  решение  которых  для  двух  нодполей  ищется  в  виде 
бесконечных  рядов.  В  и.  13.5.1  рассматривается  получение  этого  решения, 
а  в  п.  13.5.2 — основные  его  следствия.  Последний  раздел  настоящего  пара¬ 
графа  посвящен  некоторым  общим  результатам,  относящимся  к  полному  коли- 


*)  Из  более  поздних  исследований,  касавшихся  основной  теории,4  особенно  следует  упсн 
минуть  работы  [21,  22]. 
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честву  энергии,  которое  рассеивается  и  поглощается  частицей  произвольной 
формы,  причем  случай  сферической  частицы  рассматривается  подробно. 

13.5.1.  Математическое  решение  проблемы,  а.  Представление  поля  через 
потенциалы  Левая.  Рассмотрим  дифракцию  плоской  линейно  поляризованной 
монохроматической  волны  па  сфере  радиуса  а,  находящейся  в  однородной 
изотропной  среде.  Предположим,  что  среда,  в  которой  находится  сфера,  яв¬ 
ляется  непроводящей  и  что  как  среда,  так  и  сфера  немагнитны. 

Как  обычно,  выделим  зависимость  от  времени  в  виде  множителя  ехр  ( — *  <*>/). 
Тогда  электрический  и  магнитный  векторы  и  вне,  и  внутри  сферы  удовлетворяют 
уравнениям  Максвелла  в  форме,  не  зависящей  от  времени,  т.  е. 


где 


гоіН-—  (2а) 

гоі  Е  --  &2Н,  (16) 


Ці)  ( 


.  4 лог  \ 

1~йГ)  ’ 


(2а) 

(26) 


Квадрат  обычного  волнового  числа  к  (вещественного  вне  сферы  и  комплексного 
внутри  ее)  равен 

(3) 

Величины,  которые  относятся  к  среде,  окружающей  сферу,  снабдим  значком 
I,  а  величины,  относящиеся  к  сфере, —  значком  II.  Поскольку,  по  предполо¬ 
жению,  среда,  окружающая  сферу,  является  непроводящей,  о([>  -0. 

Воспользуемся  прямоугольной  системой  координат  с  началом  в  центре 
сферы.  Пусть  ось  г  совпадает  с  направлением  распространения  волны,  а  ось 
х —  с  направлением  ее  электрического  вектора  (рис.  13.7). 


Рис.  13.7.  К  рассмотрению  дифракции  на  проводящей  сфере- 


Ясли  амплитуда  электрического  вектора  падающей  волны  нормирована 
на  единицу,  т.  е. 

|  Е(/)  |  ^  |  ехр  (ікЦ)г)  ]  =  1 , 

то  шесть  компонент  векторов  поля  запишутся  в  виде 

Е(х1’  —  ехр  (ійшг),  ——т  ехР  ((&шг),  =  Е*  =  Я«>  =  Я'п  -  0.  (4) 

к  2 

Что  касается  граничных  условий,  то  в  соответствии  с  п.  1.1.3  мы  потре¬ 
буем  лишь,  чтобы  тангенциальные  составляющие  векторов  Е  и  Н  были  не¬ 
прерывны  на  поверхности  сферы,  т.  е. 

Ятанг  ~  Ятанг,  #танг  =  #танг,  ког-Да  Г  =й.  (5) 

Тогда  условие,  требующее  непрерывности  на  поверхности  сферы  радиальных 
компонент  еЕ  и  Н,  следует  из  (5)  и  уравнений  Максвелла, 
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мьмллоотп  и  к*  л 


[1Л.  13 


Для  того  чтобы  удовлетворить  граничным  условиям,  необходимо  предпо¬ 
ложить,  что,  кроме  падающего  поля  Е(П  и  Ни)  и  поля  внутри  сферы  ЕШ), 
имеется  вторичное  (рассеянное  или  дифрагировавшее)  поле  Е(5>,  Н(^ 
в  среде,  окружающей  сферу.  Таким  образом,  полное  электрическое  поле  в  обеих 
областях  запишется  в  виде 

Е  =  Е<і')4-Е(5)  вне  сферы,  ^ 

Е  =  внутри  сферы.  )  ^ 

Подобные  же  выражения  справедливы  и  для  магнитного  вектора.  Поля  Е№, 
Н(‘5)  и  Е1®\  Н(ш>  можно  считать  аналогичными  соответственно  отраженному 
и  проходящему  полям  при  падении  на  плоскую  границу  (см.  п.  1.5.1).  Однако 
такая  аналогия  верна  лишь  при  диаметре  сферы,  большом  по  сравнению  с  дли¬ 
ной  волны.  Так  как  граничные  условия  должны  выполняться  для  любого  мо¬ 
мента  времени,  все  шесть  векторов  должны  обладать  одинаковой  зависимостью 
от  времени  [ехр  ( — но/)]. 

Для  настоящей  задачи  наиболее  удобными  криволинейными  координатами 
являются  сферические  координаты  г,  Ѳ  и  <р,  определяемые  выражениями 

х  =  г  зіп  Ѳ  соз  ф,  у  —  г  зіп  Ѳ  зігир,  г  —  гсозѲ.  (7) 

При  переходе  от  декартовой  системы  координат  к  этой  повой  системе  компо¬ 
ненты  произвольного  вектора  А  преобразуются  согласно  следующим  правилам 
(см.,  например,  [23]): 

Аг  —  Ах  зіп  Ѳсоз  ц>-\~  Ау  зіп  Ѳ  зіп  <р  +  Лгсо$Ѳ,  'і 

А6  —  Ах  соз  0  соз  ф  -]-  А у  соз  Ѳ  зіп  ф— Л2  зіп  Ѳ,  V  (8) 

А  у  —  —  Ах  зіп  <р  +  А  у  соз  ф.  ] 


Определяемые  здесь  компоненты  не  совпадают  с  і  оппонентами,  используемыми  в  абсолют¬ 
ном  дифферс  ициалышм  исчислении  Риччи  и  Лсви-Чивита  Там  рассматриваются  две  группы  раз¬ 
личных,  по  эквивалентных  компонент  вектора  А  —  контранариашнме  ко  нюненгы  А ^  и  кова- 
ригншше  компоненты  Ах  Если  еІ5  е2,  е3  —  базисные  векторы,  в  общем  случае  неортогоиальные 
и  имеющие  различную  длину,  то  контр  а  вариантные  компоненты  (по  отношению  к  этим  базис¬ 
ным  векторам)  можно  определить  как  коэффициенты  в  представлении  А^ДЧ)еі  ;  Л<2>е3  - 
-Т-Лі3)е3,  а  ковариантные  компоненты  —  как  коэффициенты  в  представлении  А~  Ах^і1) 
-{-Лае<2)-гА*е<0>,  где  е(1),  и  —  взаимные  базисные  векторы,  і  е  векторы,  удовлетво¬ 
ряющие  соотношениям  е(ч  — <Згй,  где  —  символ  Кронекера  В  специальном  случае, 
когда  еь  е3,  е*  ар тоі опальны,  е(1),  е(2)  и  е<3>  также  ортогональны  и  соответствующие  векторы 
обеих  групп  параллельны  В  этом  случае  можно  ввести  одну  і руппу  естественных  компонент 
А/  V Аі  Л(/\  которые  допускают  простую  іеометрическѵю  интерпретацию  они  являются 
ортоі опальными  проекциями  вектора  А  на  три  направления  В  случае  сферических  координат 
естественные  компоненты  определяются  выражениями  (8).  Компоненты  тензора  можно 
рассматривать  аналогичным  образом. 


Применяя  формулы  (8)  к  вектору  гоі  А,  получим 

1  /д(гЛфзтѲ)  а  (г Л0)\ 
(гоі  К)г  =  8Ш  е  |  аѳ  дц>  |  > 

1  (дАг  д(гЛсзіпѲ)1 
(гоі  А)„  —  г  6іпѲ  » 


,  ,  Ач  1  /д(гА,)  дАг{ 

(гоі  А)ѵ-Т{— - Ж|- 


(9) 
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В  сферических  координатах  уравнения  поля  (1)  примут  вид 
1  ( д{гН.д  зіп  Ѳ)  д(гНн)\  \ 

КЕ*-ТЪ  5Іп0  )  аѲ  аф  /  *  ^ 

<4  М 

<ѵ)  ] 

.  „  1  /аіг^зіпО)  д(гЕв)\  ' 

к-  г  —  г‘  зіп  0  |  аѳ  сер  1  ’ 

І  ( дЕг  д  (гЕ„  зіп  Ѳ)  | 

. (Р)  /  (б) 


Граничные  условия  (5)  теперь  запишутся  следующим  образом: 

4І)  =  4П\  ВУ-Е$\\ 


Н$>ашН91\  нр=н'и) 


для  г —  а. 


Уравнения  (10)  вместе  с  граничными  условиями  (11)  служат  основными  урав¬ 
нениями  нашей  задачи. 

Представим  решение  этих  уравнений  как  суперпозицию  двух  линейно 
независимых  полей  (еЕ,  еН)  и  (,ЛЕ,  /ЛН),  каждое  из  которых  удовлетворяет 
уравнениям  (10),  причем 

еЕг  =  Ег>  еНг  =  0  (12а) 

и 

тЕг  =  0,  тНг  =  Нг.  (126) 

Нетрудно  показать,  что  такое  представление  согласуется  с  нашими  уравнения¬ 
ми.  Для  Нг^еН1  =0  уравнения  (10а,  р)  и  (10а,  у)  примут  вид 


ѵ*.— 4  5  <''*•>•  ] 

Подставляя  Е$  и  Еф  из  этих  соотношений  в  (106,  р)  и  (106,  у),  получим 


2)  (г*Нь)  - 


к ! 

зіп  В 


,  (б,  р) 


■§2  +  к‘)(геНе)=  +  к1Щ?- .  (б,  у) 


Уравнения  (14)  вместе  с  (10а,  а)  образуют  систему  уравнений  для  еЕгу  еНь  и 
еНс.  Однако  физические  поля  представляют  нс  все  решения  этой  системы, 
а  лишь  те,  которые  удовлетворяют  дополнительному  условию  сІіѵ  ^Н  — 0.  Мы 
ограничимся  именно  такими  решениями.  В  сферических  координатах  при 
нашем  предположении,  что  еНг  =  0,  дополнительное  условие  запишется  сле¬ 
дующим  образом: 

|(зіп  Ѳг  Я,)  +  щ  (еЦѵ)  0.  (15) 

Оно  обеспечивает  выполнение  оставшегося  уравнения  (106,  а).  Действительно, 
подставляя  (13)  в  (106,  а),  получим 

0  =  - 4 II  (г  зіп  Ѳг . Нв)  +  4-  (геН,)  1 , 

к\г2  зіп  0  ѵ  ь  ^9  \] 

а  это  соотношение  выполняется  тождественно  на  основании  (15).  Совершенно 
аналогичные  рассуждения  применимы  и  ко  второму  случаю,  когда  тЕТ  —  0. 


т 


МЕТАЛЛООПТИКА 


{гл.  13 


Решение  с  нулевым  радиальным  магнитным  полем  называется  электриче¬ 
ской  волной  (или  поперечной  магнитной  волной),  а  решение  с  нулевым  радиаль¬ 
ным  электрическим  полем  —  магнитной  волной  (или  поперечной  электрической 
волной).  Ниже  мы  покажем,  что  каждую  из  волн  можно  получить  из  соответст¬ 
вующего  скалярного  потенциала  *П  или  '"II,  которые  известны  как  потенциалы 
Дебая  *). 

При  еНг*=0  из  (106,  а)  сразу  же  следует,  что  еЕ ф  и  еЕь  можно  предста¬ 
вить  как  градиенты  скаляра 

г  зіпѲ  дц>  *  Г  дв  •  (і0^ 

Если  мы  положим 


то  из  (16)  получим 

еЕ  _  I  &(г*Щ  ср  1  дЦг* П) 

&  г  дг  д0  *  ®  г  зіп  Ѳ  дг  Зср 

Как  мы  видим,  уравнениям  (13)  удовлетворяют 

еН  дЧІ  кгд  {г  *Щ  ч 

*  1  дѲ  г  РѲ  ’ 


деп  =  кі  д(геП) 
ѳ  5ін  Ѳ  5ф  г  зіп  Ѳ  д<р 

Если  подставить  (19)  в  (10а,  а),  то  найдем 


Г  зіп  ѳ  )  дд  V  " 


ЗІП  0  0ф2 


Подстановка  (19)  и  (20)  в  (14)  дает  два  уравнения,  первое  из  которых  выражает 
равенство  нулю  производной  по  <р,  а  второе —  производной  по  Ѳ  одного  и  тот 
же  выражения.  Поэтому,  приравнивая  это  выражение  нулю,  можно  удовлетво¬ 
рить  обоим  уравнениям.  Таким  образом,  мы  получим 


1  & -  (г* П) 


,  1  ,  Ао^ТТ 

\Г  дг 2  1  ■  ттагѳ  ■  дер  + 

С  помощью  (21)  выражение  (20)  можно  переписать  в  виде 

•  'Ег  =  Ц^  +  »гЪ.  ’  (22) 

Подставляя  (18),  (19),  (20),  (21)  и  (22)  в  уравнения  (10),  легко  убедиться, 
что  мы  получили  решение  нашей  системы  уравнений. 

Подобным  же  образом  можно  рассмотреть  магнитную  волну;  тогда  мы 
увидим,  что  эта  волна  определяется  потенциалом  даП,  удовлетворяющим  тому 
же  дифференциальному  уравнению  (21),  что  *П.  Полным  решением  уравнений 
поля  служит  сумма  двух  полей,  т.  е. 

Ег  =  *ЕГ + тЕг  =  '0Л  +  &г  'П ,  (а) 

Р  —ер  ,  ар  —  1  02ЮП)  ,  и  1  3(г«П) 

*•  +  Еь-Т~д?т  +й*7Жѳ— Щ—  >  (Р)  }  (23а) 

Р  —ер  ,  тр  __  )  в«(г*П)  с  1  д(г*П) 

Д?+  С--'5Ігіе  дгд<г - йаТ— _2,  (Ѵ)^ 

№г  =  -Нг  +  ‘Нга.»гЦ+Ц^ а,  (а)' 

/Ч  і  еМ  _  Ь  1  <3(ГеП)  |  1 

- Ч,— пН  бф-'+Т^ТЖ2’  <Р)[  (236) 

Я,  =  =  кг  1  Дса + _  1  ^  (' »П)  , 

г  сЮ  г  зіп  Ѳ  дг  <?ф  *  I  • ) 

*)  Если  г  “  радиус-вектор  из  начала  координат,  то  еПт  и  «Пг  —  векторы  Геоиа  всюлѵ 
имеющие  радиальное  направление,  о  которых  говорилось  в  п.  2.2.2  (см  [24]  раздел 
*ый  Л.  Зоммсрфсльдом,  а  также  [25]).  1  [  Р  Дел’  вписан- 


■  =Ц^+Ь*г'П, 

(а) 

_  1  02<сгП)  ,  и  !  д(г">П) 

г  дг  дѲ  '  Ѵ2  г  зіп  0  дц>  * 

(Р) 

__  1  д*(г*  П)  ,  1  д(г™П) 

гзіпѲ  дгд ф  г  00  * 

(?) 

у-бущ-г-ДГ"11) 

1  от"  ’ 

(а) 

_  ^  і  д(г* п)  і  а(г»п) 

■  1  Г  ЗІП  0  0ф  Тг  ^  00  ’ 

(Р) 

г  _ _  і,  1  д(г«П)  1  03(Г«П) 

9  1  г  ЗѲ  ‘  г  зіп  Ѳ  дг  0ф  * 

(V) 

/ 
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Оба  потенциала  еТі  и  тИ  служат  решениями  дифференциального  уравнениц 
(21),  которое  представляет  собой  не  что  иное,  как  волновое  уравнение 

ѴаП+Л*И  =  0, 

записанное  в  сферических  координатах.  Для  того  чтобы  компоненты  Ев>  Е.,, 
Нв  и  Иг,  были  непрерывны  на  сферической  поверхности  г  =  очевидно,  доста¬ 
точно,  чтобы  на  этой  поверхности  были  непрерывны  следующие  четыре  вели¬ 
чины: 

ѴгП,  Vй  п,  |г(г'П),  ДлЩ).  (24) 

Иными  словами  наши  граничные  условия  также  разделяются  на  независимые 
условия  для  еП  и  тП.  Таким  образом,  рассматриваемая  нами  дифракционная 
задача  сводится  к  проблеме  получения  двух  взаимно  независимых  решений 
волнового  \  равнения  с  заданными  граничными  условиями. 

б.  Разложение  в  ряды  компонент  полей.  Вначале  мы  представим  решение 
волновых  уравнений  в  виде  ряда  с  неопределенными  коэффициентами,  причем 
каждый  член  этого  ряда  будет  каким-то  частным  решением  уравнения.  Затем, 
используя  граничные  условия,  определим  коэффициенты. 

Будем  искать  решение  в  виде 

П«/?(г)Ѳ(Ѳ)Ф(ф).  (25) 

функции  і?,  Ѳ  и  Ф,  как  легко  проверить  прямой  подстановкой  в  (21),  должны 
удовлетворять  обычным  дифференциальным  уравнениям 

(**“-?■)  г*“  0’  (26а> 

'  жой(8іпѲж)  +  (“-та-)ѳ  =  0’  *26б> 

^?  +  рФ=0.  (26в) 

где  аир  —  постоянные  интегрирования. 

Так  как  иоле  Е,  Н  является  однозначной  функцией  координат,  функция 
П  также  должна  быть  однозначной.  Эго  требование  налагает  определенные 
условия  на  Ѳ  и  Ф. 

Для  каждого  из  уравнений  (26)  можно  записать  общее  решение.  Для 
(26в)  оно  имеет  вид 

а  соз  (КРф)  +  Ь  зіп  (У  рф). 

Условие  однозначности  требует,'  чтобы 

р  —  т3  (т — целое).  (27) 

Следовательно,  однозначное  решение  (26в)  имеет  вид 

Ф  ~ат  соз  (/пф)  +  Ьт  зіп  (/Пф) .  (28) 

Уравнение  (266)  —  это  хорошо  известное  уравнение  сферических  гармо¬ 
ник.  Необходимым  и  достаточным  условием  однозначности  его  решения  яв¬ 
ляется 

а  =  /(/-|-1),  (/  >  |  т  |,  целое).  (29) 

Подставим  р  из  (27)  в  (266)  и  введем  новую  переменную 

5^со$0.  (30) 

Тогда  (266)  преобразуется  к  виду  (см.  [261) 

|{(!— і8)^}+{чн-1)-т^}ѳ=°.  (31) 

Решениями  последнего  уравнения  служат  присоединенные  функции  Лежанд¬ 
ра,  т.  е, 

(соз  0),  (32) 
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Эти  функции  тождественно  равны  нулю,  если  \т  |>/,  поэтому  для  каждого  I 
имеется  21  +  1  таких  функций,  а  именно  функции  с 

т  =  —  /,  —/+1»  /—Г,  /. 

Чтобы  проинтегрировать  последнее  уравнение  (26а),  положим 

/гг  =  р.  К/г)  =  Л==2(р).  (33) 

Тогда  мы  получим  уравнение  Бесселя  (см.  [26]) 


Решением  этого  уравнения  является  цилиндрическая  функция  общего  вида 
7\  і/,(р)  порядка  И- 1/2,  так  что  решение  (26а)  запишется  следующим 

образом: 

/?---7==2,+./і  (кг).  (35) 

Каждую  цилиндрическую  функцию  можно  выразить  в  виде  линейной  ком¬ 
бинации  двух  цилиндрических  функций  обычного  тина,  например  функций 
Бесселя  УнѴ*(Р)  и  функций  Неймана  А^+ѵЛр)-  Для  нашей  цели  удобно  при¬ 
менить  функции  *) 

Ѣ(Р)  =  р/!2'/'+,/**  Х«(Р>  =  — (р)*  (36) 

Функции  ф;  (р)  регулярны  в  каждой  конечной  области  плоскости  р,  вклю¬ 
чая  начало  координат;  функции  уа  (р)  имеют  особенносги  в  начале  координат 
р  ^  0,  где  они  обращаются  в  бесконечность.  Поэтому  для  представления  волны 
внутри  сферы  нужно  использовать  функции  фДр),  а  не  ул  (р). 

Общее  решение  уравнения  (26а)  можно  записать  в  виде 

(кг) (кг).  (37) 

В  частности,  для  с1=  1,  ёь= — І  мы  получим 

гК  =  ®>(кг).  (38) 

где 

и,)(Р)  =  'Фг(Р)—  ЙСг(Р)  =  1 (39) 

Здесь  Н11)  —  одна  из  функций  Ханкеля  **).  Функции  Ханкеля  отличаются 
от  других  цилиндрических  функций  тем,  что  в  комплексной  плоскости  они 
равны  нулю  на  бесконечности.  Для  функции  с  индексом  1  это  справедливо 
в  полуплоскости  с  положительным  значением  мнимой  части  р.  Таким  образом, 
именно  такая  функция  оказывается  подходящей  для  представления  рассеян¬ 
ной  волны. 

Согласно  (25)  частное  решение  ГГ/"’  получается  при  перемножении  функ¬ 
ций,  определяемых  выражениями  (28),  (32)  и  (37).  Общее  решение  нашего 


*)  В  литературе  существует  несколько  немного  различающихся  определений  функций 
ф  и  х  (см  [27]  или  [26]).  Ниже  мы  приведем  некоторые  формулы,  относящиеся  к  функциям  ф^. 

**)  Эта  формула  непосредственно  следует  из  хорошо  известного  соотношения  между 
функциями  Бесселя,  Неймана  и  Ханкеля,  а  именно  3 р-^хН  р —Н™.  Аналогичное  соотношение 
имеется  и  для  второй  функции  Ханкеля'  3 р — і^’р—  #р2>.  Приведенные  формулы  аналогичны 
выражениям,  связывающим  экспоненциальные  функции  ехр  (ір)  и  ехр  ( — ір)  с  соз  р  и  зіп  р. 
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волнового  уравнения  равно 

да  I 

Лі  =  г2  2  п,°™  =* 

1~  0  т~-1 

=  2  2  {к^  +  АіХі  {кг)}  {Р^  (соз  Ѳ)}  {ат  соз  (тер)  +  Ьт  зіп  (тер)},  (40) 

/  =  0  т=  - 1 

где  ат,  Ът,  сгц  <І1  —  произвольные  постоянные. 

Эти  постоянные  необходимо  выбрать  так,  чтобы  удовлетворить  граничным 
условиям.  Для  этого  нужно  выразить  потенциалы  еП(1)  и  “П(0  падающей 
волны  в  виде  рядов,  аналогичных  ряду  (40).  Запишем  вначале  выражение  (4) 
для  падающей  волны  в  сферических  координатах  в  соответствии  с  (8): 

Е{р  =  ехр  (ік{1)  г  соз  Ѳ)  зіп  Ѳ  соз  ф,  Н?  —  ехр  (ікі1}  г  соз  Ѳ)  зіп  Ѳ  зіп  ср, 

Е$  =ехр(гЙшгсозѲ)созѲсозср,  —  ~^ехр  (ікфг  созѲ)со$Ѳ  зіпф,  . 

Е^  —  ехр  (ік™  г  соз  §)  зіп  ср,  Н&>  =  1-~  ехр  (Ік{1)  г  соз  Ѳ)  соз  ф. 

Для  определения  потенциалов  или  тПи>  необходимо  лишь  восполь¬ 


зоваться  одним  из  уравнений  (23).  Первое  из  них  дает 

ехр  (іка)  г  соз  Ѳ)  зіп  Ѳ  соз  ф  =  +  ( кі1) )2  геІіаК  (42) 

Первый  множитель  в  левой  части  этого  уравнения  можно  выразить  в  виде 
следующего  ряда  полиномов  Лежандра  (формула  Бауэра,  см.  (9.4.9)): 

ехр  {іка)  г  соз  і1  (2 1  +  1)  Рь  (соз  Ѳ).  (43) 

і=о  ’  к  г 

Выполняются  также  тождества 

ехр  {ік{{)  г  соз  Ѳ)  зіп  0  ==—  — ^  ~  (ехр  [Ш1}  г  соз  Ѳ] ) ,  (44) 

—  РДсозѲ)^  —  Р)15  (созѲ);  Р<1)(созѲ)  ^0.  (45) 


Используя  эти  соотношения,  можно  переписать  левую  часть  (42)  в  виде 

ехр  (іка)  г  соз  Ѳ)  зіп  Ѳ  соз  ф=  ІД  і1~х  (21+  1)  (й(1)  г)  Р*р  (соз  Ѳ)  созф.  (46) 

Выберем  в  качестве  пробного  решения  уравнения  (42)  ряд  такого  же  вида 

00  * 

геи>1>  =  X  “А  ( кт  г)  Р?‘  (с°5  Ѳ)  СОЗ  ф.  (47) 

Подставляя  (46)  и  (47)  в  уравнение  (42)  и  сравнивая  коэффициенты,  получим 
соотношение 

« і  { (*ш)2  ^  (*1,)  г)  =  і1  -1  (21  +  1 )  .  (48) 

Из  (37)  (при  сг  —  1  и  йь  —  0)  следует,  что 

ф*  (А«>  г)  =  гР  (49) 

является  решением  уравнения  (26а): 

^  +  ((ЙШ)»_“)фг,=  0  (50) 

38  М..  Бори,  Э.  Вольф 
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при  условии,  что  «  =  /(/+!)  (см.  (29)).  Сравнивая  (50)  с  (48),  мы  видим,  что 


а,»!*-1 


2/+1 


(51) 


Вычисления,  связанные  с  магнитным  потенциалом  тИи\  аналогичны 
Таким  образом,  мы  получим  следующие  выражения  для  потенциалов  падаю¬ 
щей  волны: 


Г'ПФ  =  X  %‘~г  7ЦТТ)  г) р (С03  003  Ч)-  <а> 

Л'ЯП<‘ ~  (Ртр  X  'г  ^  <*®  '>  (С03  Ѳ)  $іп  Ф-  (б) 


(52> 


Мы  выразили  оба  потенциала  в  виде  рядов,  аналогичных  ряду  (40),  и  теперь 
легко  определить  неизвестные  постоянные. 

Запишем  граничные  условия  (24)  полностью 

!{г('П«А  +  «П<'>)}г=в  (а)  ' 

^{г(-П‘Л  +  -П‘*>)}п«і-у{г*П‘*»}„«.  (б)  -  (53) 

к?  {/■(«П‘й+вП“>)}г=<.  =  *ІП)  {/•  еП™}г=а,  (в) 

^!)  {г  (ИП(І'  +  »П ^)}г=а  =  {г  ЯП(»}Г=<1 .  (г)  / 


Из  соотношений  (52)  следует,  что  эти  уравнения  могут  удовлетворяться  лишь 
в  том  случае,  если  ряды,  аналогичные  ряду  (40),  для  неизвестных  потенциалов 
П(5)  и  П(ш)  содержат  только  члены  с  т  =  1  и  если,  кроме  того,  для  магнитного 
потенциала 

ах  =  0, 

а  для  электрического  — * 

0. 

Мы  уже  отмечали,  что  для  представления  П№)  пригодны  лишь  функции 
поскольку  они  остаются  конечными  в  начале  координат,  тогда  как  функции 
уи  обращаются  там  в  бесконечность.  Следовательно,  можно  написать 


г  ТГ®”  =^шур  X  *АА Ч  (*<ш  г)  (С03  Ѳ)  соз  ф,  (а) 
г  иП1“”=^(Ті)  х  тА$і  (Ь(11>  г ) р?  (со3  Ѳ) 5ІП  Ф-  (<*) 


(54) 


Мы  видели  также,  что  рассеянную  волну  можно  выразить  с  помощью 
функций  й1>=,ф( — і%і>  которые  получаются  при  умножении  функции  Хан- 

келя  Я(1)  на  У пр  12  (см.  (39)).  При  больших  значениях  р  функция  Н{1)  ведет 
себя  как  еіР/ѴАр>  т.  е.  — как  еі9  и  /?  =  (к{1)г)!г — как  ехр  (ік11)г)іг. 

Таким  образом,  на  больших  расстояниях  от  сферы  рассеянная  волна  сферична 
с  центром  в  начале  координат  /*~0.  Поэтому  положим 

г*П«_  X  г)  Я}»  (соз  Ѳ)  соз  ф,  (в) 

0Р 

7-ГШ  X  тВ&1'  (*"’  Г)>РР  (С03Ѳ)  8Ш  Ф-  (Г) 

Й  1-1 


гт  П«>= 


(55) 
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Если  подставить  выражения  (52),  (54)  и  (55)  в  граничные  условия  (53),  мы 
получим  следующие  линейные  соотношения  между  коэффициентами  *)  еАг, 
тАь  еВг  и  тВ1\ 

‘В,  С5»'  (А®  а)  +  Цу-  і‘ ^  (А®  а)  =  -рг  М,*;  (А*™ а),  ) 


аві  -$р  С11'  (*"* а)  +  ДП '' _1  яШ)  (*ш «)  =  “Яш  (*<ш 
'В,  ф  й«  (А®  а)  +  ф  і‘  ->  ^±1  *,  (Аш  а)  =  М  А  (А™  а)> 

и4  Трг  И”  (*ш «)  +  ж '' 7§Л)  +і  (*<п  а)  =  -рг  ”Л  Л(А-н)  а). 


(56) 


Нас  интересуют  только  коэффициенты  5В,  и  тВ1 ,  которые  характеризуют 
рассеянную  волну.  Исключая  М/  и  'Мр  получим 


я  о  л  + 1  2/  4- 1  4ѵ  (*ш  а)  ф;  (й(ш  а)  —  А**4#1»  ф/  (Аш)  с)  фг  (Аа)  а)  ^ 

^  Г7Т"І  ГТ  Т 7 тТГТГГ  ,  ттц  гг ...  '  "  “Г г  '  ттттггпт  '  '  . тгтт  г  »  (^ѵ 


яр  —  п+і  2/4-1 
/(/+1 


п/+  і)  А^АНН  а)  ф, (А<ш  а)— А<І0А«>  ф)  (А<н>а)  Е41,(Аа)а) 

^(2 )  *ш>  ф;  (А<»  а)  ф/  (А<»>  а)  —  АУ  Т)АШ  ф/  (А<»а)  ф,  (йаі>  а) 


(Н-1)  А<!)  А»»)  Й1,(А(І,о)фі(Аш>а)— А(8ІІ)А<і>Й1)'(А<І)о)ф,(А«і>а) 


'■(б) 


(57) 


Наконец,  при  подстановке  (55)  в  (23)  найдем  для  компонент  векторов 
поля  рассеянной  волны  , 

Е'1]  “  Ё  ■ 1 (*  +  О  (й<|’г)  (С08  Ѳ). 

4!>  =  -  Д- ѵ  ( *В&"'  (А®г)  Р}»'  (соз  Ѳ)  ЗІП  Ѳ - 

- 1  тВ&"  (Аш  г)  4й  (соз  0)^}, 

4Ч  =  -^тт541|:{  'ВЛГ  (А®  г)  Р}»  (соз  Ѳ)  Ц-з - 

—  і  тВ,#°  (ктг)  /*,«'  (соз  0)  зіп  Ѳ  )  , 


Я“>  =  ■ 


^  X I  (I  + 1)  ЛВЙ”  (*®г)  0м  (соз  Ѳ) , 


ІТ, 

Аад  (*ш  О  Р?>  (соз  Ѳ)  ді,  + 

7=1  4 

4-  і  тВ$1У  (йшг)  Р\1У  (соз  Ѳ)  зіп  Ѳ  |*“ , 

Н?  -  °В&"  (кт  г)  Р}»'  {соз  Ѳ)  зіп  Ѳ  + 

+  І”В&1У  (А®г)  Р‘‘>  (соз Ѳ)  .  | 

*)  Штрих  у  функций  ф I,  Ь  И  Р(у  означает  дифференцирование  по  их  аргументу* 


(58) 


38* 
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Этим  завершается  формальное  решение  нашей  граничной  задачи.  Мы  не  будем 
здесь  заниматься  вопросами  существования  и  сходимости  полученного  ре¬ 
шения. 

Полезно  напомнить  значение  различных  постоянных.  Так  как,  по  пред¬ 
положению,  сферу  окружает  непроводящая  среда,  то  аш  *-=?  0.  Из  соотношений 
(2)  следует 


№  =  Ѵ—к'№>  е(І>  =  щ- , 

^1)=Т  (е(1І,  +  ‘^)  =  *!Ке(І1)  +  ^)  •  *?'»  =  т 

й<н)=/_йаі)й(Н)  =  ^  у  + 


(а) 

(б) 

я;* (в)  | 
(г)  ] 


.  2л 


(59) 


здесь  К  длина  волны  света  в  вакууме,  —  длина  волны  в  среде,  окру¬ 
жающей  сферу,  и  проводимость  сферы  стш>  обозначена  через  ст. 

Удобно  также  ввести  комплексный  показатель  преломления  сферы  отно¬ 
сительно  окружающей  среды,  который  понадобится  нам  в  дальнейшем.  Обозна¬ 
чая  этот  показатель  через  п ,  получим 


;2  (л(І1>)2  (#”>)2  .  4ла  к[П) 

“  (л(1>)3  ~  (^ш)г  +  1  ше<і> 


(60) 


Введем,  кроме  того,  безразмерный  параметр  д,  определяемый  выражением 


Я  — 


2л: 

№ 


а, 


(61) 


т.  е.  величина  ц  равна  произведению  2я  на  отношение  радиуса  сферы  к  длине 
волны  света  во  внешней  среде.  Тогда,  используя  соотношение 

1>АИ> 

можно  выразить  коэффициенты  (57)  в  виде 

еп  о+1  2^+1  Я$/  (?)  Чѵ  —  (?)  Ъі  (я?)  (  V  'і 

1  *0+1)  п&у(ч)Ь(щ)— ’ 

тр>  л+1  21  +  1  (?НМ  *?)—%(?)%("?)  '  ^  * 

1  л  ?/(1)((7) %(«?)—  (?)%(«?)  *  , 


Эти  формулы  принимают  особенно  простую  форму,  когда  либо  диэлектри¬ 
ческая  проницаемость,  либо  проводимость  сферы  высоки  и  вместе  с  тем  радиус 
сферы  не  слишком  мал,  В  этом  случае  |п|^>1,  |  пц  |^>  1 ,  и  выражения  (62) 
сводятся  к 


еВ, 


21±±_  Ці(д) 


1  1(1 


Ц1  +  1)фу(д)  ’ 

2/+1  ^г(?) 


(а) 


•1  (б) 


(63) 


Хотя  это  приближение  не  представляет  интереса  в  оптике,  его  важность  для 
радиодиапазона  несомненна.  Оно  имеет  и  исторический  интерес,  поскольку 
первые  теории  относились  к  такому  предельному  случаю  128]. 

в.  Сводка  формул ,  относящихся  к  присоединенным  функциям  Лежандра 
и  цилиндрическим  функциям .  Прежде  чем  переходить  к  дальнейшему  обсуж¬ 
дению,  удобно  привести  здесь  некоторые  формулы,  относящиеся  к  сферическим 
гармоникам  и  цилиндрическим  функциям. 
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Пр  и  со  единенные"  функции  Лежандра 
Полиномы  Лежандра  (в  которых  аргументом  служит  созѲ)  имеют  вид 

Р1  (СОЗ  Ѳ)  =  2  (- 1- Г  2<т!Г  ' 


1К  *  2'т! (/-**) 

Присоединенные  функции  Лежандра  первого  рода  определяются  выраже¬ 
нием  *) 

РГ(С05Ѳ)  =  (8ІпѲГ^^-).  (65) 

Нам  понадобятся  также  соотношения 

Р?  (соз Ѳ)  =  4^ \р, (СОЗ  Ѳ) -СОЗ Ѳ  Рг  (соз Ѳ) },  "1 

^'(созѲ)  =  ^і{Л«(созѲ)-/(/+1)^^}.  )  (б6) 

Для  больших  значений  I  справедливо  асимптотическое  приближение 


‘(СО5  0)»  |/йЖѳ5ІП  К*  +т)  Ѳ  +  т]  • 


Цилиндрические  функции 

I.  При  малых  значениях  аргумента  х  функцию  фг(л;)  можно  разложить 


в  ряд 

ФЛ*)  —  ЬЗ-...(2/  +  1)^ 

(68) 

где 

М*>- 1-2, Із  (2)  +  — 

(69) 

Для  ѴР(х) 

справедливо  разложение 

8м  (X)  =  -^]'3"(2/-1)^  {А,  (*)-«§,  (X)}, 

а:* 

(70) 

где  Нь(х)  и  ёі(х)  степенные  ряды,  в  которых  первый  член  равен  единице, 
а  второй  квадратичен  относительно  х .  Аналогично  функции  фІ  (х)  и  ^1>/  (*) 


можно  выразить  в  виде 

<7» 

«■»'(*)-«  - е‘*  №  (*)-&+  (*)},  (72) 

где  (І(х),  к*  (х)  и  §+  (а)  —  степенные  ряды  того  же  типа,  что  и  прежде. 

II.  При  больших  значениях  аргумента  х  и  при  условии,  что  I  мало  по  срав¬ 
нению  с  1*1,  можно  использовать  следующие  асимптотические  формулы: 

ф,  (х)даТ  \і1+1  ехр  (—  іх)  +  (—  і)‘+1  ехр  (іх)\;  (73) 

й“(*)»  (—  і)1+1  ехр  {іх),  (74) 

и 

{і1  ехр  (—  іх)  +  {—  і)1  ехР  (**)}>  (75) 

и!"'  (х)  Яі  (—  і)‘  ехр  (іх).  (76) 


!)  Иногда  используется  определение,  отличающееся  от  настоящего  множителем  ( — 1)'л, 


59$ 
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Для  вещественных  значений  х  функции  ф*(х)  и  ф/  (*)  тоже  вещественны,  т.  е. 

зіп  (х  —  у),  (77) 

(л)  дасоз  (х — у)  .  (78) 

13.5.2.  Некоторые  следствия  из  формул  Ми.  а.  Парциальные  волны.  Из 
выражений  (58)  видно,  что  амплитуды  радиальных  компонент  и  #(г5)  рас¬ 
сеянной  волны  уменьшаются  обратно  пропорционально  квадрату  расстояния 
от  рассеивающего  центра,  тогда  как  амплитуды  остальных  компонент  умень¬ 
шаются  более  медленно,  обратно  пропорционально  первой  степени  этого  рас¬ 
стояния.  На  достаточно  больших  расстояниях  (/'^>а)  в  радиационной ,  или 
волновой,  зоне  радиальными  компонентами  можно  пренебречь  по  сравнению 
с  тангенциальными,  т.  е.  в  этой  области  волны  поперечны . 

Полученные  формулы  показывают,  что  рассеянная  волна  состоит  из  сфери¬ 
ческих  гармоник  разных  порядков.  Эти  гармоники  называются  парциальными 
волнами ,  и  их  амплитуда  определяется  абсолютны¬ 
ми  значениями  комплексных  коэффициентов  <ІВ1  и 
тВь  которые  зависят  от  природы  обеих  сред  и  от 
отношения  радиуса  рассеивающей  сферы  к  длине 
волны  падающего  света. 

Каждая  парциальная  волна  состоит  из  электри¬ 
ческой  части  с  амплитудой  еВь  и  магнитной  части  с 
амплитудой  тВѵ  Магнитные  силовые  линии  элек¬ 
трической  парциальной  волны  и  электрические  си¬ 
ловые  линии  магнитной  парциальной  волны  цели¬ 
ком  лежат  на  концентрических  сферических  по¬ 
верхностях,  так  как  для  первой  волны  #г5)  =  О, 
для  второй  —  Е(г5}  —  0. 

Рассмотрим  произвольную  парциальную  волну, 
например  /-ю  электрическую  волну.  Мы  видим, 
что  соответствующие  компоненты  и  Н ф5>  равны 
нулю  в  точках,  где  обращаются  в  нуль  либо  созср,  либо  ^'(созѲ)  зіпѲ.  Ана¬ 
логично  Е ф5>  и  //е°  исчезают  там,  где  либо  зіп  ф,  либо  Р\1}  (соз  Ѳ)/зіп  Ѳ  равны 
нулю.  Внутри  интервала  л  функция  Р\1У  ( созѲ)  обращается  в  нуль  I 

раз,  а  функция  Р(Р  (соз0)/зіп0  обращается  в  нуль  I —  1  раз  и  отличается  от 
нуля  при  0  =  0  или  л.  При  ф  =  +  л /2  все  компоненты  поля  обращаются  в  нуль 
21  раз,  т.  е.  всего  (4/  —  2)  раза.  Поскольку  магнитные  силовые  линии  должны 
быть  замкнутыми  кривыми  и,  как  мы  видели,  они  целиком  расположены  на 
концентрических  сферических  поверхностях  с  центром  в  начале  координат,  то 
ясно,  что  каждая  из  21  нулевых  точек  на  окружности  с  <р  =  0  или  л  оказывается 
центром  семейства  таких  линий,  а  каждая  из  2(1 —  1)  нулевых  точек  на  окруж¬ 
ности  сф  =  ±  л  /2  будет  нейтральной  точкой.  Силовые  линии  обходят  эти  нейт¬ 
ральные  точки,  подобно  тому,  как  два  семейства  равнобочных  гипербол  с  об¬ 
щими  асимптотами  обходят  их  общий  центр. 

На  рис.  13.8  показаны  магнитные  силовые  линии  четвертой  электрической 
парциальной  волны.  Отчетливо  видны  две  группы  точек;  точки  первой  группы 
лежат  в  плоскости  хг  (плоскость  рисунка),  точки  второй  —  в  плоскости  уг. 

На  рис.  13.9,  а  для  первых  четырех  электрических  парциальных  волн 
приведены  проекции  на  плоскость  уг  их  магнитных  силовых  линий,  которые 
расположены  на  одной  из  полусфер,  находящихся  с  любой  стороны  плоскости 
уг.  В  волновой  зоне  электрические  силовые  линии  ортогональны  к  магнитным 
линиям,  так  как,  согласно  (58),  для  каждой  парциальной  волны  (электрической 


вые  линии  четвертой  электри¬ 
ческой  парциальной  волны. 
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или  магнитной)  справедливо  соотношение 

Е\,$)Н(в"  +  =  0.  (79) 


Проекции  электрических  силовых  линий  на  плоскость  хг  показаны  на  рис. 


13  9,  б . 

Аналогичные  результаты  получаются 
и  для  магнитных  парциальных  волн, 
за  исключением  того,  что  со$<р  и  ‘пп  ср 
меняются  местами.  Соответствующие 
проекции  электрических  силовых  ли¬ 
ний,  расположенных  на  сфере,  для  маг¬ 
нитных  парциальных  воли  легко  найти, 
поворачивая  рисунки  на  угол  9СГ  во¬ 
круг  оси  г. 

б.  Предельные  случаи  Ниже  мы  ис¬ 
следуем  относительную  роль  различных 
парциальных  волн  Общий  случай  ( п  и 
р  произвольны)  не  поддается  простому 
аналитическому  рассмотрению,  и  по¬ 
этому  мы  подробно  обсудим  лишь  два 
предельных  случая,  а  именно,  когда  ра¬ 
диус  сферы  зелик  по  сравнению  с  дли¬ 
ной  волны  (<7$>>1)  и  когда  он  значительно 
меньше  длины  волны 

I  В  этом  случае  наше  реше¬ 

ние  по  существу  должно  давать  те  же 
результаты,  что  дифракционная  теория 
Гюйгенса  —  Кирхгофа  или  даже  (при 
у-+оо)  геометрическая  оптика. 

Если  ограничиться  порядками  /,  зна¬ 
чительно  меньшими  <7  и  \гщ\,  то  можно 
использовать  асимптотические  прибли¬ 
жения  (73)  —  (76).  Имеем 

і|>/  (л?)^  і1  +  1  ехр  ( —  іпд)-\-  (—  ехр  ( іпд )  __ 

урі  (пд)  г1  ехр  (—  іпд)  +  (—  і)1  ехр  (іпд) 


С08  [л<7— (М-  1) -^-1 


‘2  [«<7-* у];  (8°) 


Рис  13  9  Силовые  линии  первой  (/),  вто¬ 
рой  (//),  третьей  (III)  и  четвертой  (/V) 
электрических  парциальных  воли  [19] 
а -магнитные  силовые  линии,  б- электри¬ 
ческие  силовые  линии 


коэффициенты  (62)  запишутся  в  виде 

ь- 


=  (-!)'«  7 тШ)х 


"в^<-і>!+1гйт)х 


зіп  \д— і-^-1  —  п  соз  д-іЦ- 1  [%\ пд-іЦ- 

X  ехр (- ід)  — != - — - — 1 — -  1 - 

1  —  іпіё  пд~~1~ ^ 


п  ЗІП 

,  л" 

у-' у 

—  С05 

ЛІ 

Ит] 

л—ііе 

1 

пя~і~ 

(81) 


X  ехр  (—  ід) 
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Отметим,  что  эти  коэффициенты  являются  быстро  осциллирующими  функциями 
и  ц  и  /,  так  что  небольшое  изменение  в  ц  или  I  может  вызвать  сильное  изменение 
в  еВг  и  тВг.  Видно  также,  что  тВ1+1  и  еВь —  величины  одного  порядка,  т.  е, 
амплитуда  электрической  парциальной  волны  с  номером  I  имеет  тот  же  порядок 
величины,  что  и  амплитуда  магнитной  парциальной  волны  следующего,  более 
высокого  номера. 

Формулы  (81)  получены  в  предположении,  что  I  значительно  меньше 
и  поэтому  в  таком  приближении  нельзя  определить  число  парциальных  волн, 
вносящих  замегный  вклад  в  рассеянное  поле.  Дебай  [29]  получил  асимптоти¬ 
ческие  приближения,  справедливые  для  всех  порядков,  и  показал,  что  ампли¬ 
туды  парциальных  волн  быстро  уменьшаются  до  нуля  как  только  /  -Ь  1/2  пре* 
взойдет  д,  так  что  следует  оставлять  только  первые  ц  членов. 

Если  диэлектрическая  проницаемость  или  проводимость  сферы  очень 
велици  ( |  п  ]— »-оо),  выражения  для  еВь  и  тВх  принимают  вид 


еВ,  =  і  (— 1)'+1  ехр  (—  ід)  соз  [д—1  і)  ,  | 

=  (— 1)'+1  ехр  (—  ід)  зіп  (д—1  у)  .  | 


(82> 


Их  проще  всего  получить  из  (63)  с  помощью  асимптотических  приближений 
(73)  —  (76). 

Результаты  настоящего  раздела  (<7^>1)  можно  применить  в  теории  радуги 
[30,  31];  параметр  цу  определяемый  размером  дождевых  капель,  порядка  ІО4. 

II.  <7<5§1.  Этот  случай  имеет  большое  практическое  значение  при  изучении 
микроскопических  и  субмикроскопических  частиц  в  коллоидных  растворах. 
Мы  можем  теперь  использовать  разложения  в  степенные  ряды  (68)  —  (72)  для 
цилиндрических  функций.  Ограничиваясь  наиболее  существенными  членами, 
получим 


•в(-. 


П2 —  1 


/2  [1  *3‘5*.-(2/ —  I)]3 


Я2  + 


Н-1 


|  (83> 


”Вг- 


/»22  +  3 


;(г+і)(2г+і)(2г+з)[і.з.5...(2/— і)р 


(Л2-1>. 


Есл 

(63) 


и  проводимость  или  диэлектрическая  проницаемость  очень  велики,  из- 
найдем  *) 


. в  -І<  ?а1+1 

1  /8 11 -3-5. .  .(2/ 


лВг- 


--  —  В, 


-  I)]8  ’ 
22  +  1 


I  (/+1)  [1  *3'5. .  .(2/— ~  I)]2  * 


(84> 


До  тех  пор,  пока  проводимость  остается  конечной  (формулы  (83)),  коэф¬ 
фициенты  еВ1+1  и  тВг  пропорциональны  величине  ^  в  одной  и  "той  же  степени,, 
т.  е.  амплитуды  (/  +  1)-й  электрической  и  /- й  магнитной  парциальных  волн, 
как  и  в  случае,  когда  —  величины  одного  порядка.  Если  радиус  сферы 
так  мал,  что  величиной  ц1  можно  пренебречь  по  сравнению  с  единицей,  необ¬ 
ходимо  учитывать  лишь  первую  электрическую  парциальную  волну;  ее  ампли¬ 
туда  и  фаза  определяются  комплексной  амплитудой 


о  п2~-1  .{2па\*п2 

=  г  тот  з 


лаН-2 


п> 5-|-2 


(85> 


Поскольку  еВг  —  комплексная  величина,  между  падающим  первичным  полем: 
и  рассеянным  вторичным  полем  существует  разность  фаз. 


*)  Прямой  переход  от  (83)  к  (84)  не  прост;  необходимо  принять  во  внимание,  что  когда 
/я|-+оо,  то  д-+0  таким  образом,  что  дъ\п\2  стремится  к  конечному  значению. 
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В  другом  предельном  случае  ( \  п  |~>оо),  как  мы  видим  из  (84),  амплитуды 
/-й  электрической  и  /-й  магнитной  парциальных  волн  —  величины  одного 
порядка. 

Рассмотрим  теперь  поле  первой  электрической  парциальной  волны  на 
большом  удалении  от  сферы  (г^>Х)  при  конечном  | п  |.  Воспользуемся  асимпто¬ 
тическим  приближением 

(х)  =  __  ехр  (іх),  &1У  (х)  =  —  *  ехр  (іх)  (86) 

и  соотношениями 

Рг  (СОЙ  Ѳ)  =  С05  Ѳ,  Я?*  (СОЙ  8)  =  5ІП  Ѳ,  Р[1У  (сой  Ѳ)  зіп(Ѳ  *=  —  соз  Ѳ,  (87) 

где  штрих  означает  дифференцирование  по  созѲ;  тогда  из  (58)  получим 


)  =  —  ™  со$  <р  соз  деВ1 


ехр  (і№1)г) 


1 

2я  V  „я2  —  1  .  ехр(^Ч)/-) 

а9  Вт  ер  — — - , 


=  ±  зіпф^е-^№)  =  - 
Л?*  =  ^  зіп  фгВа  ЕІІІЁ1П  =  (5)*  К5®  а*  !=і  зій  ф  ЕЕІЁТЛ , 


я*  +2 


/4')=^С05фС05  °'Ві~ 


2я  \  2і 
ЯД) 


У еш  а3 2- — -соз  ф  соз  6— -  I 

/Я  +  2  г  ) 


Н88) 


Легко  показать,  что  уравнения  (88)  идентичны  уравнениям  для  волновой 
зоны  (г  '^>Х)  электрического  диполя  в  точке  О  с  моментом  р~р0ех  р( — іыі)у 
где 


Ро^^ 


п2  —  1 
я2 +2 


(89) 


колеблющегося  параллельно  оси  х,  т.  е.  параллельно  электрическому  вектору 
первичного  падающего  поля.  Чтобы  показать  это,  предположим  вначале,  чта 
внешняя  среда  —  вакуум  (еш=1),  и  возвратимся  к  уравнениям  (2.2.53)  и 
(2.2.54),  Согласно  этим  уравнениям  радиационное  поле  линейного  электриче¬ 
ского  диполя  с  моментом  р0ехр(—  іЫ)  в  вакууме  определяется  выражениями 


^  =  — (т-)Чгх(гхР«)’  н  =  (т)г^(гхр«)-# 


(90> 


Здесь  г  —  радиус-вектор  точки  наблюдения.  Множитель,  зависящий  от  вре¬ 
мени  (ехр( — ші)),  опущен.  Из  (90)  следует,  что  если  направление  вектора  р0 
совпадает  с  направлением  оси  х ,  то  компоненты  векторов  Ей  Н  имеют  вид 

Ех  =  р0  (зіп2  6  зігі2  ф  +  соз2  Ѳ)  ехр|^г) , 


р0  зіп3  Ѳ  ЗІП  ф  СОЗ  ф 


ехр  (ікг) 


—(?)■ 

Ег  =  —  Рь  3*п  ®  СѲ5®  005  Ф  ехр^^  , 


Нж 

н. 


=  0, 


р0  соз  0 


схр  (ікг) 


(^)Ѵо  зіп  Ѳ  зіп  ф 


ехр  (ікг) 


(91) 


Если  преобразовать  эти  выражения  к  сферическим  координатам  в  соответствии 
с  правилом  (8)  и  подставить  для  р0  его  значение  (89),  то  мы  получим  соотно¬ 
шения  (88)  (с  е(1)  — ]).  В  более  общем  случае,  когда  е(1)9^1,  вместо  (91)  не¬ 
обходимо  рассматривать  соответствующие  выражения  для  радиационного  поля 
диполя  в  диэлектрике.  Эти  выражения,  которые  можно  получить  так  же,  как 
и  выражения  (91),  также  преобразуются  в  (88)  при  переходе  к  сферическим 
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координатам.  Отметим,  что  показатель  преломления  сферы  входит  в  выражение 
(89)  для  эквивалентного  момента  диполя  лишь  в  комбинации  (л2 — 1)/(п2 +  2). 
Для  диэлектриков  (п  вещественно)  мы  уже  встречались  с  этим  выражением 
в  теории  молекулярной  рефракции  (см.  (2.3.17)). 

Согласно  (88)  амплитуда  обратно  пропорциональна  квадрату  длины  волны, 
и  поэтому  интенсивность  рассеянного  света  обратно  пропорциональна  ее  четвер¬ 
той  степени.  В  таком  случае  мы  говорим  о  рэлеевском  рассеянии  *). 

Подобным  же  образом  через  колебания  магнитного  диполя  можно  выразить 
первую  магнитную  парциальную  волну.  Парциальные  волны  более  высоких 
порядков  можно  считать  результатом  колебаний  мультиполей,  но  здесь  мы  не 
будем  останавливаться  на  этом. 

в.  Интенсивность  и  поляризация  рассеянного  света .  Вновь  возвратимся 
к  общему  случаю  и  кратко  исследуем  интенсивность  и  поляризацию  рассеян¬ 
ного  света.  Так  как  нас  интересуют  лишь  относительные  значения  интенсив¬ 
ностей,  мы  вправе  взять  в  качестве  меры  интенсивности  квадрат  вещественной 
амплитуды  электрического  вектора.  Мы  будем  рассматривать  поле  липіь  на 
больших  расстояниях  от  рассеивающего  центра  (г^>?ѵ)  и  поэтому  подставим 
в  (58)  асимптотические  значения  функций  $(Д  и  ' .  Положим  также 


/о  ....(*<»)" 

и  4з хѴ2 

(Я<»)2 
4  л2/2 


І{1  = 


Тогда 


У  (—  /)'  (‘Я  ,/>?>'  (созѲ)  зіп  Ѳ—  "Я,  РЩ  <С05  вп 

зіп  Ѳ  ) 

І  (-'Г  {•В,^^-тВіРГ  (соз  Ѳ)  зіп  ( 

|  ^,5)|2  =  /{,8)  соз2  <р,  I  Е$ I2  =  1^  зіп2  ф. 


(92) 


(93) 


Определим  плоскость  наблюдения  как  плоскость,  в  которой  лежат  направ¬ 
ление  распространения  падающего  света  и  направление  (Ѳ,  <р)  наблюдения. 
Согласно  (4)  и  (7)  ф  представляет  собой  угол  между  этой  плоскостью  и  направ¬ 
лением  колебаний  электрического  вектора  падающей  волны.  На  основании 
(93)  либо  Еь\  либо  равно  нулю,  когда  ф  =  0  или  ср  —  л/2;  поэтому  рас¬ 
сеянный  свет  линейно  поляризован,  если  плоскость  наблюдения  параллельна 
или  перпендикулярна  первичным  колебаниям.  Поскольку  отношение  Е^ІЕ^ 
комплексно,  в  любом  другом  направлении  (Ѳ,  ф)  свет  в  общем  случае  поляри¬ 
зован  эллиптически.  Однако  в  частном  случае  рэлеевского  рассеяния  (см.  (88)) 
отношение  ЕІР/Е^  всегда  вещественно  и,  следовательно,  рассеянный  свет 
линейно  поляризован  при  всех  направлениях  наблюдения. 

На  практике  мы  обычно  имеем  дело  с  рассеянием  естественного  света . 
Соответствующие  формулы  для  этою  случая,  как  и  в  §  1.5,  можно  получить  из 
формул  для  поляризованного  света  с  помощью  усреднения  по  всем  направ¬ 
лениям  поляризации  **).  Обозначая  усреднение  чертой  и  учитывая,  что  со$2  ф  = 
=  5іпаф  —  1/2,  мы  получим  вместо  (93)  соотношения 

ГгУ|,==у/ІІ>’  (94) 


*)  Как  мы  уже  упоминали  на  стр.  106,  в  своих  знаменитых  статьях  о  голубом  цвете  неба 
Рэлей  показал,  что  спонтанные  флуктуации  плотности  однородной  среды  вызывают  рассеяние 
такого  же  типа  [32]. 

**)  Можно  также  воспользоваться  результатом  п.  10.8.2,  согласно  которому  волну  есте  ¬ 
ственного  света  мы  вправе  считать  состоящей  из  двух  некогерентных  волн  равных  амплитуд, 
распространяющихся  в  одном  направлении  и  поляризованных  во  взаимно  перпендикулярных 
направлениях.  Рассматривая  рассеяние  каждой  такой  волны  отдельно  и  суммируя  их  интен¬ 
сивности,  для  того  чтобы  получить  полную  интенсивность,  вновь  придем  к  выражениям  (94). 
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В  общем  случае  ни  /{,*\  ни  І{[}  не  равны  нулю,  так  что  рассеянный  свет  час¬ 
тично  поляризован.  По  аналогии  с  (1.5.42)  степень  поляризации  Р  рассеян-, 
ного  света  можно  определить  как 


Р  = 


— /<*> 
тр+тір’ 


(95) 


Неполяризовацная  доля  рассеянного  света  тогда  равна 


(/(Г  +  /||))(1-0  =  2/{,5,>  когда  /1Р</!М  (96) 

+  =  когда  /!?*  >/!»./ 

Зависимость  интенсивности  и  поляризации  рассеянного  света  от  направ¬ 
ления  рассеяния  и  от  физических  параметров  (л,  а,  п )  исследовали  на  основе 


а  =  9  Ом  ж 

Рис.  13.10.  Полярные  диаграммы  для  рассеяния  линейно  поляризованного  света  сферической 

частицей  золота  [45]. 

Ло=5500  А,  л(І)~1,33,  Я(И)=0,57  +  2,45  I. 

теории  Ми  многие  авторы  *),  однако  здесь  мы  можем  лишь  кратко  суммиро¬ 
вать  некоторые  основные  результаты. 

На  рис.  13.10  и  13.11  показана  зависимость  интенсивности,  а  также  непо¬ 
ляризованной  доли  рассеянного  света  от  угла  Наблюдения  Ѳ  для  диэлектри¬ 
ческой  и  металлической  сфер  различных  размеров.  Длина  радиуса-вектора 
для  внешних  кривых  пропорциональна  /<я  —  і\Р  1([\  а  для  внутренних 
кривых,  если  не  оговорено  особо,  Единицы  измерения  произвольны  и 
различны  для  каждого  рисунка.  Анализ  этих  полярных  диаграмм ,  а  также 
других  опубликованных  данных  позволяет  сделать  следующие  общие  выводы. 

За  исключением  сличая  очень  большой  проводимости  или  диэлектрической 
проницаемости  (при  этом  большая  часть  падающего  света  излучается  в  обрат¬ 
ном  направлении,  т.  е.  «отражается»,  полярные  диаграммы  в  предельном  слу¬ 
чае  исчезающе  малых  сфер  (а~>-0)  симметричны  относительно  плоскости,  про¬ 
ходящей  через  центр  сферы  и  перпендикулярной  к  направлению  распростра¬ 
нения  падающего  света.  Интенсивность  рассеянного  света  достигает  максимума 
как  в  направлении,  совпадающем  с  направлением  падающего  света  (Ѳ  =  СЕ), 
так  и  в  обратном  направлении  (Ѳ  —  180°)  и  имеет  минимум  в  плоскости  сим- 


*)  В  дополнение  к  уже  цитированной  работе  Ми  можно  указать  на  работы  [33 — 40].  Очень 
полный  обзор  результатов,  полученных  рядом  исследователей,  изложен  в  статье  [22]  и  в  книге 
[41].  См.  также  [42 — 441.  (На  русском  языке  результаты,  относящиеся  к  молекулярному  рассея¬ 
нию,  изложены  в  монографии  Фабелинского  183*1.  (Прим,  перев.)) 
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метрии  (0  =  90°).  При  увеличении  радиуса  сферы  наблюдаются  отклонения  от 
симметрии,  причем  в  направлении  падения  рассеивается  больше  света,  чем 
в  обратном  направлении.  Это  явление  часто  называют  эффектом  Ми.  При 
дальнейшем  увеличении  радиуса  практически  весь  рассеянный  свет  будет 
распространяться  в  направлении,  близком  к  Ѳ^О;  для  проводящей  сферы 
наибольшая  концентрация  света  происходит  также  в  этом  направлении.  Однако 


Рис.  13.11.  Полярные  диаграммы  для  рассеяния  линейно  поляризованного  света  диэлектриче¬ 
ской  сферой  с  показателем  преломления  л=1,25  [351, 

если  радиус  сферы  очень  велик  по  сравнению  с  длиной  волны,  то,  как  следует 
из  геометрической  оптики,  большая  часть  падающего  света  отражается. 

Зависимость  интенсивности  рассеянного  света  от  радиуса  сферы  иллюстри¬ 
рует  табл.  13.4.  Наличие  эффекта  Ми  ясно  видно  из  сравнения  величин, 
приведенных  в  первом  и  третьем  рядах.  Как  мы  видим,  имеется  очень  быст¬ 
рый  рост  интенсивности  с  увеличением  размеров  сферы;  чтобы  получить 
истинные  значения  интенсивности,  данные  в  таблице  нужно  умножить  на 
=  \ід\ 

Когда  д  превышает  единицу,  т.  е.  диаметр  сферы  2 а  больше  Ѵп/зт,  появ¬ 
ляется  серия  максимумов  и  минимумов,  которые  на  первый  взгляд  распределе- 
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Таблица  13.4 


Зависимость  нормированных  значений  интенсивности  4я2а2  (/^  + 
света,  рассеянного  диэлектрическими  сферами  с  показателем  преломления  п  =1,25, 
от  параметра  д  =  2ла/'к(1>  [36] 


ѳ 

9  =  0,01 

9=0,1 

9=0,5 

9=1 

9  =  2 

9=5 

9=8 

0° 

5,0- ІО-14 

5,0-10-8 

1,2-Ю-з 

2,310-1 

4,3 

9,8-ІОа 

7,5-Ю3 

90° 

2,5- 10“14 

2,5  10-8 

5,0  10-4 

3,610-* 

2,5-Ю-і 

2,7 

7,1 

180° 

5,0*  ІО-14 

4,9-10-8 

7,8- 10-4 

1,9.10-3 

2,0*  ІО-2 

1,3 

0,9 

ны  не  регулярно.  Появление  ряда  максимумов  и  минимумов  при  больших  д 
согласуется  с  теорией  Гюйгенса —  Кирхгофа. 

Результаты,  относящиеся  к  поляризации  рассеянного  света,  снова  оказы¬ 
ваются  различными  и  зависят  от  того,  велико  ли  значение  \п  |. 

Для  очень  малых  сфер  с  очень  большой  проводимостью  (ст— >-оо)  или  очень 
большой  диэлектрической  проницаемостью  (е->-оо)  поляризация  максимальна, 
когда  Ѳ  —  60°  (угол  Томсона).  С  увеличением  радиуса  сферы  ее  максимум  сме¬ 
щается  в  направлении  увеличения  Ѳ. 

Зависимость  поляризации  от  угла  наблюдения  Ѳ  для  сфер  с  конечной  про¬ 
водимостью  и  конечной  диэлектрической  проницаемостью  показана  для  двух 
типичных  случаев  на  рис.  13.10  и  13.11.  Когда  радиус  сферы  очень  мал  0), 
диаграмма  поляризации,  как  и  диаграмма  интенсивности,  симметрична  отно¬ 
сительно  плоскости  ху  и  имеет  максимум  при  Ѳ  =90°,  где  поляризация  полная. 
В  этом  случае  (рэлеевское  рассеяние)  степень  поляризации  можно  записать 
в  виде  одного  аналитического  выражения,  получающегося  при  подстановке 
(88)  и  (93)  в  (95),  а  именно 

Р(Ѳ)  =  ТТІ^0-  <97> 

Эта  формула  была  получена  Рэлеем  другим  способом. 

При  увеличении  радиуса  сферы  примерно  до  значения  а  =  Яш/я  максимум 
поляризации  смещается.  В  большинстве  исследованных  случаев  смещение 
происходит  в  направлении  увеличения  Ѳ  для  диэлектрических  сфер  и  в  на¬ 
правлении  уменьшения  Ѳ  для  поглощающих  сфер.  При  дальнейшем  увеличении 
радиуса  сферы  появляется  нерегулярная  последовательность  поляризационных 
максимумов. 

В  направлении  Ѳ  =  90°  свет  при  д<і  1  почти  полностью  поляризован,  при¬ 
чем  его  электрический  вектор  перпендикулярен  к  плоскости  наблюдения.  При 
больших  значениях  д  это  уже  не  так,  и  картина  становится  сложнее. 

До  сих  пор  мы  ограничивались  случаем  монохроматического  света.  Однако 
мы  часто  сталкиваемся  с  рассеянием  полихроматического  снега,  и  поэтому 
необходимо  также  рассмотреть  эффекты,  возникающие  из-за  наличия  компо¬ 
нент  с  различными  длинами  волн.  Заметим,  что  длина  волны  входит  в  наши 
формулы  лишь  через  параметр  д  и  показатель  преломления  п,  В  достаточно 
малой  области  длин  волн  п  практически  не  зависит  от  X,  если  в  выражении 
(60)  член,  содержащий  проводимость  о,  мал  по  сравнению  со  вторым  членом, 
т,  е.  в  случае  слабо  проводящей  сферы.  Вместе  с  тем  в  предельном  случае  бес¬ 
конечно  большой  проводимости  п  вообще  не  входит  в  наши  формулы,  и  тогда 
интенсивности  спектральных  компонент  зависят  лишь  от  #/Я(І).  Таким  обра¬ 
зом,  влияние  изменения  длины  волны  по  существу  эквивалентно  влиянию,  вы¬ 
зываемому  изменением  на  соответствующую  величину  радиуса  сферы,  Так  как 
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для  разных  длин  волн  максимумы  поляризации  оказываются  при  различных 
углах  наблюдения,  то  при  наблюдении  рассеянного  света  через  поляризующую 
призму  видны  сложные  изменения  цвета.  Этот  эффект  называется  полихроыз- 
мом.  Зависимость  поляризации  рассеянного  света  от  длины  волны  —  диспер¬ 
сия  поляризации — обеспечивает  очень  строгую  проверку  изложенной  выше 
теории  *). 

13.5.3.  Полное  рассеяние  и  затухание,  а .  Некоторые  общие  соображения 
Представляет  значительный  практический  интерес  определить  полное  количе¬ 
ство  света,  которое  рассеивается  или  поглощается  сферой.  Его  можно  найги, 
вычисляя  вектор  Пойнтинга  и  интегрируя  его  по  всем  направлениям.  С  по¬ 
мощью  соотношений  ортогональности,  которые  существуют  между  присоеди¬ 
ненными  функциями  Лежандра,  интегралы  можно  выразить  через  коэффици¬ 
енты  еВ1  н  тВ1.  Эти  расчеты  довольно  длинны;  полностью  они  выполнены  в  ра¬ 
боте  Ми  [45]. 

Полную  потерю  энергии  падающей  волной,  т.  е.  сумму  рассеянной  и  по¬ 
глощенной  энергии,  можно  определить  другим  способом  из  некоторых  общих 
соображений,  применимых  к  телу  совершенно  произвольной  формы.  Расчеты 
показывают  существование  тесной  связи  между  потерей  энергии  и  амплитудой 
рассеянной  волны  в  первоначальном  направлении  (Ѳ  =  0).  Из  этого  результата 
(который  мы  сейчас  получим)  и  из  формулы  Ми  для  рассеянной  волны  легко 
найти  полную  потерю  энергии  на  рассеяние  и  поглощение  сферой 

Рассмотрим  плоскую  монохроматическую  волну,  падающую  на  неболь¬ 
шое  тело  произвольной  формы,  находящееся  в  диэлектрической  среде.  Поле 
в  любой  точке  среды,  окружающей  тело,  вновь  можно  представить  в  виде  суммы 


падающего  и  рассеянного  полей,  т.  е. 

Е  =  Е<*>+Е<5>,  Н  =  Н<‘>  +  Н<5>.  (98> 

Как  обычно,  мы  опустим  временной  множитель  ехр{ — Усредненный  по 
времени  поток  энергии  определяется  средним  значением  вектора  Пойнтинга. 
На  основании  (98)  и  формулы  (1.4  56)  это  среднее  значение  равно 

<5  >  =  <$(*>>  +  <§(*>>  +  <  5' >,  (99) 

где 

<  5(/)>  =  Ре  <  Е0)  х >’  (100а) 

<  8<8>  >  =  ^- Ке  <  Е">Х(Н<8,)*>.  (1006) 

<  8'  >  =  ^  Ке  <  Е<‘>  х  (Н«Г  +  Е'*>  X >.  ( ЮОв) 


Рассмотрим  усредненный  поток  энергии,  выходящий  через  поверхность 
сферы  большого  радиуса  /?  с  центром  в  некоторой  точке  области,  занятой  телом. 
Полный  поток  в  единицу  времени  равен  интегралу  от  радиальной  компоненты 
<8>г  величины  <8>,  взятому  по  сфере  Очевидно,  что  для  диэлектрического 
тела  он  равен  нулю  Однако  для  проводящего  тела,  поглощающего  часть  па¬ 
дающей  энергии,  суммарный  поток  через  поверхность  сферы  совпадает  по  ве¬ 
личине  со  скоростью,  с  которой  происходит  поглощение.  Пусть  — 

скорость  поглощения  энергии  телом.  Тогда  из  (99)  имеем 

_ У/Ла)  =  _| .  п  ^  (іоі) 

где  и  7//”  —  интегралы  от  радиальных  компонент  <8(/)>г,  <8и)>г 

и  <8)>г,  взятые  по  поверхности  сферы.  Поскольку  предполагается,  что  среда, 
окружающая  тело,  является  непроводящей,  ЖЛі)  —  0  и,  следовательно, 

^-и.і  +  ^5)  =  _5Г'=  _§1-Ке^(Е<'>х(Н(«Г+Е<*'х(Н1'>)*)-п^51  (102) 


*)  Дисперсия  поляризации  и  пол^хроизм  исследовались  в  работе  [46], 
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где  5  —  поверхность  сферы  и  п  —  единичный  вектор  внешней  нормали.  Таким 
образом,  выражение,  стоящее  в  правой  части  (102),  представляет  скорость  по¬ 
тери  энергии  на  тепло  и  на  рассеяние. 

Введем  единичный  вектор  п0,  направление  которого  .совпадает  с  направ¬ 
лением  распространения  падающей  волны.  Тогда 

Е{/)  —  еехр  (іка)  (п0  -  г)),  Н(г)  =  Ь  ехр  (ік{и  (п0  -г)).  (ЮЗ) 

Предположим,  что  эта  волна  линейно  поляризована,  и  поэтому  е  и  1і  можно 
считать  вещественными  постоянными  векторами.  На  больших  расстояниях  от 
тела  рассеянную  волну  можно  считать  сферической,  т.  е. 

Е,д1=а(п)-Р  (^<0Г  ,  Нм  =  Ь(п)еір^І>^.  (104) 


Векторы  а  (п)  и  Ь  (п)  характеризуют  силу  излучения,  рассеянного  в  направле¬ 
нии  п.  Так  как  и  падающая,  и  рассеянная  волны  подчиняются  уравнениям 

Максвелла,  получим  (рм.  уравнения  (1.4.4)  и  (1.4.5)) 


Ь  =  у  е(І)  п0  хе/  Ь  =  КеІІ)пха,  1 
п0 -е  =  п0  •  И  =  0,  п  •  а  =  п  •  Ь  =  0,  ) 


(105) 


где  еш  —  диэлектрическая  проницаемость  внешней  среды,  которая  предпо¬ 
лагается  немагнитной  (р  =  1).  Из  этих  соотношений  следует,  что  на  поверх¬ 
ности  5  сферы  большого  радиуса 


(Е(І)  х  (Н(5>)*) •  п  —  V  е-а*ехр  [ік(1)  /?  (п0  •  п)]  I. # 
(Емх(Н<Л)*)-п^ 

^Г?77  [(п •  пэ)  (а  е)— (п-е)  (п„а)]  ехр  [—  іктН  (п„-п)]-^— ^ — 


(106) 


Подставим  найденные  выражения  в  (102).  Для  вычисления  полученного  ин¬ 
теграла  воспользуемся  леммой  *),  которая  утверждает,  что  для  произвольной 
функции  /(п)  при  больших  Н  можно  написать 

г  ^  /  (п)  ехр  [  —  іки)  К  (п0  •  п)]  03  * 

(п„)  ехр  ( -  іА«>  Я)  — Ц— п.)  ехр  (««>  Я)] .  (107) 

Тогда  мы  получим 

^(Е11>Х(Н«')*).п<ІЗ«  ) 

«—  р^ѴТ717  [е-а*(іі0)~ е  а*(— п„)ехр(  —  2Шп  К)],  |'  (108) 

Д(Е»  X  (Н«>)*)  ■  п  I/'?77  [е  •  а  (п0)+е  •  а  (-п„)  ехр  (2 ік»>К)} ,  ) 

5 

а  соотношение  (102)  примет  вид 

5Г'*>  +  5Г“>  =  Іш  [е-  а  (п0)] ,  (109) 


где  Іш  означает,  что  берется  мнимая  часть. 

Из  соотношения  (109)  следует,  что  в  случае  падения  линейно  поляризован - 
ного  света  скорость  Оиссипации  энергии  пропорциональна  проекции  на  направ¬ 
ление  электрического  вектора  падающей  волны  амплитуды  волны ,  рассеянной 
в  первоначальном  направлении  іп  п0). 


*)  Эту  лемму  можно  доказать  после  очевидной  замены  переменных  с  помощью  принципа; 
стационарной  фазы  (см.  приложение  3).  См.  также  [47]. 
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Величина  <2,  равная  отношению  скорости  диссипации  энергии 
к  количеству  энергии,  падающей  в  единицу  времени  на  единичную  площадку 
в  сечении  тела  (|<5<0>|),  называется  сечением  экстинкции  тела.  Из  (НЮа), 
(103)  и  (105)  следует,  что  |<Зи)>  I  =  с  V" е(0е-/8эх,  так  что,  согласно  (109),  найдем 


|<$и>|  Vе2 


(ПО) 


Эта  формула  получена  Ван  Ху  летом  *)  [48]. 

Аналогичным  образом  можно  определить  сечение  рассеяния  и  сечение 
поглощения  <2<а)  тела,  а  именно 


п{з)  =  _УУ  пш  = 

ь  1<*(/>>Г  |<^>г 


(111) 


Очевидно,  что  (2  —  <2(і)  +  (2{а) .  Для  непоглощающего  тела  =  и  сечение 
экстинкции  совпадает  с  сечением  рассеяния. 

Прежде  чем  применить  соотношение  (1 10)  к  сферическому  телу,  найдем 
величину  <2  для  тела,  которое  практически  не  пропускает  падающего  света. 
Предположим  также,  что  его  линейные  размеры  велики  по  сравнению  с  длиной 
волны.  В  этом  случае  применима  теория  Гюйгенса —  Кирхгофа,  и  основной 
вклад  в  рассеяние  в  направлении  падения  света  обусловлен  дифракцией  Фраун¬ 
гофера.  Пусть  на  тело  падает  линейно  поляризованная  волна  с  плоским  волно¬ 
вым  фронтом,  причем  А'  —  часть  этого  фронта,  не  закрываемая  препятствием, 
И  А- — его  часть,  занятая  препятствием  (рис.  13.12).  Рассмотрим  рассеянное 
поле  Е<5)  в  точке  Р,  находящейся  на  большом  расстоянии  от  тела.  Согласно 
принципу  Гюйгенса  —  Френеля  и  принципу  Бабине  (8.3.21)  имеем  для  малого 

угла  дифракции 

к  ^  ехр  №<1)г) 


Е(5)  = 


А<” 


-йЗ.  (112) 


А 


Рис.  13.12.  К  выводу  соотношения 
{114)  для  сечения  экстинкции  при 
большом  препятствии 


Если  точка  Р  находится  очень  далеко  от 
препятствия  в  направлении  распростране¬ 
ния  падающей  волны,  то  г  можно  считать 
постоянным,  и  (112)  дает 

к  ехр  (і&а>  г) 

>  _  ; 


Е(5)  (п0)  =  Ое с 


(ИЗ) 


здесь  Е>  — -  геометрическое  поперечное  се¬ 
чение  тела  (площадь  А).  Следовательно, 
в  данном  случае  вектор  а  в  (104)  как  функция  п0  определяется  выражением 
ЮеіХа)  и  из  (НО)  находим,  что 

<Э  =  2а  (114) 


Таким  образом,  сечение  экстинкции  большого  непрозрачного  тела  равно  удвоен¬ 
ному  значению  его  геометрического  поперечного  сечения.  На  первый  взгляд  полу¬ 
ченный  результат  кажется  несколько  парадоксальным,  так  как  можно  было  бы 
ожидать,  что  для  тела  большего  размера  должно  было  бы  быть  справедливым 
приближение  геометрической  оптики,  а  в  этом  приближении  сечение  зкетинк- 
ции  равно  О.  Объяснение  этого  кажущегося  противоречия  **)  заключается 
в  юм,  что  независимо  от  размеров  тела  и  расстояния  до  точки,  в  которой  рас¬ 
сматривается  поле,  всегда  имеется  хотя  бы  узкая  область  —  вблизи  края  гео¬ 
метрической  тени, —  где  приближение  геометрической  оптики  несправедливо. 


*)  Используемый  здесь  метод  доказательства  предложен  в  работе  [49].  Аналогичная  тео¬ 
рема  существует  и  в  теории  атомных  столкновений  [50,  51]. 

**)  Аналогичный  кажущийся  парадокс  впервые  отмеченный  в  работе  [52],  возникает  в 
лроблемах  рассеяния  в  квантовой  механике. 
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Помимо  света,  задерживаемого  телом  с  поперечным  сечением  О  (потери  на  отра¬ 
жение  и  поглощение),  возникает  дополнительный  вклад  в  экстинкцию,  обуслов¬ 
ленный  соседством  с  краем  тени,  и  очевидно,  что  этот  вклад  также  равен  О. 
Для  экспериментальной  проверки  соотношения  (114)  необходимо  собрать  свет 
с  достаточно  широкой  площадки,  расположенной  достаточно  далеко  от  тела  *). 

Применим  теперь  общую  формулу  (ПО)  к  сферическому  телу.  На  основа¬ 
нии  (58)  проекция  амплитуды  рассеянной  волны  на  направление  электрическо¬ 
го  вектора  падающей  волны  (<р  —  0)  при  рассеянии  вперед  (0  —  0)  определяется 
выражением 

у  У,  {"В,  8»'  (Йш  Г)  [/>;«'  (С05  0)  5ІП  0]ѳ=о  — 

—  ітВ$а  (к™  г)  [рШсоз  Ѳ)ІЛ1-]0=01.  (115) 

Оба  члена,  содержащих  присоединенные  полиномы  Лежандра,  легко  найти  из 
выражения  **)  [23] 

Р(Г  (*>  =  2=4-  5 (1  -*■)"*{  1  +  с,  (±і4  +с2  (™)2  +  . ;  (116) 

здесь  с1у  с2,  ...  зависят  лишь  от  I  и  т.  Из  последнего  выражения  и  из  его  про¬ 
изводной  находим 

ГіГ'коЧі  (I  +  1),  (/»{«'  (соз  Ѳ)  зіп  Ѳ)ѳ=о  =  — т  ■ щ  +  1).  (1 17) 

Подставляя  (117)  в  (115)  и  используя  для  и  ?(/>#  асимптотические  прибли¬ 
жения  (74)  и  (76),  получим 

(4$,)е=ф=о  =  4ш— < Г'—  %(~ІУ  1  {1  +  1)  [*яГ+"яі]-  (ИЗ) 

Вспоминая,  что  амплитуда  падающего  поля  считается  равной  единице  (е3  =  1), 
находим  искомую  величину  е-а(п0)/е2,  разделив  найденное  выражение  на 
ехр  Подставляя  ее  в  (110)  и  используя  тождество  1  ш  (г)  =  К  е  (■ — іг)% 

справедливое  для  любого  комплексного  числа  г,  мы  окончательно  получим 
следующие  выражения  для  сечения  жстинкции  сферы : 

о  00 

<і =  Ке  Е  ( ■ -  і 0' +1  /  (I  +  1 )  [*в,  +  -В,] ,  (119) 

^1 

здесь  коэффициенты  еВг  и  тВ1  определяются  выражениями  (62). 

б.  Результаты  расчетов.  Суммируем  теперь  основные  результаты  расчетов 
полного  рассеяния,  полного  поглощения  и  экстинкции  для  сферы. 

В  п.  13.5.2  мы  показали,  что  при  диаметре  сферы,  значительно  меньшем 
длины  волны  (рэлеевское  рассеяние),  необходимо  учитывать  лишь  первую 
электрическую  парциальную  волну.  В  этом  случае  амплитуда  рассеянной 
волны  пропорциональна  1/(АСІ))3,  так  что  полное  рассеяние  обратно  пропор¬ 
ционально  четвертой  степени  длины  волны.  Если  учитывать  также  члены  более 
высокого  порядка,  которые  зависят  от  радиуса  сферы  и  материальных  постоян¬ 
ных,  то  полное  рассеяние  станет  очень  сложной  функцией  длины  волны  и  будет 


*)  Тщательный  анализ,  приводящий  к  лемме  (107),  показывает,  что  часть  поверхности 
сферы  5,  вносящая  заметный  вклад  в  (?,  стягивает  центральный  телесный  угол  порядка 
где  1  >  р>  4-Т)  (см.  1 47]).  Более  подробнее  исследование  вопроса  о  сечении  экстинкции  большой 
частицы  и  роли  геометрической  тени  люжно  найти  в  работах  [53,  54]. 

**)  Формула,  приведенная  в  [23],  отличается  от  (116)  множителем  ( — 1)*.  Различие  свя¬ 
зано  с  тем,  что  в  работе  [23]  использовано  несколько  иное  определение  присоединенных  поли¬ 
номов  Лежандра  (см.  сноску  на  стр.  597). 

39  М  Сп«п  О...  А 
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селективным  *).  В  случае  золота,  например,  даже  очень  маленькая  сфера  дает 
максимум  вблизи  >,^5500  А  (рис.  13.13). 

Такой  максимум  можно  интерпретировать  как  своего  рода  резонанс.  Пред¬ 
положим,  что  сфера  не  испытывает  влияния  поля  падающего  пучка  света,  но 

в  ней  возбуждены  свободные  электромагнит¬ 
ные  колебания.  Частоту  и  постоянную  за¬ 
тухания  таких  свободных  колебаний  мож¬ 
но  получить  из  изложенной  выше  теории, 
если  в  уравнениях  (56)  опустить  члены,  не 
содержащие  коэффициентов  еВ1  и  тВг  По¬ 
лучающаяся  система  линейных  однородных 
уравнений  допускает  нетривиальное  реше¬ 
ние  только  в  том  случае,  если  они  совме¬ 
стны.  Тогда  каждое  решение  уравнения 
соответствует  затухающим  собственным  ко¬ 
лебаниям;  частота  таких  колебаний  очень 
близка  к  частотам,  на  которых  имеется  мак¬ 
симум  интенсивности  для  определенных 
рассеянных  парциальных  волн  **). 

Расчеты  рассеяния  и  экстинкции  сфе¬ 
рами  конечного  радиуса  для  выбранных 
значений  показателя  преломления  были 
проделаны  многими  авторами.  Большин¬ 
ство  расчетов  относится  к  диэлектриче¬ 
ским  (вещественное  п)  и  слабо  поглоща- 
приведена  типичная  кривая,  полученная 
)  п .  =  1,33.  Такой  же 


Рис.  13.13.  Зависимость  полного  рас¬ 
сеяния  на  очень  маленьких  сферах 
(<2-т-0)  ОТ  длины  волны  [56]. 
/-ртуть,  // — яолото,  ///—серебро,  IV  — 
идеальный  проводник. 


ютим  сферам.  На  рис.  13.14 
Гольдбергом  для  сфер  с  показателем  преломления 
показатель  преломления  у  воды,  и  поэтому  указанные  результаты  представляют 
интерес  в  связи  с  пропусканием  света  дымкой,  тучами  и  туманом,  а  также 
0<$> 


Рис.  13. 14.  Завиошость  сечения  рассеяния  диэлектрических  сфер  с  показателем  преломления 
я— 1,33  от  параметра  д—2ка!Ѵ^  [59]. 


в  связи  с  теорией  камеры  Вильсона  и  т.  д.  Как  мы  видим,  на  кривой  имеется 
серия  максимумов  и  минимумов,  и  с  увеличением  радиуса  сферы  сечение  экс¬ 
тинкции  в  согласии  с  уравнением  (114)  стремится  к  удвоенному  значению  гео- 

*}  Интересным  примером  селективного  рассеяния  служат  явления,  наблюдавшиеся  в? 
сентябре  1950  г.,  когда  на  большой  части  Европы  Солнце  (а  также  Луна)  казалось  насыщенно 
голубым.  Спектроскопические  измерения  «голубого»  и  нормального  Солнца  позволили  полу¬ 
чить  кривую  экстинкции  слоя,  вызывающего  это  явление.  Было  сделано  заключение,  что  голу¬ 
бой  цвет  обусловлен  селективным  рассеянием  дымом,  вероятно,  состоящим  из  поразительно 
одинаковых  по  размеру  капелек  масла,  занесенных  ветрами,  дующими  в  верхних  слоях  атмос¬ 
феры,  из  горящих  лесов  в  Альберте  [55]. 

**)  Оптический  резонанс  наблюдал  Вуд  [57]  на  гранулированных  пленках  и  парах 
щелочных  металлов.  Собственные  колебания  сферы  изучались  Дебаем  [58]. 

***)  Этот  случай  исследовался  также  в  работах  [60,  61].  Сходные  кривые,  относящиеся 
к  другим  значениям  показателя  преломления,  были  получены  многими  авторами,  например, 
[22,  41,  62—65]. 
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метрического  сечения.  На  кривой  заметна  также  тонкая  структура,  т.  е.  до¬ 
полнительные  небольшие  максимумы  и  минимумы.  Естественно,  что  эти  не¬ 
большие  флуктуации  сглаживаются,  если  рассеяние  вызывается  многими  сфе¬ 
рическими  частицами  не  точно  одинакового  размера. 

Аналогичный  характер  имеют  кривые  экстиикции  для  диэлектрических 
сфер  с  другими  показателями  преломления.  Можно  показать,  что  если  п  не 
слишком  отличается  от  единицы,  первый  максимум  у  всех  кривых  получается 
при  значении  д,  определяемом  выражением*)  (п— 1)«4,  и  О  при  этом 
может  достигать  величины  Ала1. 

Для  полностью  отражающих  сфер  [64,  66]  (п->оо)  первый  максимум  на 
кривой  экстинкіши  оказывается  при  д  =  1 ,2,  а  <3  =  2,29  ла?,  первый  минимум  — 
при  д—  1,6,  а  ф  —  2,12  па*.  Затем  появляются  слабые  осцилляции  н  кривая 
приближается  к  значению  2ла‘\  когда  д-^оо. 

Расчеты,  относящиеся  к  случаю  поглощающих  сфер,  значительно  более 
трудоемки,  и  поэтому  подробно  изучено  лишь  несколько  специальных  случаев. 


Рис.  13.15.  Сечение  поглощения  (?(а\  се¬ 
чение  рассеяния  и  сечение  экстиикции 
ф  для  железных  сфер  различного  радиуса 
[671. 

1,27+  1,37  I,  ^(І)  =  4200  А. 


Рис.  13.16.  Кривые  экстинкции  Сііла1  (сплошные 
линии)  и  кривые  поглощения  <2<а>/ла3  (пунктирные 
линии)  для  слабо  поілощающих  сфер  с  показате¬ 
лем  преломления  п  —  (1+6)-{-і6  р,  где  величи¬ 

на  6  вещественна  и  мала  по  сравнению  с  едини¬ 
цей  [69] 


экстиикции  небольшими  сферами  железа.  Для  сфер  с  большим  диаметром  при 
расчете  можно  пользоваться  асимптотическими  формулами  [681,  выведенными 
на  основе  теории  Ми  и  асимптотических  разложений  Дебая  для  цилиндрических 
функций.  Случай  слабо  поглощающих  сфер  рассматривался  Хулстом  1691* 
результаты  его  расчетов  показаны  на  рис.  13.16.  Как  мы  видим,  в  последнем 
случае  общее  поведение  кривых  экстинкции,  аналогично  их  поведению  для 
диэлектрических  сфер,  но  уже  очень  небольшой  проводимости  достаточно, 
чтобы  полностью  сгладить  имеющиеся  слабые  осцилляции.  При  дальнейшем 
увеличении  проводимости  первый  минимум  совершенно  исчезает  и  функции, 
описывающие  экстинкцию  и  поглощение,  монотонно  увеличиваются,  асимпто¬ 
тически  приближаясь  к  значениям  2  и  1  соответственно. 

Теорию  Ми  можно  проверить  экспериментально  путем  наблюдения  рас¬ 
сеяния  света  либо  одной  сферической  частицей,  либо  многими  частицами 
(мутные  среды,  коллоидные  растворы).  Такую  проверку  относительно  легко 

*)  Величина  2 ц{п—  1)  представляет  фазовый  сдвиг,  которьій  претерпевает  луч  света,  пере¬ 
секающий  сферу  по  диаметру.  Это  полезный  параметр,  и  если  строить  кривые  экстинкции  в  за¬ 
висимости  от  него,  то  при  п,  не  слишком  отличающемся  от  единицы,  они  чрезвычайно  похожи 
друг  на  друга. 
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провести  для  больших  частиц,  но  она  становится  довольно  трудной,  когда 

диаметр  каждой  частицы  порядка  длины  волны  или  меньше.  Ла  Меру  с  сотруд¬ 
никами  [62,  63,  701  удалось  проверить  теорию,  измеряя  угловое  распределение 
рассеянного  света,  а  также  полное  рассеяние  от  взвеси  серных  золей  в  воде 
(частицы  диаметром  от  3000  до  5000  А).  Они  использовали  излучение  с  длинами 
волн  в  вакууме  от  2850  до  10000  А  и  нашли  прекрасное  согласие  с  предсказа¬ 
ниями  теории  Ми.  В  некоторых  случаях  на  кривой  экстинкции  наблюдались 
даже  мелкие  флуктуации  (тонкая  структура)  (см.  рис.  13.14). 

Ряд  авторов  изучал  рассеяние  света  несферическими  частицами,  но  в  об¬ 
щем  случае  аналитический  вид  соответствующих  волновых  функций  настолько 
сложен,  что  строгие  решения  имеют  ограниченное  практическое  значение  *). 
Ганс  [753  и  другие  исследователи  рассматривали  рассеяние  электромагнитных 
волн  эллипсоидами  с  размерами,  малыми  по  сравнению  с  длиной  волны;  строгое 
решение  для  эллипсоида  произвольного  размера  было  получено  в  работе  [76Г 
Рассеяние  длинными  круглыми  проводящими  цилиндрами  изучалось  еще 
в  1905  г.  Зейтцем  [77]  и  Игнатовским  [78],  и  полученные  ими  формулы  подобны 
формулам  Ми  для  сферы.  Рассеяние  длинными  круглыми  диэлектрическими 
цилиндрами  и  цилиндрами  с  высоким  отражением  исследовали  Шеффер  и 
Гроссманн  [79]  (см.  также  [80]). 
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ГЛАВА  14 


КРИСТАЛЛООПТИКА  *> 


§  14.1.  Тензор  диэлектрической  проницаемости  анизотропной  среды 

Вспомним,  что  в  основе  нашей  оптической  теории  лежат  две  отдельные 
системы:  одна —  уравнения  Максвелла  (1.1.1)  и  (1.1.2),  другая  —  материаль¬ 
ные  уравнения,  которые  для  изотропной  среды  были  записаны  в  виде  формул 
(1.1.9) —  (1.1.11).  Чтобы  принять  во  внимание  анизотропию  кристаллов,  не¬ 
обходимо  обобщить  последние  уравнения.  В  основной  части  настоящей  главы 
мы  будем  рассматривать  однородную,  непроводящую  (а  —  0)  и  магнитно  изо¬ 
тропную  среду  **),  считая  ее,  однако,  электрически  анизотропной .  Иными 
словами,  мы  будем  рассматривать  вещества,  электрическое  возбуждение  кото¬ 
рых  зависит  от  направления  электрического  поля.  Тогда  вектор  И,  вообще 
говоря,  не  будет  параллелен  вектору  Е.  Заменим  уравнение  (1.1.10)  простей¬ 
шим  соотношением  между  О  и  Е,  позволяющим  учесть  анизотропию,  а  именно 
соотношением,  в  котором  каждая  компонента  вектора  О  связана  линейно  с  ком¬ 
понентами  Е,  т.  е. 

Ас  =  *ХХЕХ  Н-  *хуЕу  +  ^ 

Оу  “  &у%Ех  Н”  гууЕу  +  гугЕгУ  >  (1) 

О г  ~  ьгхЕх  егуЕу  +  &ггЕг.  | 

Девять  величин  е,сж,  е?/ѵ,  ...  являются  постоянными  среды  и  составляют  тензор 
диэлектрической  проницаемости ;  следовательно,  вектор  В  равен  произведению 
этого  тензора  на  вектор  Е. 

Перепишем  уравнение  (1)  в  более  компактной  форме: 

С>*  =  ^ейгЕг,  (2) 

где  к  —  один  из  трех  индексов  х,  у  или  г,  а  индекс  I ,  по  которому  ведется  сум¬ 
мирование,  принимает  по  очереди  значения  х,  у  иг.  При  формальной  тензорной 
записи  знак  суммирования  обычно  опускают,  а  указанием  на  суммирование 
по  всем  значениям  I  служит  двукратное  появление  в  произведении  этого  ин¬ 
декса.  Однако  мы  сохраним  знак  суммы,  так  как  это  поможет  избежать  каких- 
либо  неясностей  для  читателей,  не  знакомых  с  тензорным  исчислением. 

Предположим,  что  выражения  (1.1.31)  для  плотностей  электрической  и 
магнитной  энергий  остаются^  справедливыми  и  здесь.  Тогда 

=  =  (3) 

И  ^ 

^  =  жв-н  =  ж^г-  И) 

Сохраним  также  определение  вектора  Лойнтинга,  или  «лучевого  вектора». 


*)  В  настоящей  главе  рассматриваются  вопросы  кристаллооптики  без  учета  простран¬ 
ственной  дисперсии.  Учет  пространственной  дисперсии  в  кристаллооптике  выполнен  в  книге 
В.  М.  Аграновича  и  В.  Л.  Гинзбурга  [40*].  (Прим.  ред.). 

**)  Существуют  также  мапштные  кристаллы,  но  поскольку  влияние  намагничения  на 
оптические  явления  мало  (быстрые  осцилляции),  магнитной  анизотропией  можно  пренебречь.  ■ 
Однако  чтобы  сохранить  некоторую  симметрию  формул  и  включить  слабо  магнитные  кристал¬ 
лы,  мы  учтем  магнитную  проницаемость,  считая  ее  скалярной  величиной  р;  кроме  того,  это 
облегчит  написание  уравнений  в  тех  системах  единиц,  где  р  для  вакуума  не  равно  единице.  , 
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задаваемое  (1.1.38),  т.  е. 


4л 


ЕХН, 


(5) 


и  посмотрим, -согласуются  ли  эти  определения  с  законом  сохранения  энергии. 

Как  ивп.  1.1.4,  умножим  первое  уравнение  Максвелла  на  Е,  второе  на 
Н  и  используем  векторное  тождество  (1.1.27).  Тогда  получим 

(6) 


-Саіѵ(ЕхН)  =  Е-І)  +  В.Н=Х^лА  +  тІ^Яа)- 


2  Ш 

КІ 

Если  разделить  обе  части  этого  равенства  на  4л,  то  второй  член  в  правой  части 
будет  представлять  скорость  изменения  магнитной  энергии  в  единице  объема, 
но  первый  его  член  окажется  скоростью  изменения  плотности  электрической 
энергии  лишь  при  условии 

4л  +-+  і  8л 

т.  е.  при  и 

Д  и к к 


ы 

■ЁкЕг) 


ы  (ЕкЕ  [  +  ЕіЕь), 

0. 


(7) 


Здесь  различие  индексов  к  и  I  фиктивно,  так  как  оба  они  принимают  одни  и 
те  же  значения  (х,  у,  г).  Следовательно,  наше  выражение  не  изменится,  если 
переставить  к  и  I  во  втором  члене,  что  дает 

2  (еА*г — ЕкЁг—  0. 

ы 

Поскольку  такое  условие  должно  выполняться  при  любом  значении  поля, 
отсюда  следует,  что 

~  егь-  (8) 

Это  означает,  что  тензор  диэлектрической  проницаемости  должен  быть  сим- 
\метричным.  Из  девяти  его  компонент  только  шесть  независимы.  Обратно, 
условие  (8)  достаточно,  чтобы  обеспечить  справедливость  уравнения  (7),  и  мы 
получаем  теорему,  выражающую  закон  сохранения  энергии  в  дифференциаль¬ 
ной  форме  («гидродинамическое  уравнение  непрерывности»  (1.1.43)),  т.  е. 

йт 


-<3іѵ  5  = 


йі 


(а>  =  аі,  +  юл). 


(9) 


Симметричность  тензора  е  позволяет  привести  выражение  для  электриче¬ 
ской  энергии  <Д)Г;  к  такой  форме,  при  которой  сохраняются  лишь  квадраты  ком¬ 
понент  поля  и  отсутствуют  их  произведения.  Рассмотрим  в  пространстве  х, 
уі  г  поверхность  второго  порядка 

гХіех2  +  гууу2  +  гггг2  +  2  гугуг  +  2гхгхг  +  2  вхуху  =  сопзі .  (10) 

Левая  часть  уравнения  (10)  должна  иметь  положительную  квадратичную  форму, 
потому  что  при  замене  х,  у  и  г  на  компоненты  вектора  Е  она  становится  равной 
а  энергия  х&е  должна  быть  положительной  для  любого  значения  вектора 
подя.  Поэтому  уравнение  (10)  описывает  эллипсоид,  и  его  всегда  можно  при¬ 
вести  к  главным  осям  эллипсоида;  таким  образом,  существует  система  коорди¬ 
нат,  связанная  с  кристаллом,  в  которой  уравнение  эллипсоида  имеет  вид 

&хх2 -{- е,уУ2 гг22  =  сопзі.  (11) 

В  этой  системе  главных  диэлектрических  осей  материальные  уравнения  и 
выражение  для  электрической  энергии  принимают  простую  форму,  а  именно: 

Ох~ехЕх,  Ьу  ~^гуЕу,  Ох^гхЕх,  (12) 


8я 


Й+58+Й). 


(13) 
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Величины  е*,  еу,  гх  называются  главными  диэлектрическими  проницаемостями. 
Из  приведенных  выше  формул  непосредственно  следует,  что  О  и  Е  всегда  имеют 
различные  направления,  если  только  направление  вектора  Е  не  совпадает 
с  одной  из  главных  осей  или  все  главные  диэлектрические  проницаемости  не 
равны  друг  другу,  В  последнем  случае  (е*  —  гу  =  г2)  эллипсоид  вырождается 
в  сферу. 

Здесь  необходимо  сделать  замечание  о  влиянии  дисперсии.  Напомним,  что 
в  случае  изотропных  сред  диэлектрическая  проницаемость  не  является  посто¬ 
янной  вещества,  а  зависит  от  частоты,  и  точно  так  же  в  анизотропной  среде 
шесть  компонент  тензора  диэлектрической  проницаемости  е/іг  изменяются 
с  изменением  частоты.  Поэтому  меняются  нс  только  значения  главных  диэлект¬ 
рических  проницаемостей  еж,  еѵ,  е2,  но  и  направления  главных  осей.  Это  явле¬ 
ние  известно  как  дисперсия  осей.  Однако  оно  может  возникать  лишь  в  тех  кри¬ 
сталлических  структурах,  симметрия  которых  не  позволяет  выделить  пред¬ 
почтительный  ортогональный  триплет  направлений;  т.  е.  в  кристаллах  моно¬ 
клинной  и  триклинной  систем  *)  (см.  п.  14.3.1). 

Можно  не  учитывать  дисперсию,  если  ограничиться  рассмотрением  моно¬ 
хроматических  волн;  тогда  величины  гк1  являются  постоянными,  зависящими 
лишь  от  свойств  вещества. 

§  14.2.  Структура  монохроматической  плоской  волны  в  анизотропной  среде 

14.2.1.  Фазовая  и  лучевая  скорости.  Для  монохроматической  плоской 
волны  с  угловой  частотой  со  2я.ѵ,  которая  распространяется  со  скоростью 
сіп  в  направлении  единичного  вектора  нормали  $,  векторы  Е,  О,  Н  и  В  пропор¬ 
циональны  (в  комплексной  записи)  ехр  Заметим  сразу  же, 

что  в  дополнение  к  фазовой  скорости  (или  скорости  по  нормали)  сіп  нам  при¬ 
дется  ввести  еще  лучевую  скорость  (или  скорость  энергии ),  поскольку,  как 
будет  показано  далее,  в  анизотропной  среде  скорость  и  направление  распрост¬ 
ранения  энергии  в  общем  случае  отличаются  от  скорости  волны  и  направления 
волновой  нормали. 

Для  такого  гармонического  поля  операция  діді  всегда  эквивалентна  умно¬ 
жению  на  — іа),  а  операция  д!дх  —  умножению  на  іа>пях/с.  В  частности,  имеем 


Ё  =  —  /со  Е,  го1Е  =  /<і>~8ХЕ, 

(і> 

В  области,  не  содержащей  токов,  т.  е. 

там,  где 

гоі  Н — —  Ь  =0, 

гоі  Е  +Ц  В  =  0, 

С 

(2> 

уравнения  Максвелла  принимают  вид 

«$хН  —  —  о, 

я5ХЕ  =  |[іН; 

(3) 

здесь  использовано  соотношение  В  =  рН,  Исключая  из  уравнений  (3)  Н  и 
используя  хорошо  известное  векторное  тождество,  получим 

0  =  -у*Х(5ХЕ)  =  ^  [Е-«(«.Е)]  =|  Ех.  (4) 

Здесь  Ех  обозначает  векторную  компоненту  Е,  перпендикулярную  к  8  и  рас¬ 
положенную  в  плоскости  векторов  Е  и  $  (рис.  14.1). 

Из  уравнений  (3)  видно,  что  вектор  Н  (а  следовательно,  и  В)  перпендику¬ 
лярен  к  векторам  Е,  □  и  8,  которые  поэтому  должны  быть  компланарны.  Кроме 
того,  вектор  О  должен  быть  ортогонален  к  з.  Таким  образом,  как  и  в  изотроп - 


!)  Дисперсия  осей  особенно  заметна  в  инфракрасной  области  дпектра  (см.  [1,  2]), 
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ной  среде,  векторы  Н  и  О  перпендикулярны  к  направлению  распространения 
$,  а  Е  составляет  с  ним  некоторый  угол,  отличный  от  прямого.  Рис.  14.1  по¬ 
казывает  относительное  расположение  этих  векторов,  а  также  единичного 
вектора,  направление  которого  совпадает  с  направлением  лучевого  вектора  8. 
Этот  единичный  вектор  перпендикулярен  к  Е  и  Н  и  обозначен  символом  С 
Угол  между  Е  и  О,  равный  углу  между  $  и  і, 
обозначим  через  а.  Мы  видим,  что  векторы 
О,  Н  и  з,  с  одной  стороны ,  и  векторы  Е,  Н 
и  і  —  с  другой ,  образуют  ортогональные  трой¬ 
ки  векторов  с  общим  вектором  Н,  повернутые 
друг  относительно  друга  на  угол  а.  Таким 
образом,  в  кристалле ,  вообще  говоря ,  энергия 
распространяется  не  в  направлении  нормали 
к  волне.  Вместе  с  тем  теорема  равенства  плот¬ 
ностей  электрической  и  магнитной  энергий 
по-прежнему  сохраняет  свою  справедливость. 

Это  следует'  из  уравнения  (3),  так  как  *) 


8я 


Е-  <5хН), 


^  =  ^В.Н=^{8ХЕ).Н. 


(5) 


Рис  14  1.  Взаимное  расположение 
волновой  нормали,  векторов  поля  и 
вектора  потока  энергии,  в  электри¬ 
чески  анизотропной  среде. 


8л 


Согласно  хорошо  известным  свойствам  смешанного  произведения  правые  части 
обоих  уравнений  равны  между  собой.  Кроме  того,  они  равны  л(Е  X  Н)-з/8я, 
так  что  для  полной  энергии  т  —  те  +  имеем 

(6) 


=  —  5*5. 

С 


Необходимо  установить  различие  между  фазовой  скоростью  и  скоростью 
распространения  энергии.  Направление  фазовой  скорости  совпадает  с  направ¬ 
лением  единичного  вектора  з,  а  величина  ее  равна 

<7> 

Направление  лучевой  скорости  совпадает  с  направлением  вектора  Пойнтинга 
8,  т.  е,  с  направлением  единичного  вектора  С  Величина  ее  ѵг  численно  равна 
отношению  энергии,  которая  протекает  в  единицу  времени  через  единичную 
площадку,  перпендикулярную  к  направлению  потока,  к  энергии  единицы 
объема.  Согласно  теореме  (14.1.9)  имеем 

«ѵ— 

Из  последних  трех  соотношений  находим 

ѵр  =*  ѵгі  ■  з  =  ѵг  соз  а,  (9) 

т.  е.  фазовая  скорость  равна  проекции  лучевой  скорости  на  направление  волновой 
нормали. 

Следует  отметить,  что  поскольку  лучевая  скорость  определяется  через 
вектор  Пойнтинга,  для  нее  также  характерна  известная  доля  неопределенности 
(см.  §1.1).  Тем  не  менее  это  полезная  величина,  хотя  в  отличие  от  фазовой 
скорости  она  не  имеет  такого  явного  физического  смысла. 

Если  Е  и  О  известны  (например,  Е  задано,  а  О  определяется  из  уравнений 
(14.1.1)),  то  можно  определить  показатель  преломления  п  и  вектор  волновой 


*)  Поскольку  мы  теперь  имеем  дело  с  квадратичными  функциями,  в  выражения  (5) 
и  (6)  входят  вещественные  векторы  поля,  а  не  соответствующие  комплексные  векторы  (см. 
стр.  38). 
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нормали  &.  Прежде  всего,  так  как  Ех  —  векторная  компонента  Е  в  направ¬ 
лении  О,  т.  е. 


Еі,— 


о_ 
В  ’ 


(10) 


то  из  (4)  получим 


Е  I,  ““  Е  0  - 


(11) 


Далее,  поскольку  единичный  вектор  8  перпендикулярен  к  О  и  компланарен 
с  О  и  Е,  его  можно  предо іавить  в  виде 

р  (ЕО)О 


Е  —  Е± 

Х^Х 


о2 


В2Е —  (Е  О)  О 


|/  Е*- 


(Е  РИ  У ''ОДЕ^О^  — (Ь  О)2] 


(12) 


По  аналогии  с  показателем  преломления  п  можно  также  определить  луче¬ 
вой,  или  энергетический ,  показатель  пг  посредством  формулы 


Из  (7)  и  (9)  найдем 


пг  “ 


с 

~г 


пг  =  я  созос. 


(13) 

(14) 


Сейчас  мы  покажем,  что  лучевой  показатель  пг  и  единичный  вектор  1,  распо¬ 
ложенный  в  направлении  распространения  энергии,  определяются  формулами, 
аналогичными  формулам  (11)  и  (12).  Используя  (11),  (14)  и  соотношение  Ё  -  О  — 
~ЕО  соѣ  а,  получим 


•г  “  • 


(15) 


Единичный  вектор  і  перпендикулярен  к  Е  и  компланарен  с  Е  и  О  и  поэтому 
должен  определяться  (с  точностью  до  знака)  формулами,  которые  получаются 
перестановкой  Е  и  О  в  (12).  Следовательно, 

Езр-(Е  Р)Е 

V Е2  [Е202 — (Е  П)21  *  1  } 


Отрицательный  знак  при  1:  слева  обеспечивает  соответствие  между  направле¬ 
ниями  векторов  5  и  і  и  векторов  Е  и  О,  как  показано  на  рис.  14.1. 

Как  (12),  так  и  (16)  сводятся  к  неопределенности  при  совпадении  направ¬ 
лений  Е  и  О,  т.  е.  когда  вектор  Е  направлен  вдоль  одной  из  главных  осей 
кристалла.  Этого  следовало  ожидать,  поскольку  в  данном  случае  направления 
5  и  1  неопределенны  и  известно  лишь,  что  они  должны  быть  перпендикулярны 
к  Е. 


Можно  также  выразить  величину  вектора  Пойнтинга  через  Е  и  О.  Учи¬ 
тывая,  что  для  плоской  волны  и)  =  2іѵе,  получим  из  (8),  (13)  и  (15) 

5  =  игда  =  —  — т=-ЕѴ  ЁЛГ  (17) 

г  Пг  4л  у,  Ѵ  ; 

Как  мы  видим,  для  изотропной  среды  эта  формула  согласуется  с  уравнениями 
(1.4.8)  и  (1.4.9). 

14.2.2.  Формулы  Френеля  для  распространения  света  в  кристаллах.  Фор¬ 
мулы,  полученные  в  п.  14.2.1,  являются  следствием  одних  лишь  уравнений 
Максвелла  и  поэтому  не  зависят  от  свойств  среды.  Объединим  их  теперь  с  ма¬ 
териальными  уравнениями  (14.1.1). 

Выберем  в  качестве  осей  координат  главные  диэлектрические  оси.  Тогда 
соотношения  (14.1.1)  примут  более  простую  форму  (14.1.12),  и,  подставляя  О 
в  (4),  получим 

\>ЧЕк  =  п*  [^А  —  %(Е-з)]  у,  г). 


(18) 
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Уравнения  (18),  которые  представляют  собой  три  линейных  однородных 
уравнения  для  Ех ,  Еу  и  Ег>  допускают  нетривиальное  решение  только  тог¬ 
да,  когда  соответствующий  определитель  обращается  в  нуль.  Это  означает, 
что  между  показателем  преломления  я,  вектором  5  ($х,  $у,  8г)  и  ілавными 
диэлектрическими  проницаемостями  ех ,  еу  и  &г  должно  выполняться  опре¬ 
деленное  соотношение,  которое  можно  получить,  записав  уравнение  (18)  в 
виде 


р  _Яа5^(Е»5) 
к  п1  —  \і  гк 


(19) 


умножив  его  на  $к  и  сложив  три  "полученных  уравнения.  Разделив  оконча¬ 
тельное  выражение  на  общий  множитель  (Е-в),  найдем 


4  I  4  4  _  і 

п 2 —  р.8*  '  п 2  —  р,8у  '  п2  —  (хег  гіл 


(20) 


Это  соотношение  можно  представить  в  несколько  ином  виде.  Умножим  обе 
части  (20)  па  п1  и  вычтем  $1+52+51=1.  Затем,  умножив  получившееся  вы¬ 
ражение  на  — я2,  найдем 


1  /л2 — 1+8; 


■+■ 


% 


” — Ь 


\/П2 — 1/Ц8у  1/Л2 — 1+8; 


=  0. 


(21) 


Определим'  три  главные  скорости  распространения  с  помощью  формул  *) 


Ѵх 


Ѵѵ  —  ■ 


ѵг  =  - 


Ѵ\іег 


(22) 


Если  для  фазовой  скорости  использовать  выражение  (7),  то  (19)  и  (21)  прини¬ 
мают  вид 

ѵі 


Ек  =  - 


Ѵк  —  Ѵр 

8*  I 


•5*(Е-5)  (/*  =  *,  у ,  г), 


5У 


і+- 


ѵр~ѵх  Ѵр  —  Ѵу  Ѵр  —  ѵг 


-  =  0. 


(23) 

(24) 


Уравнения  (20),  (21)  и  (24)  являются  эквивалентными  формами  уравнения  вол¬ 
новых  нормалей  Френеля.  Это  уравнение  квадратично  относительно  что 
легко  показать,  умножив  (24)  на  произведение  знаменателей.  Таким  образом, 
каждому  направлению  $  соответствуют  две  фазовые  скорости  ѵр.  (Два  значения 
^Ьѵр,  соответствующие  любому  значению  ѵ%,  считаются  одним,  так  как  отри¬ 
цательное  значение,  очевидно,  принадлежит  противоположному  направлению 
распространения  — $.)  Для  каждого  из  двух  значений  ѵр  из  уравнений  (23) 
можно  определить  отношения  Ех  :  Еѵ  :  Ег\  соответствующие  отношения,  со¬ 
держащие  вектор  О,  можно  затем  получить  из  (14.1.12).  Так  как  эти  отноше¬ 
ния  вещественны,  поля  Е  и  О  линейно  поляризованы.  Таким  образом,  мы  полу¬ 
чили  важный  результат,  а  именно:  структура  анизотропной  среды  допускает 
распространение  в  любом  данном  направлении  двух  монохроматических  плоских 
волн ,  линейно  поляризованных  в  двух  разных  направлениях  и  обладающих  раз¬ 
личными  скоростями.  Позднее  будет  показано,  что  два  направления  вектора 
электрического  смещения  О,  соответствующие  данному  направлению  распрост¬ 
ранения  $,  перпендикулярны  друг  к  другу. 

Покажем,  что  аналогичную  формулу  можно  вывести  и  для  лучевой  ско¬ 
рости  ѵ7 .  Это  легко  сделать,  показав  сначала,  что  справедливо  соотношение, 
аналогичное  (4),  в  котором  О  и  8  заменено  на  Е  и  і,  и  наоборот.  Удобно  ввести 


*)  Отметим,  что  ѵх,  о,,  ѵг  не  являются  компонентами  вектора  д  определяются  лишь  от-* 
«осительно  главных  осей. 
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вектор  который  определяется  как  векторная  компонента  О,  перпендику¬ 
лярная  кіи  лежащая  в  плоскости  векторов  О  и  і.  Этот  вектор,  очевидно,  равен 

0±-0  — І(О-і).  (25) 


Так  как  электрический  вектор  Е  тоже  перпендикулярен  к  і  и  компланарен 
с  О  и  і  (ем.  рис.  14.1),  то  Ох  параллелен  Е  и,  значит,  его  можно  представить 
в  виде 

г  \  р  +*** 

(26) 


°Н">4)т-тгЬ 


где  использовано  выражение  (15).  Из  последних  двух  соотношений  следует,  что 
Е  =  (27) 

Пг  Пг 


Это  уравнение  аналогично  уравнению  (4)  и  формально  его  можно  получить  при 
взаимозамене  Ей  В,  /г  и  1  іпг,  р  и  Ир  и  $  и  —  і.  Из  основных  уравнений  выте¬ 
кает  совершенно  общее  правило  взаимного  соответствия. 

Расположим  все  интересующие  нас  переменные  в  два  ряда : 


Е,  О, 

5, 

С,  |А,  Ѵр, 

П ,  е*, 

»  ѴХУ 

Оу, 

Ѵж* 

О,  Е, 

— і, 

1  1  1 
—  5,  ~ 

1  1 

1  1  1 

і 

і 

С  (Ы  ѵг  ’ 

-Пг  *  ех  ’ 

еу  1  Ег  *  ѵх  * 

V 

** . 

(28) 


Тогда,  если  в  любом  соотношении,  которое  связывает  величины ,  приведенные 
в  одном  ряду ,  заменить  все  параметры  соответствующими  параметрами  из 
другого  ряда ,  то  полученное  соотношение  также  будет  справедливо . 

Применив  это  правило  к  уравнению  волновых  нормалей  Френеля  (24), 
мы  немедленно  получим  искомое  лучевое  уравнение 


2  + 


+  1 


Мд-Мѵі  1/ѵ}—  1  іѵ\  Щ- 


*=о. 


(29) 


Конечно,  это  уравнение  можно  записать  в  форме,  аналогичной  (20)  и  (21)« 
Уравнение  (29),  как  и  (24),  квадратично  относительно  ѵ2,  и  для  каждого  на¬ 
правления  луча  і  (4,  іч,  4)  дает  две  возможные  лучевые  скорости  ѵг .  Соответст¬ 
вующее  направление  вектора  О  можно  определить,  решая  при  каждом  зна¬ 
чении  ѵг  уравнение,  эквивалентное  (23),  а  именно 

= - ^4?  (к=х,  у,  г).  (30) 

Затем,  используя  (14.1.12),  можно  найти  направления  обоих  векторов  Е  (ко¬ 
торые,  как  мы  видели,  перпендикулярны  к  і). 

Как  правило,  задается  лишь  один  из  векторов  5  или  і;  поэтому  желательно 
вывести  соотношения,  с  помощью  которых  можно  было  бы  прямо  найти  не¬ 
известный  вектор.  Из  рис.  14.1  имеем 

Е-5  =  і4і§а,  В  -  і  —  — о  эщ  а.  (31) 


Но,  согласно  (4),  О  =  п2Ях/р.  Следовательно,  используя  (7)  и  (9),  находим 
ЕМ  = —  ~  Е±  зіп  а  =  — ~  Е  *  в  соз  а  — - —  — ^ —  Е  •  &.  (32) 

М  р  р  ѵрѵг  ѵ  7 

Подстановка  (32)  в  (30)  дает 

Ѳк  =  чЕк  =  ±.  4  (к  (Е-з).  (33) 

ѴѴріѴь— Ѵг) 

Сравнивая  (33)  с  (23)  и  учитывая,  что  =  получим 


ѵ\ — Ѵр  — Ѵг 


(34) 
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Решая  относительно  ік,  найдем 


— ѴрЧ  ~~  ѵР5к  +  (36) 

ѴР—ѴЬ 

Возводя  в  квадрат  и  складывая  три  уравнения  (36),  а  затем  используя  соот¬ 
ношение  (9),  т.  е.  &'і  =  ѵр/ѵг$  получим 

(37, 

Следовательно,  мы  можем  написать 

г2  =  (о* — V*)  =  у — г- — р — - — 1 о — 7 — - гг .  (38) 


V  „1-ѵі  )  ^ \  ѴІ-ѴІ  )  ѵі-ѵі  1 


'  Ѵр  —  Ѵх  /  V  Ѵр — Ѵд  /  \  Ѵр — Ѵ%  / 

Это  соотношение  выражает  ѵт  через  8,  так  как  зависимость  о  от  8  уже  известна 
из  уравнения  Френеля  (24).  Определив  таким  образом  ѵг%  получим  из  уравнения 
(35)  единичный  вектор  і  как  функцию  8.  Используя  выражение  для  можно 
представить  уравнение  (35)  в  виде 

**=  —  (»? -4 — г^-г)  (к  =  х,  у,  г).  (39) 

Так  как  каждому  вектору  8  в  общем  случае  соответствуют  две  фазовые 
скорости  ѵру  то  для  каждого  направления  волновой  нормали  имеется  два  на¬ 
правления  луча  *).  Однако  в  некоторых  кристаллах  (двухосные  кристаллы, 
см.  п.  14.3. 1)  существуют  два  особых  направления,  которым  вследствие  исчез¬ 
новения  знаменателей  в  (39)  соответствует  бесконечное  число  лучей.  Существуют 
также  два  особых  направления  луча,  каждому  из  которых  соответствует  бес¬ 
конечное  число  направлений  волновых  нормалей.  Эти  специальные  случаи 
обусловливают  интересное  явление  (коническая  рефракция),  которое  будет 
рассмотрено  в  п.  14.3.4. 

14.2.3.  Геометрические  построения  для  определения  скоростей  распростра¬ 
нения  и  направлений  колебаний.  Многие  результаты,  относящиеся  к  фазовой 
и  лучевой  скоростям  н  к  направлениям  колебаний,  можно  проиллюстрировать 
с  помощью  некоторых  геометрических  построений. 

а.  Эллипсоид  волновых  нормалей.  Согласно  уравнениям  (14.1.13)  компо¬ 
ненты  вектора  О  при  заданной  плотности  энергии  ш  =  удовлетворяют  со¬ 
отношению 

-Г+-Г-  +  -Г-  =  С  (С  =  8зда  =  Е  •  Р).  (40) 

Заменим  ЭХ\Ѵ С,  ОѵіѴ С  и  Ц,1 /С  на  х,  у  и  г  и  будем  рассматривать  послед¬ 
ние  как  декартовы  координаты  в  пространстве.  Тогда 

X3  г  I  г2  1  /ЛЛ\ 

Г  +  Г  +  Г^1*  (41) 

Это  уравнение  описывает  эллипсоид,  полуоси  которого  равны  квадратному 
корню  из  главных  диэлектрических  проницаемостей  и  совпадают  по  направ¬ 
лению  с  главными  диэлектрическими  осями.  Мы  назовем  такой  эллипсоид 
эллипсоидом  волновых  нормалей ,  употребив  это  название  вместо  широко  ис¬ 
пользуемого,  но  довольно  неопределенного  термина  «оптическая  индикатриса» 
(он  известен  также  как  эллипсоид  индексов). 

*)  Положение  лучей,  которые  соответствуют  данной  нормали,  подробно  рассматривается 
для  случая  двухосных  кристаллов  в  кйиге  М,  Борна  [ЗТ 
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Если  воспользоваться  эллипсоидом  нормалей,  то  обе  фазовые  скорости 
ѵр  и  оба  направления  колебаний  О,  соответствующие  данному  направлению 
волновой  нормали  8,  можно  найти  следующим  образом.  Через  начало  коорди¬ 
нат  проведем  плоскость,  перпендикулярную  к  $.  Сечение 
эллипсоида  нормалей  такой  плоскостью  представляет  собой 
эллипс,,  направление  главных  осей  которого  указывает  на¬ 
правление  колебаний  вектора  О,  а  длины  полуосей  обрат¬ 
но  пропорциональны  соответствующим  фазовым  скоростям 
ѵр  (рис.  14.2). 

Для  получения  этого  результата  рассмотрим  два  урав¬ 
нения,  которые  определяют  наш  эллипс: 


Х8х  ”Ь  У  $ у  +  25г  —  0 , 


+  - 


1. 


(42) 

(43) 


Рис  14  2  Эллип¬ 
соид  волновых  пор- 


Так  как  по  определению  главные  оси  эллипса  служат  его 
наименьшим  и  наибольшим  диаметрами,  мы  можем  опре¬ 
делить  их,  находя  экстремумы  величины 


Построеніе  на  правле¬ 
нии  колебдіш  і  век¬ 
торов  I)  принадлежа¬ 
щих  волновой  норма¬ 
ли  5 


=  *2+*/2  +  23 


(44) 


с  дополнительными  условиями  (42)  и  (43).  Это  мы  сделаем 
методом  неопределенных  множителей  Лагранжа  *).  Введем 
два  множителя  и  Х2  и  сконструируем  функцию 


Р  _  +  */2  - Ь  22  +  у$у  +  25г)  +  Х2  4-  *  (45) 

Тогда  наша  задача  сводится  к  определению  экстремума  функции  Р  без  допол¬ 
нительных  условий.  Необходимое  условие  экстремума  функции  Р  состоит 
в  равенстве  нулю  ее  производных  по  х,  у  и  г,  т.  е. 


Умножая  эти  уравнения  соответственно  на  х,  у  и  г  и  складывая,  получим,  учи¬ 
тывая  (42)  и  (43), 

=  0.  (4 1) 


Теперь,  умножая  уравнения  (46)  на  $*,  зи  ц  зг  и  складывая,  найдем,  снова 
учитывая  (42), 


у*у  ,  гзА 

*у  ‘  ег/ 


=  0. 


(48) 


Подстановка  в  (46)  и  %%  из  (47)  и  (48)  дает 


и  еще  два  аналогичных  уравнения.  Для  заданного  $  это  три  однородных  урав¬ 
нения  относительно  х ,  у  и  г.  Они  совместны  только  тогда,  когда  соответствую¬ 
щий  детерминант  обращается  в  нуль,  что  дает  алгебраическое  уравнение 
для  г2.  Легко,  однако,  заметить,  что  уравнения  (49)  отличаются  от  уравнений 
(18)  лишь  обозначениями.  Если  мы  заменим  хна  ОхІ]/гС‘,  х/гх  на  ЕХ]ѴС  и  г2 
на  02/С=  ОѴ(Е- О)  =  я3/[а  (в  согласии  с  (11)),  то  (49)  примет  вид 

рОх  =  п*[Ех— МЕ.в)],  (50) 

что  вместе  с  двумя  аналогичными  уравнениями  идентично  (18)* 


*)  Полное  описание  этого  метода  см.,  иапример,  в  [4], 


§  14.2] 
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Таким  образом,  мы  нашли,  что  корни  определительного  уравнения  для 
п  —  с/ѵр  (оно,  как  мы  видели,  квадратично)  пропорциональны  длинам  г  полу¬ 
осей  эллиптического  сечения,  перпендикулярного  к  8.  Кроме  того,  два  воз¬ 


можных  направления  вектора  О  совпадают  с  нап¬ 
равлениями  этих  осей.  Так  как  оси  эллипса  взаимно 
перпендикулярны,  то  мы  получили  следующий  важ¬ 
ный  результат*  направления  колебаний  двух  векто¬ 
ров  В,  соответствующих  заданному  направлению  ра¬ 
спространения  5,  взаимно  перпендикулярны  Обозна¬ 
чим  два  направления  О,  которые  соответствуют 
данному  направлению  волновой  нормали  8,  через  О' 
и  О";  таким  образом,  5,  О'  и  О"  образуют  ортогональ¬ 
ную  тройку  векторов. 

В  специальном  случае  совпадения  направления 
распространения  с  одной  из  главных  осей  эллипсоида 
нормалей,  например,  с  осью  х9  экстремумы  г  равны, 
согласно  нашему  построению,  длинам  двух  других 
полуосей,  т.  е.  V гу  и  V ег.  Но  мы  показали,  что  эк¬ 
стремумы  г  равны  также  л/ \г \\.  —  с/ѵр  V  ьі .  Следователь¬ 
но,  фазовые  скорости  волну  которые  распространяют - 
ся  в  направлении  оси  ху  равны  сіѴ и  с IV пе2, 


Рис.  14.3  Построение  для 
определения  плоскостей 
колебании  (з,  0')  и  (з,  О"). 


т.  е,  главным  скоростям  распространения  ѵц  и  ѵ7,  вве¬ 
денным  формально  с  помощью  соотношений  (22).  Конечно,  соответствую¬ 


щие  результаты  имеют  место  и  для  распространения  в  направлении  двух 
других  осей. 

Существует  и  иной  способ  построения,  с  помощью  которого  можно  опре¬ 
делить  направления  колебаний.  Известно,  что  у  эллипсоида  существуют  два 
|_г  круговых  сечения  Сг  и  С2,  проходящих  через 

а  центр,  и  что  нормали  к  ним  и  компланар- 

гу'  ны  с  наибольшей  и  наименьшей  главными  ося- 

I  э?Л  ми  (г  и  х)  эллипсоида.  Направления  N1  и  N3 

у  *  77“  "  у  называются  оптическими  осями  *)  и  будут  рас- 

N.  г  /  смотрены  подробно  в  п.  14.3.3.  Так  как  Сг  и  С2  — 

круговые  сечения  (и  имеют  одинаковые  радиу- 
^  сы),  то  в  направлениях  Мь  іМ2  существует  един- 

Рис.  14.4.  Плоскость  Е  цока-  ственнан  скорость  распространения;  при  этом 
занная  ьа  рис.  14.3.  „  может  иметь  любое  направление,  нерненди- 

кулярное  к  5.  Пусть  Е  —  эллиптическое  центральное  сечение,  перпендику¬ 
лярное  к  произвольному  единичному  вектору  нормали  5.  Плоскость  этого  се¬ 
чения  пересекает  круги  Сі  и  С.2  вдоль  двух  радиальных  векторов  гь  г2,  которые 
равны  по  величине  и  поэтому  должны  образовывать  равные  углы  с  главными 
осями  сечения  Е  (см.  рис.  14.3  и  14.4).  Таким  образом,  искомые  направления  ко¬ 
лебаний  являются  биссектрисами  углов  между  ід  и  г2.  Но  гг  перпендикулярен 
к  N1  и  $  и  поэтому  перпендикулярен  к  плоскости,  содержащей  N1  и  8;  анало¬ 
гично  г2  перпендикулярен  к  плоскости,  содержащей  М3  и  5.  Если  эти  плоскости 
пересекают  илоскосіь  эллипса  Е  вдоль  векторов  гі,  г^,  то  главные  оси  эллипса 
также  должны  служить  биссектрисами  углов  между  г{  и  г3.  Следовательно, 
плоскости  колебаний  вектора  электрического  смещения ,  т.  е  плоскости,  со¬ 
держащие  5  и  О'  или  О",  делят  пополам  внутренний  или  внешний  угол  между 
плоскостями  (Мь  з)  и  (N2,  8)  **).  Это  построение  становится  неопределенным, 
если  направление  5  совпадает  с  направлением  Мх  или  N3. 


*)  Точнее,  оптическими  осями  волновых  нормалей.  Соответствующие  сечения  лучевого 
эллипсоида  (см.  ниже)  определяют  оптические  лучевые  оси 

**)  В  настоящей  главе  символ  (а,  Ь)  означает  плоскость,  содержащую  векторы  аа  Ь. 
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б.  Лучевой  эллипсоид .  Лучи  можно  рассматривать  таким  же  образом,  как 
и  волновые  нормали,  если  в  соответствии  с  правилом  (28)  исходить  из  лучевого 

эллипсоида 

гх*2  +  еу#2  +  егг2  =  1 .  (51) 

В  частности,  центральное  сечение  этого  эллипсоида,  перпендикулярное  к  на¬ 
правлению  луча  1,  является  эллипсом,  направления  главных  осей  которого 
указывают  два  допустимых  направления  электрического  вектора  (Е'  и  Е"), 
а  длины  полуосей  пропорциональны  двум  соответствующим  лучевым  скоро¬ 
стям  ѵг .  Таким  образом,  1,  Е'  и  Е"  образуют  ортогональную  тройку  векторов. 

в .  Поверхность  нормалей  и  лучевая  поверхность .  Представим  себе,  что  из 
некоторой  точки  О  внутри  кристалла,  как  из  начала  координат,  в  направлении 

5  откладываются  два  вектора,  длины  которых  про¬ 
порциональны  двум  соответствующим  значениям  фа¬ 
зовой  скорости.  Поскольку  вектор  8  принимает  все 
возможные  направления,  концы  наших  векторов  опи¬ 
шут  поверхность,  состоящую  из  двух  оболочек,  на¬ 
зываемую  поверхностью  волновых  нормалей  или,  ко¬ 
роче,  поверхностью  нормалей . 

Аналогично  концы  векторов,  отложенных  из  фик¬ 
сированного  начала  координат  во  всех  направлениях 
^  й  имеющих  длины,  пропорциональные  соответст¬ 
вующим  лучевым  скоростям,  опишут  дв\  хобо  л  очеч¬ 
ную  поверхность, называемую  лучевой  поверхностью 
Эти  две  поверхности  сложнее  рассмотренных  нами 
выше  поверхностей  эллипсоидов  Лучевая  поверх¬ 
ность —  это  поверхность  четвертого  порядка,  поверх¬ 
ность  нормалей — поверхносль  шестого  порядка  *), 
Рис.  14  5.  Соотношение  в  чем  можно  убедиться,  обратившись  к  формѵлам 

шл*йУП>че"™Тпове^-  (24)  и  (29)'  МикДУ  этими  ДВУМЯ  поверхностями  су- 
ішегыо  ществует  важное  соотношение,  которое  мы  сейчас  и 

ПОЛ) 4 ИМ 

Мы  показали,  что  если  Е  и  О  известны,  то  можно  определить  как  направ¬ 
ления  8  и  1,  так  и  соответствующие  скорости  ѵр  и  ѵг ,  а  следовательно,  и  соот¬ 
ветствующие  точки  (Р  и  Р'  па  рис  14.5)  на  обеих  описанных  выше  поверх¬ 
ностях.  Пусть  г  и  г'  —  векторы,  представляющие  эти  точки,  т.  е. 

г  =  М»  г'  =  ѵрѣ.  (52) 

Покажем,  что  приращение  вектора  г  при  небольшом  изменении  Е  или  О  пер¬ 
пендикулярно  К  Г'.  '' 

Начнем  с  уравнения  (27) 

І-е  =  Ч5[0-М°І)3.  (53) 

и  «г 

Подставляя  і  из  первого  уравнения  (52)  и  полагая  пг  =  с/ѵГі  получим 

—  Е  =  г30  —  г(О-г).  (54) 

Предположим,  что  Е  изменяется  на  небольшую  величину  6Е.  Если  60  и  бг — - 
соответствующие  изменения  О  и  г,  то  в  соответствии  с  (54)  найдем 

^-8Е  =  2(г.6г)0  +  г260  —  бг(О-г)— г(бг-О)— г  (г- 60).  (55) 


*)  Нельзя  ожидать,  чтобы  поверхность  нормалей  и  лучевая  поверхность  описывались 
уравнениями  одинаковой  степени,  так  как  они  не  являются  взаимно  соответствующими  друг 
другу  Для  построения  поверхности,  соответствующей  поверхности  нормален/  необходимо, 
согласно  правилу  (28),  откладывать  векторы  длиной  1  іѵг  (а  не  ѵг). 
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Если  обе  части  этого  равенства  скалярно  умножить  на  О  и  воспользоваться 
соотношением 

О  •  6Е  —  вхЕхЪЕх  гуЕуЬЕу  +  ггЕ2§Е2  =  Е  •  60,  (56) 

то  мы  получим 

ІЕ-бО  =  60-[г20  — Г(0г)],4-26г-[г02— О(О-г)].  (57) 

Члены,  содержащие  множитель  60,  сокращаются  согласно  (54),  а  член  с  6г 

можно  переписать  в  виде  26г- 1(0  X  г)  X  ОЬ  Следовательно,  учитывая,  что 
г  *=  ѵг  1,  имеем 

6Г'[(Ох(:)хО]=0.  (58) 

Вектор  0X4  перпендикулярен  и  к  О,  и  к  1,  поэтому  (0X1)  X  О  лежит  в 
плоскости  векторов  О  и  1:  и  перпендикулярен  к  О.  Таким  образом,  вектор 
(Охі)х  О  параллелен  5  (см.  §  14.1)  и,  следовательно, 

5  •  бг  =  0,  (59) 

т,  е.  6 г  перпендикулярен  к  5,  что  и  доказывает  наше  утверждение.  Отсюда 
следует,  что  плоскость ,  касательная  к  лучевой  поверхности ,  всегда  перпендику¬ 
лярна  соответствующей  волновой  нормали.  Рис.  14.5  иллюстрирует  это  соот¬ 
ношение  на  плоском  сечении.  Так  как  кратчайшее  расстояние  от  начала  ко¬ 
ординат  до  этой  плоскости  равно,  согласно  (9),  ог1*$  —  угсоза  —  ѵ  то,  сле¬ 
довательно,  поверхность  нормалей  представляет  собой  геометрическое  место 
оснований  перпендикуляров ,  опущенных  из  начала  координат  на  плоскости , 
касательные  к  лучевой  поверхности ,  щ  обратно ,  лучевая  поверхность  является 
огибающей  плоскостей ,  проведенных  через  точки  поверхности  нормалей  перпен¬ 
дикулярно  радиусам-векторам  этих  точек.  Если  нам  известна  форма  одной  из 
этих  поверхностей,  указанное  соотношение  позволит  определить  форму  другой. 

Полученный  результат  можно  интерпретировать  с  физической  точки  зре¬ 
ния.  Рассмотрим  не  одну  волну,  а  группу  плоских  волн  одинаковой  частоты, 
имеющих  слегка  различные  направления  распространения.  Волновые  нормали 
8  составляющих  волн  заполняют  телесный  угол  вокруг  «средней  волновой 
нормали»  50.  Предположим,  что  заметную  величину  имеют  амплитуды  лишь 
тех  волн,  нормали  которых  близки  к  80.  Допустим,  что  в  момент  времени  і  О 
фазы  всех  волн  в  точке  О  одинаковы;  тогда  возмущение  в  ней  максимально. 
Исследуем  теперь  распространение  этого  максимума. 

Рассмотрим  все  волновые  фронты,  которые  проходят  через  точку  О  в  мо¬ 
мент  /  =  0.  Через  единицу  времени  волновой  фронт  \Ѵ,  распространяющийся 
со  скоростью  ѵр  в  направлении  5,  достигнет  такого  положения  I#7',  что  основа¬ 
ние  перпендикуляра,  опущенного  на  него  из  точки  О,  совпадет  с  концом  век¬ 
тора  ѵр$.  Таким  образом,  ѴР'  —  это  плоскость,  перпендикулярная  к  соответст¬ 
вующему  радиусу-вектору  поверхности  нормалей.  Амплитуда  группы  воли 
будет  наибольшей  в  той  области,  где  волны  усиливают  друг  друга,  т.  е.  гам, 
где  эта  плоскость  пересекает  плоскости  с  близкими  волновыми  нормалями  Но 
такая  область  должна  находиться  как  раз  вблизи  огибающей  этих  плоское  гей, 
т.  е.  около  соответствующей  точки  ѵГі  на  лучевой  поверхности.  Приведенные 
выше  соображения  подтверждают,  что  энергия,  переносимая  группой,  рас¬ 
пространяется  со  скоростью  ѵг  в  направлении  единичного  вектора  і 

§  14.3.  Оптические  свойства  одноосных  и  двухосных  кристаллов 

14.3.1.  Оптическая  классификация  кристаллов.  Прозрачные  кристаллы 
делятся  по  своим  оптическим  свойствам  на  три  различные  группы. 

Группа  I.  Кристаллы ,  в  которых  можно  выбрать  три  кристаллогра¬ 
фически  эквивалентных  взаимно  ортогональных  направления.  Это  кристаллы 
так  называемой  кубической  системы.  Очевидно,  что  эквивалентные  направления 
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совпадают  с  главными  диэлектрическими  осями,  поэтому  гх  —  еу  =  гг  ~  в. 
Тогда  О^еЕ,  а  кристалл  оптически  изотропен  неэквивалентен  аморфному 
телу. 

Группа  II.  Кристаллы ,  не  принадлежащие  к  группе  I,  в  которых  можно 
выбрать  два  или  более  кристаллографически  эквивалентных  направления ,  ле¬ 
жащих  в  одной  плоскости .  Это  кристаллы  тригональной,  тетрагональной  и 
гексагональной  систем,  причем  плоскость,  в  которой  лежат  эквивалентные 
направления,  перпендикулярна  к  осям  симметрии  третьего,  четвертого  или 
шестого  порядков.  Одна  из  главных  диэлектрических  осей  должна  совпадать 
с  этим  выделенным  направлением,  тогда  как  для  двух  других  направлений 
можно  выбрать  любую  взаимно  ортогональную  пару  перпендикулярных  к  нему 
прямых.  Если  выделенное  направление  принять  за  ось  г,  то  ех  =  еи  ф&г.  Такие 
кристаллы  называют  оптически  одноосными . 

Группа  III.  Кристаллы ,  в  которых  невозможно  выбрать  два  криста  г- 
лографически  эквивалентных  направления.  Такие  кристаллы  принадлежат  к 
так  называемым  ромбической,  моноклинной  и  триклинной  системам.  Здесь 
а  направления  диэлектрических  осей  могут  определяться 
(но  могут  и  не  определяться)  симметрией  (см  табл.  14.1)  и  поэтому  могут 
зависеть  от  длины  волны.  Кристаллы  этой  группы  называют  оптически  двух¬ 
осными. 


Таблица  14.1 


Кристаллическая  система 

Диэлектрические  оси 

Эллипсоид  волновых 
нормалей 

Оптическая  класси¬ 
фикация  кристалла 

Триклинная 

ссс  и 

Произвольный  эл¬ 
липсоид 

Двухосный 

Моноклинная 

ССР  | 

То  же 

» 

Ромбическая 

А 

»  э 

Тригоиальная 

Тетры опальная 

Гекса  юна  льна  я 

Сфероид 

Одноосный 

Кубическая 

югп  (Х\ 

"-±1 

Сфера 

Изотропный 

1 

1 

В  том,  что  все  кристаллы  делятся  по  своим  оптическим  свойствам  на  эти 
три  типа,  легко  убедиться,  рассматривая  один  из  соответствующих  эллипсои¬ 
дов,  например  эллипсоид  волновых  нормалей.  Очевидно,  такой  эллипсоид  не 
должен  изменяться  при  операциях  симметрии,  не  меняющих  структуру  кри- 
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сталла  *).  Возможны  лишь  три  случая:  эллипсоид  может  иметь  либо  (а)  все 
оси  разной  длины,  либо  (б)  две  равные  оси  и  одну  не  равную  им  (сфероид,  т.  е. 
эллипсоид  вращения),  либо  (в)  все  оси  равной  длины  (сфера).  Эти  три  возмож¬ 
ности  соответствуют  трем  группам  (в  порядке  III,  II  и  I),  которые  мы  только 
что  рассмотрели.  Термины  «одноосный»  и  «двухосный»  относятся  к  числу  опти¬ 
ческих  осей  эллипсоида,  т.  е.  к  числу  диаметров  эллипсоида,  перпендикуляр¬ 
ных  к  его  круговому  центральному  сечению.  В  общем  случае  эллипсоид  имеет 
два  таких  диаметра  (двухосные  кристаллы),  сфероид  —  один  (одноосные  кри¬ 
сталлы),  а  сфера — бесконечное  число  (изотропные  кристаллы). 

В  табл.  14.1  приведены  все  возможные  случаи.  Главные  диэлектрические 
оси,  положение  которых  может  зависеть  от  длины  волны  (С),  показаны  двумя 
тонкими  линиями  под  небольшим  углом  друг  к  другу  (что  указывает  на  их 
положение  для  двух  длин  волн),  фиксированные  оси  (У7)  изображены  жирными 
линиями,  а  оси  с  произвольным  направлением  (#)  показаны  в  виде  пунктирных 
линий,  заканчивающихся  на  круге  или  сфере. 

14.3.2.  Распространение  света  в  одноосных  кристаллах.  Начнем  с  уравне¬ 
ния  волновых  нормалей  Френеля  (14.2.24)  и  запишем  его  в  виде 

' ѵ1)  (ѵгр—ѴІ)  +  — оі)  (&р— +  —  »2)  (Ор— г$  =  0.  (1) 

Для  оптически  одноосных  кристаллов  с  оптической  осью  вдоль  направления  г 
имеем  ѵх=^ѵу.  Обозначив  через  ѵ0  эту  общую  скорость  и  через  ѵе  скорость  ѵи 
получим  из  (1)  **) 

(ѴІ-ѴІ)  +  (2) 

Пусть  #  —  угол,  образуемый  нормалью  $  с  осью  г;  тогда 

+  ЗІП2  5|  — СОЗ2^, 

и  (2)  переходит  в 

ІРр— -V?)  [(Ѵр— и?)  5ІП2  0  +  (Ур—  о2)  созЧ)]  =  0.  (3) 

Двумя  корнями  этого  уравнения  (скажем,  ѵ'р  и  служат 

(ѵ'рУ  —  ѵ*,  (Ѵр)2  =  ѵ%с  оз2 ‘Ѳ'  +  ^зіп2^.  (4) 

Уравнения  (4)  показывают,  что  двумя  оболочками  поверхности  нормалей  слу¬ 
жат  сфера  радиуса  ѵ'р  =  ѵа  и  овалоид  —  поверхность  вращения  четвертого 
порядка .  Таким  образом,  одной  из  двух  воли,  соответствующих  любому  дан¬ 
ному  направлению  волновой  нормали,  является  обыкновенная  волна ,  скорость 
которой  не  зависит  от  направления  распространения.  Другая  —  необыкно¬ 
венная  волна ,  скорость  которой  зависит  от  угла  между  направлением  волновой 
нормали  и  оптической  осью.  Обе  скорости  равны  лишь  при  д  —  0,  т.  е.  когда 
волновая  нормаль  направлена  вдоль  оптической  оси. 

Когда  ѵа>ѵе  (рис.  14.6,  а),  обыкновенная  волна  распространяется  быст¬ 
рее,  чем  необыкновенная  (исключая  направление  0  =  0,  когда  их  скорости 
равны).  Такой  кристалл  называют  положительным  одноосным  кристаллом 
(например,  кварц).  Если  ѵ0<Сѵе  (рис.  14.6,  б),  обыкновенная  волна  распрост¬ 
раняется  медленнее,  чем  необыкновенная,  и  мы  называем  такой  кристалл  от¬ 
рицательным  одноосным  кристаллом  (например,  исландский  шпат). 


*)  Например,  кристаллы  моноклинной  системы  характеризуются  либо  осью 
второго  порядка,  параллельной  одной  из  кристаллографических  осей,  либо  зеркальной  пло¬ 
скостью,  перпендикулярной  ей,  либо  и  тем,  и  другим.  Ясно,  что  но  всех  случаях  одна  из  осей 
этого  эллипсоида  должна  быть  параллельна  такой  кристаллографической  оси,  которая  обеспечи¬ 
вает  его  сохранение  при  операциях,  не  меняющих  симметрию  кристаллической  структуры. 
Подробное  описание  кристаллических  классов  и  операций  симметрии  приводится  в  книге  [5]. 

**)  Здесь  индексы  о  не  означают  «обыкновенный»  и  «необыкновенный»,  что  станет 
понятным  в  дальнейшем. 
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Направления  колебаний  нетрудно  найти  обычным  способом  с  помощью 
эллипсоида  волновых  нормалей,  у  которого  в  данном  случае  две  равные  глав¬ 
ные  оси.  Плоскость,  в  которой  лежит  волновая  нормаль  5  и  оптическая  ось 
Ог,  называется  главной  плоскостью  (на  рис.  14.7  она  заштрихована).  Эллипсоид 


а)  б) 

Рнс.  14.6.  Поверхности  нормалей  положительного  (а)  и  отрицательного  (б)  одноосного 

кристалла. 


симметричен  относительно  этой  плоскости.  Отсюда  вытекает,  что  эллиптиче¬ 
ское  сечение  плоскостью,  проходящей  через  О  и  перпендикулярной  к  5,  сим¬ 
метрично  относительно  главной  плоскости  и,  следовательно,  одна  из  главных 
осей  эллипса  перпендикулярна,  а  другая  параллельна  главной  плоскости 
(см.  рис.  14.7).  Длина  полуоси,  перпендикулярной  к  главной  плоскости,  равна 
радиусу  экваториального  круга  сфероида,  т.  е.  обратно 
пропорциональна  скорости  ѵ0  обыкновенной  волны.  Мы 
видим,  что  вектор  О  обыкновенной  волны  (В'  на  рис.  14.7) 
колеблется  перпендикулярно  к  главной  плоскости ,  а  вектор 
необыкновенной  волны  (Е)")  —  в  главной  плоскости . 

Оптические  явления  в  одноосных  кристаллах  сыграли 
значительную  роль  в  истории  оптики  в  связи  с  вопросом 
о  том,  перпендикулярно  ли  колебание  «светового  вектора» 
к  плоскости  поляризации  или  параллельно  ей.  Плоскость 
поляризации  определялась  как  плоскость  падения  света,  па¬ 
дающего  под  таким  углом,  что  любая  падающая  волна 
превращается  при  отражении  от  плоской  границы  воз¬ 
дух  —  диэлектрик  в  линейно  поляризованную,  т.  е.  на  язы¬ 
ке  электромагнитной  теории  как  плоскость  (Н,  $)  (см.  стр. 
47  и  59).  Сегодня  не  имеет  смысла  подробно  обсуждать  этот 
Рис.  14.7.  Направ-  вопрос  *),  так  как  мы  знаем,  что  нет  одного-единственного 
ления  колебаний  физического  понятия,  которое  можно  было  бы  считать  «све- 
в  одноосном  кри-  товым  вектором». 

сталле‘  14.3.3.  Распространение  света  в  двухосных  кристал¬ 

лах.  Теперь  исследуем  главные  следствия  основного  урав¬ 
нения  (1)  для  общего  случая  двухосного  кристалла.  Оно  поможет  нам  наг¬ 
лядно  представить  поверхность  нормалей,  если  вначале  мы  рассмотрим  се¬ 
чения  этой  поверхности  тремя  координатными  плоскостями  х  =  0,  у  —  0  и 
2  =  0  нашей  исходной  системы  (главные  диэлектрические  оси)*  Для  опреде¬ 
ленности  будем  считать,  что 

е*  <  е/<  ег  (ѵх  >  ѵу  >  о,).  (5) 

*)  Описайие  истории  вопроса  см.  в  книге  [6], 
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Если  в  уравнении  (1)  положить  5Х  =  0,  то  оно  распадется  на  два»  а  именно 
(Ѵр)2  =  Ѵ$,  (о;)«  =  ОІ5*  +  0*5’.  (6) 

Положим  ѵ^ѵ—-у,  ѵ^х  —  г,  тогда  г$  =  г/2  +  г8,  и  уравнения- (6)  примут  вид 
у*  +  г3  =  ѵ*,  ( у8  +  г2)2  =  ѵіу*  +  г^г8.  ■  (6а ) 

Таким  образом,  в  сечении  поверхности  нормалей  координатной  плоскостью 
х  —  0  пол)' чаются  окружность  и  овал.  В  сечении  каждой  из  оставшихся  двух 


Рис.  14.8.  Сечения  поверхности  нормалей  двухосного  Рис.  14.9.  Поверхность  нор¬ 
кристалла.  „  малей  двухосного  кристалла. 


кривых.  При  выборе  осей,  заданном  (5)»  вся  окружность  расположена  вне 
овала  в  плоскости  уг  и  внутри  него  в  плоскости  ху.  В  плоскости  гл;  окружность 
и  овал  пересекаются  в  четырех  точках  (рис.  14.8).  На  рис.  14.9  в  перспективе 
показана  часть  поверхности  нормалей,  стягиваемая  кривыми  А'В'С'Ы  н 
А”В”СЫ.  В  общем  случае  две  поверхности  пересекаются  по  кривой,  но  в  на¬ 
шем  случае  они  имеют  лишь  четыре  общие  точки:  точку  N  и  соответствующие 
точки  в  других  квадрантах.  Две  линии»  соединяющие  начало  координат  с  каж¬ 
дой  из  этих  точек»  являются  двумя  оптическими  осями  волновых  нормалей. 
Из  геометрической  теоремы  о  числе  центральных  круговых  сечений  эллипсои¬ 
да,  упомянутой  на  стр.  623,  следует,  что  не  существ)  ет  других  таких  точек  и, 
значит,  других  оптических  осей  волновых  нормалей  Мы  подтвердим  это  пря¬ 
мым  расчетом  и  одновременно  выведем  неравенство,  которое  понадобится  нам 
в  дальнейшем. 

Пусть 

=  ®!  =  ^— Я,.  Ур  =  ^  +  Я,  (7) 

где  дх  и  дг  положительны  (см/ (5)).  При  такой  замене  уравнение  (I)  примет  вид 
4Я  (Я  +  Яг)  +  4ІЯ  +  Яр) (9 — Чх) -і-5І(Я—Ях)Я  =  0  (8а) 

ИЛИ 

Я2+  ЫЯг  +  Ь&Яг  —ЯХ)  —  $ІЯ*\  Я—$ІЯхЯг  =  0.  (86) 

Так  как  постоянный  член  — в^ЯхЯі  не  может  быть  положительным,  корни  этого 
уравнения  должны  быть  вещественными.  Если  мы  обозначим  их  через  я'  и 
то  найдем 

Я'я"  =  —2ІЯхЯр<0- 

Следовательно,  я'  и  ц”  должны  иметь  разные  знаки.  Пусть  <7'^0,  а  д"^0. 

Если  </>< іх  или  — <?г,  то  все  члены  слева  в  уравнении  (8а)  положи¬ 
тельны.  Следовательно,  значения  д  должны  лежать  в  интервале  — Яг^Я^Ях 
и,  таким  образом, 

(9) 

Два  корня  я'  и  д"  могут  быть  равными,  только  если  оба  они  равны  нулю.  Тогда, 
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согласно  (86),  мы  должны  иметь  одновременно 

—  (Ю) 

Таким  образом,  мы  получили  два  направления  8,  для  каждого  из  которых  со¬ 
ответствующие  две  скорости  равны,  что  подтверждает  существование  двух 
оптических  осей  волновых  нормалей.  Как  уже  было  отмечено  ранее,  эти  оси 
лежат  в  плоскости  хг.  Если  р  —  угол,  который  образует  одна  из  осей  с  направ¬ 
лением  г,  то  —  зіп  р  и  зг  ~  сов  р,  где,  согласно  (10), 

і/ ,  но 

У  Яг  V  Ѵу—ѵі 

Таким  образом,  оптические  оси  расположены  симметрично  относительно  оси  2. 
Неравенства  (9)  можно  записать  через  скорости,  т.  е. 

Фг  <  (ѵ'р)2  <  <  ( Ѵр )3  <  ѵ%.  (12) 

Это  соотношение  понадобится  нам  в  дальнейшем.  Мы  видим,  что  обе  фазовые 

скорости  вещественны  для  любого  направления  волновой  нормали.  Такое  же 
заключение  вытекает,  разумеется,  из  геометрического  построения  для  фазовых 
скоростей  с  привлечением  эллипсоида  волновых  нормалей. 

Выражение  для  двух  фазовых  скоростей,  соответствующих  заданному 
направлению  волновой  нормали  8,  принимает  очень  простую  форму,  если  8 
определить  через  углы  и  #з,  которые  эта  нормаль  образует  с  двумя  оптиче¬ 
скими  осями  волновых  нормалей.  Поскольку  направляющие  косинусы  опти¬ 
ческих  осей  равны  ±зіп(5,0,  сокр,  углы  и  определяются  соотношениями 

СОЗ-Ѳу  =*$х  5ІП  Р  +52С0зР,  СОЗФз”  —  5*  5ІП  р  -)-  $г  СОЗ  •'  (13) 

Корни  уравнения  (86),  выраженные  через  $х  и  5г,  имеют  вид 

Я=±^Р±^Ѵ~К,  (14) 

где,  если  воспользоваться  тождеством  $|  +  $|+5§  =  1, 

Р  =  *ІЯх—4Яг  +  Яг—Ях<  (15) 

Д  =  ра  -Ь  ^ІЯхЯг  =  (Ях  +  —  2  ((^  —  +  $ІЯг)  +  (5І?г  — (16) 

Но  из  (13)  и  (11)  имеем 

соз д,  с.оз =  ч—  -  ,  со$3  ■&,  +  соз8  Ф2  =  2 _  ((7) 

Ях~і  Яг  ЯхѵЯг 

Следовательно,  выразив  (15)  и  (16)  через  дх  и  Ф3,  получим 

Р  =  Яг—Ях—(Ях  +  Чх) созд,  соз  <},,  (13а) 

д  =  [('7г  +  ?.і:)5іп^ізіп6'2]а.  (16а) 

Подставляя  (15а)  и  (16а)  в  (14)  и  заменяя  д,  и  их  значениями  из  выраже- 

ний  (7),  окончательно  находим 

V*  —■ у  [»! + Ѵ\  +  (о8 — ѵ%)  соз  («!  ±02)].  (18) 


Хотя  в  последнее  уравнение  и  не  входит  ѵу,  оно  неявно  содержится  в  Ох  и  #2, 
так  как  эти  углы  зависят  от  угла  р,  являющегося  функцией  всех  трех  главных 
скоростей. 

В  частном  случае  одноосного  кристалла  и  равны.  Легко  показать,  что 
тогда  уравнение  (18)  точно  переходит  в  (4). 

Подобный  анализ  применим  и  к  лучам.  Начав  с  лучевого  уравнения 
(14.2.29),  мы  найдем,  что  в  сечении  лучевой  поверхности  координатной  плос¬ 
костью  х  =  0  получаются  две  кривые 


МУ  =  Ѵ%, 


(19) 
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Если  положить  ѵгіу  =  у7  ѵгіг  —  г,  то  ѵ2г  —  у2  +  г2,  и  (19)  примет  вид 

У*  +  г°-  =  ѵ I,  4  +  4-1.  (19а) 

ѴІ  ѵ§ 

т.  е.  сечение  лучевой  поверхности  плоскостью  х~0  дает  окружность  и  эллипс 
(а  не  овал —  кривую  более  общего  типа,  как  в  случае  (6а)).  Каждое  из  се¬ 
чений  двумя  другими  координатными  плоскостями  также  представляет  собой 
окружность  и  эллипс.  В  соответствии  с  неравенством  (5)  в  плоскости  уг  эллипс 
находится  внутри  окружности,  тогда  как  в  плоскости  ху  он  охватывает  окруж¬ 
ность.  В  плоскости  хг  окружность  и  эллипс  пересекаются  в  четырех  точках. 
Эти  точки  указывают  положение  лучевых  оптических  осей  Ни  Н 2;  их  направ¬ 
ления  определяются  соотношениями,  соответствующими  соотношениям  (10), 
а  именно 


Угол  у  между  каждой  из  этих  осей  и  осью  х  поэтому  определяется  выражением 


іа-ц-і-і/' 

і,  у 


Ѵх—Ѵу 

2  2 
Ѵу—ѵг 


(21) 


Если  ѵ7<С.ѵх,  лучевая  оптическая  ось  образует  меньший  угол  с  осью  г,  чем 
ось  нормалей. 

14.3.4.  Преломление  в  кристаллах,  а.  Двойное  лучепреломление .  Рассмот¬ 
рим  плоскую  волну,  падающую  из  вакуума  на  плоскую  поверхность  2  анизо¬ 
тропной  среды.  Эта  волна  создает  прошедшее  и  отраженное  поля.  Мы  кратко 
рассмотрим  характер  прошедшего  поля,  используя  по  существу  те  же  рассуж¬ 
дения,  что  и  в  случае  изотропных  тел  (см.  п.  1.5.1).  Ограничимся  определением 
направления  распространения  возмущения  внутри  кристалла  и  не  будем  ис¬ 
следовать  выражений  для  отношений  амплитуд,  соответствующих  формулам 
Френеля  *). 

Пусть  §  и  5*  —  единичные  векторы  волновой  нормали  падающей  и  про¬ 
шедшей  волн  соответственно.  Вскоре  мы  увидим,  что  в  общем  случае  имеются 
две  проходящие  волны,  так  что  имеются  два  возможных  значения  5'.  Вектор¬ 
ные  поля  падающей  и  прошедшей  волн  являются  функциями  величин  (і — г-з/с) 
и  (і — Т'&’/ѵ')  соответственно.  Из  условия  непрерывности  поля  на  границе  раз¬ 
дела  вытекает,  что  для  любой  точки  г  на  плоскости  2  и  для  всех  моментов  вре¬ 
мени  і  справедливо  соотношение 


г(^-т)=0’  (22) 

Следовательно,  вектор  8 Чѵ‘  —  &/ц  должен  быть  перпендикулярен  к  границе 
раздела.  Допустимые  направления  волновых  нормалей  $7  можно  определить 
следующим  образом.  Из  произвольной  точки  О  на  плоскости  2,  как  из  начала 
координат,  во  всех  направлениях  &'  отложим  векторы  длиной  1  /V,  где  ѵ'  — 
фазовая  скорость,  соответствующая  каждому  направлению  8'  согласно  урав¬ 
нению  Френеля  (14.2.24).  Концы  векторов  образуют  двухоболочечную  поверх¬ 
ность,  которая  отличается  от  поверхности  нормалей  тем,  что  длина  каждого 
радиуса-вектора  составляет  1/ѵ'  вместо  ѵ\  Эта  поверхность  называется  об¬ 
ратной  поверхностью  волновых  нормалей .  Она  соответствует  лучевой  поверх¬ 
ности  и  поэтому,  как  и  лучевая  поверхность,  представляет  собой  поверхность 
четвертого  порядка.  Поскольку  искомый  вектор  должен  быть  таким,  чтобы 


)  Они  обсуждаются,  например,  в  [7]. 
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вектор  8 'А/  —  в/с  был  перпендикулярен  к  2,  его  конец  <3'  должен  лежать  на 
нормали  к  2,  проведенной  через  конец  Р  вектора  ѣіс.  В  общем  случае  нормаль 
к  2  пересекает  обратную  поверхность  в  четырех  точках,  две  из  которых  распо¬ 
ложены  с  той  же  стороны  поверхности  раздела,  что  и  кристалл.  Следовательно, 


мы  нашли  две  нужные  точки  (ф'  и 


Рис.  14.10  К  определению  допустимых 
направлении  волновых  нормалей  при  двой¬ 
ном  лучепреломлении. 


скостью  г  =  0,  перепишем  (22)  в 


на  рис.  14.10),  т.  е.  два  возможных  на¬ 
правления  волновой  нормали.  Таким  об¬ 
разом,  в  общем  случае  каждая  падающая 
волна  вызывает  две  преломленные  во  ты. 
Каждой  преломленной  волне  соответст¬ 
вует  направление  луча  и  лучевая  ско¬ 
рость,  описывающие  распространение 
энергии  в  кристалле  *).  Это  явление 
носит  название  двойного  лучепреломления . 
В  качестве  иллюстрации  напомним  хо¬ 
рошо  известный  эффект  появления  двух 
изображений  при  рассматривании  неболь¬ 
шого  объекта  через  пластинку  исланд¬ 
ского  шпата. 

Считая  граничную  плоскость  2  пло- 
*  равенств 


Х8х  +  У8ѵ  ___  хв'х+У*и  _  Х3х+У*1 

С  V '  ѵп 


(23> 


которые  должны  удовлетворяться  при  всех  значениях  х  и  у .  Отсюда  следует, 
во-первых,  что  з'х/зх  =  $'уізу  и  зхі$х  =  вуІВу,  т.  е.  оба  преломленных  луча  лежат  в- 
плоскости  падения.  Кроме  того,  если  Ѳ„  0*  и  Ѳ*  —  углы,  которые  падающая 
и  две  прошедшие  волны  образуют  с  осью,  то  из  (23)  получим 

8ІПѲ/  _  С  8ІП  Ѳ/  С 

5ІП  ѳ;  “  ’  8ІП  Ѳ'і  ~~  V"  9  ^ 

Таким  образом,  каждая  из  прошедших  в  кристалл  волн  подчиняется  такому  же 
закону  преломления ,  как  и  в  случае  изотропных  сред.  Однако  скорость  ѵ  здесь 
зависит  от  Ѳ*,  так  что  определение  направления  распространения  в  кристалле 
становится  более  сложным  В  одноосном  кристалле  одна  из  оболочек  обратной 
поверхности  волновых  нормалей  является  сферической  и,  значит,  фазовая 
скорость  одной  из  проходящих  волн  не  зависит  от  Ѳ*.  Это  и  есть  обыкновенная 
волна . 

Для  специального  случая  нормального  падения  (0*  —  0)  имеем  Ѳ;  =  =  О 

и,  следовательно,  обе  волновые  нормали  в  крис галле  совпадают  и  направлены 
перпендикулярно  к  2.  Другой  специальный  случай,  представляющий  боль¬ 
шой  теоретический  интерес, —  распространение  волны  в  направлении  одной  из 
оптических  осей  двухосного  кристалла.  Возникающее  при  этом  явление  из¬ 
вестно  как  коническая  рефракция.  Оно  и  рассматривается  ниже. 

6.  Коническая  рефракция.  Выше  мы  отмечали,  что  когда  в  двухосном  крис¬ 
талле  8  совпадает  с  одной  из  оптических  осей  волновых  нормалей,  соотноше¬ 
ние  между  8  и  і  имеет  особенность.  Прежде  чем  обсуждать  явления  преломле¬ 
ния  при  распространении  волн  в  данном,  специальном,  направлении,  необхо¬ 
димо  исследовать  природу  этой  особенности. 


*)  Возникновение  двойного  лучепреломления  можно  также  пояснить,  обобщая  построе¬ 
ние  Гюйгенса  (см  п  3  3.3)  на  анизотропные  среды.  Однако  точное  рассмотрение  такого  под¬ 
хода  отнюдь  не  так  просто,  как  это  обычно  излагается  в  учебниках  При  построении  Гюйгенса 
оперируют  с  ^іементарными  волнами,  расходящимися  из  точечных  источников,  а  нс  с  незави¬ 
симыми  плоскими  волнами,  законы  распространения  которых,  как  правило,  принимаются  без 
доказательстве).  Некоторые  трудности,  присущие  такому  подходу,  обсуждались  в  работах 
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В  п.  14.2.3  мы  показали,  что  векторы  электрического  смещения  О,  соот¬ 
ветствующие  направлению  волновой  нормали  к,  параллельны  главным  о-'ям 
перпендикулярного  ь  8  эллиптического  сечения  эллипсоида  волновых  норма¬ 
лей  В  специальном  случае  совпадения  направления  вектора  5  с  направлением 
оптической  оси  волновых  нормалей,  это  сечение  становится  круговым,  так  что 
допустимо  любое  направление  В,  перпендикулярное  к  8.  Следовательно,  в  дан¬ 
ном  случае  возможно  бесконечное  число  направлений  электрического  вектора 
Е  '(которые  находят  для  каждого  О  из  (14.1.1))  и  лучевых  векторов  1  (опреде¬ 
ляемых  согласно  рис.  14.1).  Покажем,  что  все  эти  векторы  і  лежат  на  кониче¬ 
ской  поверхности. 

Пусть  8'  (5ХЧ  0,  з'г)  —  единичный  вектор,  направленный  вдоль  одной  из. 
оптических  осей  волновых  норма  тей,  причем  главные  диэлектрические  оси. 
выбраны  в  соответствии  с  неравенством  (5). 

Тогда  и  $2  связаны  соотношением  (11),  и 
допустимые  векторы  О,  будучи  перпенди¬ 
кулярны  к  удовлетворяют  соотношению 

8'х&х  +  $2&г  =  0  • 

Переходя  к  компонентам  соответствующих 
векторов  Е,  его  можно  переписать  в  виде 

+  =  0.  (25) 

Пусть  на  рис.  14.11  П — любая  плос¬ 
кость,  перпендикулярная  к  8',  и  пусть  пря¬ 
мая,  на  которой  лежит  вектор  Е,  пересе¬ 
кает  ее  в  точке  Р.  Так  как,  согласно  (25), 
все  векторы  Е  должны  лежать  на  плоскости  Л,  перпендикулярной  к  век¬ 
тору  с  компонентами  (ѵ^,  0,  !4е2),  то  все  возможные  точки  Р  должны  ле¬ 
жать  па  прямой  А  В,  по  которой  пересекаются  плоскости  II  и  А.  Пусть  луче¬ 
вой  вектор  і  компланарен  с  Е  и  $'  и  перпендикулярен  к  Е.  Пусть  векторы  і  и 
8'  пересекают  плоскость  II  соответственно  в  точках  Т  к  8.  Тогда  из  подобия 
треугольников  находим 

Т5-5Р  — 052  =  соп8І.  (26> 


Рис.  14.11.  К  определению  положения 
лучей,  соответствующих  оптической 
оси  волновых  нормалей  в  двухосном 
кристалле. 


Так  как  геометрическое  место  точек  Р  —  прямая  линия  ЛВ,  то  геометрическим 
местом  точек  Т  является  кривая,  обратная  А  В,  т.  е.  окружность  *),  прохо¬ 
дящая  через  центр  инверсии  5,  с  касательной  в  точке  5,  параллельной  А  В . 
Следовательно,  оптической  оси  волновых  нормалей  соответствует  бесконечное- 
число  лучей ,  которые  образуют  коническую  поверхность.  Этот  конус  не  круговой, 
так  как  центр  круга  не  совпадает  с  основанием  перпендикуляра  из  точки  О  на 
плоскость  П. 

Если  векторы  Е,  5'  и  I  лежат  в  плоскости  хг,  то  направление  I  должно 
совпадать  с  направлением  вектора  (5^еѵ,  0,  5'е2),  к  когорому  Е  всегда  перпен¬ 
дикулярен  Если  оно  образует  угол  ф  с  осью  г,  то  угол  раствора  конуса  %  в  этой 
плоскости  определяется  выражением 


Х  =  *8(Р— ф)  = 


52 

1  + 


З.ѵ  (4)3 

еДІ)2 


—  Ѵ(ѵІ—ѵЪ)(х?у—ѵ I)  , 

ѴУ 


(27> 


где  использовано  соотношение  (11).  Обычно  (ѵ% — о})/ѵ}<^1  и  (ѵу — ѵ%!ѵгу<§:\^ 
так  что  получающийся  конус  очень  мало  отличается  от  кругового  с  углом 


•)  См.,  например,  [10]. 
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Рис.  14.12.  Коническая  ре- 
■фракдия:  построение  кону¬ 
сов.  , 


Точно  так  же  можно  показать,  что  лучевой  оптической  оси  соответствует 
бесконечное  число  волновых  нормалей ,  которые  образуют  коническую  поверхность. 
Угол  раствора  этого  конѵса  ф  определяется  соотношением,  соответствующим 
'  (27),  т.  е. 

=  -^7  У (РІ—ѴІ)  (»г— *8Х-  (28) 
Полученные  результаты  удобно  пояснить,  при¬ 
бегая  к  поверхности  нормалей  и  лучевой  поверх¬ 
ности  и  используя  найденный  в  §  14.2.3  результат, 
указывающий,  что  поверхность  нормалей  представ¬ 
ляет  собой  поверхность  оснований  перпендикуля¬ 
ров  к  лучевой  поверхности.  Сечение  этих  поверх¬ 
ностей  плоскостью  хг  показано  на  рис.  14.12.  По¬ 
верхность  нормалей  пересекает  эту  плоскость  по 
окружности  радиуса  ѵ'р  =  ѵу  и  овалу  с  полярным 
радиусом  Ѵр,  тогда  как  лучевая  поверхность  пере¬ 
секает  ее  по  той  же  окружности  с  ѵ‘г  —  ѵу  и  эллипсу 
с  і ѵ.  Если  окружность  и  овал  пересекаются  в  точ¬ 
ке  УѴ,  то  линия  ОN  совпадает  с  направлением  оп¬ 
тической  оси  волновых  нормалей,  а  плоскость, 
проведенная  через  N  перпендикулярно  к  ОТѴ,  должна  касаться  лучевой  по¬ 
верхности  во  всех  точках,  в  которых  конус  допустимых  лучевых  направлений 
пересекает  ее.  Таким  образом,  лучевая  поверхность  обладает  необычным  свойст¬ 
вом:  некоторые  касательные  плоскости  касаются  ее  в  бесконечном  числе 
точек  *). 

Лучевая  оптическая  ось  совпадает  с  прямой  ОЯ,  где  Я  —  точка  пересе¬ 
чения  двух  оболочек  лучевой  поверхности;  обе  оболочки  пересекаются  таким 
образом,  что  в  точке  Я  имеется  бесконечное  число  касательных  плоскостей, 
нормали  к  которым  образуют  коническую  поверхность.  Нормали  к  этим  плос¬ 
костям,  проведенные  из  точки  О,  образуют  конус  направлений  волновых  нор¬ 
малей,  соответствующих  направлению  луча  ОЯ.  Углы 
растворов  у  и  ф  обоих  конусов  также  показаны  на  рис. 

14.12.  По  причине,  которая  вскоре  станет  ясной,  ко¬ 
нус,  принадлежащий  к  т.  е.  образованный  такими  | 
лучами,  как  О  А ,  называется  конусом  внутренней  кони¬ 
ческой  рефракции .  Конус,  принадлежащий  к  Я ,  т.  е.  об- ' 
разованный  такими  волновыми  нормалями,  как  ОБ ,  на¬ 
зывается  конусом  внешней  конической  рефракции . 

Возьмем  пластинку  двухосного  кристалла,  напри¬ 
мер  арагонита,  вырезанную  так,  что  две  ее  парал¬ 
лельные  грани  перпендикулярны  к  оптической  оси  вол¬ 
новых  нормалей.  Если  на  такую  пластинку  нормально  к  одной  из  парал¬ 
лельных  граней  падает  узкий  пучок  монохроматического  света,  то  внутри 
пластинки  энергия  будет  распространяться  в  полом  конусе,  конусе  внутренней 
конической  рефракции.  При  выходе  с  противоположной  стороны  световой 
пучок  образует  полый  цилиндр  (рис.  14.13).  На  экране,  параллельном  грани 
нашей  кристаллической  пластинки,  следует  ожидать  появления  яркого  круг¬ 
лого  кольца.  Это  замечательное  явление  было  предсказано  Вильямом  Р.  Га¬ 
мильтоном  в  1832  г.,  а  через  год  его  наблюдал  Ллойд,  исследовавший  по  пред¬ 
ложению  Гамильтона  арагонит.  Успех  эксперимента  послужил  одним  из  наибо¬ 
лее  четких  подтверждений  волновой  теории  света,  развитой  Френелем,  и  в  очень 
сильной  степени  способствовал  ее  всеобщему  признанию  (см.  «Историческое 
введение»,  стр.  17).  * 


1  "II  і 

ШДЛ_1Л 

Рис.  14.13.  Внутренняя 
коническая  рефракция. 


*)  Свойства  этой  поверхности  подробно  рассмотрены  в  [11]. 


<§  14.3]  '  ОПТИЧЕСКИЕ  СВОЙСТВА  одноосных  и  двухосных  кристаллов 
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Практически  демонстрация  явления  конической  рефракции  не  так  проста, 
как  было  описано  выше,  поскольку,  конечно,  невозможно  получить  строго 
параллельный  пучок  монохроматического  света.  В  эксперименте  нам  всегда 
приходится  использовать  пучки  с  конечной  угловой  апертурой.  В  таком  слу¬ 
чае,  как  впервые  показали  Поггсндорф  1121  и 
Хайдингер  113],  будут  наблюдаться  два  ярких 
кольца,  разделенных  тонким  темным  кольцом 
(рис.  14.14).  В  первых  экспериментах  Ллойда 
эту  структуру  наблюдать  не  удалось,  посколь¬ 
ку  отверстия,  ограничивающие  ширину  исполь¬ 
зуемого  им  пучка,  были  слишком  велики,  и  оба 
ярких  кольца  сливались  в  одно.  Возникающую 
структуру  не  могли  объяснить  в  течение  долгого 
времени  после  ее  открытия,  пока  Фохт  [14]  не 
предложил  интерпретацию,  которая  в  конечном 
счете  сводится  к  следующему. 

Мы  должны  рассмотреть  распространение 


волн,  нормали  которых  слегка  наклонены  к  оп¬ 
тической  оси.  Каждой  из  волновых  нормалей  со¬ 
ответствуют  два  луча  внутри  кристалла,  и  сле¬ 
дует  ожидать,  что  их  направления  мало  отли- 


Рис.  14  14.  Распределение  све¬ 
та,  возникающее  вследствие  ко¬ 
нической  рефракции. 


чаются  от  направлений  образующих  конуса  внутренней  конической  рефрак¬ 
ции.  Чтобы  найти  распределение  прошедших  лучей,  необходимо  рассмотреть 
часть  лучевой  поверхности  вблизи  окружности,  по  которой  она  касается  пло¬ 
скости  ЛУѴ  (см.  рис.  14.12).  Эта  часть  поверхности  напоминает  часть  надутой 


автомобильной  камеры,  а  касательная  плоскость —  плоскую  доску,  лежащую 
на  ней.  На  рис.  14.15  показано  сечение  этой  части  поверхности  плоскостью 


хг.  Две  точки  на  лучевой  поверхности,  которые  соответствуют  направлениям 
двух  лучей,  относящихся  к  данному  направлению  волновой  нормали  $,  опре¬ 


деляются  как  точки  касания  этой  поверхности  двумя  плоскостями,  перпенди¬ 
кулярными  к  з  (см.  рис.  14. 15).  Когда  волновая  нормаль  ОМ  слегка  отклоняется 


от  оптической  оси,  вместо  одной  касательной  плоскости  возникают  две  парал¬ 
лельные  друг  другу  плоскости,  одна  из  них  при  этом  перемещается  над  лучевой 
поверхностью,  причем  точка  ее  касания  движется  от  центра  касательной  окруж¬ 
ности  к  точке  Р .  Другая  плоскость  (ее  невоз¬ 
можно  показать  па  нашей  модели,  потому  что 
она  должна  пересекать  нашу  камеру)  пере¬ 
мещается  так,  что  точка  ее  касания  движется 
по  направлению  к  точке  О .  Рис.  14.15  иллю¬ 
стрирует  это  для  смещения  волновой  нормали 
в  плоскости  хг ,  но  та  же  картина  будет  наблю- 


Рис.  14.15.  К  определению  положе¬ 
ния  лучей,  относящихся  к  тем  вол¬ 
новым  нормалям,  которые  составля¬ 
ют  небольшие  углы  с  оптической 
осью  волновых  нормалей. 


даться  и  при  смещении  в  любом  другом  на¬ 
правлении. 

Из  изложенных  выше  рассуждений  следу¬ 
ет,  что  каждая  падающая  волна,  нормаль  к  ко¬ 
торой  образует  небольшой  угол  <р  с  оптической 


осью,  приведет  к  появлению  пары  лучей,  сос- 
„  тавляющих  углы  Ѵ2  ЗС  +  «ф  и  1/г%— ац>  с  осью 

конуса  внутренней  конической  рефракции,  где  а — некоторая  постоянная. 
Таким  образом,  вся  энергия,  сосредоточенная  в  падающем  пучке  в  интервале 
углов  от  ср  до  ер  4-  гіф,  окажется  в  двух  конусах,  половина  угла  раствора  кото¬ 
рых  равна  Ѵ2уС=Ьаф,  а  угловое  расстояние  между  ними  составляет  ай ф.  Но 
соответствующая  энергия  в  падающем  пучке  пропорциональна  фЖр.  Отсюда 
следует,  что  при  углах  Ѵ2  %  і  сщ>  интенсивность  в  конусе  лучей  пропорцио¬ 
нальна  ф  и;  в  частности,  при  ф  —  0  она  равна  нулю.  Таким  образом,  нужно 
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ожидать  появления  двух  ярких  колеи  с  темным  промежутком  между  ними,  что 
и  наблюдается. 

Внешняя  коническая  рефракция  демонстрирует  уже  установленный  ранее 
факт  существования  целого  конуса  направлений  волновых  нормалей,  соот¬ 
ветствующего  данному  направлению  луча.  Это  яв¬ 
ление  наблюдалось  на  кристаллической  пластинке, 
вырезанной  так,  что  ее  грани  перпендикулярны  к  лу¬ 
чевой  оптической  оси.  На  гранях  пластинки  точно 
друг  против  друга  находятся  два  небольших  отвер¬ 
стия, одно  из  которых  освещается  сходящимся  пучком 
света,  как  показано  на  рис.  14.16.  Второго  отверстия 
будут  достигать  лишь  те  лучи,  направления  кото¬ 
рых  очень  близки  к  направлению  лучевой  оптической 
оси,  так  что  нормали  всех  волн,  достигающих  второго  отверстия,  располагаются 
вблизи  конуса  внешней  конической  рефракции.  Поэтому  из  кристалла  будет 
выходить  конус  света.  Из-за  преломления  при  выходе  из  кристалла  угол  рас¬ 
твора  этого  конуса  будет  больше  истинного  угла  ф  внешней  конической  рефрак¬ 
ции.  И  в  данном  случае  на  экране,  параллельном  грани  кристалла,  наблю¬ 
даются  два  концентрических  кольца  света,  причем  объяснение  этого  подобно 
объяснению,  данному  в  случае  внутренней  конической  рефракции. 

§  14.4.  Измерения  в  кристаллооптике 

В  настоящем  разделе  мы  кратко  опишем  методы  определения  свойств 
кристалла  (т.  е.  является  ли  он  одноосным  или  двухосным),  положения  его 
оптических  осей  и  значений  его  главных  показателей  преломления.  Как  мы 
увидим,  оптические  оси  можно  определить  при  наблюдении  интерференцион¬ 
ных  полос  на  кристаллических  пластинках;  характер  интерференционной  кар¬ 
тины  ясно  указывает  на  взаимное  располо¬ 
жение  оптических  осей  и  граней  пластинки. 

Гласные  показатели  преломления  можно  найти 
с  помощью  кристаллических  призм,  измеряя 
углы  отклонения  или  полного  внутреннего 
от  раженпя. 

Предварительно  необходимо  рассмотреть 
методы  получения  и  анализа  поляризованного 
света. 

14.4.1.  Призма  Николя.  Одним  из'  наи¬ 
более  широко  используемых  приспособле¬ 
ний  для  получения  линейно  поляризованного  света  является  призма  Ни¬ 
коля  [151.  Она  состоит  из  природного  кристалла  исландского  шпата  в  виде 
ромбоэдра  (одноосный  кристалл),  разрезанного  на  две  равные  части  вдоль 
диагональной  плоскости  (на  рис.  14.17  она  показана  линией  АС).  Эти  части 
склеены  вместе  канадским  бальзамом.  Длина  ромба  в  три  раза  больше  его 
ширины,  а  углы  при  В  и  О  его  главного  сечения  равны  7Н;  торцевые  грани 
АО  и  ВС  снолированы  тан,  чтобы  уменьшить  этот  угол  до  68°. 

Луч  света,  распространяющийся  в  направлении  7.  параллельно  длинной 
стороне,  разделяется  на  два  луча,  обыкновенный  и  необыкновенный.  Для 
первого  луча  канадский  бальзам  является  оптически  менее  плотной  средой, 
для  второго  —  более  плотной  (для  кристалла  исландского  шпата  п0  -  1,66, 
пе—-  1,49;  для  канадского  бальзама  п —  1,53).  Легко  проверить  по  формулам, 
приведенным  в  п.  1.5.4,  что  на  границах  с  канадским  бальзамом  для  обыкно¬ 
венного  луча  выполняются  условия  полного  внутреннего  отражения.  Этот  луч 
полностью  отражается  в  направлении  к  зачерненной  грани  ОС,  где  он  и  погло¬ 
щается.  Необыкновенный  луч  проходит  через  призму,  практический  испыты- 


А  Б 

Рис.  14.17.  Призма  Николя. 


Рис.  14.16.  Внешняя  кониче¬ 
ская  рефракция. 
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вая  бокового  смещения,  и  выходит  из  нее  линейно  поляризованным,  причем 
его  вектор  О  расположен  в  плоскости  главного  сечения  (см.  п.  14.3.2).  Таким 
образом,  призма  Николя  дает  линейно  поляризованный  свет  с  известным,  на¬ 
правлением  колебаний. 

Если  падающий  луч  наклонен  к  краю  ромба,  призма  Николя  все  же  будет 
служить  поляризатором  при  условии,  что  для  обыкновенного  луча  угол  па¬ 
дения  на  слой  канадского  бальзама  не  меньше  критического.  В  воздухе 
призма  эффективно  работает,  если  угловая  апертура  падающих  лучей  не  пре¬ 
вышает  *)  30°. 

Весьма  полную  линейную  поляризацию  света  можно  получить,  пропуская 
естественный  свет  через  пластинку  поглощающего  кристаллического  вещества 
с  существенно  различными  коэффициентами  поглощения  для  двух  направлений 
колебаний.  Мы  рассмотрим  такие  «поляроиды»  в  п.  14.6.3. 

Устройство,  аналогичное  призме  Николя,  которое  превращает  свет  с  лю¬ 
быми  типами  поляризации  в  линейно  поляризованный  свет,  называется  поля¬ 
ризатором .  Его  можно  также  использовать  в  качестве  анализатора ,  т.  е.  де¬ 
тектора  линейно  поляризованного  света  и  его  направления  колебаний.  Для 
детектирования  линейно  поляризованного  света  с  помощью  призмы  Николя 
нужно  лишь  поворачивать  призму  вокруг  се  продольной  оси  и  установить, 
существует  ли  положение,  когда  свет  через  нее  не  проходит.  Если  такое  поло¬ 
жение  существует,  то  свет  линейно  поляризован  и  направление  колебаний  его 
вектора  О  перпендикулярно  к  главному  сечению  призмы. 

14.4,2.  Компенсаторы.  Кристаллическое  вещество  можно  также  исполь¬ 
зовать  для  исследования  эллиптически  поляризованного  света,  т.  е.  для  опре¬ 
деления  направления  осей  его  эллипса  поляризации  и  отношения  их  длин.  Для 
этой  цели  применяется  кристаллическая  пластинка  из  подходящего  материала 
нужной  толщины.  С  ее  помощью  вводится  разность  фаз  между  колебаниями 
в  двух  взаимно  ортогональных  направлениях.  В  частности,  можно  ввести  та¬ 
кую  разность  фаз,  чтобы  преобразовать  эллиптически  поляризованный  свет 
в  линейно  поляризованный.  Требующаяся  информация  об  эллиптически  поля¬ 
ризованном  свете  получается  тогда  из  анализа  этого  линейно  поляризованного 
света.  Такой  прибор  называется  компенсатором ,  так  как  его  функция  состоит 
в  компенсации  разности  фаз  **), 

а .  Четвертьволновая  пластинка.  Рассмотрим  плоскопараллельную  крис¬ 
таллическую  пластинку  толщиной  /г.  Пусть  ось  г  перпендикулярна  к  пластин¬ 
ке,  а  направления  осей  X  и  у  совпадают  с  направлениями  соответствующих  коле¬ 
баний  вектора  О.  Предположим,  что  пластинка  поворачивается  вокруг  нормали 
до  тех  пор,  пока  оси  х  и  у  не  станут  параллельными  главным  осям  поляризации 
падающего  света.  Тогда  компоненты  вектора  О  для  падающего  света  можно 
записать  в  виде 

Ор  =  а  соз  со/,  О®  =  Ь  з іп  Ы .  ( 1 ) 

Поскольку  скорости  обоих  лучей  различны,  изменения  фаз  компонент  при 
прохождении  через  пластинку  будут  неодинаковыми.  Пренебрегая  потерями 
на  отражение,  можно  записать  компоненты  вектора  О  для  света,  выходящего 
из  пластинки,  в  виде 

—  а  соз  (с оі  +  6'),  [У**  =  Ь  зіп  (со/  -ф  6"),  (2) 

где 

Ь'=~-п'Н,  6”  =  п"Н,  (3) 


*)  Существует  несколько  модификаций  призмы  Николя,  которые  могут  работать  с  еще 
большими  апертурами.  Их  описание  см.,  например,  в  [І6]  или  [17]. 

**)  Подробный  обзор,  посвященный  компенсаторам,  приведен  в  работе  (18],  Обзор  мето* 
доб,  применяемых  для  анализа  поляризованного  света,  дан  в  статье  [19]. 

Аппаратом  для  теоретического  анализа  полностью  или  частично  поляризованного  свет» 
служат  матрицы  когерентности  или  параметры  Стокса,  рассмотренные  в  §  10. 8..  •  - 
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а  К —  длина  волны  в  вакууме*).  Следовательно,  вносимая  пластинкой  раз* 
ность  фаз  равна 


6  я')й. 


(4> 


В  частности,  если  прошедший  свет  линейно  поляризован ,  мы  должны  получить 
б" —  =  или  в  более  общем  случае  6"— 6'  — (2 т  г~1)л/2,  где  т  — 

любое  целое  число  При  этом  пластинка  должна  иметь  толщину 


Н  = 


2т-'  1  Х_ 
п”  —  гі  4 


(5> 


При  наличии  такого  компенсатора  направление  колебаний  в  прошедшем  ли* 
нейно  поляризованном  свете  определяется  соотношением 


(б> 


Компенсатор,  вносящий  разность  фаз  |б" — б'  |  —  л/2,  т.  е.  такой,  для 
которого  разность  двух  оптических  толщин  составляет  четверть  волны,  назы¬ 
вается  четвертьволновой  пластинкой  [20].  Ее  легко  изготовить  из  листочка 
слюды  (двухосный  кристалл),  расщепленной  до  толщины  к  —  Я/(4|п" — п’  |). 

С  помощью  такой  пластинки  можно  следующим  образом  анализировать 
эллиптически  поляризованный  свег  пучок  свега  пропускают  через  четверть¬ 
волновую  пластинку,  а  затем  через  призму  Николя,  и  оба  кристалла  независи¬ 
мо  друг  от  друга  поворачивают  до  тех  пор,  пока  ноле,  наблюдаемое  через  приз¬ 
му  Николя,  не  станет  совсем  темным.  В  этом  положении  оси  слюдяной  плас¬ 
тинки  параллельны  осям  эллипса  поляризации  падающего  света,  а  призма 
Николя,  согласно  (6),  расположена  так,  что  она  гасит  линейно  поляризованный 
свет,  вектор  О  которого  составляет  с  осью  х  угол  агс1^(б/а).  Таким  образом, 
определяют  ориентацию  осей  эллипса  и  их  отношение. 

Если  падающий  свет  поляризован  по  кругу,  то  Ь  —  -\-а  или  Ь =ь — аг  а  про¬ 
шедший  свет  линейно  поляризован,  причем  направление  вектора  О  составляет 
с  осью  х  соответственно  углы  45э  или  135°.  Первый  из  углов  соответствует  ле¬ 
вой,  второй  —  правой  поляризации. 

Так  как  толщина  четвертьволновой  пластинки  зависит  от  X,  точная  ком¬ 
пенсация  возможна  только  для  монохроматического  света  одной  определенной 
длины  волны.  Для  достижения  компенсации  в  случае  света 
любой  заданной  длины  волны  следует  использовать  не  одну 
плоскопараллельную  пластинку,  а  клип  или  комбинацию 
клиньев  Рассмотрим  некоторые  компенсаторы  такого  типа. 
б  Компенсатор  Бабине.  Компенсатор,  разработанный 
Рис  14.18.  Ком-  Бабине  12  П,  позволяет  получить  любые  разности  фаз  в  гом 
пенсатор  Бабине.  числе  и  нулевые.  Он  состоит  из  двух  кварцевых  клиньев 
(положительный  одноосный  кристалл)  с  одинаковыми 
острыми  углами.  Клинья  расположены  так,  как  показано  на  рис  14  18,  и 
могут  смещаться  вдоль  плоскости  соприкосновения,  образуя,  таким  образом, 
параллельную  пластинку  варьируемом  толщины.  В  одном  из  клиньев  опти¬ 
ческая  ось  параллельна,  в  другом  —  перпендикулярна  ребру. 

Пусть  п0  и  пе  —  показатели  преломления  кварца  для  обыкновенного  и 
необыкновенного  лучей,  а  кг  и  кк  —  толщины  двух  клиньев  в  некоторой  опре¬ 
деленной  ючке  После  прохождения  обоих  клиньев  разность  фаз  между  лу¬ 
чами  становится  равной 

А,).  (7) 


*)  В  отличие  от  §  1.3  здесь  мы  пишем  Я.,  а  не  к0. 
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Легко  понять,  почему  вѵ  это  выражение  входит  разность  толщин.  В  самом  деле, 
скорость  луча,  для  которого  направление  колебаний  вектора  В  перпендику¬ 
лярно  к  главной  оси  (обыкновенный  луч),  превышает  скорость  необыкновен¬ 
ного  луча.  Поэтому  компонента,  в  которой  направление  колебаний  перпенди¬ 
кулярно  к  ребру  клина,  будет  опережать  вторую  компоненту  в  одном  клине  и 
отставать  в  другом.  Толщины  йт  и  /г2,  а  следовательно,  и  разность  фаі  б  непре¬ 
рывно  меняются,  если  точка  падения  света  движется  вдоль  пластинки,  причем 
б  равно  нулю  в  середине.  В  результате  получится  серия  линий,  где  прошедший 
свет  будет  линейно  поляризован  и,  значит,  его  можно  погасить  путем  соот¬ 
ветствующей  ориентации  призмы  Николя. 

Если  выбрать  ось  л:  параллельно  ребру  клина,  то  эллиптическую  поляри¬ 
зацию  падающего  света  можно  представить  следующим  образом: 

О®  =  аг  соз  (со/  +  6'),  П(у}  =  а2  соз  (о/  +  б^).  (8) 

Поляризация  света,  прошедшего  через  компенсатор,  записывается  в  виде 

=  ах  соз  (со*  +  6'),  =  а2  соз  (со/  4- б"),  (9) 

где 

6'  -  К + -у-  («А + «А)»  б"=б;+-у-(пЛ  +п0а2).  (іо) 

Для  линейной  поляризации  выходящего  света  необходимо,  чтобы 
б"  —  б'  =  тл (т  —  0,  4:1,  +2,  ...), 

т.  е* 

б;  =  — -х  (п,—п„)  (А,—  Н2)  +  тп.  (11) 


Направление  колебаний  при  этом  определяется  соотношением 


(12) 


Предположим  вначале,  что  призма  Николя  помещена  перед  компенсато¬ 
ром,  так  что  на  компенсатор  падает  линейно  поляризованный  свет.  Тогда  8д  — 
=  б;,  и  если  за  компенсатором  следует  анализатор,  скрещенный  с  поляризую¬ 
щей  призмой  Николя,  то  появятся  темные  полосы,  идущие  параллельно  ребру 
клина  через  точки,  для  которых  правая  часть  уравнения  (11)  кратна  л.  Эти 
темные  полосы  определяют  нулевое  положение .  Если  теперь  исследовать  эллип¬ 
тически  поляризованный  свет  только  посредством  компенсатора  и  анализатора, 
то  смещение  темных  полос  от  нулевого  положения  сразу  же  определит  разность 
фаз  бц  —  б^  для  падающего  света.  Величину  отношения  компонент  0(І>,  па¬ 
раллельной  и  перпендикулярной  ребру,  можно  найти  из  ориентации  анализа¬ 
тора,  используя  (12).  Эти  данные  позволяют  с  помощью  формул,  приведенных 
в  п.  1.4.2,  определить  положение  главных  осей  эллипса  поляризации  и  их 
отношение. 

в.  Компенсатор  Солейля .  В  некоторых  случаях  необходимо  создавать  раз¬ 
ность  фаз  (положительную,  отрицательную  или  нулевую),  остающуюся  постоян¬ 
ной  во  всем  поле  зрения.  Этого  можно  достичь  с  помощью  компенсатора,  раз¬ 
работанного  Сол  ей  л  ем  1223.  Он  состоит  из  двух  кварцевых  клиньев  А  и  А\ 
которые,  как  и  в  случае  компенсатора  Бабине,  образуют  плоскопараллельную 
пластинку,  по  с  тем  отличием,  что  оптические  оси  обоих  клиньев  параллельны 
ребрам.  Нижний  клин  склеен  с  плоскопараллельной  кварцевой  пластинкой  В, 
оптическая  ось  которой  перпендикулярна  к  ребру  клина  (рис.  14.19).  Эффек¬ 
тивная  оптическая  разность  хода,  которую  вносит  это'і  компенсатор  между 
двумя  лучами,  очевидно,  равна  (пе — п0)  [Нв — (НА  +  В  нулевом  поло¬ 
жении,  когда  эта  разность  исчезает,  все  поле  зрения  можно  сделать  темным 
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при  помощи  соответствующим  образом  ориентированного  анализатора.  Эф¬ 
фективную  оптическую  разность  хода  можно  изменять,  смещая  верхний  клин, 
но  для  каждого  положения  разность  хода  остается  постоянной  по  всем}  полю. 

Анализ  эллиптически  поляризованного  света  прово¬ 
дится  примерно  так  же*  как  и  с  помощью  компен¬ 
сатора  Бабине. 

е.  Компенсатор  Б  грека.  Берек  12  Л  і  разрабоіал 
компенсатор,  используемый  в  биологической  микро¬ 
скопии  (например,  для  измерения  разностей  хода  в 
нитях  двоя  копр  ел  ом  л  я  ющих  материалов).  Он  состоит 
из  пластины  одноосного  кристаллического  вещества 
с  оптической  осью,  перпендикулярной  к  граням  пла¬ 
стины.  Разность  фаз  между  обыкновенным  и  необыкновенным  лучами  вво¬ 
дится  путем  наклона  пластины.  Ее  монтируют  так,  что  она  может  поворачи¬ 
ваться  с  помощью  проградуированного  диска,  который  калибруется  прямо 
в  единицах  вносимой  разности  хода. 

14.4.3.  Интерференция  в  кристаллических  пластинках.  Как  отмечалось, 
выше,  направления  оптических  осей  можно  определить  путем  наблюдения 
интерференционных  явлений  в  кристаллических  пластинках.  Возникающие 
при  этом  интерференционные  эффекты,  которые  служат  поразительной  де¬ 
монстрацией  согласия  теории  и  эксперимента  в  кристаллооптике,  вполне  за¬ 
служивают  самостоятельного  изучения.  * 

Рассмотрим  вначале  пучок  линейно  поляризованного  света,  выходящий 
из  поляризатора  и  падающий  нормально  на  плоскопараллельйую  кристалли¬ 
ческую  пластинку  толщиной  /г.  Входя  в  пластинку, 
каждый  луч  делится  на  два  луча,  распространяющиеся 
с  различной  скоростью,  причем  их  векторы  О  колеб¬ 
лются  в  двух  взаимно  ортогональных  направлениях, 
перпендикулярных  направлению  нормали  к  пластин¬ 
ке.  Лучи  выходят  из  пластинки  с  определенной  раз¬ 
ностью  фаз  б.  Если  анализирующая  призма  Николя 
расположена  за  пластинкой,  то  она  пропускает  опре¬ 
деленные  компоненты  этих  двух  колебаний,  которые 
могут  интерферировать  в  фокальной  плоскости  линзы, 
расположенной  за  анализатором. 

На  рис.  14.20  плоскость  чертежа  параллельна 
пластинке.  О'  и  О"  —  два  взаимно  ортогональных 
направления  колебаний  в  кристалле,  а  ОР  и  О  А  — 
направления  колебаний,  которые  пропускаются  соот¬ 
ветственно  поляризатором  и  анализатором.  Пусть  ф  — 
угол,  который  ОР  образует  с  О',  а  х  —  угол  между 
ОА  и  ОР.  Амплитуда  световой  волны,  падающей  на  пластинку,  представляется 
вектором  ОЕ  (он  параллелен  ОР)\  его  составляющие  в  направлениях  О'  и 
О"  равны 

ОВ~Е  созф,  ОС  ~  Езіпф.  (13) 

Анализатор  пропускает  лишь  составляющие,  параллельные  ОА,  амплитуды 
которых,  как  легко  получить  из  рибунка  и  из  выражения  (13),  равны 

ОР  =  Е  соз  ф  соз  (ф — хК  00  =  ^зтф5іп(ф — х)-  (14) 

Покидая  пластинку,  компоненты  различаются  по  фазе  на  величину 

6  =  4^  (п"-~ п')Н,  (15) 

Согласно  (7.2.15)  интенсивность,  получающаяся  в  результате  интерференции 


Рис.  14.19.  Компенсатор 
Солейля. 
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двух  монохроматических  волн  с  разностью  фаз  б,  равна 
/  =  /,  +  /2  +  2  ѴТТі  С05  б, 

где  /,  и  12  —  интенсивности  (квадраты  амплитуд)  обеих  волн.  Если  амплитуды 
имеют  вид  (14),  то 

І  =  Е 2  |соз2% — $іп  2фтзіп2  (ф — %Ып2-|-| ,  (16) 

где  использовано  тождество  соз6  =  1  —  2  зіп*  (6/2). 

Если  удалить  пластинку  <6  =  0),  то  интенсивность  будет  равна  /  —  Е2  соз2х, 
следовательно,  второй  член  в  (16)  представляет  собой  влияние  кристаллической 
пластинки. 

Рассмотрим  два  важных  специальных  случая. 

а.  Анализатор  и  поляризатор  параллельны  (х=0).  В  этом  случае  (16) 
примет  вид 

7ц  =  ,Е2  (  1  — зіп2  2ф  5ІП3  у)  ,  (17) 

Имеется  максимум  пропускания  при 

Ф  =  0,  у,  я,  ...  ,  (18) 


т,  е.  когда  направление  колебаний ,  пропущенных  анализатором ,  совпадает 
с  одним  из  направлений  колебаний  в  пластинке.  Между  положениями,  опреде¬ 
ляемыми  (18),  располагаются  минимумы  пропускания ,  которые  задаются  со¬ 
отношением  зіп  2ср  =  ±  1 ,  т.  е. 


_ к  Зя  5л 

Ф  4" »  4  »  4  » 


(19) 


причем  минимумы  интенсивности  равны 

/!ім„н  =  ^2(і-5тау)  =  Е2соз84.  (20) 

В  минимуме  нет  полной  темноты,  если  6  не  равно  нечетному  числу  я,  т.  е.  если 
толщина  пластинки  не  равна  одному  из  ряда  специальных  значений,  зависящих 
от  длины  волны  света, 

б.  Анализатор  и.  поляризатор  взаимно  перпендикулярны  (%  ~  я/2) .  В  дан¬ 
ном  случае  из  (16)  следует 

/і^і?23іпа2(рзіп2у .  (21) 

Сравнение  с  (17)  показывает,  что  возникающие  здесь  интерференционные  яв¬ 
ления  оказываются  дополнительными  к  случаю  а .  Имеются  минимумы ,  соот¬ 
ветствующие  полной  темноте ,  когда  <р  принимает  одно  из  значений  (18),  и 
относительные  максимумы  для  промежуточных  положений  (19),  равные 

I X.  макс  ==  ЕА  ЗІП2  у  ,  (22) 

Подобные  явления  можно  использовать  для  получения  строго  дополни¬ 
тельных  цветов.  Для  этого  необходимо  лишь  пропустить  пучок  белого  света 
через  две  призмы  Николя,  разделенные  кристаллической  пластинкой,  причем 
призмы  должны  быть  вначале  параллельны  друг  Другу  (х  =  0)1  я  затем  скре¬ 
щены  (х  =  я/2).  Для  создания  однородного  поля  существенно  иметь  достаточно 
параллельный  пучок,  чтобы  не  вносить  заметной  разности  фаз. 

Если  свет,  падающий  на  первый  поляризатор,  испускается  протяженным 
некогерентным  источником,  расположенным  в  фокальной  плоскости  линзы, 
то  каждая  точка  этого  источника  независимо  от  остальных  его  точек  будет 
создавать  в  сопряженной  точке  некоторую  интенсивность.  Наблюдающееся 
в  плоскости  изображения  распределение  света,  которое  можно  описать  с 
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помощью  кривых  равной  интенсивности ,  обусловливает  так  называемую  ин¬ 
терференционную  картину  кристаллической  пластинки.  Каждой  точке  в  плос¬ 
кости  изображения  соответствует  направление  параллельных  лучей,  входя¬ 
щих  и  выходящих  из  кристалла,  и  поэтому  необходимо  рассмотреть  изменение 
разности  фаз  6  с  изменением  этого  направления.  Достаточно  рассмотреть  лишь 
случай  скрещенных  поляризатора  и  анализатора 
(%  —  я/2),  так  как  при  их  параллельности  картина 
будет  дополнительной,  другие  случаи  приводят  к  ме¬ 
нее  четким  интерференционным  картинам. 

Интенсивность,  соответствующая  заданному  на¬ 
правлению  падения,  зависит  от  <р  и  б.  Полезно  рас¬ 
смотреть  влияние  изменения  каждой  из  этих  величин 
по  отдельности.  Кривые,  вдоль  которых  ср  постоян¬ 
но,  называются  изогирами ,  кривые,  вдоль  которых 
б  постоянно, — изохромагпами .  Изогиры  зависят  от 
ориентации  оптических  осей  в  пластинке  и  не  зави¬ 
сят  от  толщины  пластинки  и  длины  волны,  если  от¬ 
сутствует  дисперсия  осей.  Изохроматы  зависят  от  на¬ 
правления  волновых  нормалей  и  от  толщины  пла¬ 
стинки  и  называются  так  потому,  что  при  исполь¬ 
зовании  белого  света  они  представляют  собой  линии 
одинакового  цвета.  Принадлежащие  этим  семействам 
кривые,  вдоль  которых  интенсивность  равна  нулю,, 
называются  главными  изогирами  и  главными  изо - 

хромитами ;  согласно  (21)  они  задаются  соотношениями  зіп2ф  =0  и  зіп  ~  б  =?  0. 

Соответствующее  таким  кривым  состояние  поляризации  света  совпадает  с  со¬ 
стоянием  поляризации  света,  падающего  на  кристалл.  Это  связано  с  тем,  что 
для  главных  изогир  направление  колебаний,  пропускаемых  анализатором, 
совпадает  с  одним  из  направлений  колебаний  в  кристалле,  а  для  главных  изо¬ 
хромат  разность  фаз  между  двумя  выходящими  пучками  кратна  2л.  Обе  систе¬ 
мы  кривых  налагаются  др\г  на  др>га,  но  их  можно  изучать  но  отдельности. 

Прежде  чем  перейти  к  исследованию  формы  этих  кривых,  необходимо 
рассмотреть  зависимость  разности  фаз  8  от  угла  падения.  Пусть  ЗА,  АВ' , 
АВ"  —  волновые  нормали  к  падающей  и  к  двум  преломленным  волнам  в  точке 
А ,  а  Ѳь  Ѳі,  Оз  —  соответственно  угол  падения  и  два  угла  преломления 
(рис.  14.21).  Далее  пусть  X —  длина  волны  в  первой  среде  (воздух)  и  X'  =  Хіп\ 
X"  —  Х/п" —  длины  обеих  преломленных  волн.  Лучи  из  пластинки  будут  вы¬ 
ходить  параллельно  друг  другу  и  волновой  нормали  к  падающей  волне  (см. 
рис.  14.21)  с  разностью  фаз 

8  =  2  л 


Рис.  14.21.  К  определению 
разнѣсти  фаз,  приобретае¬ 
мой  двумя  волнами,  про¬ 
шедшими  через  кристал¬ 
лическую  пластинку. 


где 


■["+ 

В"С 

АВ'Л 

X 

ѵ  У 

н 

АВ” 

н 

соз  Ѳг 

соз  Ѳ3 

ВГС  ~  В" В'  зіп  0!  =  /г  зіп  0!  (1§  Ѳг — О'а). 
Подставляя  последние  два  выражения  в  (23),  получим 


1  (  1  зіп  Ѳг  зіп  _ 

-  1  .  [ 1 

$іпѲ  х  зіп  Ѳ2  \  ] 

.  соз  Ѳа  \  а"  X  ) 

СОЗ  02  \  Я' 

Ь  /1 

(23) 


(24) 


(25) 


(26) 


Используя  закон  преломления,  мы  можем  заменить  зіп  0ХД  на  зіпѲа/Я"  в  пер¬ 
вых  скобках  и  на  зіп  (К  X'  во  вторых  скобках,  и  тогда  получим 

[  со з  Ѳг  сое  Ѳг  1  _  2л Н 

р  —  ■ 


б 


=  2кН  - 


Г 


X' 


X 


*  (Пп  СОЗ  02  —  Я '  С05  Ѳз), 


(27) 


§  14.4] 


ИЗМЕРЕНИЯ  В  КРИСТАЛЛООПТИКЕ 


643 


Так  как  разность  п“  —  п'  всегда  мала  по  сравнению  с  п'  и  п",  можно  заменить 
(27)  приближенным  выражением.  В  первом  приближении  имеем 

4  п"  соз  ѳ;— л'  соз  Ѳ2  =  (л" — п')  (п  соз  Ѳ2)  =  (д"  —  п')  ^соз  Ѳ2— я  $іп  Ѳ2  ,  (28) 

где  п  —  среднее  значение  гі  и  л",  Ѳа  —  соответствующее  среднее  углов  Ѳ;  й 
Ѳ2.  Дифференцируя  выражение  для  закона  преломления  зіп01  =  лзіпѲг  при 
фиксированном  значении  0Ь  получим  также 

О  =  зіп  Ѳ2  +  л  соз  Ѳ2  ^  ,  (29) 

Следовательно,  (28)  можно  записать  в  виде 

л"соз  Ѳ2— л'  соз  Ѳ2  =  “0^-  (я" — пі)1  (30) 

а  подставив  в  (27)  выражение  (30),  найдем 

с  2 пк  ,  „ 

б=т^гѳ;(п  -«)•  (зі) 

Величина  /і/соз  В2  представляет  средний  геометрический  путь  двух  лучей  в  плас¬ 
тинке,  а  после  умножения  на  л"  — •  я'  —  соответствующую  оптическую  раз¬ 
ность  хода. 

Возвращаясь  к  случаю  протяженного  источника,  мы  должны  рассмотреть 
прохождение  волн  с  различными  направлениями  распространения.  Предпо¬ 
ложим,  что  эти  направления  обра¬ 
зуют  небольшие  углы  с  нормалью 
к  пластинке.  Зададим  каждую  из 
падающих  волн  ее  волновой  нор¬ 
малью  в  фиксированной  точке  А 
(см.  рис.  14.21).  Между  точками  Р 
в  фокальной  плоскости  линзы,  где 
собираются  волны,  и  точками  В , 
где  нормали  проходящих  волн  А  В 
пересекают  нижнюю  поверхность 
пластинки,  существует  однознач¬ 
ное  соответствие  (А В  —  это  сред¬ 
нее  из  АВ'  и  АВ").  Так  как  нак¬ 
лон  А  В  к  нормали  пластинки 
АВ  мал,  точки  Р  образуют  слег¬ 
ка  искаженное  изображение  — - 
проекцию  точек  В.  Следовательно,  форма  изохромат  существенно  зависит  от 
местоположения  точек  В,  для  которых  постоянна  величина  б.  В  частности,  для 
главных  изохромат  эта  постоянная  равна  целому  кратному  2  л.  Для  исследо¬ 
вания  влияния  изменения  толщины  пластинки  мы  должны  лишь  сместить  плос¬ 
кость,  содержащую  точки  В,  параллельно  самой  себе. 

Очевидно,  можно  получить  все  изохроматы,  строя  вокруг  некоторой  точки 
А  поверхности  постоянной  разности  фаз  6  (/г,  Ѳ2)  =  сопзі:,  называемые  также 
изохроматическими  поверхностями,  и  находя  их  пересечения  с  плоскостями 
/г=-соп5І.  При  определении  этих  поверхностей  необходимо  помнить,  что  по¬ 
казатели  преломления  п'  и  л",  входящие  в  выражение  (31)  для  б,  также  за¬ 
висят  от  Ѳ2. 

Рассмотрим  по  отдельности  форму  интерференционных  картин,  получен¬ 
ных  с  пластинками  из  одноосного  и  двухосного  кристаллов.  Для  задания  поло¬ 
жения  точек  В  удобно  воспользоваться  полярным  радиусом 

Р  *АВ  ТЗГОГ  :(32) 

и  углом  Ф  (или  углами  бц  и  Ф2),  который  АВ  образует  с  направлением  оптиче¬ 
ской  оси  (или  осей)  волновых  нормалей  кристаллической  среды  (рис.  14.22). 


Рис.  14.22.  К  теории  интерференционных  картин, 
получающихся  с  кристаллическими  пластин¬ 
ками. 
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14.4.4.  Интерференционные  картины,  получающиеся  с  пластинками  одно¬ 
осных  кристаллов.  В  одноосном  кристалле  фазовые  скорости,  соответствующие 
направлению  волновой  нормали,  образ уютцему  угол  б*  с  оптической  осью,  л 
связаны  между  собой,  согласно  (14  3.4),  соотношением 

(Пр)2'—  (ѵр)2  =  (»!—»*)  5іп2  0.  (33) 


Так  как  ѵр  —  с!п  и  аналогично  для  других  скоростей,  мы  вправе  написать 


(пу 


1 

V)2" 


~кУ‘ 


51П2Ф. 


(34) 


Разность  этих  двух  показателей  преломления  обычно  мала  по  сравнению  с  их 
величинами,  и  поэтому  последнее  выражение  приближенно  можно  представить 
в  виде 


п" — п*  =  (пе — п0)  5ІП2  'б'. 


(35) 


Подставляя  выражение  (35)  в  (31)  и  используя  (32),  получим 

5  =  {п,  —п0)  8ІП2  -О 


(36) 


Следоваіелыю,  поверхности  постоянной  разности  фаз  определяются  соотноше¬ 
нием  \ 


рзіп2#  =  С  (С  =  сопз1). 


(37) 


Чтобы  представить  себе  форму  этих  поверхностей,  обратимся  к  декартовым 
осям  координат  с  осью  г ,  направленной  вдоль  оптической  оси.  Тогда 


р3  =  Xй  -ф#3  -фг3,  | 
р3  8ІП®  Ф  =х2  +  у2,  I 


(38) 


и  в  соответствии  с  (37)  поверхности  постоянной  разности  фаз  будут  определять¬ 
ся  уравнением 

(х2  +  уУ^С2{х2  +  у2  +  г2).  (39) 

Эти  поверхности  можно  получить  при  вращении  кривых 

х4  —  С3  (х3  4-  г2)  (40) 


вокруг  оси  г  (типичная  кривая  такого  вида  показана  на  рис.  14  23).  На  боль¬ 
ших  расстояниях  от  начала  координат  (г2^>х*)  кривые  асимптотически  при¬ 
ближаются  к  параболам 

*"  х2  —  +  Сс.  (41) 

Вблизи  оси  х  имеем 

Сг=да=н^=<1-Ф+---)'  (42) 


так  что  кривая  там  аппроксимируется  гиперболой 

X2  —  23=С2. 


(43) 


На  рис.  14.23  эти  параболы  и  гиперболы  показаны  пунктиром. 

Теперь  мы  можем  определить  все  изохроматы,  просто  беря  сечения  по¬ 
верхности  (39)  плоскостями,  находящимися  на  различном  расстоянии  к  от 
начала  координат,  причем  все  возникающие  изохроматы  можно  наблюдать  на 
внешней  грани  кристаллической  пластинки.  Из  рассмотрения  рис.  14.23  оче¬ 
видно,  что  формы  изохромат  зависят  от  ориентации  этой  грани  пластинки 
относительно  оптической  оси.  Если  внешняя  грань  пластинки  перпендикуляр¬ 
на  к  оптической  оси,  то  ясно,  что  изохроматы  имеют  вид  окружностей;  если 
нормаль  к  грани  образует  небольшой  угол  с  оптической  осью,  кривые  сжимают¬ 
ся  и  переходят  в  эллипсы,  если  же  эта  нормаль  образует  большой  угол  с  опти¬ 
ческой  осью,  кривые  приближаются  к  гиперболам. 


§  Н.4] 


ИЗМЕРЕНИЯ  В  КРИСТАЛЛООПТИКЕ 


645 


Глазные  изогиры  (кривые,  для  которых  5Іп2ф  =  0)  имеют  вид  темного 
расплывчатого  креста,  образующие  которого  параллельны  направлениям  поля¬ 
ризатора  и  анализатора,  а  центр  соответствует  направлению  волновой  нормали, 
параллельному  оптической  оси.  Это  следует  из  того,  что,  как  известно,  при 
любом  заданном  направлении  волновой  нормали  в  кристалле  направления 
колебаний  параллельны  и  перпендикулярны  главной  плоскости,  в  которой 
лежат  волновая  нормаль  и  оптическая  ось.  Таким  образом,  всем  направлениям, 
для  которых  главная  плоскость  параллельна  направлению  колебаний,  про¬ 
пускаемых  либо  поляризатором,  либо  анализатором,  соответствуют  в  поле 
зрения  темные  области. 

На  рис.  14.24  показана  типичная  интерференционная  картина,  полученная; 
с  одноосным  кристаллом;  на  ней  ясно  видны  главные  изогкры  и  изохроматы. 

Интерференционные  картины  в 


Рис.  14.23.  Меридиональная 
кривая  поверхности  постоян¬ 
ной  разности  фаз  для  опти¬ 
чески  одноосного  кристал¬ 
ла 


Рис.  14.24.  Интерференционная  карти¬ 
на,  получаемая  с  плавиковым  шпатом, 
вырезанным  перпендикулярно  оптиче¬ 
ской  оси. 

Призмы  Николя  скрещены 


пластинках  находят  важное  практическое  применение  в  полярископах.  Этг 
приборы  используются  для  определения  небольших  количеств  поляризован¬ 
ного  света  в  пучке,  который  в  основном  неиоляризован.  В  качестве  примера 
приведем  пластинку  Савара  [24].  Она  состоит  из  двух  кварцевых  пластинок, 
каждая  из  которых  вырезана  таким  образом,  что  ее  оптическая  ось  составляет 
45°  е  нормалью  к  пластинке.  Обе  пластинки  склеены  так,  что  плоскости,  со¬ 
держащие  нормали  к  пластинкам  и  оптические  оси,  перпендикулярны  друг 
к  другу.  Следовательно,  направление  колебаний,  соответствующее  обыкно¬ 
венному  лучу  в  одной  пластинке,  совпадает  с  направлением  колебаний,  соот¬ 
ветствующим  необыкновенному  лучу  в  другой,  а  разности  фаз  имеют  противо¬ 
положные  знаки.  При  нормальном  прохождении  волн  через  пластинки  раз¬ 
ности  фаз  точно  компенсируют  друг  друга.  Для  случая  почти  нормального 
падения  в  таком  устройстве  разность  фаз  почти  не  меняется  при  изменении 
длины  волны,  что  позволяет  получать  полосы  в  белом  свете.  Если  между  скре¬ 
щенными  призмами  Николя  поместить  пластинку  Савара  так,  чтобы  ее  глав¬ 
ные  плоскости  составляли  угол  45°  с  направлениями  призм,  то  интерферен¬ 
ционная  картина  будет  состоять  из  почти  прямых  светлых  и  темных  полос.  Если 
убрать  поляризующую  призму  и  пропускать  через  систему  частично  поляри¬ 
зованный  свет,  то  поляризованная  составляющая  будет  создавать  полосы, 
которые  накладываются  на  однородный  фон,  обусловленный  деполяризован- 
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ной  компонентой.  Эти  полосы  можно  обнаружить  даже  при  очень  малой  доле 
поляризованного  света  Полосы  наиболее  контрастны,  когда  плоскость  колеба¬ 
ний  падающего  света  составляет  угол  45°  с  главными  плоскостями  пластинки 
Савара. 

14.4.5.  Интерференционные  картины,  получающиеся  с  пластинками  двух¬ 
осных  кристаллов.  Для  плоскопараллельной  пластинки  двухосного  кристалла 
мы  получим  вместо  (33)  более  общее  соотношение 

С ѵ'р )2  —  (Ѵ“р)*  =  (ѴІ—ѴІ)  ЗІП  зіп  Ф2 ,  (44) 

которое  следует  из  (14.3. 18).  Здесь  и  д2  —  углы  между  направлением  вол¬ 
новой  нормали  АВ  с  каждой  из  двух  опшческих  осей  волновых  нормалей.  Так 
как  ѵр^с!п,  ѵх  =  с/пх  и  т.  д.,  то  (44)  принимает  вид 

((І-(^р)  =  (І~15-)зіпд‘зіп^  (45) 

или  приближенно,  так  как  разности  показателей  преломления  малы  по  срав¬ 
нению  с  их  величинами, 

п" — п'**{пг — я*) зіп  зіпОй.  (46) 

Подставляя  последнее  соотношение  в  (31)  и  снова  вводя  величину  к/со$  Ф2  =* 
—  р,  получим  для  разности  фаз 

6  =  (пг—пх)  зіп  ^  зіп  д2.  (47) 

Как  мы  видим,  поверхности  постоянной  разности  фаз  определяются 

теперь  выражением 

р  зіп  зіп  #2  —  С  (С~  сопзі).  (48) 

В  направлении  каждой  оптической  оси  или  #2  =  0)р  стремится  к  бес¬ 

конечности,  так  что  э і и  поверхности  асимптотически  приближаются  к  ци¬ 
линдрам,  окружающим  оптические  оси.  Когда  Фх  мало, 
$  приблизительно  равно  углу  2(3  ліежду  двумя  оптически¬ 

ми  осями,  и  (48)  тогда  переходит  в  соотношение 

РЗІП^  =  Ж2Р-  (49> 

Но  рзіп  дг  —  это  расстояние  точки  на  поверхности  до  оп¬ 
тической  оси  дх  =  0,  а  р  зіп  д2  —  расстояние  до  оси  =  0. 
Следовательно,  «асимптотические  цилиндры»  являются 
круговыми.  Форма  поверхности  постоянной  разности  фаз 
в  общем  случае  показана  на  рис.  14  25.  Очевидно,  что  вбли¬ 
зи  оптических  осей  изохроматы  являются  замкнутыми  кри¬ 
выми,  приближающимися  к  эллипсам  и  окружающими  две 
точки  в  фокальной  плоскости,  которые  соответствуют  оп¬ 
тическим  осям. 

Главные  изогиры  получают,  как  и  раньше,  находя  нап¬ 
равления  волновых  нормалей,  для  которых  направления 
колебаний  в  кристалле  совпадают  с  направлениями,  пропу¬ 
скаемыми  призмами  Николя.  Мы  можем  использовать 
построение  эллипсоида  волновых  нормалей,  выполненное  в  п.  14  2.3,  а ,  где 
было  показано,  чго  плоскости  колебаний  делят  пополам  углы  между  плоскос¬ 
тями  (N1!,  з)  и  (М^,  з);  здесь  Г* ,  и  N2 — направления  оптических  осей  нашего 
кристалла.  Таким  образом,  если  у  кристалла  ось  г  вертикальна  и  направления 
колебаний,  пропускаемые  призмами  Николя,  параллельны  осям  х  и  г/,  то  глав¬ 
ные  изогиры  будут  лежать  в  плоскостях  хг  и  уг.  Следовательно,  интерферен¬ 
ционная  картина  будет  иметь  вид  темного  креста,  причем  одна  пара  образующих 
проходит  через  точки,  соответствующие  оптическим  осям* 


Рис:  14.25  Поверх¬ 
ность  постоянной 
разности  фаз  для 
оптически  двухос¬ 
ного  кристалла 
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В  более  общем  случае,  когда  кристалл  ориентирован  относительно  на¬ 
правлений  поляризаторов  произвольным  образом,  главные  изогиры  проходят 
через  точки,  соответствующие  оптическим  осям,  и  имеют  форму  равнобочных 
гипербол,  асимптоты  которых  совпадают  с  направлениями  колебаний,  пропус¬ 
каемыми  призмами  Николя.  Если  при 
фиксированных  положениях  обеих  призм 
поворачивать  кристаллическую  пластин-  ? 

ку  в  ее  плоскости,  то  картина  изогир  \ 

будет  изменяться,  а  изохроматы  (не 
считая  их  вращения)  останутся  такими  \ 

же,  так  как  они  определяются  условия- 
ми,  не  зависящими  от  направлений  по-  | 

ляризаторов.  Типичная  интерференци-  Г 

онная  картина,  полученная  с  пластин-  \ ; 

кой  двухосного  кристалла,  показана  на  I 

рис.  14.26.  х  ! 

14.4.6.  Определение  положения  он-  \ 

тических  осей  и  главных  показателей  \ 

преломления  кристаллической  среды.  Так  \ 

как  изохроматы  образуют  замкнутые  г 

кривые,  охватывающие  оптическую  ось  ^ 

(или  оси),  то  наблюдение  интерферен¬ 
ционных  картин  сразу  же  позволяет  ус-  _  „  т. 

танов нть  число  оѴкрио.™  »  о,,р..  ГЛГ' 

делить  их  положение.  Интерференци¬ 
онные  картины  можно  наблюдать  в  мик¬ 
роскоп,  снабженный  двумя  призмами' Николя  (так  называемый  поляризацион¬ 
ный  микроскоп ),  либо  удаляя  окуляр  и  фокусируя  глаз  на  заднюю  фокальную 
плоскость  объектива  (что  воспроизводит  условия  рис.  14.21),  либо  помещая 
дополнительную  линзу  так,  чтобы  заднюю  фокальную  плоскость  объектива 
можно  было  наблюдать  через  окуляр.  При  втором  методе  получается  увели¬ 
ченное  изображение  интерференционной  картины  и  можно  проводить  изме¬ 
рения,  используя  калиброванную  шкалу  окуляра.  Таким  образом,  можно 
измерять  угол  между  оптическими  осями  двухосного  кристалла  (естественно, 
необходимо  учитывать,  что  при  выходе  из  кристалла  свет  преломляется). 
Указанные  способы  пригодны  для  определения  положения  оптических  осей 
и  измерения  их  наклона  даже  при  наличии  очень  небольших  кусочков  кри¬ 
сталла,  попадающихся  в  тонких  слоях  минералов. 

Главные  показатели  преломления  кристалла  пХІ  пЧ9  пг  можно  определить, 
либо  измеряя  угол  отклонения  или  полного  отражения  в  призме,  либо  после¬ 
довательно  погружая  кристалл  в  жидкости  с  разными  показателями  прелом¬ 
ления. 


Метод  с  использованием  призмы  более  удобен  для  одноосных  кристаллов, 
чем  для  двухосных.  Призму  вырезают  так,  чтобы  ее  преломляющее  ребро  было 
параллельно  оптической  оси  волновой  нормали.  Тогда  для  обыкновенной  и 
необыкновенной  волн  векторы  О  соответственно  один  перпендикулярен,  а  дру¬ 
гой  параллелен  этому  ребру.  Оба  показателя  преломления  можно  наити  по 
■отклонениям  двух  лучей,  выходящих  из  призмы,  когда  на  одну  из  ее  граней 
падает  неполяризованпый  пучок  света.  Обыкновенный  и  необыкновенный  лучи 
легко  различить  с  помощью  призмы  Николя. 

Иммерсионный  метод  основан  на  том,  что  прозрачное  тело,  погруженное 
в  жидкость  с  таким  же  показателем  преломления,  становится  невидимым.  По¬ 
скольку  при  любом  направлении  распространения  света  кристалл  имеет  два 
показателя  преломления,  он  останется  видимым  в  любой  жидкости,  если  его 
наблюдать  в  неполя ризованном  свете.  Однако  при  использовании  поляризо- 
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ванного  света,  у  которого  направление  вектора  -О  совпадает  с  одним  из  на¬ 
правлений  колебаний  в  кристалле,  последний  станет  невидимым  в  жидкости 
с  соответствующим  показателем  преломления  (п'  или  п*).  Если  направления 
главных  диэлектрических  осой  известны,  кристалл  можно  ориентировать  так, 
чтобы  свет  распространялся  по  очереди  параллельно  каждой  оси;  при  этом 
п'  и  п"  будут  равны  соответствующей  паре  главных  показателей  преломления 
пХі  лу  и  пг. 

Если  направления  главных  диэлектрических  осей  неизвестны,  можно 
получить  прекрасную  оценку  величин  показателей  преломления,  погружая 
большое  число  кристаллов  рассматриваемого  типа  со  случайными  ориента¬ 
циями  осей  в  ряд  жидкостей  с  известными  показателями  преломления.  Каждый 
кристалл  станет  невидимым  при  двух  различных  значениях  показателя  пре¬ 
ломления  и  двух  направлениях  колебаний  падающего  света.  Если  эти  показа¬ 
тели  преломления  для  какого-то  кристалла  равны  п '  и  п"  то,  согласно 
неравенствам  (14.3.12),  получим  . 

пх  ^  п'  ^  пу  ^  пп  ^  п2.  (50) 

Таким  образом,  пх  равно  нижнему  пределу  значений  п\  п2 —  верхнему  пре¬ 
делу  значений  гі\  а  пѵ  равно  и  верхнему  пределу  п'  и  нижнему  пределу  п ", 
которые  должны  совпадать,  если  выполнено  достаточное  число  измерений. 

В  случае  одноосных  кристаллов  один  из  показателей  преломления  каж¬ 
дого  кристалла  равен  /г0,  а  значения  другого  лежат  в  интервале  между  п0  и  пе. 

§  14.5.  Искусственная  анизотропия 

14.5.1.  Двойное  лучепреломление,  вызванное  напряжением.  Прозрачное 
изотропное  вещество  может  стать  оптически  анизотропным,  если  его  подверг¬ 
нуть  механическим  напряжениям.  Это  явление,  впервые  обнаруженное  Брюсте¬ 
ром  [25]  и  известное  как  искусственная  анизотропия ,  вызванная  напряжением , 
или  фотоупругость ,  находит  полезное  практическое  применение.  Мы  лишь 
кратко  укажем,  как  можно  использовать  оптические  методы  для  получения 
информации  о  состоянии  напряжения  в  первоначально  изотропном  веществе. 
Предварительно  мы  должны  получить  соотношения,  связывающие  упругие. и 
оптические  постоянные  вещества.  / 

Напряжение  и  деформация  в  упругом  твердом  теле  характеризуются  тен¬ 
зорами  второго  ранга,  тензором  напряжения  РЬ1  и  тензором  деформации  гКіл 
компоненты  которых  связаны  друг  с  другом  линейными  соотношениями.  Эти 
два  тензора  всегда  симметричны,  но  главные  оси  соответствующих  эллипсоидов 
в  общем  случае  не  совпадают  с  главными  осями  эллипсоида,  соответствующего 
тензору  диэлектрической  проницаемости,  который,  как  мы  видели  в"  §14.1, 
определяет  оптические  свойства  тела. 

Когда  тело  подвергнуто  напряжению,  тензор  его  диэлектрической  про¬ 
ницаемости  изменяется,  и  в  первом  приближении  можно  предположить,  что 
изменения  компонент  этого  тензора  линейно  связаны  с  шестью  компонентами 
тензора  напряжения  и,  следовательно,  с  шестью  компонентами  тензора  де¬ 
формации.  Таким  образом,  мы  приходим  к  необходимости  ввести  две  новые 
группы  коэффициентов,  связанных  с  напряжением  и  деформацией  и  характе¬ 
ризующих  указанные  соотношения.  Эти  коэффициенты  называются  упруго¬ 
оптическими  коэффициентами  напряжения  и  деформации  соответственно. 

Если  мы  свяжем  оси  координат  с  главными  диэлектрическими  осями  не¬ 
напряженного  материала,  то  эллипсоид  волновых  нормалей  будет  определяться 
уравнением 
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При  налйчии  напряжения  с  компонентами  Рхх ,  Рхуі  . . .  этот  эллипсоид  перей¬ 
дет  в  другой,  уравнение  которого  можно  записать  в  виде 

аххх 2  +  аууу 3  +  аггг а  +  аугуг  ф-  агхгх  +  ахуху  -  1 .  (2) 

В  соответствии  с  нашим  предположением  каждый  коэффициент  а]п  отли¬ 
чается  от  соответствующего  коэффициента  в  (1)  на  линейную  функцию  от  Р, 
Таким  образом,  мы  имеем  шесть  соотношений;  приведем  два  типичных  соот¬ 
ношения: 

&хх  Яіі^хх  ~І~  ЯцРуу  "4“  Яхъ^гг  ~Г  Яы^уг  Н"  Яіь^гх  ”4“  Яі$Рхуі  ^ 

ау^ЯиРхх^Я^Руу^Я^Р^  +  ЯиРу^Я^гх-ЬЯ^Рху-  ) 

В  этой  записи  каждая  цифра  1 — 6  индекса  относится  к  паре  осей;  таким  об¬ 
разом,  1  =  хх,  2  =  у  у,  3  =  гг,  4  =  уг,  5  =  гх,  6  =  ху.  Аналогичная  система  урав¬ 
нений  связывает  коэффициенты  ащ  с  компонентами  тензора  деформации. 

Влияние  напряжения  на  оптические  свойства  можно  также  выразить  через 
деформацию  лучевого  эллипсоида,  и  тогда  получатся  еще  две  системы  линей¬ 
ных  уравнений  с  36  коэффициентами.  Эти  коэффициенты  связаны  с  коэффи¬ 
циентами  эллипсоида  волновых  нормалей,  так  как  направления  главных  осей 
обоих  эллипсоидов  всегда  совпадают,  а  величины  полуосей  одного  являются 
обратными  величинами  полуосей  другого. 

Соотношения  (3)  принимают  более  простую  форму,  если  изучаемая  струк¬ 
тура  обладает  элементами  симметрии.  Для  кристаллов  кубической  системы 
все  три  главные  оси  х,  у  и  г  эквивалентны,  и  поэтому  между  упруго-оптически¬ 
ми  коэффициентами  напряжения  выполняются  соотношения  *)  ‘ 

*7п  Ягя^Яиз*  Я 12  “  Я  “  Яиз  ~  Яъ2~  Яы  ~  Яіз1  Яа~  Яьъ  ”  Яш 

причем  все  остальные  коэффициенты  равны  нулю. 

Для  изотропных  веществ  соотношения  (3)  должны  оставаться  неизмен¬ 
ными  при  любом  изменении  осей.  Это  возможно  только  в  том  случае,  если  упру¬ 
го-оптические  коэффициенты  напряжения  удовлетворяют  условиям  (4)  и,  кроме 
того,  выполняется  соотношение 

2<?44  —  <711  Яі2'  (5) 

Таким  образом,  в  данном  случае  имеются  лишь  две  независимые  постоянные. 
Так  как  все  системы  осей  теперь  эквивалентны,  мы  можем  использовать  любые 
оси  координат  и,  в  частности,  главные  оси  тензора  напряжений;  тогда  Руг  = 
=  РХу  =  Рху  ~  6,  и  вместо  (3)  мы  получим  более  простые  соотношения 

ахх  “  ЯцРХХ  *4“  ЯцРуу  Н”  Я\гР гг*  Яи^хЛ 4“  ЯцР уубгЯіз^ гг 

а гг  ^  Яіг^хх  Н"  Яіз^уу  ”Ь  Я\\Р  ггі  ®уг  =  <2  я»  “  ®ху  ~ 

Таким  образом,  в  данном  случае  главные  оси  тензора  напряжений  и  эллип¬ 
соида  волновых  нормалей  совпадают,  как  и  следовало  ожидать  из  соображений 

симметрии.  * 

Хотя  кристаллы  кубической  симметрии,  например  каменная  соль,  при 
отсутствии  напряжений  оптически  изотропны,  их  поведение  при  наличии  де¬ 
формации  отличается  от  поведения  истинно  изотропных  веществ  типа  с  текла. 
Влияние  напряжений  удобно  наблюдать,  рассматривая  тело,  помещенное 
между  скрещенными  призмами  Николя  (или  другими  поляризующими 
устройствами,  например  поляроидными  пленками,  см.  п.  14.6.3).  Предполо- 

*)  Соотношения,  существующие  между  упруго-оптическими  коэффициентами  напряже¬ 
ния  для  каждой  кристаллической  системы,  рассматриваются  в  работах  [26,  27].  Они  собраны 
в  [28]. 
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жим,  что  свет  падает  нормально  на  пластинку  толщиной  к .  Эта  пластинка 
подвергается  напряжению,  приложенному  так,  что  две  главные  оси  тензора 
напряжений,  например  х  и  у,  а  следовательно,  и  тензора  диэлектрической  про¬ 
ницаемости  лежат  в  плоскости  пластинки  и  образуют  углы  ф  и  <р  п>2  с  на¬ 
правлениями  поляризатора  и  анализатора,  как  и  в  опыте,  описанном  в  п.  14.4.3- 
Сечение  эллипсоида  нормалей  плоскостью  ху  имеет  вид  эллипса 


аххх*  +  аууу*=  1,  (7) 

где  аІХ  и  ауу  определяются  из  (6).  Показатели  преломления  гі  и  гі‘  для  двух 
•волн,  распространяющихся  в  пластинке,  равны 

=  (8) 

V  ахх  V  сіу  у 

Следовательно, 

(п') 2  (п"у  “ ахх  ауу  ~  № хх  Руу)*  (9) 


Практически  п '  и  ігп  слабо  отличаются  от  пХ1  так  что  приближенно  имеем 

п-—п'  =\п%(Я„-Яи)(Рхх~Гуу).  (10) 

Подставляя  это  выражение  в  (14.4.31),  получим  для  разности  фаз  6  между 
двумя  волнами,  выходящими  из  пластинки,  соотношение 

6==Т-ПІ(ЯіІ  —  Яі2)(РхХ—Руу)-  (П) 

Таким  образом,  разность  фаз  пропорциональна  величине  Рхх — Рпу,  которая 
представляет  собой  удвоенное  значение  напряжения  сдвига  в  плоскости,  на¬ 
клоненной  под  углом  45э 
к  направлениям  хи  у.  В 
данном  случае  остается 
лишь  один  независимый 
\  пруто-оптический  коэф¬ 
фициент  напряжения,  а 
именно  ди  —  р12. 

Отсюда  следует,  что  ес¬ 
ли  напряженную  пластин¬ 
ку  стекла  или  прозрачной 
пластмассы  поместить  меж¬ 
ду  скрещенными  призма¬ 
ми  Николя,  будут  видны 
светлые  и  темные  полосы,  и 
эти  полосы  соответствуют 
контурам  равного  напря¬ 
жения  сдвига.  Такая  «картина  напряжений»  показана  на  рис.  14.27.  В  лю¬ 
бом  данном  участке  картины  наибольшая  контрастность  полос  наблюдается 
при  угле  между  главными  осями  напряженной  системы  в  этом  участке  и  на¬ 
правлениями  колебаний,  пропускаемых  призмами  Николя,  равном  45°.  Если 
главные  оси  тензора  напряжения  параллельны  направлениям,  пропускаемым 
призмами  Николя,  полосы  исчезают  и  поле  зрения  становится  темным.  Таким 
образом,  направления  осей  напряженной  системы  можно  определить,  повора¬ 
чивая  скрещенные  поляризаторы,  тогда  как  величину  напряжения  сдвига 
можно  найти,  зная  порядок  полос.  Этот  метод  используется  для  исследования 
напряжений  в  промышленных  конструкциях;  модель  конструкции  изготов¬ 
ляют  из  подходящей  пластмассы  и  описанным  выше  способом  наблюдают  не¬ 
посредственно  влияние  напряжений.  Указанный  способ  часто  позволяет  избе¬ 
жать  очень  трудоемких  расчетов  *). 

*)  Подробное  описание  этого  метода  приведено,  например,  в  книге  1291  иди  [301, 


Рис.  14.27.  Картина  напряжений  в  бруске,  возникающая 
под  действием  концентрированной  нагрузки. 

Положение  груза  указано  стрелкой  Г,  концы  бруска  (не  пока¬ 
заны)  закреплены. 
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14. 5.2.  Двойное  лучепреломление  формы.  Способность  кристаллов  к  двои* 
ному  лучепреломлению  можно  объяснить,  исходя  из  анизотропии  электриче¬ 
ских  свойств  молекул,  составляющих  кристаллы.  Однако  двойное  лучепрелом¬ 
ление  может  возникать  и  вследствие  анизотропии  элементов,  значительно 
более  крупных,  чем  молекулы.  Речь  идет  в  данном  случае  о  некоторой  упоря¬ 
доченной  системе  частиц  из  оптически 
изотропного  вещества,  размер  которых 
велик  по  сравнению  с  размерами  моле¬ 
кул,  но  мал  по  сравнению  с  длиной 
волны  света.  Тогда  говорят  о  двойном 
лучепрело млении  формы . 

Часто  из  оптических  измерений 
можно  получить  информацию  о  суб¬ 
микроскопических  частицах,  кото¬ 
рые  обусловливают  двойное  лучепре¬ 
ломление  указанного  типа.  Мы  по-  Рис  14  28,  Регулярная  система  тонких  па- 
ясним  принцип  этого  метода,  рас-  р аллельных  пластин, 

смотрев  некоторый  идеализированный 

случай  регулярной  совокупности  частиц,  которые  имеют  форму  тонких 
параллельных  пластин.  Пусть  4 —  толщина  каждой  пластины,  а  4 —  ши¬ 
рина  промежутков  между  ними  (рис.  14.28).  Далее  пусть  —  диэлектри¬ 
ческая  проницаемость  каждой  из  пластин,  а  е2 — диэлектрическая  проницае¬ 
мость  окружающей  их  среды.  Предположим,  что  на  эту  систему  падает  плос¬ 
кая  монохроматическая  волна  и  что  ее  электрический  вектор  перпендикулярен 
к  пластинам  Если  предположить,  что  линейные  размеры  граней  пластин  ве¬ 
лики,  а  толщины  4  и  4  малы  по  сравнению  с  длиной  волны,  то  поле  в  пластинах 
и  между  ними  можно  считать  однородным.  Далее,  в  соответствии  с  изложенным 
в  п.  1.1.3,  нормальная  составляющая  вектора  электрического  смещения  долж¬ 
на  оставаться  непрерывной  при  пересечении  поверхности,  на  которой  резко 
меняются  свойства  среды.  Следовательно,  вектор  электрического  смещения 
И  должен  быть  одинаковым  как  внутри  пластин,  так  и  вне  их.  Если  Ег  и  Е3  — 
соответствующие  электрические  поля,  т.  е. 


то  среднее  поле  Е,  полученное  усреднением  по  всему  объему,  равно 


Е  — 


(13) 


В  этом  случае  эффективная  диэлектрическая  проницаемость  ех  равна 

к  —  Р  —  (4 +  4)  «1*4  еіеа 

1  Е  4«2+4е і  Мз+Мі  ’ 


(14) 


где  4  =  4/(4  Ч~  4)  и  /2  =  4/(4  +  4)  =  1  —  4  —  доли  общего  объема,  занимаемые 
пластинами  и  окружающей  средой  соответственно. 

Предположим  теперь,  что  электрический  вектор  падающего  поля  парал¬ 
лелен  пластинам.  Согласно  п.  1.1.3  тангенциальная  составляющая  электри¬ 
ческого  вектора  непрерывна  на  поверхности  разрыва,  так  что  в  данном  случае 
он  будет  иметь  одно  и  то  же  значение  Е  внутри  пластин  и  между  ними.  Элект¬ 
рические  смещения  в  обоих  этих  областях  равны 

О.^Е,  02  =  62Е  (15) 


и,  значит,  для  среднего  электрического  смещения  В  имеем 

^  _  4еіЕ-р4 
4+4 


(іб) 
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Следовательно,  в  этом  случае  эффективная  диэлектрическая  проницаемость 
окажется  равной 

_  _0_ _  Н~  3  _ 


В||, 


ІіЛ-Іі. 


1=й8і +/,*»• 


(17) 


Так  как  эффективная  диэлектрическая  проницаемость  одинакова  для  всех 
направлений,  параллельных  пластинам,  но  различна  для  направлений,  пер¬ 
пендикулярных  к  ним,  наша  система  ведет  себя  как  одноосный  кристалл  с  оп¬ 
тической  осью,  нормальной  к  плоскости  пластин.  Разность  еи  —  ех  всегда 
положительна,  так  как,  согласно  (14)  и  (17), 


еи  —  8і  “ 


/іЫеі— 8а)2 

/ 1®2  ~ Й  /  281 


>0. 


(18) 


Электрический  вектор  обыкновенной  волны  перпендикулярен  к  оптической 
оси,  т.  е.  параллелен  плоскости  пластин.  Уравнение  (18)  означает,  что  рас¬ 
сматриваемая  система  всегда  ведет  себя  как  отрицательный  одноосный  крис¬ 
талл  (см.  п.  14.3.2).  Последнее  соотношение  можно  выразить  через  показа¬ 
тели  преломления  в  виде 

п  (19) 


Для  системы  не  столь  идеализированных  частиц  расчеты,  естественно,  более 
сложны  *). 

Значительный  практический  интерес  представляет  случай  системы  оди¬ 
наковых  тонких  цилиндрических  стержней,  расположенных  параллельно 
друг  другу.  Винер  показал  *"'■),  что  если  стержни  занимают  малую  часть  общего 
объема  (/ то  вместо  (19)  мы  получим 


п 


2 

е 


Ыі  («?— ді)2 

(1  -Ь/і)  П%-{-[2Пі 


(20) 


Иными  словами,  такая  система  ведет  себя  как  положительный  одноосный  крис¬ 
талл ,  причем  его  оптическая  ось  параллельна  осям  стержней. 

Двойное  лучепреломление  формы  используется  в  биологической  микро¬ 
скопии.  Знак  наблюдаемой  разности  указывает  на  близость  формы  частиц 
к  форме  стержня  или  пластинки,  и  если  пх  и  п2  известны,  то  из  уравнения  (19) 
или  (20)  можно  оценить  часть  объема,  запятую  частицами.  Для  того  чтобы 
отличить  двойное  лучепреломление  формы  от  двойного  лучепреломления  ма¬ 
териала  самих  частиц,  меняют  показатель  преломления  среды  п2.  Двойное 
лучепреломление  формы  исчезнет  при  п2  =  пъ  тогда  как  двойное  лучепрелом¬ 
ление  материала  нс  зависит  от  изменения  п2.  При  наличии  двойного  луче¬ 
преломления  обоих  типов  график  зависимости  величины  | п% — п20 |  от  п2  будет 
иметь  минимум  при  пг  =  п2,  но  он  не  будет  проходить  через  нуль. 

Упорядочение  частиц,  которое  вызывает  двойное  лучепреломление  формы, 
может  быть  постоянным  или  полупостоя  иным,  как,  например,  в  кристаллах 
вируса  табачной  мозаики  1341;  двойное  лучепреломление  такого  типа  возникает 
также  при  временном  упорядочении  одинаковых  частиц,  взвешенных  в  жид¬ 
кости.  Подобная  взвесь  оптически  изотропна,  если  частицы  ориентированы 
случайным  образом,  что  обычно  и  наблюдается  в  неподвижной  жидкости.  Если 
же  заставить  такую  взвесь  течь,  то  частицы  стремятся  выстроиться  в  опреде¬ 
ленных  направлениях  и  наша  система  начнет  вести  себя  как  кристалл.  Этот 

.*)  Общую  теорию  см.  в  работе  [31].  Соответствующие  формулы  для  эллипсоидальных 
частип  приведены  также  в  статье  [32]. 

ч*)  См.  [311,  стр.  581.  Главные  диэлектрические  проницаемости  прямоугольной  системы 
параллельных  цилиндров  были  также  рассчитаны  лордом  Рэлеем  [33].  Уравнение  (20)  нахо¬ 
дится  в  согласии  с  его  результатами  даже  для  значений  /1}  нс  очень  малых  по  сравнению  с  еди¬ 
ницей,  при  условии,  что  мала  разность  между  показателями  преломления  пх  и  іц. 


§  14.6] 
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эффект  можно  наблюдать,  помещая  взвесь  между  двумя  коаксиальными  ци¬ 
линдрами:  одним  вращающимся  и  другим — неподвижным;  затем,  пропуская 
свет  в  направлении,  параллельном  осям  цилиндров,  рассматривают  жидкость 
между  скрещенными  призмами  Николя  *).  Это  явление,  впервые  обнаружен¬ 
ное  Максвеллом  [37],  помогает  при  исследованиях  потока  жидкостей,  текущих 
мимо  препятствий,  давая  информацию  о  направлении  и  величине  градиента 
скорости. 

§  14.6.  Поглощающие  кристаллы 

14.6.1.  Распространение  света  в  поглощающих  анизотропных  средах.  Опти¬ 
ческие  свойства  кристаллических  сред,  которые  мы  рассматривали  до  сих  пор, 
описывались  тензором  диэлектрической  проницаемости  вк1.  Для  описания  не 
только  анизотропной,  но  и  поглощающей  среды  необходимо  дополнительно 
ввести  тензор  проводимости  д^.  Вообще  говоря,  направления  главных  осей 
обоих  тензоров  не  совпадают,  и  поэтому  теория  распространения  света  в  та¬ 
ких  средах  довольно  сложна.  Однако  эти  направления  совпадают  для  кристал¬ 
лов  высокого  класса  симметрии  (по  крайней  мере  для  кристаллов  ромбической 
системы).  Мы  ограничимся  рассмотрением  кристаллов  такого  типа,  так  как 
все  существенные  особенности  общей  теории  можно  проиллюстрировать  с  их 
помощью.  Для  таких  кристаллов  следует  лишь  заменить  вещественные  ди¬ 
электрические  проницаемости  вж,  еу  и  г2  комплексными  проницаемостями 
гх,  гѵ  и  Мы  покажем,  что  формально  сохраняются  все  предыдущие  формулы 
кристаллооптики  при  условии,  что  все  величины,  зависящие  от  іх>  и  е2, 
считаются  комплексными. 

у.  Начнем  с  уравнений  Максвелла  для  проводящей  среды,  а  именно  с  урав¬ 
нений 

Г0ІН  =  Д6+7ІІ.  Г0ІЕ  =  -.ІВ,  (1) 

и  рассмотрим  распространение  плоской  затухающей  волны.  В  комплексной 
записи  каждый  из  векторов  Е,  О,  В,  Н  и  ]  пропорционален 

ехр  [(со  (^(г-8)—  г)]  . 

По  аналогии  с  (14.2.3)  мы  получаем  уравнения 

«5ХН=  —  О  +  пзхЕ  =  В.  (2) 

Полагая  В~рН  и  исключая  Н  из  этих  уравнений,  найдем 

^(у+ігі)^"2  [Е_  5(5’е>].  ■  (3) 

Если  выбрать  оси  координат  в  направлении  главных  осей  тензора  ди¬ 
электрической  проницаемости  (которые,  по  нашему  предположению,  совпадают 
с  направлениями  главных  осей  тензора  проводимости),  то  мы  получим 

Ох  —  Оу  =  йуЕу,  Ог  =  в  гЕг1  | 

/*  — Іу~  ауЕу,  Іг  =  ОгЕг.  /  ^  ^ 

Подставляя  выражения  (4)  в  (3)  и  вводя  комплексные  диэлектрические  про¬ 
ницаемости 

Ч  =  Ч  +  —Ок  (к---х,  у,  2),  (5) 


*)  Определение  ориентации  частиц  на  основании  таких  измерений  рассмотрено  о  рабо¬ 
тах  [35,  36]. 
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находим  вместо  (3)  выражение 

ІіькЕк-=п'[Ек-вк(  Е-»)].  (6) 

Формально  оно  идентично  соотношению  (14,2.18),  но  вещественные  постоянные 
и  п  заменены  комплексными  постоянными  ек  и  п.  Переписывая  последнее 
соотношение  в  форме 

(7) 

п  (Х&й 

мы  получим,  привлекая  те  же  соображения,  что  и  в  §  14.2  (или  просто  исполь¬ 
зуя  формальную  подстановку  п) ,  уравнение  Френеля 


-  Н~" 


8У 


•  =  0, 


п*  ілех 

Вводя  комплексные  скорости 

с 


№ 


ѵ'-Ѵ 


1-18 


л  7 

п 


Ѵ~ 


ре* 


с 

%х 


(*) 


(9) 


т.  д*,  мы  снова  можем  записать  уравнение  Френеля  в  форме  (14.2.24),  т.  е. 


5х 

Ѵр—Ъх 


-  + 


-2_  + 
-4 


Ѵр  —  Ѵг 


=  0* 


(10) 


Полученные  выше  соотношения  полностью  аналогичны  соотношениям, 
относящимся  к  непоглощающим  кристаллам;  однако  их  физические  интер* 
претации  несколько  различны.  Из  выражений  (8)  или  (10)  мы  снова  получаем 
квадратичное  уравнение  относительно  аі2($),  т.  е.  находим  два  показателя 
преломления  и  два  главных  колебания  Б'  и  0%  соответствующих  каждому 
заданному  направлению  распространения  8.  Из  (7)  мы  видим,  что  отношения 
Ох\Оу  \Ог  комплексны,  так  что  в  общем  случае  главные  колебания  поляри¬ 
зованы  теперь  не  линейно,  а  по  эллипсу.  Еще  одно  отличие  состоит  в  том,  что 
векторы  электрического  смещения  больше  не  перпендикулярны  к  волновой 
нормали  5.  Действительно,  из  первого  уравнения  (2)  при  скалярном  умноже¬ 
нии  на  8  получим  уравнение 


^  4я  .  4л  (  гл  \  °У  ГЛ  I  тл  \ 

>Е)~“  іій  8*®х  Т7  3У°У+1Г8А )  . 


(Щ 


и  правая  его  часть  в  общем  случае  не  равна  нулю.  Однако  если  отношения 
4 яок/смк  малы  по  сравнению  с  единицей,  составляющая  вектора  О  в  направ¬ 
лении  5  мала  по  сравнению  с  самим  вектором  О. 

Дальнейший  анализ  значительно  упрощается,  если  поглощение  считается 
малым,  т.  е.  если  металлы  исключаются,  а  рассматриваются  лишь  среды,  кото¬ 
рые  до  известной  степени  прозрачны.  Этим  случаем  мы  и  ограничимся  Фор¬ 
мально  слабое  поглощение  означает,  что  можно  пренебречь  членами  второго 
порядка  относительно  показателя  затухания  к  по  сравнению  с  единицей.  По¬ 
этому,  используя  (9),  можно  записать 

п  =  я(1+*7с),  па  —  п2  (1  +2г/с),  ] 

Ь’==7Г( і4гёГ"М1— ѵ}  =  ѵ$(1—2ік).  ]  (І2) 


Аналогичные  выражения  можно  написать  для  каждого  из  индексов  х,  у  и  гу 
например,  пх  =  пх{\  +  Інх),  ѵх  —  сІпх  =  ѵх ( 1  —  г/сх)  и  т.  д.  Кроме  того, 

=  «I  =  «I  ( 1  ч-  2ік„)  =  (А8А  ( 1  +  2ікк), 


(13) 
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где  к  =  х,  у ,  г.  Сравнение  с  (5)  дает 


Къ  - 


2п  0% 


(14) 


Возвратимся  к  уравнению  Френеля  (10)  и  отделим  его  вещественную  часть 
от  мнимой.  Один  из  членов  (10)  имеет  вид 


5* 


л2  л  2 
Ѵр  —  Ѵх 


Ѵр — Ѵх — 2І  ( кѵр — к хѴх)  Ѵр — Ѵх 


(Н-2  і 


КѴр—КхѴх\  . 
2  2  '  )  » 
Ѵр—Ѵх  ) 


(15) 


отсюда  следует,  что  вещественная  часть  (10)  представляет  собой  уравнение 
Френеля  в  старой  форме  (14.2.24).  Для  мнимой  части  находим 


кѵ%  і - 


Г  +  («*-«$'  ^  (ѵр—ѴІУІ  Ы-ѴІУ  ^  (ѴІ-ѴІУ  ^  (ѵ‘-ѴІ) 


4 


2  + 


I. 


+ 


2  2 
КуѴуЗу 


(16) 


При  любом  заданном  направлении  волновой  нормали  5  в  общем  случае  урав- 
некие  Френеля  дает,  как  и  раньше,  два  значения  фазовой  скорости  ѵр.  Часть 
энергии,  переносимой  двумя  волнами,  в  этом  случае  поглощается,  и  уравнение 
(16)  дает  приближенные  значения  для  двух  показателей  затухания. 

Выражение  для  к  можно  записать  в  другом  виде.  Используя  (4),  (.7),  (9)  и 
(13),  найдем 


±  Ч  МИ  _ _ 5й(Е-&) 

^  9,  ЪІ-ЪІ  и  4-ѵІ 


1  2і 


(к—кк)у$ 
Ѵр  —  ѵі 


(к=х,  у ,  г). 


(17> 


Здесь  также  ославлены  лишь  члены  первого  порядка  относительно  показателя 
затухания.  Теперь  мнимый  член  в  (17)  содержит  разность  величин  к  и  во  мно¬ 
гих  случаях  оказывается  пренебрежимо  малым.  Это  означает,  что  мы  пренебре¬ 
гаем  эллиптичностью  колебаний.  В  таком  приближении  направления  двух 
векторов  В,  принадлежащих  любой  дайной  волновой  нормали  з,  совпадают 
с  их  направлениями  для  непоглощающего  кристалла,  который  обладает  та¬ 
кими  же  (вещественными)  главными  диэлектрическими  проницаемостями. 
Тогда  имеем 


4  __  /  2  ОІ 

(5‘Е>3’ 

и  (16)  можно  переписать  в  виде 

КхѴхОх  4-  К  цѴуйу  Т"  к 2  Ѵ2&2 
- — - 02 - - 


(18) 

(19) 


Очевидно,  что  эта  формула  может  стать  неверной,  если  ѵр  приблизится  к  одной 
из  главных  скоростей  ѵк9  так  как  мнимая  часть  в  (17),  которой  мы  пренебрегли, 
содержит  в  знаменателе  разность  у* —  ѵ$  (см.  конец  п.  14.6.3). 

Поскольку  коэффициенты  к '  и  к'\  соответствующие  данному  направлению 
волновой  нормали  к,  в  общем  случае  различны,  две  волны  поглощаются  по- 
разному.  Оба  коэффициента  могут  зависеть  от  частоты  и  меняться  различным 
образом  с  частотой;  поэтому,  если  на  кристалл  будет  падать  белый  свет,  то 
в  общем  сл\чае  кристалл  окажется  окрашенным  и  его  цвет  будет  зависеть  от 
направления  колебаний  в  падающем  свете.  Это  явление  называется  плеохро¬ 
измом ;  в  случае  одноосного  кристалла  обычно  говорят  о  дихроизме ;  в  случае 
двухосного  кристалла  —  о  трихроизме  *). 

Для  одноосного  кристалла  ~еоУ  гг=ге\  кроме  того,  кх  =  ку=*ко9 

к* 3=1  ке)  все  соотношения  принимают  более  простую  форму.  Как  и  в  случае 

*)  Происхождение  этих  терминов  связано  с  тем,  что  для  одноосного  кристалла  имеются 
два  характерных  цвета,  а  для  двухосного  кристалла  —  три.  Однако  ряд  авторов  называет 
дихроичным  веществом  любую  среду,  коэффициент  поглощения  которой  зависит  от  состояния 
поляризации  падающего  света, 
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непоглощающих  кристаллов,  уравнение  Френеля  разбивается  на  два  (см. 
п.  14.3.2),  т.  е. 

Фр)*=ѵІ, 

(Ѵр)*  Ѵ%  С052  Ф  +  ѵ\  5ІП2  й, 

где,  как  и  прежде,  'О'  —  угол,  который  волновая  нормаль  $  образует  с  опти¬ 
ческой  осью.  Первое  уравнение  при  разделении  вещественной  и  мнимой  частей 
дает 

Ѵр  =  Ѵ0>  к р  =  коі  (21а) 

а  из  второго  находим 

(^р)2—  ѴІ  С05аФ  +  р|8ІП2  Ф,  Кр(ѴрУ  =  К0ѴІС052$  +  КеѴІ$\П2®',  (216) 

здесь  мы  вновь  пренебрегли  членами,  содержащими  члены  второго  порядка 
относительно  показателей  затухания.  Мы  видим,  что  поглощение  обыкновен¬ 
ной  волны  одинаково  для  всех  направлений  распространения. 

Для  двухосного  кристалла  все  соотношения  оказываются  значительно 
сложнее,  и  мы  ограничимся  специальными  случаями,  представляющими  ин¬ 
терес.  Как  и  в  п.  14.3.3,  вначале  рассмотрим  те  направления  распространения, 
для  которых  —  0.  Тогда  из  уравнения  Френеля  (10)  получаются  уравнения, 
аналогичные  (14.3.6),  т.  е. 

л  1  (22) 

(Ор)*  =  Ф$  +  Ф?.  і 

Разделяя  вещественную  и  мнимую  части,  мы  получим  две  скорости  и  два 
показателя  затухания,  соответствующие  направлению  волновой  нормали 

5(0,  $г),  а  именно 

(ѵ'рУ^ѵІ,  к'„=кх,  (23а) 

(ѵ;у=ѵі$і+ѵі$\,  к;(р;)з  =  кгфр+м;$!-  (23б) 

Аналогичные  соотношения,  конечно,  выполняются  и  для  направлений  рас- 
пространения,  перпендикулярных  к  осям  у  иг. 

В  общем  случае  не  существует  вещественных  значений  &у  и  5г,  для  которых 
оба  корня  ѵр  и  ѵ"р  одинаковы.  Можно  найти  направления,  для  которых  равны 

вещественные  фазовые  скорости  ѵ'р  и  ѵ"р, 
но  соответствующие  показатели  затухания 
(к'  и  к ")  в  общем  случае  не  одинаковы. 

В  качестве  второго  случая  мы  рас¬ 
смотрим  распространение  света  в  направ¬ 
лениях,  не  очень  сильно  отличающихся  от 
направления  оптической  оси  волновых  нор¬ 
малей.  Для  того  чтобы  можно  было  приме¬ 
нить  (19),  нужно  определить  направления 
В  я  В".  Это  можно  сделать,  используя 
результат,  установленный  в  п.  14.2.3,  со¬ 
гласно  которому  две  плоскости  колебаний 
(Б',  з)  и  (О",  $)  делят  пополам  углы  между 
плоскостями  5)  и  (М2,  §),  где  Мх  и  М2  — 
оси  волновых  нормалей.  Пусть  ф —  угол  между  плоскостью  (Мь  $)  и  плос¬ 
костью  хг%  в  которой  лежат  обе  оптические  оси.  Так  как  плоскость  (М2,  5)  почти 
параллельна  плоскости  хг,  из  упомянутой  выше  теоремы  следует,  что  угол 
между  В'  и  плоскостью  хг  почти  равен  ф/2  (рис.  14.29).  Следовательно,  проек¬ 
ция  вектора  В  на  плоскость  равна  О'  соз(ф/2).  Чтобы  получить  составляю¬ 
щую  вдоль  оси  Ху  мы  должны  найти  проекцию  этого  отрезка  на  ось  х.  Так  как 
направления  зи  N1  приблизительно  совпадают,  угол  между  отрезком  П'еоз  (ф/2) 
и  осью  х  почти  равен  углу  между  оптической  осью  М2  и  осью  г  и,  следователь- 


Рис.  14.29.  К  теории  поглощающих 
кристаллов. 
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но  (рис.  14.30),  =  Л'со$рсо$(ф/2).  Аналогичным  образом  определяются 

и  другие  составляющие.  Итак, 

1>;=.0'соз|-соз|3,  с;  =  0'зіп|-,  с;=  —  О'ооз|-зіпр.  (24а) 

Вектор  О"  ортогонален  к  5‘и  В';  его  составляющие  сразу  же  можно  получить, 
заменяя  в  (24а)  тр/2  на  ф/2-Т  я/2,  что  дает 


Н'х  =  — /7'5ІП-|-СОЗ  р, 


-Л"  с  ОЗ  = 


=  і7/5т^-5щр. 


(246) 


Подставим  два  Последних  выражения  в  (19)  и  используем  приближение 
ѵр^ѵ"р  —  ѵу  (ѵх‘>ѵу^>ѵ2),  которое  вполне  оправда¬ 
но,  поскольку  мы  ограничиваемся  направлениями,  не 
слишком  отличающимися  от  направления  оптической 
оси.  Таким  образом,  мы  получаем  для  искомых  пока¬ 
зателей  затухания  к '  и  /с"  соотношения 


к'ѵі  =  (кхѵ%  С052  $  4-  К2ѴІ  &ІП2  [ 


)С05гІ  +  К^|$ІП2-^- 


к"ѵ2у  =  СОЗ2  Р  +  /С^ОІ  5ІП3  (3)  5ІІ12  4-  ЛГ^СОЗ2  -І 


(25) 


Рис.  14.30.  К  теории  по- 
глощающих  кристаллов. 


справедливыми,  когда 


Учитывая  приближение,  в  котором  получена  форму¬ 
ла  (19),  нельзя  ожидать,  что  эти  формулы  останутся 
направление  5  будет  мало  отличаться  от  направления  оптической  оси.  В  пре¬ 
дельном  случае,  когда  волновая  нормаль  направлена  вдоль  оптической  оси, 
угол  ф  становится  неопределенным.  Для  получения  в  этом  случае  соответствую¬ 
щих  показателей  затухания  возвратимся  к  уравнению  Френеля.  При  любом 
направлении  §  в  плоскости  хг  (5у  —  0)  мы  получим,  как  в  уравнениях  (23), 
приравнивая  вещественные  и  мнимые  части. 


Ю*  =  0} 


К0  —  ки 


ѵ"р  =  ѵА  +  Ѵг4,  к"р  (Ѵр)2  =  КхѴгА+КгФЪ 


I 


(26) 


В  частности,  для  оптической  оси  5*^$іпр,  зг  =  созр,  где  р  —  >гол  между 
каждой  из  оптических  осей  и  осью  г,  определяемый  (14.3. 11).  Кроме  того, 
Ѵр  --=ѵ”р  —  ѵѵ  и  правые  части  уравнений  (26)  примут  вид  (если  мы  еще  напишем 
в  место  к'  и  К\\  вместо  /с") 


К±  =  К»,  ”  КхѴх  С052  Р  4~  8ІП2  р*  .  (27) 

Здесь  «х  —  показатель  затухания  для  волны  О,  поляризованной  в  плоскости, 
перпендикулярной  к  плоскости  оптических  осей,  а  к{\  —  показатель  затухания 
для  волны  поляризованной  в  плоскости  осей.  Таким  образом,  поглощение 
волны,  распространяющейся  в  направлении  оптической  оси,  зависит  от  на¬ 
правления  ее  колебаний. 

Удобно  выразить  к'  и  к "  через  показатели  /с„  и  и  азимут  поляризации 
подставляя  (27)  в  (25)..  Это  дает 


К'=К„  соз2 -|  +  к х  зіп2 1-  =  + 2!і=^±  соз  ф | 

зт2|  +  Кхсоз2|=^і_^ісоз1і,.  )  (28> 

14.6.2.  Интерференционные  картины,  получающиеся  с  пластинками  по¬ 
глощающих  кристаллов.  Теперь  кратко  рассмотрим  интерференционные  эф¬ 
фекты,  возникающие  с  пластинками  поглощающих  кристаллов,  вырезанными 
хіерпендикулярно  к  оптической  оси  волновых  нормалей.  Теория  в  этом  случае 
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не  очень  сильно  отличается  от  теории,  относящейся  к  пластинкам  Из  непогло¬ 
щающих  кристаллов.  Единственное  важное  различие  заключается  в  том,  что 
два  интерферирующих  луча  поглощаются  различным  образом,  в  результате 
чего  видность  полос  уменьшается.  Другие  заключения  (и,  в  частности,  вы¬ 
ражение  для  разности  фаз  в  нашем  приближении)  остаются  неизменными,  так 
как  геометрические  законы  распространения  не  изменяются. 

Согласно  (13.1.19)  амплитуда  плоской  волны,  распространившейся  в  погло¬ 
щающей  среде  на  расстояние  /,  уменьшается  в  схр  { — ожкііс}  раз.  Следова¬ 
тельно,  для  такого  же  случая,  как  в  п.  14.4.3  и  при  тех  же  обозначениях  (см. 
рис.  14.20)  амплитуды  главных  колебаний  при  выходе  из  пластинки  опреде¬ 
ляются  выражениями  (см.  (14.4.13)) 

ОЯ  =  Еехр  (  —  (®к'іѵ')1)  созф,  ОС  ехр  (  — (ож"ЛОО  зіп  ф.  (29) 
Здесь  I  =  Л/ со$Ѳ2,  где  Н  —  толщина  пластинки  и  Ѳ2  —  угол,  который  волновая 
нормаль  в  пластинке  образует  с  осью  волновых  нормалей.  Предполагается, 
что  два  пути  в  пластинке  одинаковы  для  обеих  волн.  Это  приблизительно 
верно,  если  мы  ограничимся  направлениями  волновых  нормалей,  близки¬ 
ми  к  оптической  оси.  В  том  же  приближении  мы  можем  положить  в  (29) 
ѵ'  —  х?  —  Ѵу  Удобно  положить 

и  —  с оІ/Ѵу  ж  Ы/ѵ'  &  со  1/ѵ".  (30) 

Тогда  получим 

0#  =  Еехр( — /е'м)со5ф,  ОС  =  Еехр( — /с"«)$іпф.  (31) 

Для  амплитуд  волн,  прошедших  поляризатор  и  анализатор,  находим  вместо 
(14.4.14)  (см.  рис.  14.20)  следующие  выражения: 

0/7==^ехр( — к'и)  соз  ср  соз  (ф— %),  1 
00  =  Еехр( — к*и)  зіп  <р  зіп  (ф — х)-  / 

Полная  интенсивность  света,  получающаяся  в  результате  интерференции,  равна 

/=Л  +  /.  +  2ѴТ^С08в,  (33) 

где,  с  точностью  до  несущественных  коэффициентов  пропорциональности, 
/1  =  (ОЕ)2,  /2  ==  ( 00 )2,  а  разность  фаз  6  рассчитывается,  как  и  раньше. 

Ниже  мы  рассмотрим  некоторые  случаи,  представляющие  особый  интерес* 
а .  Одноосные  кристаллы.  В  этом  случае  мы  имеем 

=  =  ѵг  =  ѵе,  кх^ку  =  кОУ  кг  =  ке,  (34) 

Направление  колебаний  в  необыкновенном  луче  лежит  в  главной  пло¬ 
скости,  т.  е.  в  плоскости,  в  которой  лежат  волновая  нормаль  и  оптическая  ось. 
Поэтому  мы  можем  отождествить  угол  между  вектором  О  для  необыкновенной 
волны  и  направлением  поляризатора  ОР  с  углом  ф  в  уравнении  (32).  Однако, 
для  того  чтобы  сохранилось  согласие  с  (21а)  и  (216),  необходимо  поменять  мес¬ 
тами  к!  и  к".  При  скрещенных  призмах  Николя  (х  —  л/2)  получим  из  (32) 

ОЕ^-Еехрі — к'и)  созфзшф,  00  — — Еехр  (— к"а)зіпф  созф,  (35) 

а  (33)  дает 

/  =х/4  Е*  зіп2  2ф  {ехр  ( — 2/с'ц)-|-ехр  (-—  2к“и) — 2  ехр  [— {к'  +  к")  и]  соз  б}.  (36а) 
Для  оптической  оси  к'  —  к",  б  —  0,  и  (36а)  принимает  вид 

/й  =  0.  (36б> 

Следовательно,  центр  картины  (точка,  соответствующая  оптической  оси)  ока¬ 
зывается  темным.  Поле  зрения  пересекается  темной  изогирой,  определяемой 
соотношением  зіп2ф  —  0,  т.  е.  соотношениями  ф  =  0  и  ф  =  я/2.  Таким  образом, 
изогира  имеет  форму  креста,  образующие  которого  параллельны  направле¬ 
ниям  поляризатора  и  анализатора  (см.  п.  14.4,4),  Минимум  и  максимум 
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интенсивности  равны  - 

/мий  =  зіп  2ф  {ехр  ( — 2к'и)  4-  ехр  ( — 2 кпи)  —  2  ехр  [  —  (к'  4-  к”)  и] }, 

/Макс 888  зіп  2Ф  {ехр  (—2/с'м)  +  ехр  (— 2к"и)  +  2  ехр  [  —  (к'  +  к")  и] } , 

и,  значит,  для  видности  полос  можем  написать 

д/ъ  __  /макс — /мян  2ехр  1  —  (кЧрн]  _  1 

^макс+^мин  ехр  (  2к'и)  ехр  (  2к"и)  сЬ^іс'— к*)»}  * 

Таким  образом,  видность  тем  больше,  чем  меньше  разность  между  к '  и  к ".  Так 
как  для  направлений  волновых  нормалей,  близких  к  направлению  оптической 
оси  (угол  -О'  мал),  к'  и  к"  почти  равны,  то  в  этой  области  полосы  должны  быть 
ясно  видны  при  условии,  что  наша  пластинка  пропускает  достаточное  коли¬ 
чество  света.  Если  ка  мал  по  сравнению  ке  (например,  для  цианида  магния  — 
платины),  то  вблизи  оптической  оси  будет  относительно  слабое  поглощение  и 
центральные  полосы  окажутся  яркими.  Если  ка  велик  по  сравнению  с  ке  (на¬ 
пример,  для  турмалина),  то  поглощение  вблизи  оптической  оси  будет  относи¬ 
тельно  наибольшим  и  центральные  полосы  окажутся  темными.  В  обоих  слу¬ 
чаях  видность  полос  уменьшается  от  центра  к  краю  поля.  Если  /с„  и  кп  почти 
равны,  то  интерференционная  картина  будет  подобна  картине  для  непогло¬ 
щающего  кристалла,  но  с  увеличением  рас¬ 
стояния  от  центра  видность  полос  будет  умень¬ 
шаться. 

б.  Двухосные  кристаллы .  Мы  вновь  огра¬ 
ничимся  случаем  скрещенных  николей  (х  =  я/2) 
и  предположим,  что  грани  пластинки  перпен¬ 
дикулярны  к  одной  из  оптических  осей  (ЛГі). 

Мы  рассмотрим  лишь  волны,  направления 
распространения  которых  близки  к  этой  оси. 

Пусть  Мі,  N г  и  0,  —  точки  пересечения 
двух  оптических  осей  и  волновой  нормали  с 
выходной  гранью  пластинки  соответственно. 

Пусть  далее ф —  угол  между  линией  Л/Зф  и  про¬ 
должением  линии  А/ЙМЬ  а  а  —  угол  между 
плоскостью  оптических  осей  и  плоскостью 
колебаний,  пропускаемых  поляризатором  Р. 

Если  А4<3<<^Л/іЛ/2,  то  угол,  который  направление  колебаний  О'  образует 
с  N ііѴ2,  приблизительно  равен  ф/ 2.  гак  что  угол  <р  между  О'  и  направ  тением 
N1Р  приблизительно  равен  (рис.  14.31) 

ср  — а — фу  2 

Тогда  для  амплитуд  (32)  интерферирующих  волн  имеем 

ОР^Е  соз  (а — ^  эіп  ехр( —  к'и),  | 

00  =  — Е  зіп  соз  (а — ехр  ( — к”и).  | 

Следовательно,  интенсивность  запишется  в  виде 

/  =“3іп2  (2а — ф){ехр( — 2к' и)  +  ехр( — 2к“и) — 2ехр[™(к'+д:")  &]со$8}.  (41  а) 

Для  волны,  распространяющейся  в  направлении  оптической  оси,  угбл  ф  не¬ 
определ  ен.  В  этом  специальном  случае  мы  разложим  колебания  на  составляю¬ 
щие,  параллельные  и  перпендикулярные  к  плоскости,  содержащей  оптические 
оси,  т.  е.  положим  ф  =  0  и  напишем  к  и  и  вместо  к'  и  к"  в  (41а)  (см.  (28)), 


(39) 

(40) 


Рис.  14.31.  К  теории  интерференции 
в  пластинках  поглощающих  двухос- 
,  ных  кристаллов. 
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Поскольку,  кроме  того,  6  =  0,  вместо  (41а)  мы  получим 

/« =  /р  5Іпа  2а  {ехр  (—кп  и)— ехр  (— кхи)}2.  (416) 

Из  уравнения  (41а)  следует,  что  интенсивность  равна  нулю  вдоль  линии, 
для  которой  2іп(2а — ф)  =0,  т.  е.  эта  линия  служит  главной  изогирой.  В  слу¬ 
чае  непоглощающего  кристалла  главная  изогира  проходила  через  точку,  со¬ 
ответствующую  оптической  оси;  теперь  это  не  так,  если  только,  как  мы  видим 
из  (416),  не  выполняется  равенство  а  =  0  или  а  =  л/2,  т.  е.  если  плоскость 
поляризатора  не  параллельна  или  перпендикулярна  плоскости,  содержащей 
обе,  оптические  оси. 

Темные  изохроматы,  определяемыми  уравнением  созб  =  1,  т.  е.  значе¬ 
ниями  6  =  0,  ±:2л,  ±4л,  . . ,,  имеют  вид  колец,  охватывающих  точку,  которая 
соответствует  оптической  оси.  Видность  полос,  снова  определяемая  выраже¬ 
нием  (38),  отлична  от  нуля  лишь  при  почти  равных  к'  и  к".  Согласно  (28)  для 
этого  нужно,  чтобы  угол  ф  мало  отличался  от  л/2  или  — л/2. 

Посмотрим  теперь,  как  меняется  интенсивность  в  зависимости  от  4?  при 
фиксированном  6.  Если  воспользоваться  соотношением  (28),  то  уравнение 
(41а)  можно  переписать  в  виде 

Я2 

/  =  — ехр  [ — (/С( \-\-к±)'и]  8Іп2  (2а — ф)  {ёЬ  [(к?м  —  кх)  и  соз  ф]  —  созб}*  -(42) 

Член  в  фигурных  скобках  Достигает  наибольшего  значения  при  максимальной 
величине  |созф|  и  наименьшего  при  минимальной  величине  |со$ф|.  Следова¬ 
тельно,  интенсивность  максимальна,  когда  ф  =  0  и  ф  =  л,  и  минимальна,  когда 
ф  =  л/2  и  — л/2.  Таким  образом,  поле  зрения  пересекается,  помимо  темной 
изогиры  ф  —  2а,  еще  и  темными  полосами,  перпендикулярными  к  плоскости, 
содержащей  оптические  оси  *). 

14.6.3.  Дихроичные  поляризаторы.  В  предыдущем  разделе  мы  изучали 
распространение  поляризованного  света  через  пластинку  поглощающего  кри¬ 
сталла.  Здесь  мы  рассмотрим  ее  влияние  на  естественный  свет. 

Мы  снова  предположим,  что  грани  пластинки  перпендикулярны  оптической 
оси  волновых  нормалей  (или  одной  такой  оси,  если  кристалл  двухосный),  и 
будем  рассматривать  распространение  света  в  направлении,  близком  к  на¬ 
правлению  оптической  оси.  Параллельный  пучок  естественного  света  можно 
считать  состоящим  из  двух  взаимно  иекогерснтных  пучков  с  равными  ампли¬ 
тудами,  поляризованных  в  любых  двух  взаимно  ортогональных  направлениях, 
перпендикулярных  к  направлению  распространения  (см.  (10.8.56)).  В  качестве 
Направлений  колебаний  в  этих  двух  составляющих  пучках  выберем  направ¬ 
ления  главных  колебаний  в  кристалле.  Если  Е  —  амплитуда  колебаний  в  каж¬ 
дом  из  таких  пучков  на  входе  пластинки,  то  их  амплитуды  после  прохождения 
в  пластинке  расстояния  I  будут  равны 

Ег  =  Еех  р( — к'м),  Еа~Еех  р< — кпи),  (43) 

где,  как  и  раньше,  и  =  со Ііѵуу  причем  считается,  что  свет  квазимонохроматичен 
и  средняя  частота  его  со.  Тогда  для  полной  интенсивности  получим 

/  =  /'  +  /%  (44) 

где  /'  =  /0ехр(— 2к'и)у  /"  = /0  ехр  (— 2/с"п),  (45) 

и  /0  =  Е2.  Для  направления,  совпадающего  с  оптической  осью,  к'  и  к "  необ- 
ходимо  заменить  на  кп  и  /сх. 

*)  Из  уравнения  (44),  которое  с  помощью  (28)  можно  переписать  в  виде 
'  /==2Я2  ехр  [  —  (к\\  -4-/СХ)  и  ]  ей  {(/сц  — кі)  и  со$  ф}, 

следует,  что  эти  темные  полосы  появляются  также  в  отсутствие  поляризатора  и  анализатора  при 
прохождении  через  пластинку  естественного  света. 
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Мы  видим»  что  после  прохождения  света  в  среде  на  расстояние  I  отноше¬ 
ние  амплитуд  составляющих  равно  ехр  (к'  —  /с")  и)  и,  следовательно,  свет 
станет  частично  поляризованным.  Если  два  показателя  поглощения  такого 


Рис.  14.32.  Дихроизм  пластинки  из  чер¬ 
ного  турмалина  толщиной  около  0,2  мм, 
вырезанной  под  углом  24°  к  оптической 
оси,  для  света,  падающего  перпендику¬ 
лярно  к  оптической  оси  138]. 
й~Ак  (1е  е)  іпЫ/К)  да  5,5лЫД 


вещества  различаются  очень  сильно, 
то  относительно  тонкой  пластинки  его 
уже  достаточно  для  преобразования 


Рис.  14.33.  Дихроизм  иода  в  ори¬ 
ентированном  поливиниловом  спир¬ 
те  [38]. 

Голубой  образец  —  сплошная  кривая, 
коричневый  —  пунктирная. 

ё=4л  (%  е)  іпкІ/%)  да  5,6  пкІГк, 


падающего  неполяризованиого  пучка  в  почти  лигіейно  поляризованный  пу¬ 
чок,  т.  е,  такая  пластинка  действует  как  поляризатор .  Примером  природно¬ 
го  кристалла,  являющегося  полярггзатором  такого  типа,  служит  турмалин, 
в  котором  обыкновенный  луч  поглощается  значительно  сильнее  необыкно¬ 
венного.  Однако  для  большинства  длин  волн  турмалин  сильно  поглощает 
и  необыкновенный  луч  (рис.  14.32),  так  что  этот  кристалл  не  очень  подхо¬ 
дит  для  практических  применений.  В  результате  исследований  главным  об¬ 
разом  Лэнда  и  его  сотрудников  (приблизительно  1932  г.)  появилась  возмож¬ 
ность  изготовлять  синтетические  дихроичные  материалы,  служащие  прекрас¬ 
ными  поляризаторами.  Эти  материалы,  известные  в  обиходе  как  поляроиды ,  не 
являются  монокристаллами,  а  представляют  собой  пластинки  органических 
полимеров  с  молекулами  в  виде  длинных  цепочек,  почти  полностью  выстроив¬ 
шихся  параллельно  друг  другу  в  результате  растяжения  или  какой-либо 
другой  обработки  *).  Такие  пластинки  иногда  имеют  окраску.  Полимером, 
наиболее  подходящим  для  этой  цели,  является  синтетический  поливиниловый 
спирт  ( — СН-2  —  СНОН — )х.  На  рис.  14.33  показана  зависимость  дихроизма 
иода  в  ориентированном  поливиниловом  спирте  от  длины  волны. 

Отношение  коэффициентов  поглощения  хорошего  дихроичного  поляриза¬ 
тора  может  достигагь  100  :  1.  Он  может  пропускать  около  80%  света,  поля- 
:  ризованного  в  одном  направлении,  и  менее  1%  света,  поляризованного  в  на- 
'  правлении,  перпендикулярном  первому.  Можно  получать  большие  листы  таких 
поляризующих  материалов;  существуют  промышленные  машины,  вырабаты¬ 
вающие  непрерывную  ленту  шириной  около  75  см.  В  этом  отношении  такие 
иоляроидные  пленки  превосходят  призму  Николя,  так  как  большие  куски 
исландского  шпата  хорошего  оптического  качества  встречаются  очень  редко. 

Наконец,  напомним,  что  в  основной  части  настоящей  главы  мы  предпола- 
,  тали,  что  можно  пренебречь  эллиптичностью  главных  световых  колебаний 

*)  Более  полное  обсуждение  дихроичных  поляризаторов  проводится  в  [38]  или  и  [39І, 
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в  кристалле.  Это  предположение,  конечно,  не  всегда  справедливо.  Можно  по¬ 
казать,  например,  что  в  каждом  поглощающем  кристалле  существуют  четыре 
направления,  расположенных  попарно  вблизи  оптических  осей,  в  которых 
поляризация  оказывается  круговой.  Однако  чем  слабее  поглощение,  тем  мень¬ 
ше  области  заметной  эллиптичности  вокруг  этих  специальных  направлений, 
а  сами  они  стремятся  совпасть  с  оптической  осью.  Таким  образом,  и  в  данном 
случае  сохраняются  основные  характеристики  наблюдаемого  явления,  и  по¬ 
этому  нет  необходимости  проводить  более  детальное  рассмотрение.  Конечно, 
наш  анализ  не  затрагивает  некоторых  тонких  аспектов  оптической  теории 
поглощающих  кристаллов.  Для  их  изучения  необходимо  обратиться  к  спе¬ 
циальной  литературе  (см.,  например,  17],  стр.  861—904). 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 


ПРИЛОЖЕНИЕ  I 

ЭЛЕМЕНТЫ  ВАРИАЦИОННОГО  ИСЧИСЛЕНИЯ 

Общая  черта  уравнений  классической  физики  состоит  в  том,  что  все  они 
могут  быть  выведены  из  вариационных  принципов.  Принцип  Ферма  в  оптике 
(1657  г.)  и  принцип  Мопсртюи  в  механике  (1744  г.)  служат  примерами  наиболее 
ранних  вариационных  принципов.  Из  соответствующих  вариационных  прин¬ 
ципов  можно  также  получить  уравнения  упругости,  гидродинамики  и  электро¬ 
динамики. 

Однако  при  рассмотрении  уравнений  полей,  содержащих,  как  правило, 
четыре  или  большее  число  независимых  переменных  х,  у,  г%  і  . . практически 
невозможно  воспользоваться  тем,  что  решение  является  стационарным  значе¬ 
нием  некоторых  интегралов,  так  как  само  решение  дифференциальных  урав¬ 
нений  в  частных  производных  представляет  большие  трудности.  В  этих  случаях 
использование  вариационного  принципа  дает  преимущество  лишь  при  выводе 
законов  сохранения,  в  частности  закона  сохранения  энергии.  Другое  дело, 
если  решаются  задачи  с  одной  независимой  переменной  (время  в  механике 
или  длина  луча  в  геометрической  оптике).  В  этом  случае  имеют  дело  с  обыкно¬ 
венными  дифференциальными  уравнениями,  и  оказывается,  что  применение 
вариационного  принципа  существенно  упрощает  исследование  решения  задачи. 
Фактически  такой  подход  является  непосредственным  обобщением  обычной 
геометрической  оптики.  В  своем  современном  виде  он  разработан  главным  об¬ 
разом  Д.  Гильбертом,  и  рассуждения,  изложенные  выше,  базируются  на  ма¬ 
териалах  его  неопубликованных  лекций,  прочитанных  в  Геттингене  примерно 
в  1903  г.  Здесь  приводится  теория  лишь  для  трехмерного  пространства  (х,  у ,  г), 
однако  ее  легко  обобщить  на  многомерный  случай. 

1.  Уравнения  Эйлера  как  необходимое  условие  экстремума.  Пусть 
Р(и,  ѵ ,  х,  у ,  г)  —  заданная  функция  с  непрерывными  частными  производными 
до  второго  порядка  включительно  по  всем  пяти  переменным.  Пусть  далее  С  — 
произвольная  кривая  х-^х(г),  у у  (г)  в  пространстве  х,  у ,  г.  Будем  считать, 
что  производные  от  х  и  у  также  непрерывны  до  второго  порядка  включительно. 
Если  положить 

и  —  х'у  ѵ~у' 

(штрих  обозначает  дифференцирование  по  г),  то  интеграл 

г8 

/  =  5  Р(х’,  у’,  X,  у,  г)йг  (1) 

*> 

будет  функцией  х(г),  у  (г);  другими  словами,  интеграл  (1)  представляет  собой 
функционал.  Основная  задача  вариационного  исчисления  состоит  в  следующем. 

Найти  такой  участок  кривой  С  между  двумя  заданными  точками 
Рх  [х1=х(гі)у  Уі  =  у(гі),  гх]  и  Р2  [х2  —  х(г2),  =  #(г2),  г2],  чтобы  интеграл  (1) 

имел  экстремальное  значение  (минимальное  или  максимальное). 

Необходимые  условия,  которым  должна  удовлетворять  такая  кривая  С, 
называемая  экстремалью ,  выводятся  с  помощью  простого  линейного  варьиро¬ 
вания.  Выберем  для  этого  функцию  $(г)  с  непрерывной  первой  производной, 
которая  обращается  в  нуль  в  конечных  точках,  т.  е, 

Е(21)  =  Б{2я)  =  0і 


(2) 
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и  проведем  новую  кривую  С\  заменив  координату  л;  экстремали  величиной* 
я  +  е|,  где  г —  малый  параметр.  Тогда  уравнение  (1)  станет  функцией  в,  т.  е. 

г* 

I  (е)=  ^  Р(х'  +  ъ1\  у\  х  +  гі,  у ,  г)йг.  (3> 

Величина 

<б/НЭе=0=1ёЙ'+1Й)&  (4> 

2і 

называется  первой  вариацией  по  х.  Обращение  в  нуль  первой  вариации,  т.  е. 
справедливость  соотношения 

(б/)*  =  0  (5) 

является,  очевидно,  необходимым  условием  экстремума. 

Проинтегрировав  первый  член  в  (4)  по  частям  и  воспользовавшись  гра¬ 
ничными  условиями  (2),  получим 

фІ)х  =  ](Рх—±Гх')іаг,  (6а> 

где  Рх  обозначает  дР/дх  и  т.  д.  Заменяя  теперь  у  на  у-\~щ,  аналогичным  об¬ 
разом  получим 

=  (66) 

г1 

Поскольку  і  и  іі  можно  выбирать  произвольно  в  интервале  то  из 

(6а)  и  (66)* вытекает,  что  условия  (б/)х  =  0  и  (б/)ѵ  =  0  эквивалентны  следующим 
двум  дифференциальным  уравнениям,  называемым  уравнениями  Эйлера 

(7а) 

=  <7б> 

Соотношения  (7а)  и  (76)  представляют  собой  дифференциальные  уравнения 
второго  порядка  относительно  х(г)  и  у  (г).  Оставим  члены,  содержащие  про¬ 
изводные  наи высшего  порядка,  а  именно: 

Р х'х'Х  Р хгу'У  -|-  •  •  •  =  О,  (8а) 

Ру'Х'Х"  +  Рму”+...=0.  (86) 

Эти  уравнения  можно  разрешить  относительно  х*  и  у ",  если  соответствующий 
определитель  не  равен  нулю,  т.  е. 

РааРѵѵ-РІѵФ  о.  (9) 

Предположим,  что  это  условие  выполняется  во  всей  рассматриваемой  нами 
пяти  мерной  области. 

Решение  двух  дифференциальных  уравнений  второго  порядка  содержит 
четыре  произвольные  постоянные;  следовательно,  экстремали  образуют  четы¬ 
рехпараметрическое  семейство  кривых  (оо4  экстремалей). 

2.  Интеграл  Гильберта  и  уравнение  Гамильтона  —  Якоби.  Чтобы  иссле¬ 
довать  свойства  экстремалей,  удобно  рассмотреть  сначала  другую,  но  связан¬ 
ную  с  этим  исследованием  задачу.  Будем  считать,  что  переменные  и  и  ѵ  зависят 
от  х,  у}  г>  т.  е. 

и  =  и  (х,  у ,  г),  ѵ  =  ѵ(х,  у,  г),  (10)- 

Тогда  Р[и(ху  у ,  г)У  ѵ(х,  у ,  г),  х,  у,  г]  и  ее  частные  производные  РаУ  Рѵ  зависят 
только  от  х,  у,  г.  Далее  выберем  кривую  С  Іх  =  х(г),  у  =  у(г)}  и  образуем 
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интеграл 

2* 

5  =  5  {Р  +  (х'-и)  Ря  +  (у' -  ѵ)  Р.},  Ог.  (11) 

2, 

Задача  состоит  в  следующем:  найти  такие  функции  и ,  ѵ,  для  которых  интег¬ 
рал  8  не  зависит  от  формы  кривой  С ,  а  определяется  лишь  положением  конце¬ 
вых  точек  Р і  и  Л2,  где  Рх  имеет  координаты  хх  =  х(гі),  ух  =  у{г і)  и  гх,  Р2  —  ко¬ 
ординаты  х2  =  л;(га),  у%  =  у(г 2),  га.  Величина  5  называется  интегралом  Гиль¬ 
берта. 

Для  определения  и  я  ѵ  перепишем  (11)  в  виде 


где 


5  = 


Ръ 

5  {У  еіх+Ѵ  йу+ѴР  йг), 


Рг 


(12} 


II  =  Г и,  Ѵ  =  Рѵ,  иРи—  Ѵрѵ.  (13) 


Хорошо  известно,  что  необходимым  и  достаточным  условием  того,  чтобы  (12) 
не  зависел  от  формы  кривой  интегрирования  С,  служит  обращение  в  нуль 
компонент  ротора  от  вектора  А,  с  проекциями  V,  V ,  1У,  т.  е. 


ду  дг~'Ѵі  дг  дх~~Ѵ'  дх  ду 
Мы  получили  систему  из  трех  дифференциальных  уравнений  в  частных 
производных  относительно  и(х,  у ,  г)  и  ѵ(х,  у>  г );  эти  уравнения,  однако,  не 
вполне  независимы,  поскольку  для  любых  V,  У,  Ѵ7  справедливо  тождество 
(<ііѵ  гоі  А  —  0  для  любого  вектора  А) 

5_ 

дх  1 


ГдѴ 

,дѴ\ 

,  ,  д 

(Ы1 

дѵп 

,  ,  5/дѴ 

ди\ 

{ду 

^  дг  ) 

|+ар 

\дг 

дх  ) 

дг  \дх 

ду) 

(14) 


(15) 


Если  уравнения  (14)  удовлетворяются,  то  Ѵйх-\-  Ѵйу+Ѵ7йг  является  полным 
дифференциалом,  т.  е. 

43  =  11  йх  +  Ѵйу+  ѴРОг,  (16) 


и  5  зависит  только  от  Рх  (хи  у  и  ?і)  и  Рг  (х2,  у2,  г2).  Написав  для  простоты  х9  уТ  г 
вместо  х2і  у г ,  г2>  получим 


1/ВЁ 

и  дх  9 


ѵ^дА 

ду  9 


1У  = 


55 

дг 


(17) 


Возьмем  теперь  произвольную  поверхность  Т(х,  у,  г)  —  0  и  в  каждой  ее 
точке  Рх  проведем  нормальный  к  ней  вектор  ((/,  У,  1У).  Тогда,  согласно  (16), 
і 13  =  0,  и,  следовательно,  величина 


«5  ( х ,  у9  х)  =*-  (18) 

постоянна  на  этой  поверхности.  Из  двух  (совместных)  уравнений  (13)  можно 
определить  и  я  ѵ  как  функции  координат  поверхности;  имеем 

ц  =  и([/,  У,  х,  у,  г),  ѵ^ѵ(и.  У,  ху  у ,  г).  (19) 


Если  теперь  решить  дифференциальные  уравнения  (14)  с  такими  граничными 
условиями,  то  мы  получим  частное  решение  рассматриваемой  задачи,  а  именно 
решение,  принимающее  постоянное  значение  <$!  на  выбранной  поверхности 
Т(х ,  у  у  г)  —  0.  Его  можно  получить  из  одного  дифференциального  уравнения 


в  частных  производных  относительно  функции  5.  Подставляя  (19)  в  оставшееся 

уравнение  (13),  находим 

(20) 

\У  -ТУ  (У у  У,  х,  Уу  г) у 

или,  используя  (17), 

55  <ѵ,  ( 55  55  ^  \ 

т-=  и?  з- ,  ,  Ху  у  у  г  , 

дг  \дх  ду  и  } 

(21) 

ббб 
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Это  уравнение  называется  уравнением  Гамильтона  —  Якоби  данной 
задачи. 

Функция  $(*,  у ,  2),  принимающая  постоянное  значение  на  поверхности 
Т  (х,  у,  г)  ~  0  и  удовлетворяющая  уравнению  (21),  служит  решением  рассмат¬ 
риваемой  задачи.  Функции  щ  ѵ ,  обусловливающие  независимость  интеграла  от 
пути  интегрирования,  находят  из  решения  любых  двух  из  (совместных)  урав- 
нений 

р  р  __  р _  р  _  р  _  д5  /90) 

Га~~дх*  Гѵ~~ду'  Г  иГ а  ѴГ*  дг  ' 

полученных  комбинированием  (13)  и  (17). 

3.  Поле  экстремалей.  Установим  теперь  связь  между  двумя  задачами г 
рассмотренными  в  пп.  1  и  2.  Она  состоит  в  следующем. 

Если  а  (х,  у ,  г)  и  ѵ(х,  у,  г)  —  функции ,  делающие  интеграл  Гильберта  5, 
определенный  в  (11),  не  зависящим  от  пути ,  то  решением  дифференциальных 
уравнений 

х'  =  и(х,у,г)%  у'~ѵ(хуууг)  (23) 

служит  двухпараметрическое  семейство  (оо2)  экстремалей,  «.ортогональныхъ 
поверхности  8  (х,  у ,  г)  —  5і.  Под  «ортогональностью»  мы  здесь  подразумеваем 
выполнение  условия 

и  йх  +  V Оу  +  Ѵ?сІг^  0,  (24) 

из  которого  следует,  что  вектор  ( II ,  V ,  \Ѵ)>  опре¬ 
деленный  в  (13)  через  и  и  ѵ ,  перпендикулярен  к 
любому  элементу  йху  йуу  йг  поверхности. 

Рассмотрим  обласгь  в  пространстве  х ,  і/,  г  и  по¬ 
ставим  в  соответствие  каждой  точке  области  вектор 
(и,  у),  непрерывный  и  имеющий  непрерывные  част¬ 
ные  производные  первого  порядка.  Система  таких 
векторов,  определенных  в  заданной  области  про¬ 
странства,  называется  полем .  Здесь  мы  будем  гово¬ 
рить  о  поле  экстремалей,  величины  же  и  (х,  уу  г)  и 
ѵ(х,  у ,  г)  назовем  функциями  наклона  поля. 

Справедлива  также  теорема,  обратная  приве¬ 
денной  выше.  Если  поле  оо2  экстремалей  ортогональ¬ 
но  поверхности  Т  (х,  у,  г)  —  0  и  и,  ѵ  —  его  функции 
наклона ,  определенные  в  (23),  то  интеграл  Гильберта  8  (11)  не  зависши  от  пути 
интегрирования. 

Прежде  чем  доказывать  эти  теоремы,  отметим  следующее  следствие  из  них. 
Пусть  кривая  С  в  (11)  является  одной  из  экстремалей  поля;  тогда  интеграл 

Гильберта  (11)  сводится  к  вариационному  интегралу  /  ^  Р  йг.  Следовательно, 

г, 

значения  этого  интеграла,  взятого  между  парами  «соответствующих»  точек  на 
поверхностях  5  (я\  у,  г)  ^=8г  и  5  (*,  у ,  г)  =  53  (т.  е.  между  точками,  располо¬ 
женными  па  одной  экстремали,  ортогональной  5*  и  53),  одинаковы  для  всех 
таких  пар  точек  (рис.  1).  Поверхности  5(х ,  у ,  г)  —  сот!,  и  семейство  оо2  экстре¬ 
малей  можно  рассматривать  как  обобщения  волновых  фронтов  и  лучей  в  гео¬ 
метрической  оптике. 

Для  доказательства  первой  теоремы  рассмотрим  фиксированную  кривую 
С,  которая  удовлетворяет  соотношению  (23)  и  ортогональна  поверхности 
5  (х,  у ,  г)  =  51?  а  затем  применим  к  ней  линейную  вариацию,  т.  е.  заменим  л: 
на  х  +  а|  и  у  на  у  -Г  бщ  где  а  и  Ь  —  малые  параметры,  а  5  и  ^  —  произвольные, 
но  фиксированные  дифференцируемые  функции  г,  обращающиеся  в  нуль  при 


Рис.  1.  К  обобщению  понятий 
волновых  фронтов  и  лучей  в 
геометрической  оптике. 
Вариационный  интеграл  (1)  ра¬ 
нен  постоянному  значению  для 

всех  экстремалей  РіРг,  р  лр  й . 

ортогональных  к  поверхностям 
5,  и  5;. 
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г  =  г1  и  г  —  г*.  По  условию  теоремы  5  не  зависит  от  пути  интегрирования,  т.  е. 

(эг).=°-  (1)»  =  °-  <25> 

где  индекс  0  обозначает,  что  после  дифференцирования  мы  положили  а  =  Ь  =  0. 
Дифференцирование  /Ча(х,  г),  у(х,  у>  г),  л:,  у ,  г]  дает 

^  =  +  +  .  (26) 

Из  (11)  с  помощью  (26)  получим 

(1).=|{^*+^+^+ 

+  (1'-ихЪ)  Р,-ѵДР.+  (х’-и)  +  (у’ -ѵ)  0г.  (27) 

Члены,  содержащие  (л:'  —  и)  и  (у'  —  ѵ),  обращаются  в  нуль,  поскольку  предпо¬ 
лагается,  что  кривая  удовлетворяет  соотношению  (23).  Кроме  того,  часть  чле¬ 
нов  сокращается,  и  мы  находим 

=  +  (28) 


или,  интегрируя  по  частям, 


аналогично  можем  написать 


Рѵ  т)  сіг. 


■  (286) 


Правые  части  уравнений  (28а)  и  (286)  являются  первыми  вариациями 
/(см.  (6а)  и  (66)),  и  согласно  (25)  они  обращаются  в  нуль.  Следовательно,  кри¬ 
вая  С  удовлетворяет  уравнениям  Эйлера,  т.  е.  она  является  экстремалью,  и 
наша  теорема  доказана. 

Для  доказательства  обратной  теоремы  построим  поле  Д  оо2  экстремалей, 
ортогональных  данной  поверхности  Т  (%,  у>  г)  =  0  и  сравним  его  с  другим  полем 
Д  оо3  экстремалей.  Последнее  поле  строится  следующим  образом.  Решаем  урав¬ 
нение  Гамильтона  —  Якоби  (21)  с  граничным  условием,  состоящим  в  том,  что 
5(хр  у ,  г)  должна  быть  постоянной  величиной  на  поверхности  Т(ху  у ,  г)  =0. 
Если  и  и  ѵ  определены  соотношениями  (22),  то  решение  выражается  интегралом 
(11).  Тогда  в  соответствии  с  только  что  доказанной  теоремой  уравнения  (23) 
определяют  поле  экстремалей  Д,  ортогональных  поверхности  Т  —  0.  Однако 
поля  Д  и  Д  должны  совпадать,  поскольку  они  удовлетворяют  одним  и  тем  же 
дифференциальным  уравнениям  и  одним  и  тем  же  граничным  условиям  на 
поверхности  7^0.  Следовательно,  для  данного  поля  Д  величина  интеграла  5 
не  зависит  от  пути  интегрирования. 

4.  Нахождение  всех  экстремалей  из  решения  уравнения  Гамильтона  —  Яко¬ 
би.  До  сих  пор  мы  рассматривали  только  одноиараметрическое  (оо1)  семейство 
решений  5  (ху  уу  г)  —  сопзі  уравнения  Гамильтона — Якоби,  которое  соот¬ 
ветствует  двухпараметрическому  (оо3)  семейству  ортогональных  экстремалей. 
Для  получения  полного  четырехпарамстрического  (оо4)  семейства  экстрема¬ 
лей  необходимо  рассматривать  четырехпараметрическое  (оо4)  семейство  реше¬ 
ний  5;  последнее  можно  получить,  если  поворачивать  поверхность  Т  —  0  во¬ 
круг  какой-нибудь  точки  и  полагать  в  каждом  случае  3(*,  у ,  г)  Пред¬ 

положим,  что  мы  нашли  «полное»  решение  5 (л:,  у ,  г,  а,  р)  уравнения  (21), 
содержащее  два  параметра  аир.  Функцию  5,  соответствующую  любой  паре 
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значений  аир,  можно  представить  в  виде  интеграла  (11),  не  зависящего  от 
пути  интегрирования  при  правильном  выборе  функций  и  и  у,  а  именно 
при  и  ~  и  (х,  у ,  г,  а,  р)  и  ѵ^~-  ѵ(х,  у ,  г,  а,  Р).  Следовательно,  не  только  5, 
По  и  д5/да  и  <95/др  не  зависят  от  пути  интегрирования.  Поскольку  Р  — 
у,  г ,  а,  р),ѵ(х,  */,  2,  а.  Р),  л:,  у,  г],  мы  вправе  написать 

Ц  =  ^А  +  ^Л.  (29) 

и  из  (11)  получим 

\  [  (30) 

г, 

где’ 

^  =  Л>Л  +  ^Л>  ^  =  рѵпЧа  +  Ртѵ,.  (31) 


Аналогичные  выражения  справедливы  и  для  других  двух  производных. 

Так  как  величины  интегралов  (30)  не  зависят  от  пути  интегрирования,  вы¬ 
ражения 

с15а=(х'-и)д-^  +  (у'-ѵ)^,  <І5^(х'~-и)д-!±  +  (у'-ѵ)^  (32) 

являются  полными  дифференциалами;  таким  образом,  величины  5а  и  — 
функции  только  концевых  точек  Рх  и  Ргу  т.  е.  существуют  поверхности,  скажем 
д8(х,  у,  г,  а,  Р)  _  л  д5{х,у,г,  а,  р)  п  /ооч 

да  “Л*  др  ~~а' 


определяемые  постоянными  значениями  и  здесь  А  и  В  —  постоянные. 
Следовательно,  соотношения  (33)  должны  быть  решениями  дифференциальных 
уравнений 

х'  =  и{х,уугу  а,  Р),  у1  =  ѵ  (х,  у,  г,  а,  Р).  (34)  ( 

Отсюда  следует,  что  на  поверхностях  (33)  сІЗа  =  0,  <і$р  —  0,  и  тогда  из  (32) 
вытекает  (34),  если  соответствующий  определитель  не  равен  нулю.  Согласно 
(31)  этот  определитель  можно  записать  в  виде 


дРя  дРу 
да  да 

иа 

дРа  дРѵ 

Р  ѵа  Р  ѵѵ  1 

ар  ар 

(35) 


Первый  множитель  в  правой  части  равен  выражению  (9),  которое,  по  пред¬ 
положению,  отлично  от  нуля.  Второй  множитель  обращайся  в  нуль  только 
в  тех  точках,  где  уравнения  (34)  не  имеют  решения  для  а  и  Р,  другими  слова¬ 
ми, —  в  точках,  где  экстремали  пересекаются.  Если  исключить  такие  случаи, 
то  выражения  (34)  будут  представлять  собой  двухпараметрические  (оо2)  систе¬ 
мы  дифференциальных  уравнений,  каждое  из  которых  имеет  оо2  решений; 
полная  совокупность  решений  должна  совпадать  с  полным  четырехпарамет¬ 
рическим  (оо4)  семейством  экстремалей.  Мы  Доказали,  что  решения  уравнений 
<33) 

х— .х(г,  а,  р,  А,  В),  у~ у(г>  а,  р,  А,  В)  (36) 


образуют  полное  четырехпараметрическое  (оо4)  семейство  экстремалей;  сле¬ 
довательно,  для  получения  полной  системы  оо4  экстремалей  из  полного  реше¬ 
ния  уравнения  Гамильтона — Якоби  3(х,  у,  2,  а,  р)  необходимо  только,  со¬ 
гласно  (33)  и  (36),  продифференцировать  ёго  и  привести  подобные  члены. 
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5.  Канонические  уравнения  Гамильтона.  Каждое  из  уравнений  Эйлера 
(7)  является  дифференциальным  уравнением  второго  порядка.  Иногда  оказы¬ 
вается  удобным  заменить  их  четырьмя  дифференциальными  уравнениями  пер¬ 
вого  порядка.  Такую  замену  можно  провести  многими  способами.  Наиболее 
симметричный  способ  дает  так  называемые  канонические  уравнения  Гамиль¬ 
тона,  которые  выводятся  следующим  образом. 

Соотношения  (13)  рассматриваются  как  преобразования  Лежандра  (см.  г 
стр.  139),  заменяющие  переменные  и ,  ѵ  на  І1>  V  (сохраняя  х ,  у ,  г)  и  функцию 
р{и9  ѵ ,  х,  у ,  г)  на  I Ѵ(ІІ,  V,  х,  у ,  г).  Последнее  уравнение  (13)  можно  предста¬ 
вить  в  виде 

У^Р—иѴ—ѵѴ,  (37) 

тогда 

(Ш  =сІР — исШ—ѵгіѴ — и  йи — V  сіѵ* 

Далее 

АР  =  Ра йи  +  Руйѵ  +  Рх(іх-\-  Ру <іу  +  Рг йг=-Ѵ  йи  +  ѴсЬ  +  Рх <іх  +  РусІу-\- Рг  йг . 
Следовательно,- 

Ш  =  —  ийѴ — ѵ  6Ѵ  +  Рх  йх-\-Р  у  сіу  4-  Р2  йг. 

Поскольку  ѴР  нужно  считать  функцией  і /,  V ,  х ,  у ,  г,  то 

№у^РГ  ѴГ;  =  Рг.  (38) 

Если  рассматривать  теперь  кривую  лг  =  лг(г),  у  =  у(г),  которая  удовлетворяет 
уравнениям 

х'  =  Щх9у,г)9  у'=*ѵ(х,у,г),  *  (39) 

то. эти  уравнения  совместно  с  уравнениями  Эйлера  (7)  можно  записать  в  виде 

=  Уг  =  -Ѵѵ,  =  У‘=Ѵ,.  (40) 

Соотношения  (40)  представляют*  собой  четыре  дифференциальных  уравнения 
первого  порядка  относительно  х9  у ,  (У,  V  как  функций  г  и  называются  кано¬ 
ническими  уравнениями  Г амилыпона.  Их  можно  рассматривать  как  урав¬ 

нения  Эйлера  для  вариационного  интеграла,  выраженные  через  функцию 
ѴР{І19  V ,  х,  уу  г).  Если  подставить  (37)  и  (39)  в  (1),  то  вариационный  интеграл 
запишется  в  виде 

г2 

/=  ^  {V  (в,  V,  *,  у ,  г)+х'Ѵ +  у’Ѵ\аг.  (41) 

Если  считать  теперь  (У,  ѴУ  х,  у  четырьмя  неизвестными  функциями  г  и  написать 
для  каждого  из  них  уравнение  Эйлера,  то  в  результате  мы  получим  (40). 

6.  Частный  случай,  когда  независимая  переменная  не  входит  явно  в  подын¬ 

тегральное  выражение.  Случай,  когда  Р  не  зависит  явно  от  г,  требует  отдель¬ 
ного  рассмотрения.  "  . 

В  общем  случае  для  Р(хг ,  у',  х,  у,  г)  справедливо  соотношение 

37  =  Р х'Х*  Р уу"  4-  Р Хх'  4-  Рі уУ’  +  Р 2 • 

Предположим  теперь,  что  Ег  =  0,  и  подставим  выражения  для  Рх  и  Ру  из  урав¬ 
нений  Эйлера  (7).  Тогда 

Ж  =  +  рУ'У"  +  х'  Ъ Г«  +  У’ТгРУ’  =  Тг 

Следовательно,  7 

«.(Р-х'Рк,-у'Рѵ,)  =  о 

Р‘—х'Р#-:~у'Ри>  —  сопзі;, . 


т.  е. 


(42) 
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Полученное  выражение,  равное  значению  УР  на  экстремали,  не  зависит  от  г; 
следовательно,  УР  есть  постоянная  интегрирования.  Тот  же  результат  можно- 
непосредственно  получить  из  канонических  уравнений  (40),  так  как,  если  р 
не  зависит  явно  от  г,  величина  УР  тоже  не  зависит  от  г,  УР  г  =  0  и 

? = ѴоѴ’ + ^уѴ' + игх  +  «ѵ'; 

последнее  же  выражение  обращается  в  нуль  в  соответствии  с  (40). 

В  рассматриваемом  случае  трехмерную  вариационную  задачу  можно  свести 
к  двумерной.  Будем  считать  у  функцией  х;  тогда  у '  =  (йуіс іх)  х'  и  Р  [х\  у\  х,  у)  = 
—  Р (х\  д.у!йх ,  х,  у).  Аналогично  величины  Ру,  и  Р  —  х’Рх, — у'Ру,  тоже 
можно  считать  функциями  х',  йу/сІХу  х,  у.  Решение  уравнения 

Р-х'Рх,-у‘Ру,  =  УР  •  (43> 

относительно  х*  имеет  вид 


Рассмотрим  теперь  все  кривые,  для  которых  УР  равно  некоторому  задан¬ 
ному  значению;  тогда  интеграл  (1)  можно  заменить  на  разность  двух  интегра¬ 
лов,  а  именно 

2„  г 2  *а 

■I -§(Р—\У)Лг  =  §  (х’Рх.  +  у'Ру) йг  =  ^  ( Р, + ^ Р„. )  Ах . 

г,  гі  Ч 

Если  ввести  обозначение 

р*+%рг=1  '  (45) 

и  исключить  х \  у '  с  помощью  (44),  то  /  станет  функцией  йу/йхл  х,  у ,  УР,  и  мы 
можем  написать 

х’У'^Ух-  (46> 

Таким  образом,  для  каждого  значения  УР  получается  вариационный  интеграл 
с  числом  параметров,  уменьшенным  на  единицу.  (Такой  переход  соответствует 

в  механике  переходу  от  принципа  Га¬ 
мильтона  к  принципу  Мопертюи:  см. 

(88)  ниже).  Если  из  уравнения  Эйле¬ 
ра,  соответствующего  (46),  опреде¬ 
лить  у(х)у  то  полное  семейство  экст¬ 
ремалей  получается  путем  интегриро¬ 
вания  (44). 

7.  Разрывы.  Может  случиться,  что 
функция  Р  (иу  ѵ ,  ху  у,  г)  не  везде  не¬ 
прерывна.  Наиболее  важен  случай 
(часто  встречающийся  в  оптике),  ког¬ 
да  Р  претерпевает  конечный  разрыв 
на  поверхности  сг(х,  у  у  г)  —  0  при  всех 
значениях  и  и  ѵ. 

Очевидно,  что  вне  этой  поверхно¬ 
сти  экстремали  находятся  как  обычно 
из  решения  уравнений  Эйлера  (7);  однако  если  экстремаль  пересекает  поверх¬ 
ность,  ее  направление  резко  меняется  (происходит  преломление).  Будем  раз¬ 
личать  области  слева  и  справа  от  поверхности,  снабжая  их  соответственно 
индексами  1  и  2  (рис,  2), . 


Рис.  2.  Иллюстрация  вариационного  аналога 
оптического  закона  преломления. 
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Для  нахождения  «закона  преломления»  выведем  условие,  при  выполне¬ 
нии  которого  интеграл  Гильберта  5  (11),  взятый  от  точки  Ри  находящейся 
слева  от  этой  поверхности,  до  точки  Р2  справа  от  нее,  не  зависит  от  пути  ин¬ 
тегрирования.  Рассмотрим  два  пути  РлЛР2  и  РгВР2 ,  где  А  и  В  —  точки  на 
поверхности.  Потребуем  (обозначения  очевидны),  чтобы  5(Р,ЛР2)  =$(ЛЯР2) 
или 

5і  {ріА)  +  52  (АР2)  =  5,  (/у?)  +  5,  (ВР2).  (47) 

Для  замкнутого  контура  РіАВРъ  расположенного  слева  от  поверхности,, 
имеем 

(Л  а  )  +  8,  ( А  В)  +  5,  (ВРХ)  -  0,  (48) 

а  для  замкнутого  контура  Р?ВАР2  справа  от  нее  — 

52  {Р,В)  +  $2  (Я  А)  +  $2  ( А  Р2)  =  0.  (49) 

Складывая  уравнения  (48)  и  (49)  и  используя  (47).  и  соотношение  5  (ХК)  = 
—  —5  (УХ),  получим 

31(АВ)^8,(ЛВ).  (50) 

Иными  словами,  интеграл  (11),  взятый  по  любому  пути  на  поверхности  а  — 0, 

имеет  одно  и  то  же  значение  независимо  от  того,  возьмем  ли  мы  в  качестве  и,  ѵ 
величины  ии  Уі  слева  от  нашей  поверхности  или  «2,  ѵ2  справа  от  нее.  Следова¬ 
тельно,  в  обоих  случаях  подынтегральные  выражения  равны  между  собой,  и 
закон  преломления  эквивалентен  утверждению,  что  выражение 

р+(х'-и)Ра  +  (у'~-ѵ)Рѵ  (51) 

непрерывно  на  поверхности  о  =  0.  Согласно  (13)  это.  условие  можно  записать 
в  виде 

(ІГх'  +  Ѵу'  +  Юг  =  +Ѵу‘  +  1Г)2,  (52) 

где  х',  у ' —  производные  от  х(г),  у  {г)  для  произвольной  кривой  на  поверх¬ 
ности.  Условие  (52)  соответствует  также  утверждению,  что  вектор  — ІІи 

у2 — уи  Ц72 — урх  нормален  поверхности  разрыва,  т.  е. 

(1/,-1/1)Лс  +  (Ѵ,-Г1)4іН-(У1-ІГх)Л=0.  (53)  ^  \ 

Вывод  закона  отражения  для  экстремалей  очень  бли¬ 
зок  к  рассмотренному  выше.  Для  этого  нужно  соединить 
точки  Рі  и  Р 2,  расположенные  по  одну  сторону  от  задан¬ 
ной  поверхности  о(х,  у ,  г)  =  0  (рис.  3)  в  области,  где  Р 
является  непрерывной  функцией  х,  у ,  г,  кривой  РХАРЪ 
которая  терпит  разрыв  (меняет  свое  направление)  в  точ¬ 
ке  А  на  данной  поверхности. 

Ясно,  что  отрезки  РХЛ  и  АР2  являются  экстрема¬ 
лями;  тогда  из  рассуждений,  сходных  с  теми,  которые 
использовались  при  выводе  закона  преломления  (53), 
следует,  что  условием  справедливости  теоремы  незави¬ 
симости  для  падающего  (индекс  1)  и  отраженного  (ин¬ 
декс  2)  полей  является  закон  отражения 

(Цг  -Г  6^)  дх  +  ( V г  +  Ѵ2)  Лу  +  (47,  +  Г я)  аг  -  0.  (54) 

Теорема  независимости  выполняется  также  для  любых  полей,  имеющих 
конечное  число  разрывов  непрерывности  (как  преломления,  так  и  отражения). 
Как  будет  показано  ниже,  во  всех  таких  случаях  интеграл  (1)  имеет  минималь¬ 
ное  значение  независимо  от  того,  является  ли  экстремаль,  соединяющая  точки 
Ру  и  Р2,  непрерывной  или  терпит  разрыв  (изменяет  свое  направление)  при 
условии,  что  функция  Р  удовлетворяет  некоторым  простым  условиям  вдоль 
этой  кривой. 


6(х,у,і)=0 

Рис.  3.  Иллюстрации 
вариационного  аналога 
оптического  закона  от¬ 
ражения. 


672 


ПРИЛОЖЕНИЯ 


8.  Условия  Вейерштрасса  и  Лежандра  (достаточные  условия  экстремума). 

До  сих  пор  мы  не  делали  различия  между  максимумом  и  минимумом;  рассмот¬ 
ренные  экстремали  (гладкие  или  с  «петлями»)  могут  даже  соответствовать  ста¬ 
ционарным  случаям,  когда  истинного  экстремума  вообще  не  существует.  Вы¬ 
ведем  теперь  необходимые  условия  истинного  минимума. 

Пусть  х(г),  у  (г)  —  фиксированная  экстремаль  С  в  поле  и(х ,  у ,  г), 
ѵ(х ,  у>  г),  и  пусть  х(г ),  у  (г)  —  любая  соседняя  кривая  С,  совпадающая  с  С 


Рис,  4.  К  определению  ^-функции 
Вейерштрасса. 


Рис  5  К  выводу  условия  сильного 
минимума  Вейерштрасса 


в  концевых  точках  Рх  и  и  тоже  целиком  лежащая  в  поле  и,  ѵ  (рис.  4).  Эк¬ 
стремум  является  истинным  минимумом,  если 

у  \  х ,  у  у  г)йг  —  ^  Р  (х\  у',х,  у>  г)  сіг  >  0.  (55) 

С  с  в 

Согласно  пп.  2  и  3  второй  интеграл  в  последнем  соотношении  можно  за¬ 
менить  на  интеграл  вдоль  кривой  С,  т.  е.  на 

5  {Д(и,  ѵ,  х,  у,  г)  +  (х'  —  и)Ри  +  (у'—ѵ)Рѵ}сіг-, 

С 

этот  интеграл  не  зависит  от  пути  и  сводится  к  ^  Р  йг,  если  путь  интегрирования 

с 

совпадает  с  С.  Следовательно,  (55)  принимает  вид 

>  \рйг  —  \  Рйг  =  ^&(х' Уу\  и,  ѵ3  х ,  у ,  г)йг  >  0,  (56) 

с  с  с 

где 

<$(х\  у\  и>  ѵ ,  х,  у,  2)-= 

=  х,  г)—/7 (а,  е,  х,  у,  г)  —  (х'^и)  Ра  —  (у'~ѵ)  Рѵ,  (57) 

а  аргументы  функций  Ра,  Рѵ  совпадают  с  аргументами  функции  Р(и,  о,  х,  ул  г). 
Функция,  определенная  (57),  называегся  функцией  (или  функцией  избытка) 
Вейерштрасса ;  аргументы  х,  у  у  г,  х\  у '  характеризуют  точку  на  кривой  С  и 
направление  последней,  тогда  как  и ,  ѵ— направление  экстремали  поля,  про¬ 
ходящей  через  точку  х,  уу  г. 

Как  мы  видим,  $  обращается  в  нуль  на  любом  отрезке  кривой  С,  совпа¬ 
дающем  с  экстремалью  поля.  Выберем  теперь  в  качестве  поля  двухпараметри¬ 
ческое  (оо2)  семейство  всех  экстремалей,  проходящих  через  точку  Затем 
проведем  специальную  кривую  С  так,  чтобы  она  совпадала  с  экстремалью  поля 
между  точками  Рх  и  Л,  являлась  прямой  между  точкой  А  и  точкой  В ,  лежащей 
на  заданной  экстремали,  и  совпадала  с  заданной  экстремалью  между  В  и 
(рис.  5).  Тогда  §  на  отрезках  РУА  и  ВРг  обращается  в  нуль  и  (56)  принимает 
вид 

в 

^  $  СІ2  0, 

А 
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Устремляя  А  к  В,  получим,  что  это  неравенство  выполняется  только  в  том 
случае,  если 

у',х',у',х,у,г)>  0,  '  (58) 

где  х,  у ,  2  —  координаты  произвольной  точки  (В)  па  данной  экстремали  С, 
а  х\  у'  относятся  к  совершена  )  произвольному  направлению  АВ.  Формула 
(58)  служит  условием  сильного  минимума  Вейеріитрасса;  разумеется,  оно  яв¬ 
ляется  необходимым  условием.  Однако  если 
предположить,  чго  функция  Р  непрерывна 
по  всем  своим  пяти  переменным  (следователь¬ 
но,  функция  $  непрерывна  по  своим  семи  пе¬ 
ременным),  то  при  условии,  что  (58)  удовлет¬ 
воряется  для  всех  точек  заданной  экстремали 
и  при  произвольном  направлении  х',  у' ,  нера¬ 
венство  (56)  должно  выполняться  для  любой 
соседней  кривой  С,  имеющей  произвольное 
направление  и  лежащей  в  некоторой  окрест¬ 
ности  кривой  С .  Следовательно,  условие  (58) 
является  также  достаточным  условием  силь¬ 
ного  минимума.  Это,  конечно,  относитель¬ 
ный  минимум,  так  как  может  найтись  не¬ 
сколько  экстремалей,  для  которых  интеграл  (1)  минимален  по  сравнению 
с  интегралом  по  всем  соседним  кривым;  рассмотренным  способом  нельзя  уста¬ 
новить,  какой  из  этих  минимумов  абсолютный. 

Неравенство  (58)  допускает  простую  геометрическую  интерпретацию.  Для 
фиксированной  точки  пространства  х,  у ,  г  величина  Р  зависит  только  от 
х',  у';  эту  функцию  Р (х\  у')  можно  представить  поверхностью  в  трехмерном 
пространстве  х\  у\  Р.  (На  рис.  6  изображен  двумерный  разрез  х'Р).  Тогда 

€  (*'  у  у\х\уг)^Р  (*',  У9)—  [Р  (*\  ?)  +  (*'  — х'УР-,  +  (у' -у’)Ръ]  (59) 

есть,  очевидно,  расстояние  (}Н  вдоль  ординаты  в  пространстве  х’ ,  у'  между 
точкой  СІ  на  поверхности  Р  Р{х'  У__у')  и  точкой  Я  (см.  рис.  6),  в  которой  плос¬ 
кость,  касающаяся  в. точке  Р(х’ ,  у')  поверхности  РУ  пересекает  эту  ординату. 
Следовательно,  $(х\  у\  х'у  г/')>0,  когда  поверхность  Р  находится  над  этой 
касательной  плоскостью.  Если  это  справедливо  для  всех  х\  у то  имеется 
сильный  минимум. 

Если  же  условие  (58)  выполняется  лишь  в'  небольшой  области  %  =  х'  —  х7, 
— У’ у  то  имеется  ^слабый  минимум;  в  этом  случае  величину  $  можно 
разложить  по  степеням  -ц,  и  тогда  (снова  опуская  аргументы  х ,  у ,  г)  получим 

&кх’у  У'уХ\  у~)  = 

~Р(х’,у')~Р(х\  ~у')-1Г-х,~чР-,  +  Х[ р.  -^  +  2Р-,-,ІЦ  +  Р?-у.Ч*}  +  ... 

При  малых  значениях  I  и  у]  квадратичные  члены  играют  решающую  роль,  и 
для  существования  минимума  они  должны  быть  положительными.  Таким  об¬ 
разом,  условие  Лежандра  (необходимое  и  достаточное)  для  слабого  минимума  *) 
имеет  вид 

*»>  (60) 


*)  Это  -условие  легко  обобщить  на  случай  большего  числа  переменных  (скажем,  п ). 
Для  существования  минимума  квадратичная  форма  с  п  переменными  должна  быть  положитель¬ 
но  определен чой;  отсюда  следует,  что  соответствующий  определитель  и  все  его  главные  ми¬ 
норы  ДОЛЖНЫ  быть  положительными,  -  !  . 


Рис.  6.  Геометрическое  истолкова¬ 
ние  условия  сильного  минимума 
Вейерштрасса. 
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9.  Минимум  вариационного  интеграла,  когда  один  конец  кривой  связан 
с  поверхностью.  С  помощью  ^-функции  легко  определить  минимум  вариацион¬ 
ного  интеграла  (1)  относительно  всех  кривых  с  одной  общей  концевой  точкой 
Ри  а  другими,  связанными  с  заданной  поверхностью  о(х,  уу  г)  ~  0. 

Кривая,  очевидно,  должна  совпадать  с  одной  из  экстремалей  двухпарамет¬ 
рического  оо2  семейства,  проходящем  через  точку  Ри  и  нужно  лишь  узнать, 

^ -  «с  какой  из  них».  Среди  всех  ооа  экстремалей 

\  А  имеется  только  одна  которая  ортогональ- 

— - \  ІІа  повеРхности  о  =  0,  и  легко  показать,  что 

^ — ------  \  именно  она  служит  решением  данной  задачи. 

\  Для  этого  обозначим  через  Я2  точку  пересе- 

-'З— — — - - *  I  чения  такой  экстремали  с  поверхностью  о  -О» 

■ --  *  ~  *  _  и  окружим  ее  полем  всех  экстремалей,  перпен- 

,  дикулмрных  к  поверхности.  Пусть  Яг(2 — лю- 

~  бая  экстремаль,  проходящая  через  Ри  а  О  — 

Рис.  7.  К  определению  минимума  „  „  _ _ ’  ѵ  у 

вариационного  интеграла  для  всех  точка  ее  пересечения  с  поверхностью  (рис.  7). 
кривых,  один  конец  которых  фик-  Іогда  интеграл  Гильберта  5  (Я«,  ^)  обращает  - 
сирован,  а  другой  связан  е  поверх-  ся  в  нуль.  Следовательно,  интеграл  5  вдоль 
костью.  пути  РфР*  равен  вариационному  интегралу 

І(Ри  0.  Разность  І(Ри  0  —  I  (Ри  Яа)  можно 
выразить  точно  таким  же  образом,  как  и  выше,  через  ^-функцию;  тогда,  ес¬ 
ли  условие  (58)  выполняется,  она  положительна  для  всех  <5,  отличных  от  Ри 

10.  Критерий  Якоби  для  минимума.  Если  экстремаль  можно  целиком  по¬ 
местить  в  поле  и  условие  Лежандра  выполняется  для  всех  ее  точек  между  Я* 
и  Я2,  то  интеграл  /,  определенный  (1),  имеет  (слабый)  минимум.  Остается  найти 
критерий  существования  такого  іюля. 

Пусть  двух  параметрическое  (оо2)  семейство  экстремалей,  проходящих 
через  Яі,  описывается  уравнениями 

х*=х(г,  а,  Р),  */=г/(2,  а,  Р),  (61> 

и  пусть  заданная  экстремаль  С  характеризуется  се  =  0,  (3  =0,  т.  е. 

х  =  0,  0),  у  =  у(г,  0,0).  (62> 


Кривые  (61)  образуют  иоле,  если  существует  одна  кривая,  проходящая  через 
заданную  точку  Р  (х,  у)  на  произвольно  близком  расстоянии  от  С,  т.  е.  если 
уравнения  (61)  имеют  единственное  решение  для  а,  |5  как  функций  ху  у ;  это 
условие  имеет  вид 

Д-  *а  х*  Ф 0.  (63) 

Уса 

Полученное  соотношение  является  критерием  Якоби  существования  минимума. 

Определитель  Л  есть  функция  г  вдоль  заданной  экстремали  (62).  Первая 
точка  Я,  в  которой  Д  обращается  в  нуль,  называется  точкой,  сопряженной 
точке  Ри  для  любого  интервала  Р±Р2,  где  Я2  лежит  между  Рг  и  Я,  существует 
истинный  минимум. 

В  точке  Я  заданную  экстремаль  пересекает  соседняя  (бесконечно  близкая 
к  заданной);  эта  точка  лежит  на  огибающей  семейства  (61).  Следовательно, 
поле  ограничено  огибающей  семейства  экстремалей  (61).  В  оптике  такие  оги¬ 
бающие  являются  каустическими  поверхностями. 

11.  Пример  I.  Оптика.  Проиллюстрируем  теперь  общую  теорию  несколь¬ 
кими  примерами.  В  первом  примере  рассматриваются  наикратчайшая  линия 
в  обычной  геометрии  и  кратчайший  ошичсский  путь  в  геометрической  оптике. 


*)  Предполагается,  что  Рг  находится  достаточно  близко  к  поверхности,  т.\е.  случай  не¬ 
скольких  таких  экстремалей  исключен. 
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Геометрия  Евклида  основана  на  теореме  Пифагора,  согласно  которой 
элемент  длины  связан  со  своими  проекциями  6хл  йу,  сіг  на  оси  прямоугольной 
системы  координат  соотношением 

<}$*  =  йх*  -Е  сіу2  -|-  сіг2.  (64) 

Тогда  кратчайшие  линии  между  двумя  точками  определяются  из  минимума 
вариационного  интеграла 


5=  ^  ^*'2+#/2  +  1  йг. 


Геометрическую  оптику  можно  построить  с  помощью  обобщения  этого  интегра¬ 
ла,  а  именно  с  помощью  принципа  наикратчайшего  оптического  пути  Ферма 
(см.  п.  3.3.2),  т.  е. 


^  п  <І5~  ^  п  ( х ,  у ,  г)  Ѵх,г  +  у'2  +  1  сіг  у 


где  п(х,  у  у  г)  —  показатель  преломления.  Мы  будем  рассматривать  только 
второй  случай,  так  как  соотношение  (65)  является  частным  случаем  (66)  при 

п  =  1. 

Имеем 

Р(х',  у',  х,  у,  г)  =  п(х,  у,  г)  РѴ2 +  </'*+  1  .  (67) 


Поскольку  <І5  =  V х‘г  у'2  +  1  <^г> 


У  хл+ул+ 1 


Ах 


Ѵ=Р  '■»  . 

V  Х,г+у'2+  1 

ѴР=Р—Рх,х'—Гу.у'  = 


,=  п±  =  пви. 


Ѵ~х“+у'2+1 


где  $х,  Ву,  $г —  компоненты  единичного  вектора  5,  касательного  к  кривой  х  = 
=--х(г),  у=~-у(г).  Закон  преломления  на  поверхности  разрыва  л(х,  у%  г)  можно, 
согласно  (53),  записать  в  виде 

(п2$2  —  л181)  =  0,  (69а) 

где  ^1  {сіх,  Ау,  сіг)  • —  произвольный  элемент  длины  на  поверхности.  Из  послед¬ 
него  соотношения  следует,  что  векторы  8Ь  и  нормаль  к  поверхности  разрыва 
компланарны  и  что  углы  0і  и  Ѳ2,  образованные  §і  и  $г  с  нормалью  к  поверхности 
соответственно,  связаны  соотношением 

Ла  5ІП  Ѳ2  =  п±  ЗІП  Ви  (696) 

что  соглас>ется  с  законом  преломления  (3.2.19). 

Уравнения  Эйлера  (7),  соответствующие  (66),  имеют  вид 

дЛ  Ѵг*  \  и'2  і  і  й-  -  пх'  _ =  п 

*Кх  +У  +  1 

,  „,8  ,  1  Л  пу'  _ Л 

-ѴУ  +1-357=_т-0. 

ИЛИ 

А  {  Ах\  дп  (І  (  Ау\  дп  ч 

^ш[пту=Тх’  ъ{пт,)=гу  *70а> 

Третье  уравнение  Эйлера 


(  Аг\  дп 
?  й$)  дг 


43* 
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является  тождеством,  так  как  оно  следует  из  соотношения 


(Ах\*  ,  (^У\ 
\й$)  '  V  ) 


+ 


/4г\2 

\<1з) 


ь 


(71) 


Для  получения  (706)  можно  поступить  следующим  образом:  сначала  продиф¬ 
ференцируем  (71)  по  5.  Затем  умножим  (71)  на  сіпійв,  а  продифференцированное 
уравнение — на  л,  после  чего  сложим  полученные  выражения.  И,  наконец, 
используем  *)  (70а).  Три  скалярных  дифференциальных  уравнения  (70)  согла¬ 
суются  с  векторным  уравнением  (3.2.2)  для  световых  лучей. 

Поскольку  Ѵу  V  и  ѴУ  характеризуют  теперь  компоненты  лучевого  вектора 
(см.  п.  4.1.4),  из  (12)  следует,  что  функция  5,  соответствующая  полю  геомет¬ 
рической  оптики,  является  точенной  характеристикой  Гамильтона  (см.  (4. 1.1)). 
Более  того,  с  помощью  процедуры,  использовавшейся  при  выводе  (21),  можно 
показать,  чго  уравнение  Гамильтона —  Якоби  дтя  данной  вариационной  за¬ 
дачи  сов  па  тает  с  уравнением  эйконала. 

Для  изучения  условия  Лежандра  (60),  необходимо  найти  производные 

РХ'Х'  и  Т.Д. 


В  данном  случае  имеем 

Гх’х'- 


г  _1±2І _ 

+  8/*  * 


Р  у'у'  —  ^ 


І+л:'2 


(И -х*  +  уЛ)*/ш  ’ 


следовательно, 


Г х' у' - и 


■  Х'Х'  "  у*  у» - Г  х'у' 


X  У' 


(і  +  *'2+1/'2)3/г  ’ 
п2 

(1  +х'*+у'У 


>0. 


(72) 


Таким  образом,  каждой  экстремали  соответствует  слабый  минимум  (см. 
стр.  674),  если  выполняется  условие  Якоби  (63).  Однако,  поскольку  выпуклость 
функции  Р  для  данных  значений  х,  у,  г,  т.  е.  для  данного  пТ  направлена  вниз 
при  всех  у'у  то  из  геометрического  истолкования  условия  Вейерштрасса 
следует,  что  минимум  является  сильным. 

Остается  рассмотреть  критерий  Якоби.  При  п=*  сопзі,  т.  е.  в  обычной 
евклидовой  геометрии,  экстремали,  очевидно,  имеют  вид  прямых.  Так  как 
пучок  прямых,  проходящих  через  точку  Ри  не  может  иметь  огибающую,  то 
каждой  прямой  линии  соответствует  сильный  минимум  расстояния  между  лю¬ 
быми  двумя  точками  на  этой  прямой.  В  геометрической  же  оптике,  когда  п 
является  в  общем  случае  функцией  х,  г/,  г  (непрерывной  или  разрывной),  пучок 
лучей  из  точки  Р{  может  иметь  огибающую  (каустическую  поверхность).  По¬ 
этому  при  исследовании  характера  экстремума  необходимо  в  каждом  случае 
отдельно  рассматривать  такие  поверхности. 

12.  Пример  И.  Механика  материальных  точек.  В  качестве  второго  примера 
рассмотрим  механику  системы  материальных  точек .  Независимой  переменной 
здесь  выступаег  время  I,  а  в  качестве  неизвестных  функций  —  лагранжевы 
координаты  (а  =  1,  2,  . . , ,  п)  и  их  производные,  т.  е.  скорости,  иу  =  да. 

Вариационный  характер  задачи  определяется  принципом  Гамильтона 

и 

^  Ци1і  'и2у  . ,  ...  ,  і)  йі  =--  экстремум,  (73) 

и 


*)  Уравнение  (705)  можно  получить  Солее  симметрии  дым  способом,  однако  цля  этого 
придется  использовать  лишнее  уравнение  Эйлера.  Координаты  х,  у ,  г  считаются  функциями 
параметра  Я;  тогда  получаются  три  уравнения  Эйлера,  связанные  между  собой  тождеством,  а 
параметр  л  идентифицируется  в  конце  кондов  с  переменной  5, 
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где  I  —  лагранжиан.  В  обычной  нерелятивистской  механике  Ь  =  Т — Ф, 

где  Т  —  кинетическая  энергия,  т.  е.  квадратичная  форма  по  иа,  и  Ф  —  по¬ 
тенциальная  энергия;  однако  условие  (73)  справедливо  и  в  более  общем  случае, 
когда  действует  магнитная  сила  и  учитывается  релятивистское  изменение 
массы. 

Функции  Е  (и,  ѵ ,  у ,  2)  соответствует  теперь  Л  (и,  і ),  и  следовательно, 

(см.  (13))  величинам  Я,  V  —  импульсы 

дЬ 

Р'  =  Эи- 

а  величине  \Ѵ  соответствует  — Я,  где  Я  - 


гамильтониан  вида 


а  а 

Если  Е  =  Г — 'Ф,  то  последнее  соотношение  принимает  вид 


(74) 

(75) 


я  -  V  < 


1  ди. 


-Г  +  Ф. 


Из  теоремы  Эйлера  для  однородных  функций  *)  следует,  что 

и  Н  сводится  к  выражению  для  полной  энергии,  т.  е. 

Н  =  Т  +  Ф. 

Уравнения  Эйлера  (7)  дают  уравнения  движения  Лагранжа 


ді 


дЬ 


(76) 

(77) 

(78) 


Аі\диа)  ’ 

и  канонические  уравнения  (40)  принимают  вид 

<ІІ  дрЛ  *  Аі  ~~  дда  ’ 

где  Я  считается  функцией'  р в  и  <7а.  Если  Я  не  зависит  от  времени  то  формула 
(42)  выражает  закон  сохранения  энергии 

Н  =  2  иарЛ—Ь  =  сопзі  ==  Я.  (79) 

В  этом  случае  дифференциальное  уравнение  Гамильтона  —  Якоби  (&1)  запи¬ 
сывается  следующим  образом: 


д5 


+  Я 


д$ 


'  9  а  )  0* 


Интегрируя  его,  получим 

<Ь  =  — Еі  4-  (да), 
где  5і  удовлетворяет  уравнению 


Я 


С6-Ч- 


Е. 


(80) 

(81) 

(82) 


Из  решения  уравнения  Гамильтона  —  Якоби  получаем  в  согласии  с  (17)  вы¬ 
ражение  для  импульсов  в  виде 

<83) 


Отсюда  следует,  что  линейный  интеграл 


2  і 

$  Е/ѵ*?, 


(84) 


*)  См.,  например,  П]. 
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не  зависит  от  пути,  соединяющего  Рт  и  Р 2,  и  поэтому  он  равен  нулю,  если  путь 
интегрирования  —  замкнутый  в  односвязной  области,  т.  е. 

=  0.  (85) 


Если  функции  ра  многозначны,  то  интеграл  по  замкнутому  контуру  может  не 
обратиться  в  нуль,  а  равняться  числу,  кратному  какому-нибудь  постоянному 
периоду.  Найденное  соотношение  является  обобщением  оптического  инва¬ 
рианта  Лагранжа  (см.  п.  3.3.1)  и  совпадает  с  одним  из  инвариантов  Пуанкаре , 
Его  можно  также  представить  в  виде 


дру  ^  0 

‘Щ 


(86) 


Если  Н  не  зависит  от  времени,  то  переменную  і  можно  исключить  из  вы¬ 
ражения  для  принципа  минимума  с  помощью  формул  (45)  и  (46).  В  результате 
получим 

и  и  рй 

2  =  $  (і  +  Е)  =  $  2  йя*  =  экстремум.  (87) 

и  и  а  р,  а 


Это  есть  принцип  наименьшего  действия  Мопертюи ,  обобщенный  для  произ¬ 
вольного  лагранжиана  7/,  его  нужно  понимать  следующим  образом:  уравнение 
(79)  позволяет  исключить  производные  по  времени  и,  =  выражая  их  через 
производные,  скажем  сіцгІсір\  (а  —  2,  . . .,  п),  если  считать  независимой  пере¬ 
менной.  Уравнение  (87)  выражает  чисто  геометрический  принцип,  который 
описывает  траектории,  но  не  движения.  Последние  можно  найти  из  соотноше¬ 
ния  (78). 

Если  Ь  =  Т — Ф,  то  Е—  Т  +  Ф,  и  мы  получим  первоначальную  формулу 
Мопертюи 

и 

(88) 

и 


которую  следует  трактовать  таким  же  образом.  Рассмотрение  вопросов  элект¬ 
ронной  оптики  (см.  п.  2  приложения  2)  служит  примером  подобного  сведения 
задачи  о  движении  к  задаче  о  траекториях  посредством  перехода  от  прин¬ 
ципа  Гамильтона  к  принципу  Мопертюи. 

Условие  Лежандра  можно  рассматривать  только  в  случае  заданного  7,. 
Если  Т — Ф  и  Т  —  квадратичная  форма  по  иаУ  то  это  условие,  очевидно, 
эквивалентно  утверждению,  что  Т  —  положительно  определенная  величина. 
Тогда  условие  Вейерштрасса  тоже  выполняется,  и  имеется  сильный  минимум, 
если  удовлетворяется  условие  Якоби.  Последнее  позволяет  исследовать  дина¬ 
мические  фокусы  и  каустики,  что  не  представляет  большого  практического 
значения. 

Условие  Лежандра  для  релятивистского  электрона  с  лагранжианом 

І  =  —  тс2]/~1—  (т-)!  +  е(7"А  —  (89) 

(см.  Приложение  2)  дает  форму 

|7-'(^)т]'Ѵ/г  +  (90) 

квадратичную  по  компонентам  вектора  р(§,  ц ,  ^),  и  поэтому  оно  всегда  удов¬ 
летворяется. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ  2 

ОБЫЧНАЯ  ОПТИКА,  ЭЛЕКТРОННАЯ  ОПТИКА 
И  ВОЛНОВАЯ  МЕХАНИКА 


В  1831  г.  Вильям  Гамильтон  обнаружил  аналогию  между  траекториями 
материальных  частиц  в  потенциальных  полях  и  траекториями  световых  лучей 
в  средах  с  непрерывно  изменяющимся  показателем  преломления.  Благодаря 
своему  математическому  изяществу  < аналогия  Гамильтона»  излагалась  в  те- 
чение  почти  ста  лет  в  учебниках  по  динамике,  но  практически  ее  никто  не  при¬ 
менял  до  1925  г.,  когда  Буш  впервые  объяснил  фокусирующее  действие  элект¬ 
рических  и  магнитных  полей  на  электронные  пучки,  пользуясь  оптической 
терминологией.  Примерно  в  то  же  время  Шредингер  воспользовался  аналогией 
Гамильтона  для  получения  своего  уравнения,  позволившего  перейти  от  гео¬ 
метрической  оптики  к  волновой  оптике  частиц;  при  этом  он  использовал  по¬ 
нятие  длины  волны  частиц,  впервые  предложенное  в  1923  г.  де  Бройлем. 

Практическая  электронная  оптика  начала  бурно  развиваться  с  1928  г* 
В  это  время  аналогия  Гамильтона  была  уже  широко  известна  и  ее  использо¬ 
вание  позволило  изобрести  целый  ряд  электроннооптических  приборов  (таких, 
как  электронный  микроскоп),  являющихся  аналогами  оптических.  Хотя  ма¬ 
тематическая  аналогия  носит  общий  характер,  оптическая  и  электронная 
техники  различаются  между  собой.  Такие  электроннооптические  приборы, 
как  электроннолучевые  трубки  и  системы  с  искривленной  оптической  осью, 
не  имеют  аналогов  в  обычной  оптике.  Мы  будем  рассматривать  только  такие 
проблемы  электронной  оптики,  оптические  аналоги  которых  подробно  обсуж¬ 
дались  в  предыдущих  главах  книги,  и  поэтому  получающиеся  результаты  после 
небольшой  модификации  почти  полностью  переходят  в  уже  известные.  Отме¬ 
тим,  что  это  относится,  в  частности,  к  наиболее  трудной  для  понимания  главе 
электронной  оптики,  а  именно  к  волновой  теории  аберраций  линз. 

Ь  Аналогия  Гамильтона  в  элементарной  форме.  Мы  сначала  покажем, 
что  задачу  определения  траектории  заряженной  частицы  можно  свести  к  опти¬ 
ческой  задаче  путем  введения  подходящего  показателя  преломления,  изменяю¬ 
щегося  от  точки  к  точке. 

Рассмотрим  частицу  с  зарядом  е  и  массой  т  и  для  простоты  будем  считать 
ее  электроном,  движущимся  в  постоянном  электростатическом  поле  с  потен¬ 
циалом  ф(х,  у ,  г).  Из  уравнения  движения  Ньютона  имеем 

-|і  =  еЕ  =  —  е  ёгайф,  (1) 


где  р  —  вектор  импульса.  Это  уравнение  справедливо  для  любых  скоростей  ѵ, 
если  ньютоновское  определение  импульса  р  —  ту  заменить  на  эйнштейновское 

^  тѵ  о  ѵ 

Р==У ЩГ’  Р“Т*  (2) 


где  с  —  скорость  света  в  вакууме. 

Уравнение  движения  (1)  удобно  разбить  на  два;  первое  является  уравне¬ 
нием  траектории,  а  второе  характеризует  «временное  расписание»,  согласно 
которому  электрон  движется  вдоль  траектории.  Для  этого  напишем  ѵ  =  ѵ&, 
р  =  р8,  где  §  —  единичный  вектор  в  направлении  движения.  Тогда 


Ар 

Аі 


Ар  ,  Аз 

ж*+р-ш  = 


„  ,  ^  Аз  Аз  ■  Ар 

&+рцж=-ж5+р° 


А& 

І8 


Из  дифференциальной  геометрии  известно,  что  вектор  <і$/сІ5  направлен  вдоль 
главной  нормали  ѵ,  а  его  абсолютная  величина  равна  кривизне  1/р  траектории. 
Следовательно, 


Ар 

Аі 


Ар  ,  рѵ 

~і8 
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Отсюда  и  из  уравнения  (1)  следует,  что  мгновенный  центр  кривизны  лежит 
в  плоскости,  проходящей  через  касательную  8  к  траектории  и  вектор  электри¬ 
ческого  поля  Е  —  —  ^гасіф.  Разлагая  §гасі(р  по  двум  направлениям,  имеем 

+  е  [(« •  бгасі ф) $  +  (V •  §га<1  ф) ѵ] .  (3) 

Приравнивая  первые  члены  в  левой  и  правой  частях  (3),  получим  скалярное 
уравнение,  которое  можно  назвать  «временным  расписанием»,  поскольку  оно 
определяет  положение  электрона  на  траектории  в  зависимости  от  времени. 
После  умножения  на  ѵ  —  й&ійі  его  можно  проинтегрировать,  что  дает 

тс1  . 

-—=■==— ар -г  сопзі.  (4) 

Это  есть  эйнштейновский  интеграл  энергии.  Для  медленно  движущихся  частиц 
(Р^І)  он  переходит  в  ньютоновский  интеграл  ~тог-\-е <р  =  соп5І;. 

Ограничимся  теперь  для  удобства  рассмотрением  электронов,  для  которых 
постоянные  интегрирования  одинаковы,  т.  е.  обладающих  одинаковой  полной 
энергией.  Этот  случай  соответствует  электронам,  вылетающим  из  определенной 
потенциальной  поверхности  <р0  с  нулевой  скоростью.  Во  многих  практических 
задачах  такая  поверхность  совпадает  с  поверхностью  катода.  Полагая 

У  —  ф  Фи. 

т.  е.  считая  поверхность  <р0  началом  отсчета  потенциала  У,  интеграл  энергии 
можно  представить  в  виде 

(4а> 

Ко  блппруя  (2)  и  (4а),  можно  написать  одно  двойное  уравнение 

(1  —  Ѣ)  =1+(™)  =Г~рг-  <5> 

Тогда  абсолютная  величина  импульса  р  этих  частиц,  выраженная  через  коор¬ 
динаты  х,  у  у  г  у  примет  вид 

тс2[  )/ \  +  (т^-)2—  і]  =:  —  еѴ(х'  У’  г>- 

Рассмотрим  теперь  вторую  часть  (3),  т.  е.  компоненту,  перпендикулярную 
к  направлению  движения, 

Е  =  —  е[ѵ.§га<ЗК].  (7) 

Выражая  ѵ  и  V  с  помощью  (2)  и  (6)  через  р,  получим  простой  закон 

.1  —  =  у  -^гасі  (1п  р).  (8) 

Уравнение  (8)  идентично  уравнению  (3.2.14)  для  кривизны  лучей  в  среде  с  пока¬ 
зателем  преломления  л,  если  считать,  что  последний  пропорционален  р;  таким 
образом,  мы  получаем  формальную  аналогию  между  траекториями  лучей  и 
электронов. 

Необходимо  подчеркнуть,  что  абсолютная  величина  импульса  р  зависит 
только  от  координат  лишь  для  электронов  с  фиксированной  полной  энергией; 
для  электронов  с  различными  энергиями  значение  р  будет  другой  функцией, 
определяемой  (6).  Таким  образом,  показатель  преломления  зависит  от  энергии 
электронов.  Это  также  имеет  аналогию  в  обычной  оптике,  где  показатель  пре¬ 
ломления  среды  зависит  от  длины  волны  свепа  Позднее  будет  показано  су¬ 
ществование  довольно  глубокой  аналогии,  поскольку  в  обоих  случаях  показа¬ 
тель  преломления  оказывается  функцией  длины  волны 

Для  медленных  электронов  значение  р  пропорционально  скорости,  а  по¬ 
следняя  в  свою  очередь  пропорциональна  У  V ,  Использовавшиеся  нами  реля- 
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тивистские  уравнения  имеют  следующее  преимущество:  они  ясно  показывают* 
что  характеристической  величиной  служит  не  скорость,  а  импульс.  Более  того, 
найденные  результаты  допускают  немедленное  обобщение  на  случай  общего 
статического  поли,  электрического  и  магнитного.  Из  теории  относительности 
хорошо  известно,  что  при  наличии  магнитного  поля  механический  импульс  р, 
который  будет  теперь  обозначаться  через  рт,  заменяется  на  «полный»  импульс 

Рполй  (9) 

где  А  —  векторный  потенциал  *).  Отсюда  можно  заключить,  что  в  общем  слу¬ 
чае  показатель  преломления,  который  в  электростатике  пропорционален  ком¬ 
поненте  рт  в  направлении  движения,  должен  заменяться  на  компоненту  рп"1Н 
в  том  же  направлении.  Такое  предположение  оказывается  справедливым,  од¬ 
нако  при  рассмотрении  законов  электронной  оптики  при  наличии  электро¬ 
магнитных  полей  мы  все  же  прибегнем  к  более  строгому  и  общем}  обоснованию. 

2.  Аналогия  Гамильтона  в  вариационной  форме.  Законы  геометрической 
оптики  можно  вывести  из  принципа  Ферма  (см.  п.  3.3.2),  согласно  которому 
путь  света  между  двумя  какими-нибудь  точками  Рх  и  Р2  обеспечивает  минимум 
оптической  длины,  т.  е. 

р . 

^  ті  сіз  =  минимум.  (10) 

Рг 

Необходимо  напомнить,  что  такая  строгая  формулировка  принципа  Ферма 
справедлива  лишь  в  том  случае,  когда  две  концевые  точки  расположены  доста¬ 
точно  близко  друг  от  друга  или,  что  то  же  самое,  когда  па  отрезке  луча,  соеди¬ 
няющего  эти  точки,  нет  изображения  ни  точки  Яг,  ни  точки  Рг.  Если  Р>  служит 
изображением  Ри  то  уравнение  (10)  определяет  не  луч,  а  бесконечно  тонкий 
пччок  лучей,  соединяющих  эти  две  точки  и  проходящих  равные  оптические 
пути.  Если  расстояние  между  Рг  и  Р2  настолько  велико,  что  между  ними  имеется 
изображение,  то  луч  определяется  из  слабой  формулировки  принципа  Ферма 

б  ^  пйз  —  0;  (10а) 

рх 

такой  формулировке  соответствует  не  максимальное,  как  иногда  ошибочно 
утверждают,  а  стационарное  значение  интеграла,  которое  не  является  ни  мак¬ 
симальным,  ни  минимальным. 

Некоторые  следствия  из  принципа  Ферма  обсуждались  в  п.  11  приложе¬ 
ния  1  при  вычислении  вариаций.  В  п.  12  того  же  приложения  было  показано* 
что  движение  системы  материальных  точек  также  можно  записать  в  вариацион¬ 
ной  форме,  используя  принцип  Гамильтона,  который  в  частном  случае  одной 
материальной  точки  имеет  вид 

V  .  .  . 

^  I  (х>  у ,  г%  х,  у  у  х)  йі  “  минимум.  (11) 

Ри  іх 

Такая  формулировка  справедлива  в  любой  системе  координат,  но  мы  ограни¬ 
чимся  для  простоты  декартовыми  координатами  х ,  у ,  г.  Здесь  х>  у  у  г  —  компо¬ 
ненты  скорости,  Р —  лагранжиан.  Положение  начальной  и  конечной  точек 
рассматривается  в  четырехмерном  пространстве  —  времени  и  считается  не¬ 
изменным  в  вариационном  процессе.  В  приложении  1  (см.  (77)  и  (78))  было  по¬ 
казано,  как  из  (11)  получить  уравнения  движения  в  форме  Лагранжа  и  в  форме 
Гамильтона. 

*)  Необходимо  отметить,  что  этот  фундаментальный  результат  был  получен  Шварц- 
шильдом  [2]  за  три  года  до  появления  теории  относительности. 
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Для  релятивистского  электрона  с  зарядом  г  и  массой  покоя  т  лагранжиан 
имеет  вид 

і  =  е(ф— -П-а).  (12) 

Здесь  г  ѵ — вектор  скорости,  <р  —  электростатический  потенциал,  А  — 
магнитный  или  векторный  потенциал  *).  Лагранжиан  (12)  можно  проверить, 
если  подставить  его  в  уравнения  движения  Лагранжа  (см.  (77)  приложения 
1)  и  использовать  электромагнитные  соотношения  (2.1.5)  и  (2.1.7) 

Е  =  — —А  — ^гасіф,  В  — гоІА. 

Уравнения  Лагранжа  принимают  тогда  вид 

$=*(е+1ѵхв),  (13) 

т.  е.  совпадают  с  уравнениями  движения  в  форме  Ньютона  —  Лоренца. 

Принцип  Гамильтона  (11)  является  слишком  общим  для  электронной 
оптики.  Во-первых,  в  соответствующую  вариационную  задачу  входит  время, 
которое  не  представляет  никакого  интереса,  если  поля  стационарны.  Во-вто¬ 
рых,  решение  этой  задачи  содержит  пятипараметрическое  (ос5)  семейство  экст¬ 
ремалей;  четыре  параметра  обусловлены  тем,  что  при  данном  значении  полной 
энергии  точки  Р1у  Р.2  можно  свободно  выбирать  на  любых  двух  заданных  по¬ 
верхностях,  а  пятый  тем,  что  значение  полной  энергии  считается  произволь¬ 
ным.  В  электронной  оптике,  как  и  в  обычной  оптике,  стремятся  по  возможности 
уменьшить  число  измерений. 

Рассмотрим  сначала  фиксированную  энергию,  другими  словами,  огра¬ 
ничимся  обсуждением  монохроматического  света  или  моноэнергетических 
электронов.  Как  следует  из  (87)  приложения  1,  число  измерений  задачи  умень¬ 
шается  при  этом  на  единицу.  Принцип  Гамильтона  (11)  заменяется  принципом 
наименьшего  действия 

р*  и 

3  =  ^  (Г  -Г  Е)йі  =  минимум,  (14) 

Ри  Іі 

где  Е  —  полная  энергия,  т.  е. 

Е  =  ^хрх  —  Ь. 

Время  і  входит  в  соотношение  (14)  лишь  формально,  так  как  после  под¬ 
становки  в  него  выражения  для  Е  получим 

Р»,І  2  Рг  Рі 

3  —  ^  ^рххйі  =  ^  ^іРхЛх  =  ^  р  йг  —  минимум.  (15) 

Рі,  іх  Рх  Рх 

Во  втором  и  третьем  выражениях  опущены  іг  и  іі9  так  как  мы  рассматриваем 
только  постоянные  во  времени  поля  (в  противном  случае  полная  энергия  не 
оставалась  бы  постоянной),  в  которых  начальный  момент  ік  не  играет  роли, 
а  время  и — і\  полностью  определяется  траекторией  и  величиной  энергии. 

Таким  образом,  принцип  наименьшего  действия  (14)  полностью  аналоги¬ 
чен  принципу  Ферма  (10).  Изучение  движения  электрона  сводится  к  оптиче¬ 
ской  задаче,  если  определить  электронно-оптический  показатель  прелом  іения 
как  компоненту  импульса :  в  направлении  движения .  Для  чисто  электростати¬ 
ческого  поля  этот  результат  эквивалентен  результату,  полученному  выше  из 
более  простых  соображений.  В  этом  случае  импульс  оказывается  чисто  меха¬ 
ническим  и  параллельным  траектории,  а  его  абсолютная  величина  дается 


')  Нерелятивистская  функция  Лагранжа  (12)  была  получена  Шварцшильдом  [2]  в  1903  г. 
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выражением  (2),  т.  е. 

тѵ 

Рт  =  уТ-Р*  ' 


При  наличии  магнитного  поля  необходимо  использовать  общее  определение 
гимном ент  импульса  (см.  соотношение  (74)  приложения  1)  как  производных 
от  лагранжиана  по  компонентам  скорости.  Для  одной  частицы  с  лагранжианом 
(12)  получим 


Рк  =  ■ 


дЬ_ 

дх 


У  1-Р 


+  ТАх 


ит.  д.  В  векторном  виде  имеем 

Р  = 


■А. 


(16> 


V 1— *  с 

Таким  образом,  общее  выражение  для  электроннооптического  показателя  пре¬ 
ломления  имеет,  с  точностью  до  произвольного  постоянною  множителя,  сле¬ 
дующий  вид: 


V  і-Р2 


+  4  А-*, 


(17) 


где  А* 8 — компонента  векторного  потенциала  в  направлении  движения.  Не¬ 
обходимо  еще  раз  подчеркнуть,  что  эту  величину  следует  рассматривать  как 
функцию  положения  электронов  с  заданной  полной  энергией. 

По-видимому,  имеется  существенное  различие  между  общим  случаем  рг 
частным  случаем  чисто  электрических  полей.  В  электрическом  поле  показатель 
преломления  пропорционален  механическому  импульсу,  т.  е.  измеряемой  фи¬ 
зической  величине.  В  общем  же  выражении  (17)  второй  член  представляет 
собой  компоненту  векторного  потенциала,  являющегося  нс  физической  вели¬ 
чиной,  а  функцией,  ротор  которой  равен  магнитной  индукции  В.  Таким  обра¬ 
зом,  электронноошический  показатель  преломления  представляет  собой  в  об¬ 
щем  случае  не  физическую  величину,  а  функцию  Лагранжа  ").  Однако,  как 
уже  упоминалось,  он  является  физической  величиной  в  частном  случае  чисто 
электрического  поля.  В  обоих  случаях  к  этим  выражениям  можно  добавить 
компоненту  градиента  в  направлении  движения  от  произвольной  функции 
координат,  не  изменяя  при  этом  ни  одного  физического  следствия. 

Существует  более  важное  различие  между  частным  и  общим  случаями, 
которое  проще  пояснить,  если  провести  дальнейшие  упрощения  и  свести  четы¬ 
рехпараметрическое  (оо4)  семейство  траекторий  к  двухпарамеірическому  (оо2)„ 
Для  этого  выберем  такие  траектории,  которые  начинаются  на  какой-то  по¬ 
верхности  &3  (х,  у ,  г)  =<Ро  и  нормальны  к  ней.  В  геометрической  оптике  эту 
поверхность  можно  считать  волновым  фронтом;  нетрудно  показать,  что  пучок 
траекторий  остается  ортогональным  семейству  поверхностей  &  (х,  у ,  г)  —  сопьі 
(теорема  Малюса  и  Дюпина,  см.  п.  3.3.3). 

Как  было  показано  выше  (см.  пп.  2  и  3  приложения  1),  какая-то  «ортого¬ 
нальность»  существует  и  в  общем  случае,  однако  ее  физический  смысл  сложнее 
смысла  теоремы  Малюса  —  Дюпина.  В  этом  случае  семейству  поверхностей 
&  —  сопзі  ортогонален  не  единичный  вектор  5  в  направлении  движения,  а  им¬ 
пульс  р.  Поскольку  векгорный  потенциал  не  определен  однозначно,  сущест¬ 
вует  бесконечное  множество  семейств  ортогональных  поверхностей;  однако 
при  наличии  магнитного  іюля  никакими  калибровочными  преобразованиями 
их  нельзя  сделать  перпендикулярными  к  траекториям. 

На  языке  геометрии  двумерные  пучки  кривых,  ортогональные  семейству 
поверхностей,  образуют  «нормальную  конгруэнцию»,  в  противном  случае  они 


■*■)  5>то  особенно  подчеркивалось  в  работе  [3],  где  отмечалось  также,  что  если  магнитное 
поле  не  равно  пулю  во  всем  пространстве,  то  невозможно  с  помощью  калибровочного  преобра¬ 
зования  так  отнормировать  потенциал  А,  чтобы  он  обращался  в  нуль  вместе  с  магнитным  полем. 
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образуют  «косую  конгруэнцию»  (см.  п.  3.2.3).  В  обычной  оптике  и  электро¬ 
статической  электронной  оптике  траектории  образуют  нормальные  конгру¬ 
энции,  а  ортогональные  им  поверхности  отождествляются  с  «волновыми  фрон¬ 
тами».  При  наличии  магнитного  поля  двумерные  пучки  траекторий  образуют 
косые  конгруэнции,  к.  которым  нельзя  применить  понятие  ортогональных  вол¬ 
новых  фронтов.  В  этом  и  состоит  довольно  существенное  различие  между 
электронной  и  обычной  оптикой. 

3.  Волновая  механика  свободных  электронов.  В  1905  г.  Эйнштейн  впервые 
выдвинул  гипотезу  о  двойственной  природе  света.  Свет  распространяется  как 
электромагнитная  волна,  но  при  взаимодействии  с  веществом  он  ведет  себя  так, 
как  будто  его  энергия  сконцентрирована  в  фотонах,  каждый  из  которых  несет 
квангэиергии  Вскоре  гипотеза  Эйнштейна  получила  блестящее  подтверждение 
при  наблюдениях  фотоэлектрических  и  фотохимических  процессов. 

Предположение  о  двойственной  природе  материальных  частиц  принадле¬ 
жит  Луи  де  Бройлю,  который  н  1923  г.  показал,  что  частице  с  механическим 
импульсом  рт  может  соответствовать  (релятивистски  инвариантно)  только 
длина  волны 

%  =  к/рт*  (18) 

где  к — универсальная  постоянная  с  размерностью  действия,  которую  де 
Бройль  отождествил  с  постоянной  Планка. 

Вскоре  после  этого  Гейзенберг,  Борн  и  Иордан,  независимо  от  де  Бройля, 
предложили  первую  полную  математическую  формулировку  квантовой  меха¬ 
ники,  однако  их  методы  менее  удобны  для  обсуждения  поведения  свободных 
частиц,  чем  методы  волновой  механики  Шредингера,  краткое  описание  которой 
и  приводится  ниже. 

Шредингер  объединил  идеи  де  Бройля  и  Гамильтона  и  пришел  к  задаче 
волнового  описания  движения  частиц,  которая  так  же  связана  с  динамикой 
материальных  частиц,  как  волновая  оптика  —  с  геометрической.  Его  подход, 
который,  как  мы  теперь  знаем,  справедлив  не  всегда,  содержал,  конечно,  це¬ 
лый  ряд  догадок;  в  самом  деле,  хотя  геометрическая  оптика  логически  следует 
из  волновой,  обратное  утверждение  неверно. 

Предположим,  что  существует  некое  волновое  поле,  интенсивность  которого 
характеризует  плотность  электронов  таким  же  образом,  как  интенсивность 
электромагнитного  поля  —  плотность  фотонов.  Более  того,  предположим,  что 
это  поле  скалярно  и  его  амплитуда  описывается  скалярной  функцией 
Ф*  (ху  у  у  г,  і)\  чтобы  учесть  волновой  характер  поля,  будем  считать,  что  Ч*  удов¬ 
летворяет  волновому  уравнению  < 

ѵг'Р=ЭГУ, 

где  и  —  скорость  распространения  волны,  которая  в  общем  случае  является 
функцией  координат.  Это,  конечно,  весьма  жесткое  предположение,  так  как 
обычное  волновое  уравнение  с  постоянной  скоростью  распространения  можно 
обобщить  множеством  различных  способов,  а  данное  обобщение  является 
наиболее  простым.  ѵ 

Выбирая  Ч*  в  виде  «монохроматической  волны» 

4я  ( Ху  у  у  г,  і)  =  ф  (Ху  у  у  г)  ехр  ( —  ісоП, 
получим  уравнение,  не  зависящее  от  времени 

Ѵ3ф  —  (о у/и)2  ф  =  —  (2яД)2  ф,  (1 9У 

в  которое  входит  не  скорость,  а  только  длина  волны:  X.  Предположим  теперь, 
что  X  совпадает  с  длиной  волны  де  Бройля,  если  вместо  рт  подставить  значение 
импульса,  которым  бы  обладала  часіииа  в  точке  х,  уу  г  согласно  законам  кчас- 
снческой  механики.  Э'ю  значение  можно  вычислить  с  помощью  (6)  Для  просто¬ 
ты  рассмотрим  движение  медленного  электрона  в  электростатическом  поле- 
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Тогда  из  соотношения  де  Бройля  (18)  и  из  формулы  (6)  имеем 

А 

у 2т  (Е — еф) 

Подставляя  последнее  соотношение  в  (19),  получим 

+  «М  =  0. 

Это  и  есть  волновое  уравнение  Шредингера  для  свободной  частицы  в  ска¬ 
лярном  потенциальном  поле.  Поскольку  оно  не  зависит  от  времени,  его  можно 
интерпретировать  как  уравнение,  описывающее  стационарное  (например, 
периодическое)  движение  частицы  в  силовом  поле.  Однако  это  уравнение  мож¬ 
но  использовагь  и  в  случае  стационарных  пучков,  с  которыми  обычно  имеют 
дело  в  электронной  оптике,  когда  рассматривают  много  частиц,  появляющихся 
одна  за  другой,  но  находящихся  в  одинаковых  условиях.  Как  в  первом,  так 
и  во  втором  случаях  разумно  предположить  в  соответствии  со  статистической 
интерпретацией  Борна,  что  квадрат  модуля  |ф|*=г|?ф*  пропорционален  плот¬ 
ности  частиц  в  точке  х,  у>  2,  измеренной  за  длительный  промежуток  времени, 
либо,  что  в  данном  случае  совпадает  с  этой  плотностью,  пропорционален  ве¬ 
роятности  нахождения  частицы  в  данной  области  пространства  в  любой  момент 
времени. 

Справедливость  уравнения  (21)  была  впервые  доказана  Шредингером, 
который  объяснил  с  помощью  этого  уравнения  закономерности  атомных  спект¬ 
ров,  предположив,  что  электрон  в  атоме  находится  в  таком  же  силовом  поле, 
что  и  в  старой  модели  атома  Резерфорда  — -  Бора,  Для  пас  больший  интерес 
представляет  доказательство  справедливости  (21)  в  случае  свободных  электро¬ 
нов;  таким  доказательством  послужило  открытие  дифракции  электронов  Дэ¬ 
виссоном  и  Джермером  и  независимо  от  них  Томсоном  в  1927 — 1928  гг. 

Для  медленных  электронов,  обладающих  кинетической  энергией,  экви¬ 
валентной  еѴ  эе,  соотношение  де  Бройля  (18)  дает  следующее  приближенное 
значение  длины  волны: 

І-/ЙА. 

Таким  образом,  длины  волн  электронов,  с  которыми  обычно  имеют  дело  в  ла¬ 
бораторных  экспериментах,  составляют  доли  ангстрема,  т.  е.  имеют  тот  же 
порядок,  что  и  длины  волн  рентгеновского  излучения.  Следовательно,  волно¬ 
вой  характер  свободных  электронов  легче  всего  продемонстрировать  с  помощью 
экспериментов,  сходных  с  опытами  по  дифракции  рентгеновских  лучей  в  крис¬ 
таллах. 

Терминология,  применяемая  при  рентгеновском  анализе  (которая  ис¬ 
пользовалась  также  и  в  случае  электронов),  несколько  отличается  от  термино¬ 
логии,  принятой  в  обычной  оптике.  То,  что  называется  дифракцией  рентге¬ 
новских  лучей  или  электронов,  является  на  самом  деле  интерференцией  коге¬ 
рентных  вторичных  волн,  испущенных  более  или  менее  регулярно  располо¬ 
женными  атомами  решетки.  Дифракция  электронов  в  смысле  световой  оптики 
на  относительно  крупных  материальных  препятствиях,  атомная  структура 
которых  не  играет  никакой  роли,  происходит  на  весьма  малые  углы;  впервые 
ее  наблюдал  Берш  в  1940  г.  в  электронном  микроскопе  *)  14]. 

4.  Применение  оптических  принципов  в  электропой  оптике.  Представленный 
выше  элементарный  и  неполный  обзор  волновой  механики  достаточен  почти 
для  всех  практических  нужд  электронной  оптики.  Нет  даже  необходимости 
в  использовании  обобщения  волновой  механики  на  случай  наличия  магнит¬ 
ного  поля,  поскольку  в  электронной  оптике  для  исследования  дифракционных 
проблем  достаточно  приближения  Кирхгофа.  Допущения,  при  которых  оно 

*)  Фотографии  дифракционных  картин  Берша  воспроизведены  в  [5]. 


(20) 

(21) 
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справедливо,  полностью  выполняются  в  электронной  оптике.  За  исключением 
полей  внутри  и  в  непосредственной  близости  от  атомных  ядер  в  электронной 
оптике  не  встречаются  электрические  поля,  которые  существенно  изменяются 
на  расстоянии  длины  волны  используемых  электронов.  Это  утверждение  тем 
более  справедливо  для  магнитных  полей,  и  дифракционные  эффекты,  обуслов¬ 
ленные  наличием  именно  магнитного  поля  (которых  можно  ожидать,  исходя 
из  волновых  уравнений  Клейна  —  Гордона  или  Дирака),  настолько  малы,  что 
их  невозможно  обнаружить  в  экспериментах  со  свободными  электронами.  Та¬ 
ким  образом,  в  электронной  оптике  можно,  правда,  с  известными  оговорками, 
о  которых  будет  сказано  ниже,  использовать  дифракционную  теорию  Кирх¬ 
гофа  (см.  §  8.3),  смысл  которой  (в  несколько  обобщенной  форме)  состоит  в  сле¬ 
дующем: 

I.  Отмеряя  равные  оптические  пути  вдоль  лучей,  построенных  по  правилам 
геометрической  оптики,  строят  волновой  фронт  от  источника  до  предмета  или 
препятствия. 

II.  Если  препятствием  служит  светонепроницаемый  экран,  то  часть  вол¬ 
нового  фронта,  не  совпадающая  с  ним,  считается  невозмущенной  как  по  фазе, 
так  и  по  интенсивности,  а  остальная  часть  —  несуществующей.  В  случае  же 
частично  пропускающего  излучение  препятствия  строят  по  законам  геометри¬ 
ческой  оптики  траектории  лучей,  проходящих  через  него,  причем  их  изменения 
по  фазе  и  интенсивности  определяются  комплексным  показателем  преломления 
препятствия.  Во  всех  практических  приложениях  такой  подход  оказывается 
справедливым,  поскольку  предметы,  с  которыми  приходится  иметь  дело,  на¬ 
пример  в  микроскопии,  имеют  столь  малую  толщину,  что  дифракционными 
эффектами  внутри  них  можно  спокойно  пренебречь. 

III.  Чтобы  вычислить  дифракционные  эффекты  в  некоторой  удаленной 
точке,  например  в  оптическом  изображении,  необходимо  найти  с  помощью 
правил  геометрической  оптики  вклад  в  эту  точку  от  каждого  элемента  волно¬ 
вого  фронта,  выходящего  из  предмета  или  препятствия,  и  просуммировать 
комплексные  амплитуды  с  учетом  их  коэффициентов  наклона. 

Описанный  таким  образом  метод  Кирхгофа  можно  без  всяких  изменений 
применить  к  вопросам  электронной  оптики,  если  имеются  только  электрические 
поля,  в  том  числе  сильные  микроскопические  поля,  обусловленные  атомной 
структурой  твердого  тела,  которые  являются  в  основном  электрическими. 
Однако  при  наличии  магнитных  полей  уже  нельзя  строить  волновые  фронты, 
отмеряя  вдоль  траекторий  равное  число  длин  волн  де  Бройля.  Как  отмеча¬ 
лось  выше,  волновые  фронты  при  наличии  магнитного  поля  ортогональны  не 
траекториям,  а  линиям  равного  полного  импульса,  или  «р-лиииям»,  которые 
в  рамках  геометрической  оптики  не  имеют  простого  истолкования.  В  принципе 
волновые  фронты  можно  построить,  если  начать  с  какого-нибудь  заданного 
волнового  фронта  и  отмерять  оптические  пути  вдоль  «р-лнннй».  Однако  такой 
метод  практически  почти  бесполезен,  поскольку  он  позволяет  получить  не 
амплитуды,  а  только  фазы.  Эту  трудность  можно  избежать,  если  мысленно 
заменить  магнитные  линзы  эквивалентными  им  электрическими,  которые  дают 
Такое  же  изображение,  за  исключением  вращения  его  как  целого  и  некоторой 
вращательной  дисторсии  изображения.  Игнорируя  подобные  специфически 
магнитные  эффекты  в  процессе  распространения  и  учитывая  их  юлько  в  самом 
конце,  можно  с  помощью  метода  Кирхгофа  получить  результаты,  которые 
справедливы  во  всех  практически  встречающихся  случаях. 

Хотя  у  электронной  и  у  обычной  оптики  одинаковое  математическое  обосно¬ 
вание,  их  технические  средства  весьма  различны.  В  основе  развития  практи¬ 
ческой  световой  оптики  лежала  техника  шлифовки  и  полировки  поверхностей 
необходимой  формы  из  различных  прозрачных  и  отражающих  твердых  мате¬ 
риалов.  В  электронной  же  оптике  имеется  только  одна  среда  —  электромаг¬ 
нитное  поле.  Поэтому  в  ней  всегда  возникают  трудности  при  попытках  исправ- 
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ления  аберраций,  особенно  тогда,  когда  практически  невозможно  использо¬ 
вать  пространственные  заряды  и  токи.  В  самом  начале  развития  электронной 
оптики  было  установлено,  что  с  помощью  одних  лишь  вращательно-симмет¬ 
ричных  полей  нельзя  создать  рассеивающие  линзы  и  системы,  свободные  от 
сферической  или  хроматической  аберраций.  Это  привело  к  созданию  систем, 
не  обладающих  вращательной  симметрией,  а  также  систем  с  искривленными 
оптическими  осями,  почти  неизвестных  в  обычной  оптике.  Следовательно, 
знание  теории  оптических  инструментов  и  принципов  их  конструкций  полезно 
в  электронной  оптике  только  при  постановке  задач;  их  практические  решения 
будут  силы- о  отличаться  от  решений  соответствующих  оптических  проблем. 
Тем  не  менее  очевидно,  что  «оптическое  мышление»,  основанное  на  фундамен¬ 
тальной  аналогии  этих  двух  областей  физики,  будет  так  же  полезно  в  будущем, 
как  и  в  первом  двадцатипятилетии  электронной  оптики* 


ПРИЛОЖЕНИЕ  3 

МЕТОД  АСИМПТОТИЧЕСКИХ  ОЦЕНОК  ИНТЕГРАЛОВ 

Цель  настоящего  приложения  состоит  в  изложении  математического  обо¬ 
снования  до  известной  степени  общих  методов,  используемых  в  основной  части 
книги  и  позволяющих  получить  асимптотические  оценки  интегралов  некоторых 
типов,  часто  встречающихся  при  решении  оптических  задач. 

1.  Метод  наибыстрейшего  спуска.  Этот  метод*)  позволяет  получать  асим¬ 
птотические  приближения  комплексных  интегралов  типа 

$й(г)ехр  [Щ(г)\  <1г  (1) 

при  больших  значениях  к ,  где  § (г)  и  /  (г)  не  зависят  от  к. 

Сейчас  и  в  дальнейшем  мы  будем  считать,  что  к  —  вещественная  и  поло¬ 
жительная  величина.  Полученные  результаты,  вообще  говоря,  справедливы 
и  при  комплексных  значениях  к ;  предварительно  скажем  несколько  слов  об 
асимптотических  разложениях  функции  комплексной  переменной,  например  О 
Во-первых,  согласно  Пуанкаре  [7],  асимптотическое  разложение  можно 
определить  следующим  образом:  если 

п 

^(0=2  &+*.«),  (2) 

т  =  О  Ъ 

где  при  всех  п  величина  Е”/?П(Е)  стремится  к  0  при  для  значений 

лежащих  в  заданном  интервале,  а  а0ш  аи  . . аи  —  константы,  то 

/?(?)«  а0+^-  +  ||+...  ;  (3) 

правая  часть  (3)  называется  асимптотическим  разложением  Р  (0  для  заданной 
области  значений  аг§Е. 

Если  Р  (О  является  частным  от  деления  двух  функций,  скажем,  О(^)  и 
11(0,  то 

О  (%)  ж  Н  ($)  ^а0  +  +  . .  *  ^  .  (4) 

Необходимо  подчеркнуть,  что  в  дальнейшем  будут  рассматриваться  только 
такие  разложения,  которые  имеют  вид  правой. части  (4)  с  Н(0,  равной  ехр(а^), 
где  а —  некая  постоянная. 

Отметим  теперь  некоторые  основные  свойства  асимптотических  разложе¬ 
ний  **).  Если  ряд  в  (3)  конечен  или  сходится  при  достаточно  больших  значе- 


*)  Развитый  в  основном  Дебаем  [6].  4 
**)  См.,  например,  [8]  иди  [9]. 
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ииях  |ЕІ,  то  он  является  асимптотическим;  однако  часто  йодобные  ряды  схо¬ 
дятся  не  при  всех  значениях  |Е  |.  В  общем  случае  для  заданной  функции  Г  <  С) 
рассматриваемое  разложение  справедливо  только  в  каком-то  определенном 
диапазоне  значений  аг§  Е.  если  такое  разложение  возможно  при  всех  значениях 
аг^Е»  то  оно  сходится.  Кроме  того,  асимптотическое  разложение  заданной 
функции  Р  ( и)  в  соответствующем  диапазоне  значений  аг^Е  является  единствен¬ 
ным  в  том  смысле,  что  коэффициенты  в  (3)  тоже  являются  единственными, 
вместе  с  тем  асимптотическое  разложение  любой  функции  представляет  собой, 
кроме  того,  разложение  для  бесконечного  числа  функций;  например,  разло¬ 
жение  ^(Е)  +  е~с  совладает  с  асимптотическим  разложением  ^Р(Е)  при  — у  я< 

Асимптотическое  разложение  произведения  двух  функций 

равно  произведению  их  асимптотических  разложений.  Наконец,  интегрируя 
(3)  почленно,  можно  получить  асимптотическое  разложение  интеграла  от  Р(и), 
а  дифференцируя  почленно — асимптотическое  разложение  производной  от 
Р  (Е),  если  она  существует. 

В  общем  случае  при  заданном  (достаточно  большом)  значении  |  Е  I  абсолют¬ 
ные  величины  членов  разложения  (3)  сначала  спадают  до  минимума,  а  затем 
начинают  возрастать.  Грубо  говоря,  если  суммировать  разложение  до  какого- 
нибудь  члена,  стоящего  перед  минимальным,  то  возникающая  при  этом  ошиб¬ 
ка  окажемся  порядка  первого  неучтенного  члена  *).  Очевидно,  что  чем  больше 
|  Е  I,  тем  больше  достигнутая  точность.  В  физических  приложениях  часто  ока¬ 
зывается  достаточным  учитывать  только  первый  член;  например,  в  теории 
электромагнетизма  поле  излучения  источника  конечных  размеров  описывается 
первым  членом  асимптотического  разложения  полного  поля  по  отрицательным 
степеням  расстояния  до  источника. 

Основа  метода  получения  асимптотического  разложения  (1)  по  отрица¬ 
тельным  степеням  к  заключается  в  установлении  связи  подобного  разложения 
с  интегралами  вида  **) 


5  к  (р)  ехр  (—  6р2) ф.  (5) 

о 

Асимптотическое  разложение  (5)  легко  получить;  для  этого  функцию  &(р) 
нужно  разложи іь  в  ряд  по  степеням  р,  а  затем  почленно  проинтегрировать  его. 

В  последней  фразе  заключена  сущность  леммы  Ватсона  **')  [10],  которую 
можно  сформулировать  следующим  образом.  Пусть 


Ѵ  5=0 


(6) 


причем  радиус  сходимости  этого  ряда  равен  р,  величина  (3  вещественна  и  боль¬ 
ше  нуля,  а  вещественная  часть  а  меньше  единицы.  Пусть  существует  такое 
вещественное  число  что  величина  рс'ехр( — ф2)/і(р)  ограничена  при  всех 
вещественных  значениях  р,  больших  р.  Тогда  (буквой  Г  обозначается  гамма- 
функция)  выражение 


<^(1-00/2 


М^)+Сіг 


&~а+! 


кт 


+  с2Г 


/2В- 


*)■ 


г  + 


+с.Г( 


является  асимптотическим  разложением  (5). 


(  3|3  —  а  ѵ 

\  1  , 

1 

1  2  , 

I  кЗР/2  -1- 

"7 

(7) 


Для  ознакомления  с  методами  вычисления  погрешностей  см  [8] 

**)  Выбор  ій  в  экспоненте,  стоящей  под  интеіра  том,  вместо  первой  или  любой  другой 
степени  р  несуществен,  четная  степень  р  удобна  в  том  отношении,  что  тоіда  интеграл  типа  (1) 
с  пределами  от  —  оо  до  со  можно  преобразовать  в  интеграл  типа  (5)  с  нижним  пределом,  рав¬ 
ным  —  00 

***)  См.  также  [8]. 
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Для  физических  приложений  желательно,  чтобы  а^О  и  р  1 .  Как  уже 
отмечалось  ранее,  первый  член  в  (7)  тоже  часто  дает  хорошее  приближение. 

Для  того  чтобы  с  помощью  замены  переменной  интегрирования  интеграл 
(1)  можно  было  представить  в  виде  одного  или  нескольких  интегралов  типа 
(5),  необходимо,  чтобы  путь  интегрирования  в  (1)  состоял  из  отрезков,  вдоль 
которых  мнимая  часть  [(г)  остается  постоянной,  а  вещественная  монотонно 
убывает  до  — оо.  Если  путь  интегрирования  не  удовлетворяет  этому  требова¬ 
нию,  его  необходимо  соответствующим  образом  деформировать.  Такая  про¬ 
цедура  подчиняется,  конечно,  основным  законам  интегрирования  в  комплекс¬ 
ной  плоскости;  здесь  будет  только  показано,  каким  образом  можно  замкнуть 
путь  интегрирования  с  помощью  отрезков,  обладающих  требуемыми  свойст¬ 
вами,  если  предположить,  что  вычисление  любого  остающегося  контурного 
интеграла  можно  провести  обычным  способом. 

Сделаем  несколько  вполне  общих  замечаний  относительно  путей  интегри¬ 
рования,  вдоль  которых  мнимая  часть  функции  ^(г)  постоянна  независимо  ог 
вида  самой  функции.  Иными  словами,  укажем  способ  соединения  двух  точек 
на  комплексной  плоскости,  обладающий  отмеченным  свойством,  хотя  этот 
метод  может  оказаться  непригодным,  если  [(г)  имеет  особенности.  Важную 
роль  будут  играть  точки,  в  которых 


Они  называются  седловыми  точками ,  потому  что  в  них  вещественная  и  мнимая 
части  /(г)  стационарны  на  комплексной  плоскости,  не  будучи  ни  абсолютными 
максимумами,  ни  абсолютными  минимумами  *). 

Если  теперь  представить  ?(г)  в  виде 

/Ч г)  =  и(х ,  у)  +  іѵ(х,  у),  (9) 

то  легко  показать  с  помощью  соотношений  Коши  —  Римана,  что  вдоль  любого 
пути  ѵ{х ,  у)  —  сопй!  скорость  изменения  и(х,  у)  обращается  в  нуль  лишь  в  сед¬ 
ловой  точке.  Другими  словами,  и(х3  у)  строго  монотонна  вдоль  пути  ѵ(х,  у)  = 
—  сопзі,  не  проходящего  через  седловую  точку,  а  вдоль  пути  ѵ  (х,  у)  =  сопзі, 
проходящего  через  одну  или  несколько  седловых  точек,  и(х,  у)  строго  моно¬ 
тонна  между  соседними  седловыми  точками,  а  также  между  крайними  седло¬ 
выми  точками  и  соответствующими  концами  пути  интегрирования.  Для  любой 
точки  направление,  вдоль  которого  и(ху  у)  спадает  быстрее  всего,  совпадает 
с  направлением,  вдоль  которого  ѵ(х,  у)  ~  сопзі,  и  в  этом  смысле  такие  пути 
называются  путями  наибыстрейшего  спуска.  Если  функция  /(г)  однозначна 
или  превращена  в  однозначную  с  помощью  разреза,  то  из  произвольной  точки 
(а-о,  Уо)  всегда  можно  выбрать  такой  путь  интегрирования  ѵ(х3  у)~ѵ(х^  у0)3 
который  непрерывен  в  направлении  уменьшения  и(хУ  у)  и  заканчивается  либо 
на  бесконечности,  либо  в  особой  точке.  Легко  показать,  что  единственными 
точками  (не  считая  особых  точек),  где  путь  ѵ(х ,  у)  —  сопзі  может  разветвляться, 
являются  точки,  в  которых  й[/сіг  =  0;  таким  образом,  если  путь  ѵ  ( х ,  у)  = 
=  у(аг0,  уо),  вдоль  которого  и  (л у )  спадает,  был  начат  правильно,  то  в  даль¬ 
нейшем  можно  не  беспокоиться  о  наличии  другого  пути,  пока  не  встретится 
седловая  точка,  из  которой  имеется  по  крайней  мере  одно  направление  спада¬ 
ния  и(х,  у). 

Предположим  теперь,  что  концевыми  точками  заданного  пути  интегри¬ 
рования  в  (1)  служат  А  и  В  и  что  можно  найти  пути  наибыстрейшего  спуска 
от  Л  и  Б  до  бесконечности.  Если  оба  пути  оканчиваются  на  бесконечности  в  од¬ 
ной  и  той  же  области  сходимости  интеграла,  то  процедуру  можно  считать  за¬ 
вершенной;  однако  если  они  оканчиваются  в  разных  рбластях  сходимости,  то 


*)  Вещественная  и  мнимая  части  аналитической  функции  не  имеют  абсолютных  макси¬ 
мумов  и  минимумов  на  комплексной  плоскости. 
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последние  нужно  соединить  или  путем  ѵ(х,  у)  =  сопзі:,  вдоль  которого  скорость 
изменения  и(ху  у)  меняет  знак  только  один  раз  (в  седловой  точке),  или  в  случае 
необходимости  несколькими  путями,  проходящими  через  промежуточные  об¬ 
ласти  на  бесконечности.  Асимптотическое  разложение  в  обобщенном  смысле 
(4)  можно  получить  для  каждого  из  этих  различных  путей  интегрирования, 
однако  правильное  асимптотическое  разложение  исходного  интеграла  соот- 
ветсгвуег  пути,  на  котором  и(ху  у)  достигает  своего  наибольшего  значения  *). 
Аналогичные  замечания  справедливы  и  в  том  случае,  когда  пути  наибыстрей¬ 
шего  спуска  оканчиваются  в  особых  точках. 

Необходимо  отметить,  что  в  ряде  случаев  описанный  метод  не  годится, 
но  их  исследование  становится  возможным  при  небольшом  его  видоизменении. 
Прежде  всего  отметим,  что  замена  верхнего  предела  в  (5)  любым  положитель¬ 
ным  числом  (не  зависящим  от  к)  не  приводит  к  изменению  асимптотического* 
разложения  (7).  Следовательно,  этот  случай  можно  исследовать,  используя 
путь  наибыстрейшего  спуска,  вдоль  которого  и(х ,  у)  стремится  не  к  — оо,  а  к 
конечному  значению.  Как  и  раньше,  можно  использовать  путь  у  (я,  у)  сопзі:, 
на  котором  лежит  несколько  точек,  где  скорость  изменения  и(х,  у)  ме¬ 
няет  знак. 

Наиболее  распространенным  случаем,  к  которому  применим  метод  наи¬ 
быстрейшего  спуска,  является  тот,  где  путь  интегрирования  ѵ(х>  у)  ^  сопзі: 
идет  от  седловой  точки  до  бесконечности,  причем  вдоль  него  и(х ,  у)  все  время 
монотонно  спадает  **).  В  этом  случае  легко  получается  хорошо  известная 
формула  для  первого  члена  асимптотического  разложения.  Положим,  что 
седловая  точка  находится  в  г?,  и  произведем  в  (1)  следующую  замену  пере¬ 
менных: 

Пг)  =  Нга)-р\  (10) 

Тогда  (1)  примет  вид 

со 

—2  ехр  [Щ  (г0)]  ^  р.  ехр  ('—  V)  Ф-  ( 1 0 


Для  получения  первого  члена  асимптотического  разложения  (11)  надо  знать 
величину  [я#  (?)//'  (2)  при  р  —  0  (, г  =  г0 К  Легко  показать,  что  эта  величина  равна 
Й'(г0)/Г— 2/"<20),  если  8(2о)  не  стремится  к  бесконечности,  а  /"  (гп)  Ф  0;  знак 
корня  выбирается  в  каждом  отдельном  случае  особо.  Тогда  искомый  первый 
член  разложения  имеет  вид 


/ 


гга№> 


ехр  {кЦгп\\ 

]/Т  • 


(12) 


Необходимо  сделать  несколько  замечаний  относительно  случаев,  когда 
приближение  (12)  недостаточно  или  несправедливо.  Полное  асимптотическое 
разложение  получается,  конечно,  если  разложить  {г)  в  степенной  ряд 

по  р,  а  затем  почленно  проинтегрировать  (11).  Как  видно  из  (7),  степень  к 
в  первом  члене  асимптотического  разложения  определяется  степенью  р,  с  ко¬ 
торой  начинается  разложение  в  ряд  №(г)і}'  (г).  Если  первый  член  такого  ряда 
равен  А\і~р,  где  р<С  1,  что  обеспечивает  сходимость  интеграла,  то  первый. 


*)  Возможны,  конечно,  случаи,  когда  и{хл  у)  достигает  наибольшего  значения  на  не¬ 
скольких  путях  интегрирования. 

**)  Строго  говоря,  наиболее  распространенным  является  случай,  когда  путь  интегриро¬ 
вания  начинается  и  оканчивается  на  бесконечности,  а  и{ху  у)  сначала  монотонно  нарастает  от 
—  оо  до  максимума  в  седловой  точке,  а  затем  монотонно  спадает  до  — оо.  В  этом  случае  выраже¬ 
ние  (12)  необходимо  умножить  на  2,  однако  для  наших  целей  удобнее  выбрать  путь,  начинаю¬ 
щийся  в  седловой  точке.  Поскольку  случаи,  в  которых  путь  интегрирования  начинается  в  сед¬ 
ловой  точке  или  проходит  через  нее,  столь  распространенны,  метод  наибыстрейшего  спуска 
иногда  называют  методом  седловой  тонкіе 
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член  асимптотического  разложения  имеет  вид 

_  лг  (иЕ±1\  ехр  [#  Ы] 

V  2  )  *(і -р)/2  * 


(13) 


Таким  образом,  если  ^(2Г0)->оо  или  /" (20)  =  0,  то  выражением  (12)  пользо¬ 
ваться  нельзя  и  его  следует  заменить  на  (13).  В  этом  случае  при  к-+а о  множи¬ 
тель  перед  ехр  {Щ{г^)}  стремится  к  пулю  медленнее,  чем  к “V*.  Если  ^(г0)  ^=0 
или  іо  (12)  нельзя  считать  пригодным,  но  при  к~>оо  множитель 

перед  ехр  {Щ (г,,)}  стремится  к  нулю  быстрее,  чем 

Легко  показать,  что  когда  путь  интегрирования,  являющийся  путем  наи¬ 
быстрейшего  списка,  оканчивается,  как  и  раньше,  па  бесконечности,  но  на¬ 
чинается  не  в  седловой  точке,  то  в  общем  случае  неэкспоненциальная  часть 
в  первом  члене  асимптотического  разложения  пропорциональна  не  как 

в  (12),  а  к~ х.  Если  же  величина  §{г)^г(г)  имеет  особенность  или  равна  нулю 
в  концевой  точке,  то,  как  и  ранее,  степень  к  зависит  от  порядка  особенности 
или  нуля. 

До  сих  пор  были  приведены  результаты,  получающиеся  методом  наибыст¬ 
рейшего  спуска,  для  асимптотических  разложений  в  строгом  математическом 
смысле,  причем  считалось,  что  величина  к  может  становиться  бесконечно  боль¬ 
шой,  а  остальные  параметры  имеют  определенные  значения,  не  зависящие  от  к. 
Однако  было  показано,  что  вид  асимптотического  разложения  зависит  от  не¬ 
которых  условий,  в  частности  от  того,  начинается  ли  путь  наибыстрейшего 
спуска  в  седловой  точке  или  нет.  Иными  словами,  вид  разложения  может  за¬ 
висеть  не  только  от  к,  но  и  от  других  параметров,  и  может  резко  меняться, 
когда  эти  параметры  принимают  определенные  критические  значения  *).  Таким 
образом,  для  любого  данного  значения  к  независимо  от  того,  насколько  оно 
велико,  приведенное  выше  выражение  пе  дает  хорошего  численного  прибли¬ 
жения,  если  значения  остальных  параметров  достаточно  близки  к  критиче¬ 
ским.  Следовательно,  практически  необходимо  получить  выражения,  обеспе¬ 
чивающие  плавный  переход  от  одного  асимптотического  разложения  к  другому. 
Естественно,  что  эти  выражения  представляют  собой  более  сложные  функции 
к ,  чем  (13),  однако  имеет  смысл  рассмотреть  три  случая,  которые  можно  ис¬ 
следовать  довольно  строго.  В  кратком  обзоре,  излагаемом  ниже,  везде  неявно 
предполагается,  что  комплексность  всех  величин  такая  же,  как  и  раньше. 

Предположим  сначала,  что  /"  (г„)  обращается  в  нуль.  Тогда  (12)  служит 
хорошим  приближением  лииіь  для  случая  больших  к ,  и  необходимо  выраже¬ 
ние,  с  помощью  которого  можно  перейти  от  (12)  к  другой  форме,  пригодной 
при  /"  (г0)  —  0.  Поскольку  величина  }п  (г0)  близка  к  нулю,  около  г0  должна  су¬ 
ществовать  вторая  седловая  точка,  скажем,  гг.  Тогда  искомое  выражение  полу¬ 
чается  с  помощью  преобразования 

/(г)  =  а— Рц  +  у|і3, 


где 

«  =  у  [!  (*і)  +  І  (г»)] .  у  Р5/2  =  у  [/  (гі)  —І  (го)]  • 


Эго  преобразование  представляет  г  в  качестве  регулярной  функции  р  в  окрест¬ 
ности  г0  и  гг  и  приводит  к  асимптотическому  разложению,  выраженному  через 
интеграл  Эйри  * *)  и  его  первую  производную  по  аргументу  /г|3. 


*)  По  сути  дела  такое  поведение  обусловлено  неравномерной  сходимостью.  Например, 
при  >  оо  величина  ^  стремится  либо  к  Мка  при  О,  либо  к  1  при  а—  0. 

**)  Роль  интеграла  Эйри  в  однородных  аппроксимациях  такого  типа  была  обнаружена  уже 
давно  (см.,  например,  {8]),  по  лишь  сравнительно  недавно  был  разработал  удовлетворительный 
метод  его  использования  (см.  [11]), 


44* 
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Предположим  далее,  что  разложение  \х^{г)!Г  (г)  в  степенной  ряд  по  р  имеет 
радиус  сходимости,  стремящийся  к  нулю,  так  как  §(г)  обладает  простым  по¬ 
люсом,  находящимся  вблизи  седловой  точки.  Тогда  (12)  снова  служит  лишь 
хорошим  приближением  для  случая  больших  к ,  и  требуется  найти  выражение, 
с  помощью  которого  можно  перейти  от  (12)  к  другой  форме,  пригодной  при 
совпадении  полюса  с  седловой  точкой.  Последний  случай  исследовался  многи¬ 
ми  авторами  [12 — 16].  Оказалось,  что  неэкспоненциальную  часть  подынтеграль¬ 
ного  выражения  следует  представить  в  виде  суммы  двух  членов,  один  из  ко¬ 
торых  содержит  только  полюс,  тогда  как  другой  не  имеет  особенностей.  С  по¬ 
следним  членом  обходятся  обычным  образом,  а  первый  сводится  к  интегралу 
Френеля  (или  интегралу  ошибок)  в  общем  случае  от  комплексного  аргумента. 

Наконец,  предположим,  что  начальная  точка  пути  наибыстрейшего  спуска 
не  совпадает  с  седловой,  но  приближается  к  ней  весьма  близко.  Ясно,  что  в  этом 
случае  для  перехода  от  одной  асимптотической  формы  к  другой  снова  можно 
воспользоваться  интегралом  ошибок  [14]. 

2.  Метод  стационарной  фазы.  Метод  стационарной  фазы  отличен  от  метода 
наибыстрейшего  спуска,  хотя  они  и  весьма  сходны  между  собой.  Метод  стацио¬ 
нарной  фазы  менее  общий,  и  его  труднее  доказать  аналитически,  но  он  часто 
теснее  связан  с  физической  задачей.  Подлежащий  исследованию  интеграл  удоб¬ 
нее  записать  в  виде 

^  8  (г)  ехр  [ік(  (г)]  йг,  (14) 

чем  в  форме  (1),  поскольку  экспонента  обычно  описывает  бегущую  волну. 

В  обозначениях  (9)  кривая  ѵ(х%  г/)  =  сопзі  снова  описывает  путь  интегри¬ 
рования;  однако  в  (14),  в  противоположность  методу  наибыстрейшего  спуска, 
амплитудная  часть  экспоненты  остается  постоянной  вдоль  этого  пути,  тогда 
как  фаза  меняется  с  максимальной  скоростью.  Можно,  как  и  раньше,  показать, 
что  основные  вклады  в  интеграл  вносят  отрезки  пути,  лежащие  вблизи  седло¬ 
вых  и  концевых  точек,  однако  физическое  толкование  этого  результата  про¬ 
водится  теперь  не  в  терминах  спадания  амплитуды,  а  в  терминах  «фазовой  ин¬ 
терференции»  (см.  §8.3). 

Метод  стационарной  фазы  был  впервые  использован  Кельвином  [17]. 
Строгое  математическое  рассмотрение  изложенных  выше  утверждений  при¬ 
надлежит  Ватсону  [18];  оно  основано  на  том,  что  если  0 <т<7  1,  а  — ■  положи¬ 
тельная  постоянная  и  полная  флуктуация  функции  р(х)  ограничена  при  лф>0, 
то  *)  при  к-* оо 

а 

кт  ^  хт~1Р  (х)  ехр  ( ікх)(Іх—+Р  (0)  Г (т)  ехр  ітп^  , 

Исследование  Ватсона  имеет,  однако,  весьма  ограниченное  применение. 
В  частности,  с  его  помощью,  по-видимому,  невозможно  провести  полное  асимп¬ 
тотическое  разложение.  Полное  разложение  было  подробно  исследовано  в  ра¬ 
боте  Фокке  [20]  для  случая,  когда  /(г)  —  вещественная  функция,  а  путь  ин¬ 
тегрирования  совпадает  с  действительной  осью.  Фокке  использовал  метод 
нейтрализующей  функции,  предложенный  ранее  Вандер-Корпутом  [21]. 

Следствия,  вытекающие  из  метода  стационарной  фазы  и  из  метода  наибыст¬ 
рейшего  спуска,  весьма  сходны.  Так,  если  путь  интегрирования  в  (14)  начи¬ 
нается  в  седловой  точке  г0  и  уходит  в  бесконечность  вдоль  кривой  ѵ(х,  у)  — 
=  соп$і:,  не  встречая  другой  седловой  точки,  то  приближение,  соответствую¬ 
щее  (12),  имеет  вид 

о®, 


*)  Этот  результат  принадлежит  Бромвичу  [19]. 


ПРИЛОЖЕНИЕ  3 


593 


Однако  здесь  необходимо  отметить  одно  различие  между  обоими  методами. 
При  использовании  метода  наибыстрейшего  спуска  с  путем  интегрирования, 
начинающимся  в  седловой  точке  и  не  уходящим  па  бесконечность,  вклад  в 
асимптотическое  разложение  от  концевой  точки  пути  оказывается  бесконечно 
малым  по  сравнению  со  вкладом  от  седловой  точки,  поскольку  первый  содержит 
дополнительный  экспоненциальный  множитель.  Вместе  с  тем  при  использо¬ 
вании  метода  стационарной  фазы  вклад  от  концевой  точки  пути  интегрирования 
равен  по  порядку  величины  вкладу  от  седловой  точки,  деленному  на  /г1/*;  по¬ 
этому  он  не  входит  в  асимптотическое  приближение  только  в  том  случае,  если 
учитывается  лишь  первый  член  разложения. 

Таким  образом,  методы  наибыстрейшего  спуска  и  стационарной  фазы  (если 
отвлечься  от  их  математического  представления)  состоят  в  выборе  такого  пути 
интегрирования,  вдоль  которого  подынтегральное  выражение,  содержащее 
экспоненциальный  множитель,  вносит  пренебрежимо  малый  вклад  в  интеграл 
везде,  за  исключением  окрестностей  некоторых  критических  точек>  являющихся 
либо  седловыми,  либо  концевыми  точками  пути  интегрирования. 

3.  Двойные  интегралы.  В  §  8.3  и  9. 1  было  показано,  что  решение  задачи 
о  дифракции  электромагнитного  поля  на  отверстии  сводится  к  вычислению 
двойных  интегралов  типа 

$  ^  а  (*>  у)  ехр  [ік{  ( х ,  у)]  Лхіу,  (16) 

где  у)  и  [( х ,  у)  не  зависят  от  к ,  а  область  интегрирования  определяется 
отверстием.  Ясно,  что  интеграл  (16)  сходен  с  (14),  и  его  приближенное  значение 
при  больших  к  можно  также  получить  с  помощью  асимптотических  разло¬ 
жений. 

Естественно,  что  теория  асимптотических  разложений  двойных  интегра¬ 
лов  намного  сложнее,  чем  в  случае  однократных  интегралов.  Техника  интегри¬ 
рования  на  комплексной  плоскости  непосредственно  применима  лишь  дЛя 
однократных  интегралов,  поэтому  представляется,  что  для  вычисления  двой¬ 
ных  интегралов  следует  воспользоваться  методами,  отличными  от  изложенных 
выше. 

Случай,  когда  /(я,  у)  является  вещественной  функцией,  подробно  иссле¬ 
довался  Фокке  с  помощью  нейтрализующей  функции  в  работе  [20]  *);  мы  уже 
ссылались  на  нее  в  связи  с  применением  этого  метода  к  однократным  интегра¬ 
лам.  Анализ  показывает,  что  вклады  в  асимптотическое  разложение  вносят 
лишь  области  в  окрестностях  определенных  критических  точек  и  что  при 
различных  типах  таких  точек  **)  в  главных  членах  соответствующих  вкладов 
появляются  разные  степени  к. 

Существуют  три  типа  критических  точек.  Исследуем  кратко  главные  члены 
их  вкладов  в  асимптотическое  разложение,  не  учитывая  случаев,  когда  крити¬ 


ческая  точка  принадлежит  одновременно  к  нескольким  типам. 

Критической  точкой  первого  рода  является  точка,  лежащая  в  области  ин¬ 
тегрирования,  в  которой 


й. 

дх 


(17) 


Вблизи  этой  критической  точки,  скажем  в  точке  (х0,  у„),  имеем 

Нх,  у)  =  і(х 0,  уь)  +  ^о.(х— +  УоУ  +  ч(х— хй)  (у— у,)+...  ,  (18) 

где  а  —  д2(/дх2,  р~д2//д#2,  у  =  д2[/дхду,  причем  частные  производные  берутся 
в  точке  (хо,  у  о)-  Выберем  теперь  такие  новые  переменные  интегрирования  г]. 


*)  См.  также  [22,  23,  23а]. 

**)  Критические  точки  для  двойных  интегралов  упоминаются  в  работе  [21];  их  качест¬ 
венное  значение  для  задач  оптики  отмечено  в  статье  [24]. 


694 


ПРИЛОЖЕНИЯ 


что 

і(х,  у)  =  }(х0,  Уо)  +  а?8  +  Рл*  +  ѴІЛ'  (19) 

Тогда  искомое  асимптотическое  приближение  интеграла  (16)  примет  вид 

ос  ас 

§(*<>.  Уо)  ехР  [‘*Д*о>  Уо)\  §  \  ехр  [у»'А(а|*  +  рч,  +  2у6т)^  сІ*сіі)  = 

2ягсг  д, у  ..  ч  ехр  Г іЩхщ,  Уо)]  .  ,9т 

-  у|ар_?а|  « 

квадратный  корень  *)  во  второй  строчке  выражения  (20)  берется  со  знаком 
плюс,  и 

(+1  при  сф  >  ѵа,  а  >  О, 

—  1  при  сф>72,  а  <  0,  (21) 

—і  при  оф<т2. 

Выражение  (20)  является  аналогом  асимптотического  приближения  (15)  для 
однократного  интеграла. 

Критическими  точками  второго  рода  служат  точки  на  кривой,  ограничи¬ 
вающей  область  интегрирования,  в  которых  — 0,  где  5  есть  элемент  дуги 
этой  кривой.  В  отличие  от  (20),  степень  к  в  неэкспоненциальной  части  главного 
члена  соответствующего  вклада  в  асимптотическое  разложение  равна  не  — 1, 
а  —3/2. 

Наконец,  критическими  точками  третьего  рода  служат  угловые  точки  на 
кривой,  ограничивающей  область  интегрирования,  т.  е.  точки,  в  которых  угол 
наклона  кривой  терпит  разрыв.  В  этом  случае  соответствующий  множитель 

равен  к~2. 


ПРИЛОЖЕНИЕ  4 

ДЕЛЬТА-ФУНКЦИЯ  ДИРАКА 

В  настоящем  приложении  приводится  сводка  основных  свойств  дельта¬ 
функции  **),  которая  оказалась  полезной  при  описании  точечных  источников, 
точечных  зарядов  и  т.  д.  Эта  функция,  используемая  особенно  часто  как  в 
квантовой  механике,  так  и  в  классической  прикладной  математике,  опреде¬ 
ляется  с  помощью  следующих  уравнений: 

6(х)^0  при  х^О,  (Іа) 

^  6(х)^х  =  1.  (16) 

—  со 

Очевидно,  что  8(х)  не  является  функцией  в  обычном  математическом  смыс- 


*)  Член,  стоящий  под  корнем,  и&еет  простое  геометрическое  истолкование.  Рассмот¬ 
рим  поверхность  2^/{х,  у).  Пусть  и  —  главные  радиусы  кривизны  и  К~ 1//?іК2  —  гаус¬ 
сова  кривизна  в  какой-либо  точке  нашей  поверхности.  Тогда  (см.,  например,  [25]} 

(А* хіуу — Іху) 

. и+и+іуУ  ’ 

где  Іх~дрдх,  рхх—д^ідх1  и  т.  д.  В  критической  точке  первого  .рода  [х=[у=0,  /л*=<х  и  т-  Д*. 
и  полученное  выражение  принимает  вид 

К-  сф-ѵ2- 

**)  Эта  функция  иногда  называется  импульсной  функцией.  Она  получила  широкую  из¬ 
вестность  после  опубликования  работы  Дирака  [26],  но  о  ней  знали  математики  и  физики  зна¬ 
чительно  раньше,  в  основном  благодаря  работам  Хевисайда  (см.  [27]), 
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ле  *),  поскольку,  если  функция  равна  нулю  везде,  за  исключением  одной 
точки,  а  интеграл  от  нее  существует,  то  этот  интеграл  обязательно  должен  рав¬ 
няться  нулю. 

Рассмотрим  набор  функций  б(х,  р),  которые  при  увеличении  р  отличают¬ 
ся  заметно  от  нуля  лишь  на  все  меньшем  и  меньшем  ^-интервале  около  начала 
координат,  а  их  интеграл 
для  всех  значений  р  равен 
-единице;  т.  е. 

ос 

^  б  (х,  р)  гіх  =  I .  (2) 

—  со 

Такими  функциями  слу¬ 
жат,  например,  следующие 

•(рис.  8): 

•д{х,  (і)  = 

=-г=г  ехр  (—  ц2*2).  (3) 

У  Я 

Соблазнительно  попы¬ 
таться  определить  дельта - 
функцию  Дирака  как  пре¬ 
дел  функций  (3)  при  р->оо; 
однако  следует  иметь  в  виду,  что  такой  предел  существует  не  при  всех  х. 
Предел  же 

да 

ііщ  1  $  б  (X,  р)  Ах  (4) 

м  -►  да  _  и 

существует  всегда  и  равен  единице.  Будем  интерпретировать  любую  операцию 
над  б  (х)  как  операцию  над  какой-то  б  (х,  р)  из  соответствующего  набора ,  на¬ 
пример  из  (3),  с  последующим  нахождением  предела  при  оо  в  конце  вычис¬ 
лений.  Очевидно,  что  при  такой  интерпретации  соотношение  (16)  выполняется. 
Явный  вид  функций  6(х,  р)  несуществен  при  условии,  что  их  колебания  (есл^ 
•они  существуют)  около  начала  координат  не  слишком  резки. 

Важным  свойством  дельта-функции  Дирака  является  следующее: 

+  » 

5  /(*)$(*— а)Ах  =  і(а).  (5) 

— ■» 

Здесь  Дх)  —  любая  непрерывная  функция  х.  Справедливость  (5)  сразу  же 
становится  очевидной,  если  заменить  6(х — а)  на  6(х — а,  р)  и  исследовать 
поведение  интеграла  при  больших  значениях  р.  Ясно,  что  при  р-^оо 

ао 

^  /(х)6(х— а,  \х)йх  (6) 

-  -  со 

существенно  зависит  от  значений  /(х)  в  окрестности  точки  х  =  а,  и  погрешность, 
возникающую  при  замене  /(х)  на  }{а),  можно  сделать  пренебрежимо  малой, 
взяв  достаточно  большое  р.  Используя  затем  (16),  получим  (5).  Отсюда 
следует,  что  умножение  непрерывной  функции  на  6(х — а)  и  последующее  ее 
интегрирование  по  всем  значениям  х  эквивалентно  замене  ее  аргумента  на  а. 


*)  Теорию  дельта -функции  можно  сделать  математически  строгой  путем  использования 
понятий  распределений  (см.  книгу  Шварца  [28]).  Более  простой  вариант  теории  Шварца  был 
предложен  Темплом  [29]  а,  описан  б  книге  [30]. 


Рис.  8.  К:  определению  дельта -функции  Дирака. 

Графики  функции  б  (х,  д)=я — Р  ехр  (  —  и8*2)  при  (х=  1 ,  2,  4. 

У  Я 

Полная  площадь  под  каждой  кривой  равна  единице. 
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Фактически  тот  же  результат  получится,  если  интегрировать  функцию  не  от 
* — оо  до  +оо,  а  по  любой  области,  содержащей  точку  л:  — а.  Полученный  ре¬ 
зультат  можно  символически  записать  еще  и  в  виде 

/  (я)  б  (х — а)  =  /  (а)  6  (х  — а);  (7) 

при  такой  записи  мы  видим,  что  правая  и  левая  части  (7)  дают  одинаковый 
результат  после  интегрирования,  В  частности,  при  /(*)  =  .*,  а  =  0  соотношение 
(7)  дает 

*6(л:)  — 0.  (8) 

Аналогичным  образом  легко  доказать  справедливость  следующих  выра¬ 
жений: 

6(— х)=8(х),  (9> 


6(<и)  =  т^|-6(*). 


6  (л:8— а3)  =  {6  (х — а)  +  б  (х + а)}, 

^  6  (а — х)ё(х — Ь)йх  =  Ь(а — Ь). 


(Ю> 

(И) 

(12) 


Для  доказательства  справедливости,  например,  (10)  сравним  интегралы  от 
/ (х)  б  ( ах)  и  / (*)“|4у 8  (ах).  Имеем 

+  00  +00 

^  /  (х)  6  (ах)  гіх  =  ±  §  /(!")  б  (у)^йу=-щиѴ), 

—  »  —  Со 

где  второй  интеграл  берется  со  знаком  плюс  или  минус  в  зависимости  от  того» 
положительно  ли  а,  отрицательно  или  равно  0.  Из  (5)  следует,  что 

+  00 

I  ^*)ТД6(*)^л:=='ПТ^0^ 

—  00 

Как  мы  видим,  эти  интегралы  совпадают,  что  и  означает  справедливость  (10)* 
Аналогично  соотношение  (12)  означает,  что  если  умножить  обе  его  части  на 
непрерывную  функцию  от  а  или  Ь  и  проинтегрировать  соответственно  по  всем 
значениям  а  или  Ь ,  то  мы  получим  тождество. 

Выясним  далее,  как  можно  интерпретировать  производные  от  дельта-функ¬ 
ции.  Используя  «аппроксимирующие  функции»  6  ( х ,  р)  и  интегрируя  по  частям, 
получим 

+  «>  +  с» 

5  ц)Жс  =  /(оо)6(оо,  р)  — Ц— оо)6(— оо,  ц.)-  5  Г(х)Ь(х,  ѵ)<1х. 

—  »  —  00 

При  переходе  к  пределу  при  р->-оо  первые  два  члена  в  правой  части  исчезают, 
и  мы  имеем 

+  СО 

5  /(х)6'(х)гіх  =  —  ПО).  (13) 


Повторяя  этот  процесс,  найдем 
+  00 

5  І(х)Ь^(х)йх={— 1)7<“>(0). 

—  да 

Легко  доказать  справедливость  следующих  соотношений: 

6'  (— х)  =  -6'  (х), 
хЬ'  {х)  =  —6  (х). 


(14) 


(15) 

(16) 
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Часто  оказывается  удобным  (см.,  например,  приложение  6)  выразить 
дельта-функцию  Дирака  через  единичную  функцию  Хевисайда  (называемую 
иногда  ступенчатой  функцией)  V  (х),  определяемую  соотношениями 

(/(д:)  =  0  при  я<0, 


(17) 


—  1  при  лг  >  0. 

Если,  как  и  раньше,  обозначить  штрихом  производную  по  х,  то,  интегрируя 
по  частям  (при  *і>0,  х2>0),  формально  получим 

*я  хг 

5  і(х)Ѵ  (х)  л*  =  [/  (х)  и  (х)]%^  —  $  г  (х)  и  (х)  ах  = 

-*і 

=  І  (х2)  -  { /'  (х)  ах  = !  (х2)—Пх,) + І  (0) = /  (0). 
0 

Полагая  х~у — а ,  /( х )  =  /( у — а)  ~  Г  (у)  и  переходя  к  пределу  ^->00,  *а-*оо, 
имеем 

5  Р  ({/)  V  (у—а)йу  =  Р  (а), 

—  «3 

т.  е.  V'  обладает  свойством  (5)»  В  частности,  при  і7—!  и  а  =  0  находим 

+  со 

$  Ѵ(у)сІу  =  1; 

—  00 

следовательно,  V  удовлетворяет  соотношению  (16).  Более  того,  V'  (х)=0, 
(  когда  хфО.  Таким  образом,  производную  от  единичной  функции  можно  иден¬ 
тифицировать  с  дельта-функцией,  т.  е. 

6(х)  =  ±1/(х).  (18) 


Дельта -функцию  можно  также  ввести  с  помощью  интеграла  Фурье 


Полагая 


/  (а)  =  ^  |  Лк  |  /  (х)ехр  {—ік{х—а))  йх. 

—  оо  —во 

К(х—а,  р)=Д  ^  ехр  [— ік{х— а)]  Лк  =  -^~ 


—а) 

а) 


(19) 


(20) 


и  изменяя  порядок  интегрирования,  соотношение  (19)  можно  формально  пред¬ 
ставить  в  виде 


/(я)  =  ^  !(х)К(х—а)йх, 


(21) 


где  К(х — а)  есть  предел  К (х—  а,  р)  при  р— >-оо.  Строго  говоря,  такой  предел 
в  обычном  смысле  не  существует  *)  при  х — аф0і  однако  (21)  имеет  такой 
же  смысл,  как  и  ранее  рассмотренные  интегралы,  т.  е. 


/(а)=  Ііш  ^  /  (х)  К  (х — а,  \і)йх. 


(22) 


Таким  образом,  К  обладает  свойством  (5).  Полагая  /(*)  =  1  в  (21),  находим, 
что  интеграл  от  /С(*),  взятый  по  всем  значениям  х,  равен  единице.  Следова- 


*)  Такой  предел  существует  к  равен  нулю,  если  его  рассматривать  в  смысле  Чезаро 
(см.  [27]), 
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тельно,  мы  получили  еще  одно  представление  Дельта-функции  Дирака,  а  именно 

+  да 

6  (*)  =  ^  ^  ехр (—ікх)йк,  (23) 

-  да 

т.  е.  б  (х)  можно  рассматривать  как  фурье-образ  от  единицы.  Существует  и 
обратное  соотношение,  получающееся  из  (21),  если  положить  /(х)  =  ехр  (ікх) 
и  а  =  0,  а  именно 

+  да 

^  б  (х)  ехр  (ікх)  йх  —  1 .  (24) 

—  да 

До  сих  пор  мы  рассматривали  лишь  одномерное  пространство,  но  все  най¬ 
денные  соотношения  легко  обобщить  на  случай  нескольких  измерений.  В  част¬ 


ности,  рассмотрим  трехмерное  пространство.  Тогда  функция 

6  (х,  у,г)  =  б  (х)  б  (у)  б  (г),  (25) 

обозначаемая  часто  через  6 (г),  где  г  —  вектор  с  компонентами  х,  у ,  г ,  удов¬ 
летворяет,  очевидно,  соотношениям,  аналогичным  (1),  т.  е. 

б(*.#»2)  =  0  при  Хт^О,  уФ  0,  2^=0,  (26а) 

+  да 

$(**  У  у  г)йх<іу(І2  —  1.  (266) 

—  оо 

Свойство  (5)  можно  представить  теперь  в  виде 

+  да 

Ш  Н*.  0.  в) 8 («—а,  у—Ь,г—с)йхйуёг=і(а,Ь,  с),  (27) 

—  да 

и  б(х,  г)  удовлетворяет  обратным  преобразованиям  Фурье 

4-  да 

б  (х,  у,  г)  =  ехр  [—г  (кхх  +  куу  +  кгг)]  0кх  0ку  йк„  (28) 

—  да 

+  да 

Щб(х,  у,  г)  ехр  [і{кхх+куу+к,г)\  йхіуіг  =  1.  (29) 


ПРИЛОЖЕНИЕ  5 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ  ЛЕММА,  ИСПОЛЬЗУЕМАЯ 
ПРИ  СТРОГОМ  ВЫВОДЕ  ЗАКОНА  ЛОРЕНТЦ  —  ЛОРЕНЦА 


В  настоящем  приложении  мы  докажем  уіемму,  используемую  в  п.  2.4.2, 
согласно  которой 

гоі  го)  |  а  (г')  О  (#)  ОУ'  -*  |  го)  го)  о  (г')  О  (/?)  ёѴ’  -|  ~  О  (г)  (1) 

О  о 


при  а-*-  0.  Здесь  О  (г)  —  произвольная  векторная  функция  координат  и  С(Р)  = 
=  ехр  (ікР)/Р.  Интегралы  берутся  по  объему,  ограниченному  снаружи  по¬ 
верхностью  2  и  внутри  поверхностью  сферы  о  радиуса  а,  центр  которой  на¬ 
ходится  в  точке  Р  с  радиусом-векюром  г(х,  у ,  г).  Р  обозначает  расстояние 
|г — г'  |,  где  г'(х\  у\  г')  ■ —  радиус-вектор  элемента  объема  (IV'. 

Пусть  А  —  произвольная  векторная  функция  координат.  Компоненты 
гоі  гоі  А  имеют  вид 
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и  т.  д.,  так  что 


го*  го*  5  00^')  |  <}>СЫ'+^1  а,Сс1У'-(^+^)  ]<1х(МГ. 


Тогда  для  произвольной  дифференцируемой  скалярной  функции  Р(г,  г') 
ем 

к  I™"  -  ё  'Н  ■  и 


где  а'  —  поверхность  небольшой  сферы  радиуса  а  с  центром  в  точке 
Т (х  +  <5х,  у,  г).  Для  определения  предела 
в  (3)  заметим,  что  разность  двух  интегралов 

характеризует  вклады  от  двух  областей,  ШГ  ^ШХ 

заштрихованных  на  рис.  9.  Элемент  объ-  М0Щ 

ема  можно  записать  в  виде  (  /  Р 

§УГ  —  бхррс,  '  \  Р Т  ^  ^ 

где  65'  —  элемент  поверхности  и  р*  — 
х-компонента  единичного  радиального  век- 
тора  р,  выходящего  из  точки  Р ,  Следо- 

вательно,  &  ^ 


,у-  шм _ _ 


Ііш  —  ^Р  сіѴ' —  Г 
<х->оЬх  о  3 

]_<?  а 


^ррхаз'. 


Рис.  9,  К  вычислению  предела 

Г  X  2  і 

ііш  -і-  С  р  аѵ—  Г  р  лѵ'  . 

вх-.о  ох  и  2 

*-<т'  а  ■* 


Центр  о  расположен  а  точке  Р  ( х ,  у,  г),  а 
центр  а’~  в  точке  Т  {х+6х,  у .  г). 

Положив  Р  —  <2і(г)  6(Р),  где  (2,(/  — *.  у 

или  г)  —  любая  декартова  компонента  вектора  О,  получим  из  (3)  и  (4) 

§-х  |  (< 2,0 )  ОУ'  =  |  §-х  ((1,0)  ОУ'  -  у  (0,0)  Рх  05',  (5) 

а  о  а 

Рассмотрим  далее  частные  производные  второго  порядка.  Продифферен¬ 
цировав  последнее  соотношение  по  х  и  снова  используя  его,  находим 
2  2 

ЗР  $  (<?,0)  оу  =  1 1*  (0/5)  0Ѵ'  - 1  §-х  {(2,0)  Рх05'-^{ <2,0  Рх  аз',  (6) 

о  а  а  о 

Поскольку 

до  (Ю  дР  а  ехр  (Ш?)  /  1  .Л  ехр {ікК)  л 

дх~йКдх~  РхЛК  К  -Р-и  )  Л 


до  (Ю  др  сі  ехр  (ШД 

дх  ~  ЛИ  дх  ~  Р*  ЛК  К  Р* 


}__{Л  ехр(ійД) 

^  ]  н 


Л5'  ^  а2  сІОі,  ) 

где  сіи  —  элемент  телесного  угла,  имеем  при  он>-0 

$  ш  ( а /О  рх  <*$' = $  р*<э,  ^  = 5  ( 1  -**> — т  О/  (г)’  <8) 

а  сП 

здесь  &  —  поверхность  единичной  сферы.  Последний  интеграл  в  (6)  обращается 
в  нуль  при  а— >“0,  в  результате  чего  получим 


?  5  т  «ѵ»  м’  -т  «/«• 
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Смешанные  вторые  частные  производные  можно  вычислить  таким  же  об¬ 
разом.  Например,  имеем 

(Ю) 

а  а 

Член  — з"Ф/(г)  теперь  отсутствует,  поскольку  интеграл,  соответствующий  (8), 
равен 

I  Тх  (V  а8'  ~  І  РхРу®;  ( 1  ~ іа®  а0  * 

а  й 

т.  е.  стремится  к  нулю  при  а-*- 0. 

Подставляя  уравнения  вида  (9)  и  (10)  в  (2),  получим  при  а-*-  0 

г  2 

гоі  гоі  ^  (ОС)  йѴг 

а 

Аналогичные  выражения  Находим  и  для  у-  и  2- компонент.  Комбинируя  эти 
три  соотношения,  получим  векторную  формулу  (1). 

ПРИЛОЖЕНИЕ  6 

РАСПРОСТРАНЕНИЕ  РАЗРЫВОВ  ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО  ПОЛЯ 

В  п.  3.1  Л  отмечалось,  что  уравнение  эйконала  в  геометрической  оптике 
идентично  уравнению,  строго  описывающему  распространение  разрывов  элект¬ 
ромагнитного  поля.  В  более  общем  виде  можно  показать,  что  четыре  уравнения 
(3.1  Л 1  а)  —  (3  Л  Л  4а),  характеризующие  поведение  электромагнитного  поля, 
создаваемого  геометрическими  световыми  лучами,  совпадают  с  уравнениями, 
связывающими  векторы  поля  на  движущейся  поверхности  разрыва.  Цель 
настоящего  приложения  состоит  в  математическом  доказательстве  этой  экви¬ 
валентности. 

1.  Соотношения,  связывающие  разрывы  непрерывности  векторов  поля. 

В  п.  1.1.3  мы  рассматривали  разрывы  векторов  поля,  возникающие  из-за  рез¬ 
кого  изменения  материальных  параметров  е  и  р,  скажем,  на  поверхности  линзы. 
Разрывы  в  полях  могут  также  возникать  и  по  совершенно  иным  причинам, 
например  вследствие  того,  что  источник  внезапно  начнет  излучать.  Тогда  поле 
распространяется  в  пространство,  окружающее  источник,  и  с  течением  времени 
заполняет  все  большую  и  большую  область.  На  границе  этой  области  поле 
терпит  разрыв,  причем  внутри  области  векторы  ноля  в  общем  случае  конечны, 
а  вне  ее  они  равны  нулю.  Установим  сначала  некоторые  общие  соотношения, 
справедливые  на  любой  поверхности,  на  которой  поле  терпит  разрыв.  Пред¬ 
положим  для  простоты,  что  для  любого  момента  времени  существует 

только  одна  такая  поверхность;  обобщение  на  случай  нескольких  поверхностей 
разрыва  (возникающих,  например,  при  отражениях  от  препятствий,  находя¬ 
щихся  в  среде)  не  представляет  труда. 

Пусть  Р  (х,  у ,  2,  і)  —  произвольная  поверхность,  на  которой  по  крайней 
мере  один  из  векторов  поля  терпит  разрыв.  Если  она  фиксирована  в  прост¬ 
ранстве,  то  Р ,  конечно,  не  зависит  от  і .  Точки  но  разные  стороны  от  этой  по¬ 
верхности  характеризуются  неравенствами  Р< 0  и  ^>0.  Пусть  Е — -вектор 
электрического  поля,  и  пусть  * 

Е  (х,  у ,  г,  і)  =  Е(1)  (х,  у ,  г,  О,  когда  Р  (х,  у ,  г ,  /)  <  0,  ) 

Е(х,  уу  г,  0  —  Е1а)  (х,  у,  г,  <)♦  когда  Р  (х,  у,  г,  і)  >  0.  ]  ^ 

Тогда  Е  можно  записать  в  виде 

Е  -  Е^Ѵ  (—У7)  +  {Р),  '  (2)  • 

где  У ' —  единичная  функция  Хевисайда  (см.  уравнение  (17)  приложения  4), 


гоі  гоі  (( 10)  йѴ' 


О  Чх* 


(И) 
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С  помощью  (2)  получим  выражения  для  гоі  Е,  сііѵ  Е,  дЕіді  и  т.  д.,  входящих 
в  уравнения  Максвелла.  При  дифференцировании  суммы  или  произведения, 
содержащих  разрывный  множитель,  применим  обычные  правила  дифференци¬ 
рования  и  соотношение  (18)  приложения  4 

а 


(/  (х)  =  6(х), 


где  6  —  дельта-функция  Дирака.  Так.  например,  из  (2)  получим 
гоі  Е  —  V  (—Г)  гоі  Е(1>  +  V  (Р)  гоі  Е‘«  + 

Ѵ[©гай  V  (—О]  ХЕШ  +  [©гай  V  (Р)]  хЕ<». 

Далее  имеем 

©гай  и  (-Р)  =  —  ©гай  V  (Г)  =  —  ©гай  Р  =  —  6  (Р)  ©гай  Р, 

а  из  последних  двух  соотношений  следует,  что 

гоі  Е  =  V  ( — Р)  гоі  Е(1)  +  V  (Р)  гоі  Е<а)  4>  б  (Т7)  §гас!  Р  х  (ДЕ), 
где 

АЕ  =  Е(2)  —  Еш. 

Аналогичным  образом  находим 

сііѵ  Е  =  и  (-Р)  сііѵ  Еи>  +  V  (Р)  (ііѵ  Е(2)  +  б  (Р)  §га(і  Р-  ДЕ, 


дЕ 

ді 


«*/(— Л 


дЕ<4> 

ді 


чдЕ<а> 


к  дР 


АЕ. 


(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 
(9) 


Токи  и  заряды  можно  представить  в  таком  же  виде,  как  и  векторы  поля, 
однако  если  материальные  параметры  е  и  р,  терпят  разрыв  на  поверхности  Р  =  О, 
то  в  этих  выражениях  могут  появиться  дополнительные  члены,  содержащие 
поверхностную  плотность  тока  }  и  поверхностную  плотность  заряда  р.  Вклады 
от  этих  величин  описываются  уравнениями  (1.1.17а)  и  (1.1. 18а),  так  что  в  ре¬ 
зультате  мы  получим 

}  =  р>[/  (~Р)  (Р)  +1 1  ёгаб  Р I  б  (/7),  (10) 

р  =  ( — Р)-Рр™1!  (р)  -[-  р  |  ^гасі  Р  |  б  (Р),  (11) 

Подставим  теперь  соотношения  (6),  (8),  (9),  (10),  (II)  и  аналогичные  соот¬ 
ношения  для  других  векторов  поля  в  уравнения  Максвелла  (1.1.1)  —  (1.1.4). 
Члены  с  индексами  (1)  сокращаются  так  же,  как  и  члены  с  индексом  (2),  по¬ 
скольку  по  обе  стороны  от  поверхности  разрыва  поля  удовлетворяют  уравне¬ 
ниям  Максвелла.  Оставшиеся  члены  дают  следующие  соотношения ,  связываю¬ 
щие  разрывы  векторов  поля: 

егаа^хдн— Ь^до  =  {5ЦвпкіП 


©гай/7хДЕ+-Ь^- ДВ  = 


=  0, 


(12) 

(13) 


^га(і  Р-  ДО  —  4яр|  ^гасі/7 1,  (14) 

^гасі  Р-  АВ  =  0,  (15) 

Интересно  отметить,  что  эти  уравнения  получаются  формально  из  уравнений 
Максвелла,  если  заменить  векторы  поля  Е,  Н,  О,  В  на  разности  ДЕ,  ДН,  АО, 

А  В,  величины  І  и  р  на  ]  и  р  и  дифференциальные  операторы  — ,  ~  ^  ~  на 

операторы 

і  дР  1  дР  1  дР  I  дР 

|  ёга<і  р  |  дх  *  |  йгасі  Р  \  Ъу  у  |  &гагі  Р  \  дг  7  |  ^гасі  Р  \  ді  * 

Пусть  п12  —  единичный  вектор,  нормальный  к  поверхности  разрыва  и 
направленный  из  области  ^<С0  (индекс  1)  в  область  /^>0  (индекс  2): 

^  ігасі  Р  *  (16) 

іа  |  §га<1  Р  | 
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Введем  также  скорость  ѵ,  с  которой  движется  поверхность  разрыва.  Неболь¬ 
шому  смещению  6г(6х,  Ьу ,  бг)  из  точки  на  поверхности  разрыва  Р(х,  у ,  г,  і)  ^0 
до  точки  па  соседней  поверхности  разрыва  соответствует  такое  изменение  вре¬ 
мени  62,  что 

§гаёГ-бг+^6(  =  0.  (17) 

В  частности,  для  смещения  вдоль  нормали  6г  —  6$п12,  так  что  скорость  ѵ  дается 
выражением 

_ 1  дР  /іт 

йі  ““  Іегаа/’І  ді  *  11 

Соотношения  (12)  —  (15)  можно  записать  тогда  в  виде  *): 

*  пІ2хДН+^-ЛО  =  ^},  (12а) 


п12хДЕ  — У  ДВ-=0,  (13а) 

п12  •  А  О  =  4  яр ,  (14а) 

п13*ДВз=0.  (15а) 


Если  разрывы  векторов  полей  возникают  из-за  резкого  изменения  вели¬ 
чин  материальных  параметров  е  и  р,  на  поверхности  Р  {х,  у ,  г)  =  0,  положение 
которой  фиксировано  в  пространстве,  то  у  — 0  и  соотношения  (12а)  —  (15а) 
сводятся  к  ѵравнениягѵі  (25),  (23),  (19)  и  (15),  приведенным  в  §  1.1. 

2.  Поле  на  движущейся  поверхности  разрыва.  Рассмотрим  движущуюся 
поверхность  разрыва,  возникающую  из-за  присутствия  источника,  внезапно 
начинающего  излучать.  Представим  эту  поверхность  в  виде 

.  Р(х ,  у,  г,  у,  г)—сі  =  0,  (19) 

где  с  —  скорость  света  в  вакууме.  Векторы  поля  на  поверхности  разрыва  мы 
будем  обозначать  маленькими  буквами,  т.  е. 

е(х,  у,  г)  —  Е  \х,  у ,  г,  -С  ^(х,  у ,  г)]  ;  (20) 


аналогичные  выражения  справедливы  и  для  других  векторов  поля..  Далее, 
в  области  за  движущейся  поверхностью  (скажем,  при  Р(х,  у ,  2,  2)>0)  поле 


равно  нулю,  так  что,  согласно  (1)  и  (7),  имеем  ЛЕ-=  — Е(1>  — — е  и  т,  д.  Из 
материальных  уравнений  (1.1.10)  и  (1.1.11)  следует,  что  Ь  =  |лЬ,  и 

если  положить  ]  =---  0,  р  —  0,  то  из  (12)  — -  (15)  получим 

§гасі  &  х  Н  4-  ее  —  0,  (21 ) 

§гас1<^хе— р,Ь  =  0,  (22) 

^габс^-е^О,  (23) 

0гас1^-Н^=О.  (24) 


Эти  уравнения  формально  совпадают  с  основными  уравнениями  (3.1.11а)  — 
(3.1.14а)  геометрической  оптики.  Следовательно,  векторы  поля  на  движущейся 
поверхности  разрыва  подчиняются  точно  таким  же  уравнениям ,  как  и  гармо¬ 
нические  по  времени  векторы  поля  в  приближении  геометрической  оптики , 
причем  движущейся  поверхности  разрыва  соответствуют  геометрические  вол¬ 
новые  фронты  **). 


*)  Эти  уравнения  служат  обобщением  системы  соотношений  для  разрывов  полей,  извест¬ 
ных,  по-видимому,  еще  Хевисайду.  См.  также  [31 — 36]  и,  кроме  того,  [23а]  стр.  37 — 51  и  [33]. 
Используем*-  й  здесь  метод  вывода  этих  уравнений  принадлежит  Бреммеру  [37]. 

•*)  Можно  также  показать,  что  е  и  Ь  удовлетворяют  тем  же  уравнениям  переноса  (см. 
(3.1.41),  (3.1.42)),  что  и  комплексные  векторные  амплитуды  полей  в  геометрической  оптике. 
Этот  результат  был  впервые  установлен  Лунебергом  [34].  См.  также  {23а]  стр.  162  и  138]. 
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Очевидно,  что  движущаяся  поверхность  разрыва  должна  удовлетворять 
уравнению  эйконала 

(*)•+№)'+(*)•-■'■  <25> 

где  гс2  —  е|х.  Это  уравнение  выводится  так  же,  как  и  ранее.  Оно  служит  усло¬ 
вием  совместности  уравнений  (21)  и  (22)  и  следует  из  них  после  исключения  Ь 
или  е  и  использования  (23)  или  (24).  Согласно  (18),  (19)  и  (25)  поверхность 
разрыва  движется  со  скоростью  ѵ  =  с/п . 


ПРИЛОЖЕНИЕ’ 

КРУГОВЫЕ  ПОЛИНОМЫ  ЦЕРНИКЕ 

В  настоящем  приложении  будут  более  подробно  рассмотрены  круговые- 
полиномы,  о  которых  мы  кратко  говорили  в  п.  9.2.1.  Эти  полиномы  были  впер¬ 
вые  введены  и  исследованы  Цсрнике  139]  в  его  важной  работе,  посвященной 
исследованию  метода  темного  поля  и  фазового  контраста;  затем  они  изучались 
им  и  Бринкманом  [40],  а  также  Нижбером  [41].  Эти  полиномы  были  позднее 
выведены  только  из  требования  ортогональности  и  инвариантности  [42];  в 
нашем  изложении  мы  будем  придерживаться  в  основном  последнего  иссле¬ 
дования. 

1.  Некоторые  общие  замечания.  Нетрудно  показать,  что  существует  бес¬ 
численное  множество  полных  систем  полиномов  от  двух  вещественных  пере¬ 
менных  хи  у,  ортогональных  внутри  единичного  круга,  т.  е.  удовлетворяющих 
условию  ортогональности 

$$  Ѵ'ы(х,  у)Ѵф)(х,  у)4хау  =  А<хцЬа р.  (1) 

+  .... 

Здесь  К(а)  и  —  два  произвольных  полинома  системы,  звездочка  —  комп¬ 
лексное  сопряжение,  б  —  символ  Кронекера  и  Л,р  —  нормировочная  постоян¬ 
ная,  которая  будет  определена  позднее.  Круговые  полиномы  Цернике  отли¬ 
чаются  от  полиномов  других  систем  некоторыми  простыми  свойствами  инва¬ 
риантности,  которые  проще  всего  объяснить  в  рамках  теории  групп.  Однако 
с  помощью  своего  рода  нормировки  можно  избежать  введения  абстрактного 
формализма  теории  групп.  Рассмотрим  сначала  такие  системы  полиномов,  ко¬ 
торые  «инвариантны  по  форме»  относительно  поворота  координатных  осей  во¬ 
круг  начала  координат.  Такая  инвариантность  означает,  что  при  любом  по¬ 
вороте 

X'  =ХС05ф  +  І/$ІПф,  у'  =  —  X  5ІП  ф  -{- Г/  С05  ф  (2) 

каждый  полином  Ѵ(х,  у)  переходит  в  полином  такого  же  вида,  т.  е.  при  исполь¬ 
зовании  преобразования  (2)  V  удовлетворяет  следующему  соотношению: 

Ѵ(х,  у)  =  0(у)Ѵ(х',  у'),  (3) 

где  С(ф)  —  непрерывная  периодическая  функция  угла  поворота  <р  с  периодом 
2яиС(0)  =  1. 

Далее,  осуществление  двух  последовательных  поворотов  на  углы  ц>г  и  <ра 
эквивалентно  одному  повороту  на  угол  фа  +  ср2.  Следовательно,  из  (3)  следует^ 
что  величина  О  должна  удовлетворять  функциональному  уравнению 

О  (фх)  О  (фа)  =  0(9!  +  фД .  (4) 

Общее  решение  этого  уравнения,  имеющее  период  2 я,  хорошо  известно  *): 

0(<р)  =  ехр  (і/ф).  (5) 


!)  См.,  например,  [43]. 
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Здесь  I  —  любое  целое  число,  положительное,  отрицательное  или  нуль.  Под¬ 
ставляя  (5)  в  (3),  полагая  х'  =р,  у'  =0  и  используя  (2),  получим,  что  V  дол¬ 
жен  иметь  вид 

V  (р  соз  (р,  р  5ІПф)  =  Я  (р)  ехр  (*7ф),  (6) 


где  Ѵ(р,  0)  зависит  только  от  р.  Разложим  теперь  ехр  (//ф)  в  ряд  по 

степеням  созср  и  зіпср.  Предположим,  что  V —  полином  степени  п  от  перемен¬ 
ных  х  =  рсозср  и  #  =  р5ІП(р;  тогда  из  (6)  следует,  что  /?(р)  есть  полином  по  р 
степени  п  и  не  содержит  степеней  р,  меньших  1 1 1.  Более  того,  (р)  является, 
очевидно,  четным  или  нечетным  полиномом  в  зависимости  от  четности  числа  I. 
Система  круговых  полиномов  Цврнике  отличается  от  всех  других  подобных 
систем  тем,  что  она  содержит  полином  для  каждой  пары  возможных  значений  п 
( степень )  и  I  ( угловая  зависимость ),  т.  е.  для  всех  целых  значений  пи/,  для 
которых  0,  /<  0,  гі^\1\,  а  п —  |/|  —  четное  число.  Обозначим  произ¬ 
вольный  полином  этой  системы  следующим  образом: 


ѴЦрсозф,  р  зіп  ф)  =  К‘п  (р)  ехр  (г7ср).  (7) 

Из  (1)  и  (7)  следует,  что  радиальные  полиномы  і^(р)  удовлетворяют  соот¬ 
ношению 


где 


5  К1п  (Р)  %1п'  (р)  Р  Ф  =  а1п дпП'9 


(8) 

(9) 


Для  любого  заданного  значения  I  нижний  индекс  п  может  принимать  только 
значения  |  / 1,  |  / 1  +  2,  1 1 1  +  4, , . ,  Соответствующая  последовательность  (р), 
^і/і+2  (р)і  Яіл+Лр)  **•  получается  путем  ортогонализации  степеней 

р|Ц?  р[/  |Н-2^  р|Ц+4#  ^  (Ю) 

с  весовым  множителем  р  на  интервале  О^р^І.  Далее,  поскольку  в  (10)  вхо¬ 
дит  только  модуль  и  то 

^«Чр)  =  Р^(р),  (іі) 

где  —  постоянная,  зависящая  только  от  нормировки  полиномов  І1~1  и  Н1п. 
В  частности,  она  может  быть  выбрана  так,  чтобы  —  1  для  всех  значений  / 
и  пу  и  тогда 

Ѵпт  (р  соз  (р,  р  $іп  (р)  —  (р)  ехр  (±7/шр),  (12) 

где  т  =  \1 1  —  неотрицательное  целое  число. 

Система  круговых  полиномов  содержит  у  (я+ 1)  (я  +  2)  линейно  незави¬ 
симых  полиномов  степени  Следовательно,  любой  одночлен  х1уЦі^0, 

У>0  —  целые  числа)  и  любой  полином  по  х  и  у  можно  представить  в  виде  ли¬ 
нейной  комбинации  конечного  числа  круговых  полиномов  Ѵ1п .  Тогда  в  соот¬ 
ветствии  с  теоремой  Вейерштрасса  *)  такая  система  будет  полной. 

2.  Точные  выражения  для  радиальных  полиномов  Я„т  (р).  Поскольку 
/?л  1 т  (р)  есть  полином  по  р  степени  п  и  он  не  содержит  степени  р,  меньшей  ш, 
и  является  четным  или  нечетным  в  зависимости  от  того,  четно  или  нечетно  п> 
то  его  можно  представить  в  виде 

ГО(Р )  =  (13) 

2 

где  ?  =  р2  и  <іп-т  (0— -полином  по  і  степени  у(д— -т).  Согласно  (*8) 


*)  См.,  например,  [44], 
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полиномы  должны  удовлетворят^  соотношениям 

\1іт!}АІ)<1кЛІ)сІі=сЯтЬкк.,  где  й=Т(л-т),  к'  =  -!■(«'— т).  (14) 
о 

Отсюда  следует,  что  полиномы  (і),  . (}к  (I),  . . .  можно  полу¬ 

чить  ортогонализацией  последовательности  натуральных  степеней 

1,  *,  *й . /*,  ...  (15) 

с  весовым  множителем  ѵо(і)  —  іт  в  области  Хорошо  известные 

полиномы  Якоби  (или  гипергеометрические  функции)  (см.  [44]) 

°ЛР,  ч.  о- ' '* <  1  ■ - 0* ' ^  ( 1  ■ ~ ІГ -9+к]  -  (16) 


йі  (7  — 1) ! 


Ег 1 45  (Р  +  &+$ — 1)! 

ѵ  1;  (А  —  5)!5!(<Н-$  — 1)! 


(^^0,  ?  >  0,  р — <7  > —  1)  можно  определить  как  функции,  получающиеся 
при  ортогонализации  (15)  с  весовой  функцией  более  общего  вида 

в  области  1 ,  Свойства  ортонормируемости  этих  полиномов  выра¬ 

жаются  следующим  образом  [45]: 

і 

<рт*с*(р,  я,  і)Ок,(р ,  д,  т  =  Ьк(р,  д)8кк.,  (18) 


л  х  йЧ(?-і)ПМр-9+й]і  П91 

скКР,  Я)  [р—  1  Н-  АЛ  I  [р  +  2к\* 

(При  таком  выборе  Ьк  имеем  Ск(р ,  <7,  0)  —  1  для  всех  &.)  Сравнивая  (18)  и 
(14),  получим,  что*) 


т-  т  + 1 ) 


<3*(т+‘1,  /73+1,  О- 


Из  (13)  и  (20)  вытекает  следующее  соотношение  между  радиальными  поли¬ 
номами  и  полиномами  Якоби: 

+  Щ  -Р^(т+  *»  ОТ+  *’  р2)’  [а  =  1(»-*)].(21) 

Следуя  Цернике,  выберем  нормировку  таким  образом,  чтобы  при  всех 
/?  и  т  оставалось  справедливым  соотношение 


Тогда  из  (21)  и  (22)  находим 


^т(і)=і. 


/п  +  1)  і 


:  6*  (т  +  1 ,  /ті  +  1 ,  1 ) . 


Значение  Ск(т-\-  1,  т+1,  1)  можно  получить  с  помощью  производящей 
функции  полиномов  Якоби  [44].  Имеем 

У  (т+»Ѵ<(«+  1,  т+1,Р*)г°.  (24) 

(2гр2)тѴ  1 — 2г(1 —  2р2)-(-гг  -^-Ѵ  в  ] 


*)  Знак  квадратного  корня  в  правой  части  (20)  определяется  из  уравнения  (26),  сле- 
гѵюшего  далее. 
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При  р=1  левая  часть  последнего  соотношения  равна  (1+г)~\  и  разлагая 
ее  в  степенной  ряд  и  сравнивая  с  правой  частью,  получим 


0,(/?г-И,  /п-И,  1)  = 

Из  (25)  и  (23)  следует,  что 


(-П* 

(Т) ' 


2а±т 


п—т 

=  (-!)“ 


Ѵа(п  +  т)\ 
7 г(я— т)/ 


(25  > 


(26> 


Ьк  (т-ц  1Г  т  + 1) 

используя  (16),  (17)  и  (26),  найдем  из  (21)  следующие  окончательные  выра¬ 
жения  для  радиальных  полиномов: 


ДГ(Р)- 


/п —  т\  ,  „ 


а  I  2 

да*}  2  ЮТ 


і-п  а  —  т  I 

~(ра-1)“/  (27) 


ЯІ"  (р) 


-  іп-  т) 

Ц  (-1)-- 

Д>  5! 


(я— -5)! 


я-(-т 


•)'  (т2-) 


(28) 


В  табл.  9.1  приведены  в  явном  виде  выражения  для  нескольких  первых 

полиномов. 

Для  нормировочной  ПОСТОЯННОЙ  Опт  получим  из  (26)  и  (19) 

йп  ~  2я  +  2*  * 

Для  нахождения  производящей  функции  радиальных  полиномов  напи¬ 
шем  в  (21)  и  (26)  5  вместо  к  ~  (п—т)/ 2  и  т  + 25  вместо  п  и  подставим  полу¬ 
ченные  выражения  в  (24).  Тогда  имеем 

-[Н-г_  |А|+2г(і-2р^  +  Нм  =  у,  г*я±т2з  (ри 

5=0 


(2гр)’»Ѵ  1  -\~2г  (1  —  2р2)-|-г2 
Наконец,  вычислим  интеграл 


(30) 


^  (р)  /*<цр)рф, 

о 

который,  как  мы  видели  в  гл.  9,  играет  важную  роль  в  дифракционной 
теории  аберраций  Цернике  —  Нижбера.  Подставим  в  этот  интеграл  выра¬ 
жение  (27)  для  Яп  (9),  а  вместо  функции  Бесселя  /«—ее  разложение 
в  ряд  [44].  В  результате  получим 

і 

5  Я?( р)  рф  = 


Ч.Ч2) 


Г*  <-Пу 

і  -Д  (5 ОТ)  I 

1  5=0 


/  я-^т  я  +  я*  я — шл 
Ы  Ч5’— (31) 


где 


(32) 


/ч«>  р .  и =5  и*  і)гы«. 

о 

а  р,  (7,  г,  5 — неотрицательные  целые  числа.  Интегрируя  (32)  по  частям, 
имеем 

/  <5>  Р’  Я.  ')-={«*  (г)'-1  [«» («•-  ІИ  Ц)  Р~‘  <«*  («-  іп  <*«•  (33) 
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Если  г^р  я  з  +  ^  +  то  первый  член  в  правой  части  исчезает,  так  что 

И*,  р.  <7,  г)  =  — 5/(5— 1,  р—  1,  <?,  г).  (34) 

Рассмотрим  по  отдельности  случаи  &^р  и  5  <  р. 

Когда  то,  применяя  (34)  р  раз,  получим 

/(«,  р,  ц,  0  =  ( —  1)/’А(Х —  1)(3 — 2). . .(« — р+  1)/(5 — р,  0,  д,  г)  = 


(—  1)Р+^ 
(5  — Р)І 


и)г(іи. 

0 


(35) 


Интеграл  в  правой  части  есть  интеграл  Эйлера  первого  рода  (бета-функ¬ 
ция),  который  равен  ($+<7 — р)\  <7  +  г —  р~\-\)\  (см.  [44]).  Следова¬ 
тельно,  при  имеем 


/(*.  р. 


<?.  '-)=(— 


і  )''+'■ 


5І  ($4“?  —  р)1  г! 

(5— р)1  (5  +  С/+Г— р-і-1)!  * 


(36) 


Рассмотрим  теперь  случай  5  <  р.  Применяя  (34)  5  раз,  получим 

/(5,  р,  д,  Г)  —  (  I)5  5  (5  1) .  ,  ./  (0,  Р-5,  ?,  Г)  = 

=  (-  *!  {(4Г"1  и  («-  К =0.  (37) 

Подставим  теперь  (36)  и  (37)  в  (31)  и  введем  такую  новую  перемен¬ 
ную  /,  что  $  —  (ц — т)^-І.  Тогда 


[  (р)  ^т  М  Р  <1(>  = 

о 


(_1)3<«-т)./2  ^  ( —  1)г 

*  ^-Л(я+І+ 1)! 


/  у  \п-|-2/  +  1 


(38) 


Ряд  в  правой  части  (38)  есть  разложение  функции  /„+,  (у).  Поскольку 
п — т — четное  число,  то  множитель  ( — ])з<л-т)/а  можно  заменить  на 
( — 1)<я-т)/2}  3  результате  чего  получим  окончательно 

$  Я?  (Р)  К  (ор)  Р  Ф  =  (-  1),п-т,/г  .  (39) 


ПРИЛОЖЕНИЕ  А 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО  ОДНОГО  НЕРАВЕНСТВА, 
ПРИВЕДЕННОГО  В  П.  10.7.3 


Пусть  ^(т)  и  #(т)  —  произвольные  функции,  в  общем  случае  комплекс¬ 
ные,  от  вещественной  переменной  т,  и  пусть  К  —  вещественный  парамеір. 

Тогда 


5  |/+Яв*|»л-  5  <Н-»в*) (Г +»*)*> 0, 


или 


5  //*  йх  +  %  5  {/§ +  /*§*)  Ах  +  Я8  5  ' 

—  со  —  да 

жения,  квадратичного  по  X,  опре 
5  (І8  +  Г 8'*)  А  +  2Я  5  §8*ёл  =  0. 


(1) 

(2) 


Минимум  этого  выражения,  квадратичного  по  X,  определяется  дифферен¬ 
цированием,  т.  е. 

■+■  «в  +09 

(3) 


23* 
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Корень  Я  =  йМ|Ш  уравнения  (3)  равен 


*  —  1 

^мнн  2  + 


5  (/я  47  V*  Мт 


5  88*  & 

—  от 

Если  подставить  его  в  (2),  то  получим 

/+<»  \  /  +  <*  \  /  +  м  \  а 

4(  ^  ц*лх){  5  вг*л)>(  5  (/г+/Ѵ)*). 

Ч  —  СЮ  /  Ч  —  00  /  \  —  От  *Ѵ 


Пусть 

Тогда 


Й+ТѴ-МЧ’тр+І^ 


(4) 

(5) 

(6) 

(7) 


и  (5)  после  интегрирования  правой  части  по  частям  и  в  предположении, 
чтр  *)  тфф*  — *0  при  т — +  ±оо7  принимает  вид 


5  **Щ*Г)(  ^  1 'тЧГсіх')^(  5  'М3**). 

-  да  /  \  _  от  /  \  —  да  / 


(8) 


Это  и  есть  требуемое  неравенство. 

Равенство  в  (8)  имеет  место  только  в  случае,  когда  выполняется 
равеисіво  в  (1),  чго  возможно  только  при  — %§*,  или,  используя  (6),  при 


Іг=-т^* 


(9) 


Общее  решение  этого  дифференциального  уравнения  имеет  вид 

Ч>(т)  =  Лехр  (—  -Ц^),  (10) 

где  А  —  постоянная.  Пригодны  только  решения  с  а>0,  поскольку  в  про¬ 
тивном  случае  ф(т)  не  будет  обращаться  в  нуль  на  бесконечности.  Следо¬ 
вательно,  (8)  становится  равенством  тогда  и  только  тогда ,  когда  ф  есть 
фун  кция  Га  у  аса . 


ПРИЛОЖЕНИЕ  9 

ВЫЧИСЛЕНИЕ  ДВУХ  ИНТЕГРАЛОВ,  ИСПОЛЬЗУЕМЫХ  В  П.  12.2.2**) 

В  настоящем  приложении  мы  вычислим  интегралы  (12.2.8)  и  (12.2.9), 


т.  е. 


I 


/ехРга\1 


Щ  Іехр  р  0*» +  <№.)]  §С--С- 

і  ел  Л  ...  .(*ХР 


\  Я 
нор 


•у| 

(о 

дхг  йух  йг17 

(2) 

V, 


')  Фактически  это  условие  всегда  выполняется,  когда  интегралы  в  левой  части  {8> 
сходятся  (см.  [46]). 

**)  По  Дарвину  [47]. 
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где 

К  =  +Ѵх*  +  УІ  +  г\  (3) 

и  о)2  >  с2р2.  Рассмотрим  два  случая,  а  именно; 

(а)  0  <  у  <  где  у  и  й — постоянные,  а  область  интегрирования  Ѵх 
представляет  собой  слой 

—  оо  <  хг  <  со  , 

—  со  <  гх  <  оо, 

из  которого  исключена  небольшая  сфера  исчезающе  малого  радиуса 
с  центром  в  начале  координат  х1—у1  —  21=  0. 

(б)  у  >  4  или  у  <  0;  область  интегрирования  Ѵг  совпадает  со  всем 
слоем 

—  сх>  <Хг  <  со, 

- ОО  <2,  <  ОО . 

Для  вычисления  применим  теорему  Гаусса,  записанную  в  виде 


сііѵ  С  (іѴ^  =  ^  С*п^$г,  (4) 

ѵ г  «Г 


где  О  —  произвольная  векторная  функция  координат,  п  (пх,  пѵ,  пг) — еди¬ 
ничный  вектор  внешней  нормали  к  поверхности  ограничивающей 
объем  Ѵг.  Положим 


С*,^°у,  =  0’ 


г _ 1  д 

4л  0гх 


ехр  |  1{рхі+№  + 
Я 


оо/?1 


(5) 


тогда  из  (1)  и  (4)  получим 

У.- 


и 

(  ехр 

і 

*■  (Рх і  — ^7“ 

'і 

3  "*>  дг, 

\ 

/г  / 

45  х. 


(6) 


Поскольку  —  0  на  обеих  сторонах  (уі  —  —  у  и  ^  =  <і — */)  слоя,  то  в  слу¬ 
чае  (б)  интеграл  34=0*).  В  случае  (а)  мы  должны  также  учесть  вклад 
от  небольшой  сферы  ог  с  центром  в  начале  координат.  Если  а — радиус 
сферы,  то  пг—  —  г1/аі  и  этот  вклад  равен 


4л 


[*(/»г+ДО.  +  “)]  (-І— т  при  «  — 0.  (7) 

0, 

Следовательно, 

'Ѵ  .  =  -Ц  .  КПГЛЯ  П  1!  И  ) 

(8) 


(Г  і  ■ 


хг  /  . 

<Гі  ■ 


=  з 
=  0, 


когда  0  <  г/  <  4У  I 

когда  у  <  0  или  у  >  4.  ) 


Пределе  чем  вычислять  ^2,  отметим,  что  интегрирование  по  исчезающе 
малой  сфере  с  центром  в  начале  координат  не  дает  никакого  вклада, 
поскольку  подынтегральное  выражение  содержит  только  особенность  по¬ 
рядка  1/І?.  Полому  в  случае  (а),  как  и  в  случае  (б),  нужно  интегрировать 


*)  Строго  говори,  поверхность  «5і  должна  быть  замкнутой;  поэтому  необходимо  рассмат¬ 
ривать  Тйі  лее  вклады  от  удаленных  краев  слоя.  Однако  этими  вкладами  можно  пренебречь 
по  физическим  соображениям,  так  как  их  эффекты  проявятся  в  исследуемых  точках  через 
'бесконечно  большой  промежуток  времени. 
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хю  всему  объему  слоя,  т.  е. 


где 


2{У: 


]  ехр(  1яуг)У  {у1)Лу1, 

“У 

ѵ  Ѵ«*р  Г*  (р*.+^)1 

■1)=  I  і  1  ѵ-  л^-^- 


(9) 


(10) 


Выберем  в  (10)  новые  независимые  переменные  р  и  определяемые 
соотношениями 


рх  і 


г,  =  ѴѴ'--^?5іпХ» 


(11а) 

(Пб) 


где  корни  в  (На)  и  (116)  берутся  со  знаком  плюс.  На  плоскости  луг,  кривые 
р  ---  сопзі  имеют  вид  эллипсов,  а  %  —  угол  между  радиусом-вектором 
и  большой  осью  эллипса.  При  р  =  |*/гІ  эллипс  вырождается  в  точку. 
Таким  образом,  всей  плоскости  хггг  соответствуют  следующие  интервалы 
значений  р  и  %:  І^І^р^оо,  0^х^2я.  Следовательно, 


$ 


•«-I  і 


ехр  ір 


‘Р  У  7 Г  — р 2 


где 


о  I  Уі  1 


Фр,  X)  Р  /’ 

(12) 

дгг 

Ф 

(13) 

д(р.  х)  Ф  дх 

является  якобианом  нашего  преобразования.  Из  (3)  и  (11а)  находим 


а  из  (ІЮ)  имеем 


дхг 

~Ф~ 

дхх 

Н 


\ 


.  й>  Хл 

'+ТНГ 


=  о, 


ф 

ах 


г  Р*— 


■5Іпх, 


*  Ѵр*— у\  соз  х  —  V  р2 —у\—гЬ 


(14а) 


(146) 


Кроме  того,  справедливо  тождество 

(рЯ  +  7-*,)'  —  (р^і  +  т-)?)а=  [{тУ *~~р*\  Р2~~ Я2], 

пли,  используя  (3)  и  (11а), 

(рЯ  +  7-**)-  У 


(±у. 

\  с  ) 


'■Ѵрг  —  у\  —  г\- 


Из  (13),  (14)  и  (15)  следует,  что 

ЗбУт,  гг) 
д(р,  х) 


«/?. 


(15) 

(16) 


Подставим  теперь  (16)  в  (12).  Интегрирование  по  х  Дает  сразу  же 
множитель  2л.  Интегрирование  по  р  тоже  не  представляет  труда,  и  мы 
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получим 


#(у)- 


5л/ ехр  [і\  ил  1  У~{ій,‘сѴ  —  рД 
У  (оо/'с)2  — р 2 


(17) 


где  на  основании  таких  же  физических  соображений,  как  и  ранее,  мы 
отбросили  осциллирующий  вклад  от  бесконечности. 

Подставляем  теперь  (17)  в  (9)  и  вычисляем  получившийся  интеграл. 
Имеем 

ехр  {—  щц) 


Мт) 


-  {ехр  (1§й)~  1 когда  у>  й,  \ 


2вУ 

Г— У - ДР <-%),„  .{ехр (іЫ.) — 1},  когда  у  <0, 

с '  2Н  У  ( т)‘~рі 

ехр  [—  ІН  {у—<?)\  \ 


V  (т)-' 

Л/  _  (  Ю  \2  (  1  ехо  ( — 


(18) 


О) 

т)  -р~ 


+ 


2/1 V  (т) і 

когда  0  <  у~<  сі} 


где 


8  =  Я 


^  у 

-  V (т)‘-р2'  к==<!+  V  (т/~ра* 


(19) 
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Дисторсия  209,  430,  432 

—  первичная  432 
Дифракции  задача  541 

—  — ,  единственность  решения  546,  547 
Дифракционная  картина  353  и  д. 

—  —  при  наличии  одной  аберрации  433—441 

і —  —  Эйри  365  < 

>—  маска  472 


*—  решетка  369—379 

« —  —  блестящая  (концентрирующая!  375 
і —  —  в  виде  реплики  375 
*—  —  вогнутая  378 

—  — ,  дисперсия  375,  377 

—  — ,  духи  309 

—  — ,  период  369 

*—  — ,  принцип  действия  369 

—  — ,  разложение  в  спектры  372 

—  — ,  разрешающая  сила  307,  372  373,  380 
г —  — ,  схема  Пашен  а  379 

—  — ,  —  Роуланда  379 
— •  — ,  теория  369—375 

—  — ,  типы  374 — 378 

—  —  трехмерная  373 

—  — ,  функция  отражения  369 

—  — ,  —  пропускания  369 

—  формула  Френеля  —  Кирхгофа  349,  350,  352 
Дифракция  341  ид. 


—  двумерная  517 

—  —"на  плоском  экране  516 

—  на  бесконечно  длинной  идеально  проводящей 

—  —  полосе  5  44,  5  45 

—  —  бесконечном  наборе  ступенек  544 — 546 

—  —  дзух  параллельных  полуплоскостях  542— < 

544 

—  —  дополнительном  экране  544 

—  —  полуплоскости  513.  521,  535—540 

* —  —  —  при  локализованном  источнике  535 — 540 

—  —  проводнике  516 

—  —  проводящей  сфере  585 

* —  —  —  — ,  теория  Ми  585—612 

—  рентгеновских  лучей  в  кристаллах  374 

—  света  на  ультразвуке  549—565 
• —  —  —  — ,  теория  552 

,  теория  341  и  д. 

— ,  —  Аббе  384 


— ,  —  Кирхгофа  345—352,  687 

—  трехмерная  на  полуплоскости  533 — 535 

—  Фраунгофера  352  —  356.  362 — 392 

- —  —  н  оптических  приборах  369 — 392 

—  —  на  границе  идеального  проводника  514 

—  —  —  идеально  проводящем  экране  515 

—  —  —  отверстии  в  плоском  экране  349 

—  —  — •  —  круглом  364—308 

—  —  —  щели  и  прямоугольном  отверстии  362 

—  —  экране  с  многими  отверстиями  366 — 368 

—  —  при  некогерентном  освещении  363 

—  Френеля  352—356,  392—397 
Дихроизм  62,  655 

Длина  волны  37  и  д. 

—  — ,  измерение  247,  269 

—  —  критическая  580 


* —  —  приведенная  37 

—  оптическая  121,  132-*-141,  146,  147 


Зайделя  переменные  202 — 217 

—  — ,  выражение  через  параметры  двух  лучей 
212—215 

1 —  — ,  —  —  —  одного  луча  215,  216 
Закон  Брюстера  59,  61 
- —  интенсивности  119 
і —  —  в  геометрической  оптике  119  —  123 
< —  Ламберта  179 
«—  Лоренца  30,  47 

*—  обратного  квадрата  расстояния  122 
•—  освещенности  179 
*—  отражения  34,  54,  55,  84,  108,  411 
> —  —  в  геометрической  оптике  129  — 131 
вариационный  аналог  672 


Закон  преломления  34,  55,  84,  107,  |43,  18$ 

—  —  в  геометрической  оптике  129  —  131,  189  —  19! 

—  ■ —  —  кристаллах  632 

—  —  параксиальной  области  188 

—  — ,  вариационный  аналог  671 

—  —  для  слоистых  сред  69 

—  Снелл иуса  55,  130,  572 
Зеркало  Ллойда  247 

—  Френеля  342 
Зоны  Френеля  342  и  д. 

—  — ,  построение  342 
Зрачок  181  —  183 

—  входной  182 

—  выходной  182 


Изображение  145  ид. 

—  в  микроскопе  383—392 

—  —  — ,  теория  383—392 

—  —  — ,  —  дифракционная  формирования  384 
_  —  — ,  — ,  когерентное  освещение  384—392 

—  —  — ,  — ,  некогерентное  освещение  383,  384 

—  объекта  протяженного  441—449,  486 

—  —  — ,  освещение  когерентное  441 — 445 

—  —  — §  —  некогерентное  445 — 449 

—  —  точечного  145 

— ,  полученное  методом  восстановления  волновыя 
фронтов  411 — 416 

—  стигматическое  146,  151 
Изогиры  642 

—  главные  642,  644 — 646 
Ичофоты  401,  437—440 
Изохром аты  642.  645 

—  главные  642 

Инвариант  Аббе  158,  160,  207,  212 

—  —  линзы  2  1 7 

—  Лагранжа  131,  132,  134,  678 

—  последовательных  преобразований  164 

—  Пуанкаре  132,  678 

• —  Смита  —  Гельмгольца  164 
Интеграл  Гильберта  664—666 

—  Гюйгенса  —  Френеля,  асимптотическое  пряб» 

лижение  407 

—  Дебая  398 

—  дифракционный  392 

—  —  Кирхгофа  348 

—  —  при  наличии  аберраций  421—425 
Интегралы  Френеля  393 — 395,  522—529 
Интенсивность  29  и  д. 

—  в  геометрической  фокальной  плоскости  401 

—  взаимная  4С4— 476,  492 

—  — ,  распростри  пение  473  —  486,  493 

—  _  в  оптической  системе  484—486 

—  — ,  расчет  406  —  471 

—  и  средняя  деформация  волновых  фронтов  424 
< —  истинная  488 

>—  нормированная  в  параксиальном  фокусе  422» 
427 

—  при  интерференции  244  и  д. 

— ,  пространственный  спектр  488 
— ,  распределение  402—407 

— ,  —  в  геометрической  фокальной  плоскости  401 
— ,  —  —  зависимости  от  отношения  числовым 
апертур  482 

— ,  —  вдоль  границы  тени  402,  403 
— ,  —  —  оси  402 

Интерференционная  картина  245  и  д 

—  —  кристаллической  пластинки  640,  642 

—  —  —  — »  кривые  равной  интенсивности  641 

—  —  пластинки  кристалла  двухосного  646 

—  —  —  —  одноосного  644—646 

—  —  поглощающего  кристалла  657—660 

—  —  <—  —  двухосного  659 

—  —  —  —  одноосного  658 

—  —  —  —  — ,  пидность  659 

—  функция  —  см.  Функции  интерференционны*  $ 
Интерференционные  полосы  246 

—  —  ахроматические  254 

—  —  Брюстера  235 

—  —  — ,  многолучевой  вариант  336 

—  — ,  вндность  250—252,  257,  272,  465,  659 

—  — ,  контрастность  304 

—  — ,  локализация  264,  271 — 278,  290 

—  —  многолучевые  297  и  д. 

—  —  —  в  пленках  382—350 

—  —  —  с  двумя  одинаковыми  пластинками  283^» 

288,  330—336 
* —  — ,  полуширина  301 
>—  — ,  порядки  264,  270,  311  —  313 
* - ,  —  дробные  264,  271,  311—313 
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Интерференционные  полосы,  порядки  целые  264 

—  —  равною  і;  к  юна  >о4,  300 

—  —  —  хртмагк'к.оѵою  порядка  329 

—  —  равной  толщины  263,  324 

- - ,  резкость  303—305,  317—326 

—  —  с  пл ос непараллельной  пластинкой  263—266 

—  — ,  суперпозиция  333—336 

—  —  Физо  270 

—  —  Эдссра  —  Бутлера  329 
Интерференционный  фильтр  318—322 

—  —  типа  Фабри  —  Перо  319 

—  — ,  характеристики  320 
Интерференция  242  и  д 

—  в  кристаллических  пластинах  640 — 644 

—  —  пленках  266—271 

—  •—  свете  кзазимонохроматкческом  248— 250,  285. 

462—477 

—  —  —  монохроматическом  243,  248 

—  двух  пучков  частично  коісрсніных  458—262 

—  двухлучевая  242,  245,  263—290 

—  — ,  деление  амплитуды  212,  263—290 

—  — ,  —  волнового  фронта  242,  245  —  259 

— ,  закон  для  квазимонохроматических  волн  466 
— ,  —  общин  460 

— ,  —  —  дтя  стационарных  оптических  полей  460 

—  многолучевая  242,  297—336 

—  полей  геометрической  оптики  и  дифракции 

526  —  526 

— ,  порядок  264*  371 
Интерферометр  242 

—  Бейтса  со  смещенным  волновым  фронтом  288 — 

292 


—  Дайсона  287 

■ —  Ж  ѵсііа  283—288 

- видоизмененный  (Сиркса  и  Прингсгейма) 

286.  287  нк/ 

*—  звездный  Майкельсона  255 — 259,  470 

- - ,  измерение  угловых  расстоянии  255— 

259  470 

—  интенсивностей  259 
<—  Кюстерса  282 

—  Люччсра  —  Герке  313 

—  ТѴІаи нельсон а  278—280 

—  —  аидоилкнеішыи  (Ъраѵна  а  Твисса)  470 

—  Маха  —  Цендера  288—292 
— ,  обл  петь  дне  не  р  (  пн  307 — 311 
— ,  предел  разрешения  307 

—  Рэлея  252,  253,  285 

—  Тнинмана  —  Грина  280 — 283 

—  Фабри  —  Перо  80,  302  —  313,  584 

—  —  — ,  контрастность  304 

—  —  — ,  критерии  р  ізрешения  306 

—  —  — ,  м  жен мал инее  пропускание  303 

—  —  — ,  прсд^і  разрешения  107 

«—  —  ~ ,  применение  для  сравнения  длин  волн 
311  —  ИЗ 

—  Физо  206—271 
Источник  115  н  д 

—  кв озимонох политический  256,  466 

—  ко  ері  іт  ып  247 

—  мочохромс .индский  243 

—  ьскогерентнын  126,  255,  ^66 

—  —  про  г  ч  ж  С'  і !  а  ы  н  256,  4  66,  477—480 
-*•  —  — ,  слепень  когере  тпости  466—473 


Калибры  268,  269 

— ,  измерение  методом  дробных  частей  порядка 
273,  283 

Камера  Шмидта  235,  236 
Каустика  134 

Кнут  ческне  поверхности  131,  675,  677 
—  г  ѵ чКс  прнмолын  лі.ьіх  лучей  168 
КогерсііТііості  124,  ид 

—  взаич  459  и  Д 

—  — ,  некоторые  тсооемы  489  —  492 

—  — ,  рлснрпстр  ііісеіис  491,  492 

—  — ,  — ,  строгся  ф)рмулировка  закона  494-  496 

—  — ,  расчет  4<ч— 

—  — ,  —  для  гщкоіерентного  источника  477—480 

—  — ,  слсі  тральное  представление  462,  463 

—  —  функция  ^58— 

— ,  время  294  451  496 — 500 
— ,  —  взаимное  500 

—  дли  г  а  292  —  297,  361,  451 

—  полная  452 

—  пучков  242 

—  —  монохроматических  242  и  д, 

— ,  степень  452,  461,  466 

— ,  —  комплексная  458  а  д. 


Когерентность,  степень  комплексная  при  освеще¬ 
нии  микроскопа  480  -484 
— ,  —  — ,  ры  чет  466  —  471 
— ,  Теории  453,  492— 500 

—  частичная  124,  242,  452  и  д 
Колбочки  224 

Кома  167,  206,  207,  430 

—  круговая  167 

—  ЛИНЗЫ  218 

—  первичная  431—441 
Компенсатор  Бабине  638 

—  Берека  640 

—  кристаллический  637 

—  Солей л я  639 

Конгруэнция  130,  134—136,  684 
Конденсор  237,  241,  480,  483 
— ,  аберрация  4  81 
Контраст  фазовый  светлый  389,  390 

—  —  темный  ЗЬ9.  390 
Контрастность  304,  328,  339 
Корню  построй  шс  394 

—  спираль  395,  390 
Коэффициент  астигматизма  219 

—  дсчрорм  шит  142 

—  —  линзы  217 

—  корреляции  452 

—  Наклона  342,  348,  492 

—  отражения  73,  74,  298 

—  —  пленки  диэлектрической  74,  582 

—  —  —  металлической  583 

—  поглощения  5/0 

*—  пропускания  73,  7  4,  298,  412,  444,  687 

—  —  ЯМПЛИ7 УДІГЫН  412 
< —  *—  взаиы  ып  488 

—  —  многослойной  системы  79,  304 
~  —  пленки  74,  582  —  585 
Коэффициенты  упруго  оптические  648—655 
Кривая  X ортсра  —  Дриффс.іьда  412 
Кривизне  поля  207,  209,  216,  430,  4  32 
Кристаллы  діухсспые  625 

—  — ,  оптические  свойства  625—636 

—  одноосі  ые  625 

—  — ,  оптические  свойства  625 — 636 
*—  —  отрипжтельнье  627,  652 

—  —  положит  ель  іые  627,  652 

— ,  оптическая  кл  шепошкация  625,  627 

—  поглощающие  ь  5  а— 602 
—  одноосные  655 

- »  Уравнения  Френеля  654,  656 

Кружок  рассеяния  наименьший  206,  437 


Линза  глазная  231 

—  Лунеберга  149 

—  полевая  231 

—  толстая  ІбО  — 162 

—  тонкая  Іо2 

—  — ,  первичные  аберрации  217  —  220 
Линии  равной  оптическом  толщины  324 

—  равных  амплитуд  630,  531 
- фаз  530,  531 

—  спектральные  296 

—  — ,  аберрщия  изображения  решетками  379 

—  — ,  тонкая  структура  297 

—  —  >  —  — ,  при  іеиеиие  двух  лучевой  интерфе¬ 

ренции  292—297 

“  --интерферометра  Фабри  —  Перо 

305—311,  332 

—  — ,  —  — ,  —  пластинку  Люммера  —  Герке 

316,  317 

—  — ,  эталон  длины  311 

—  среднего  потока  энергии  531 
Линия  Кунпины  122,  168 

—  фокальная  169 
Луч  116  И  9— 131 

—  геометрия  с  кии  120  —  123 

—  — ,  вектор  кривизны  128 

—  —  Дг.озф  рс  щиальное  уравнение  127  —  130 

—  —  кочпгопчѵія  130,  134  —  136,  683 

—  главный  (опорный)  182 

—  дифол  иі  оч  литии  126,  354  и  д 

—  ц  і  і  )  л  >і  ыц  іу>  ка  1С9 
Лучепр<  то»  сішс  двоимое  62,  431 

—  — ,  вы  няыюе  напряжением  648— 650 

—  —  фор\.ы  651—  653 
Лучи  остаточные  5 77 

—  параксиальные  188,  189 

—  сопряженные  154,  15  5 
Люк  183 

—  входной  183 
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Люк  выходной  183 
Люкс  181 
Люмен  181 


Матрица  когерентности  501  ид. 

—  —  монохроматической  плоской  волны  501  — 

506 

—  корреляционная  453 

—  характеристическая  71 

—  —  миг);  осло  шеи  системы  78 

—  —  однородно  і  диэлектрической  пленки  74 

—  —  слоисгои  среды  71—73 

—  —  —  —  нспоі  тощающей  73 

Метод  Габора  411  416 

—  двуступенчатыи  получения  изображения  411  — 

416 

—  —  фотогр  ф"и  411,  415 

—  дробных  ч  і..  сіе  порядка  271,  311 — 313,  337 

> —  интерференционных  испытании  качества  по¬ 
верхностей  4  е  270,  281,  327 

—  Маикельсопт  намерения  угловых  диаметров 

звезд  255 — 250,  470 

*—  наибыстрейшего  спуски  522,  525,  537,  687  — 
692 

построения  хода  лучей  185  — 191 
_ - -  —  КОСЫХ  189  —  191 

»—  —  — і  —  наклонных  меридиональных  185  — 
183 

►—  —  —  —  параксиальных  188,  189 
<—  свилей  389 

• —  стационарно»  фазы  355,  692 — 694 
і —  фазо-контрнстлыи  Цопни кс  Я8Ч 

—  —  — ,  чувств  нтслыюеть  390 
Микроскоп  237 — 241 

—  интерференционный  283 — 288 
і—  —  Дайсона  287 

,  объектив  238  — 2^0 
і — ,  —  иммерсионный  240 

,  числовая  апертура  239 
і— ,  окуляр  238 
< —  поляризационный  647 
— ,  разрешающая  сила  388 
1 —  рентгеновский  415,  416 
— ,  теория  Аббе  384 — 392 

—  электронным  415 
Момент  дипольный  99,  106 


Напряжение  648 

— ,  влияние  на  оптические  свойства  649  и  д 
■ — ,  тензор  646 

— ,  — ,  главные  оси  648,  649 
— ,  упруго-оптические  коэффициенты  648— 65 0 
Неравенство  Шварца  461,  502 
Николь  635 

Нит  181 

Нормали  волновые  621 

—  — ,  конус  направлений  634 

—  — ,  поверхность  624—631 

—  — ,  —  обрати  !  631 

—  — ,  уровнем  е  с'рснеля  619,  654 

—  — ,  эллипсоид  621 
Ньютона  кольца  269,  270 

—  цвета  270 


Область  изогчяп  тчческая  443,  484 

—  когерентное пз  451,  470 

—  отражения  526 

—  течи  520 

Обо  точка  рядужнап  222 
Объект  амплитудный  369 
— ,  «восстановление»  изображения  411 — 416 

—  сопряжет  ып  113 

—  фазовыи  ЗЬ9,  389 
Объективы  225—230 
Окуляры  22 Ь,  231 

Оптика  геометрическая  116  п  д 

—  — ,  гр  іпиці і  Гр  имепкмосіи  125  —  127 

—  — ,  закон  интенсивности  119  — 123 

—  —  основное  уравнение  ПО 

—  пяракстпьная  157  — 165,  189 
Оптическая  сила  153 

—  —  линзы  161,  217 

—  —  поверхности  отражающей  160 

—  —  —  преломляющей  158,  159 

—  —  системы  линз  162 


Оптические  оси  кристалла  625,  636 

—  —  определение  положения  636,  54/ 

--  — ■  лучевые  023,  631,  634  -636 

—  постоянные  5^6 

—  —  металла  375—581 

—  — ,  электро  і мая  теория  578  —  581 
Опыт  Меслина  318 
Ют  а  245—247 
Осветители  237 

Освещение  кзазимонохромати  іеское,  частично- 
когерентное  484 

—  — (  ,._г  получение  изображения  484  — 489 

—  когетчлггяое  38!— 392 

—  критическое  180 

--  ііекоі  срсптнос  38.3,  384 

—  центральное  по  Келлеру  384,  480,  482  — 

484 

—  частично  когерентное  478 

-  -  выходного  зрачка  478 
Освещсппост  ь  1 Ы 
Оси  диэлектрические  615 

—  —  і  .явные  С>П  622,  628 

—  Элли! сопд  і  ,  я івнь е  622 

—  —  поляризации  579,  580 
Отображение  145  и  д 

—  диопто  ччсскос  145,  155,  159 

—  оде  ільнос  145  —  152 

—  катоптрическое  156,  160 

—  конфоомноа  149 

—  стигма  іичесчое  1 15,  150,  165 

—  тс  нос  ко  шческо<  <  3  5  161 

—  центрированной  сж томан  163 
Отражательная  способность  57,  74—80,  117,  298, 

570 

—  —  металлов  576  581 

—  —  ѴПОГССЛО  [НОЛ  истомы  80 

—  —  г  пенч»  мет  тля  Ш'ѵ  ^ои  531 

—  —  .....  іи  пт  логц'іюі  ;сн  585 

—  —  —  «толстой»  585 
Отражение  днтфузное  73,  179 

—  на  поверхности  металла  571—578 

—  полное  внутреннее  55,  62,  66 

—  —  —  угол  62 
— ,  функция  369 


Пакет  волновой  39  и  д. 

Палочки  ?24 

Пара  апл  -татичоск  »я  167 
Параметры  Стокс.  4*\  509—511 

—  —  дл  і  волны  квазимонохроматической  509— 

511 

—  —  —  —  монохроматической  49,  50 

—  —  системы  независимых  волн  510 
Периоде»  я,  мчь  457 

Перископ  2  32 

Пл  «.типы  Люмлгера  —  Герке  314—317 

—  Сгияр  )  645 

—  ф  ьовт  і  38^ 

—  четвергъвоікевая  80,  502,  637 
Пленка  диэлектт  ичсская  66 

—  металлическая  581 

—  — ,  коэффициент  отражения  582 

—  — ,  —  пропускания  582 

—  — ,  —  теория  распространения  воля  581  — 

585 

—  поглощающая  на  прозрачной  подложке  581  — 

585 

—  прозрачная  на  поглощающей  подложке 

585 

—  просветляющая  66,  76 
Плеохроизм  6Л5 

Плоское  1Ь  і  лавы  і  і  154,  168 

—  -  в  крист і  те  628 

—  поляризации  47,  59 

—  ручка  1о8 

—  фо<<лыпт  151  — 153,  169 

—  —  прост  {  Ь'нва  изображения  152 

—  _  —  г»  оі  д  мета  152 
Плотносто  оптическая  55,  65,  412 

—  іюля рі  чуемо  ти  100,  101 

—  спектр  ілыіап  458,  ^62,  490 

—  —  взаимная  462,  490,  499 

Погс ркносі и  постоянно  ;  амплитуды  38,  572 

—  фазы  ]  щественноя  38,  572 

—  синфазные  405 

—  —  близ  геометрической  фокальной  плоскоета 

405 

—  — ,  профили  4 С 5 
Поверхность  асферическая  102 
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Поверхность  в  кристалле  лучевая  624 

—  —  —  — ,  сечение  631 

—  — .  нормалей  624 

—  —  —  сечение  029 

•  вращения  оіріжающая  144,  159 
--  —  преломляющая  142  — 114,  157  — 159 

—  изохроматическая  643 
фокальная  131 

Поглощательная  способность  металлической  плен-* 
ки  577 

Показ  пели  преломления  кристалла  главные  636, 
647 

Показатель  затухания  569,  579,  654 

—  лучевой  инері  етический)  613 

—  преломления  34  п  д 

—  —  абсолютны  і  31 

—  —  ГЛеШІЫЧ  636,  647 

—  — ,  зависимое гь  от  плотности  97 

—  ...  —  частоты  99  — 105 

—  —  комплексный  101,  567,  571 

—  -  электронно-оптически п  683 

Поле  волновое  частично  коі  ерей  гное  477 

—  іеомелрі  ческоп  оптики  528 

—  дифракции  56  и  д 

—  представление  в  виде  интегралов  Френеля 
522 

—  изображения  356 — 360 

—  среднее  (наблюдаемое)  95 
аффективное  95,  по,  1 07,  ПО 

Ію  інрпзй’ор  01,  оОІ,  о37 

—  -  днхрончный  660,  662 
Полярно  <іия  47,  54  и  д. 

— ,  вектор  59 

—  восстановленная,  угол  573 

—  круговая  47 — 50,  505 

—  линейная  4  17,  505 

—  магнитная  (лам  нтіичсике)  83,  87 

—  наибольшая,  угол  574 

—  полная  55,  605,  506 

—  — ,  угол  59,  574 

—  — ,  \ СЛОВНО  506 

—  при  іл«  ином  хгле  падения  573 

—  —  отражении  57 — 62 — 77 

—  —  преломлю  пни  57 — 62 

—  —  скользящем  уіле  падения  61*  65,  573 

—  света  квазимонохрома гнческого  500 — 511 
- —  —  рассеянного  602  — б0о 

,  состояние  49,  117 

—  . — ,  анализ  с  помощью  параметров  Стокса  49, 

50.  509  —  511 

— ,  степень  60,  61,  506—509 

—  частичная  60,  500,  508 

—  эл пиитическая  41,  45 

і7  мплитж-щция  I1",  520 — 529,  555 
/7  поляризация  518  —  521,  529,  530 
Поляризуемость  (|8,  109,  555 
По  'арендные  пленки  62 
Поляроиды  С61 

Построение  геометрическое  для  определения  ско¬ 
рости  распространения  621—625 

—  Гюйгенса  31,  КФ,  ЗН,  632 
Потенциал  векторный  84,  и  д 

—  Дебая  587 

Правило  взаимного  соответствия  620 
- —  четверін  волны  Рэлея  128 
Предел  ра -зренк  лпя  ->07  ид 

—  —  ишерферомстра  307 

—  —  микроскопа  358,  482 — 484 

~  —  —  при  ногеріітптм  освещении  388 
■_  —  —  —  критическом  освещении  481 

—  —  —  освещении  по  Келлеру  482 

—  систем,  образующих  шображение  380 
-  телескопа  об0 

Пре  пом  пенне  84  н  д 

—  в  кристаллах  631—636 

—  На  поверхности  металла  571 — 578 

—  тонкого  пучка  і 69 — 172 

Преобразование  аффинное  (телескопическое)  152, 
156 

. —  инверсии  149 

—  калибровочное  85 

*—  лроектт  ное  (коллипеация)  155 — 158 

—  — ,  классификация  155 

—  — ,  кочГпіініцн  156 
Приближение  Бриллюэна  553 
Прибор  (стн^сскпп  абсолютный  146  и  д. 

П]ы  ма  Доье  232 

<  соргчнвающ«я  Кенига  229 
Перс»  22е* 

Принцип  Ьмбипе  351,  367,  516 

электромагнитная  форма  516,  517,  529 


Принцип  Гюйгенса  —  Френеля  136,  340—345,  421, 
473 

—  —  —  для  распространения  интенсивности  в  ча¬ 

стично  когерентном  поле  478 

—  наикра^чяйнкч о  оптического  пути  Фермй  132  — 

1а4  6/Ь,  661 

—  наименьшею  времени  132 

—  —  действия  Мопертюи  679,  683 

—  —  — *  — ,  аналогия  с  принципом  Феом5 

682 

—  рапного  оптического  пути  136,  146,  166 
с  Тацион.  пион  фазы  1  12,  355,  410 

Принципы  оптические  112  и  д 

—  — ,  применение  к  электронной  оптике  685 
Проницаемость  диэлектрическая  25  и  д. 

—  —  комплексная  567 

—  —  металла  570 

—  —  отрицательная  576 

—  — ,  т«  и  тр  614  ид 

Проницаемости  диэлектрические  главные  616 
Пропускание  393,  319,  412,  442 

—  в  кристаллических  пластинах  641 

—  максимальное  303  а05,  641 

—  пленки  іісноі лощающеи  581 
— -  -  і  оі  летающем  581 — 585 
— ,  полутн  пн  на  полосы  319 
— ,  функция  ЗЬ9,  442 

Промускгтлиыіаи  способность  57  —  62,  81,  117,  298, 
384 

Пространство  виртуальное  163 

—  изображения  Мб  и  д 
-  предмета  116  и  д 

Пучок  астигматический  168 — 172 

—  -  гомоцентрический  134,  168  и  д. 


Разность  астигматическая  169 

—  хода  оптическая  244  и  д 
Разрешающая  сила  224,  306  и  д. 

—  —  глаза  224 

—  —  дифракционных  решеток  307,  372,  380 
.  интерферометра  307,  380 

—  — ,  критерии  Рэлея  306  и  д 

—  —  микроскопа  384,  388,  481 

—  —  — ,  влияние  конденсора  480 — 484 

—  —  призмы  373 

—  —  систем,  образующих  изображение  380—382 

—  —  спектрш  р  іф.і  309 

—  —  Тслшкопа  380 

—  —  Одііе  лон  а  Мшшльсона  376 
Рассеиватель  Ровен  412 
Расстояние  фокусное  154 

Р«  окость  401,  317  иД- 
Релаксация  время  568 
Рефракция  97,  99 

—  коническая  621,  632— 636 

—  —  внешняя  634—636 

—  —  внутренняя  634 
Роговиц-!  228 

Ромб  Френеля  66 

«Рыбки  і  л  а  а»  Максвелла  149,  150 


Свет  естественный  00  и  д 

—  — ,  продетая  л  сние  508 

—  рассеяние  605 

— ,  распространение  в  кристаллах  616,  827 — 631 
— ,  сила  18) 

— ,  скорость  32  и  д 
— ,  — ,  намерение  33,  34 

Светосила  (нормальное  фокальное  отношение) 
182,  183 
Свеча  181 
«Сглаживание»  457 
Сетчатка  223 

Сигнал  аналитический  454,  460 

—  —  ассоциированный  457 

—  —  ко  -нілсксныі  456 
Система  ШіЛанатичі ская  194,  446 

—  ахроматическая  174 

—  тел ацентрическая  182 

Скорость  распространения,  геометрическое  постро¬ 
ение  для  определения  621 — 625 

—  — •  главная  619,  623 

—  света  82  и  д 

—  —  в  анизотропной  среде  616 

—  —  —  —  —  лучевая  610  -618 

—  —  —  —  —  — ,  направление  Ы 7 

—  —  —  —  —  фазовая  6Л67-6І8 
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Скорость  света  в  анизотропной  среде  фазовая, 
направление  6І7 
•—  —  групповая  39,  41  и  д. 

—  —  фазовая  37,  39 — 43,  99  и  д. 

* —  —  —  комплексная  569 
Спектр  вторичный  17  3 

> —  дифрагировавший  553 
—‘второго  порядка  562 
—  первого  порядка  562 
і—  канавчатый  250 
« —  мощи  ости  4  62 
<—  — ,  взаимный  462 

—  угловом  518  —  521 

*—  эффективная  ширина  496—500 
— ,  —  —  взаимная  500 

Спектроі  раф  с  дифракционной  решеткой  378 
Среда  анизотропная  614  ц  д. 

—  однородная  32,  614 

* —  слоистая  66  —  81,  581 
*—  —  диэлектрическая  66 

—  —  периодическая  78—81 
*—  . —  проводящая  581 

,  распространение  волн  581—585 

—  —  — ,  теория  581 — 584 
«—  — ,  теория  66—79 
Стигматизм  107 

—  осевой  107,  191—494 
Стильб  181 

Структура  монохроматической  плоской  волны 
616—625 

Суперпозиция  когерентная  461 

—  некогерентная  293,  461 

Сфера  опорная  Гаусса  199,  421 — 424 
Пуанкаре  50,  51 


Телескоп  228 

—  Галилея  229 

--  зеркальный  233 — 236 

Теорема  Ван-Циттерта  —  Цернике  466—471 

—  взаимности  (обратимости)  351,  539 

—  Гельмгольца  —  Кирхгофа  345,  347 

—  Гюйгенса  156 

—  Кирхгофа  в  общем  виде  348 

—  Максвелла  146,  148 

—  —  для  абсолютного  прибора  148 

—  Малюса  и  Дюлина  134  —  136,  684 

—  независимости  672 

: —  Петцваля  216,  217 

—  погашения  Эвальда  — Озеена  33,  107— П  4 

*—  _  „  для  преломления  и  отражения  111  — 

И4 

—  смещения  422—424,  428 

і —  Смита  —  Гельмгольца  194 

—  Фурье  39  н  д. 

Теория  дифракции  Гюйгенса  —  ФренеЛя  340  и  д. 
•—  —  Кирхгофа  345  —  356 
► - Ми  585 

—  —  —  на  проводящей  сфере  585—612 
Толщина  оптическая  75  и  д. 

Точки  апланатические  151,  239 
< —  главные  153,  158 
і —  кардинальные  153,  158  — 161 

—  сопряженные  134,  146,  152,  674 

—  узловые  154,  155 
Трихронзм  655 

Труба  астрономическая  228 
►—  зрительная  земная  230 


Увеличение  149 
і —  относительное  164 

—  — ,  формула  Максвелла  164 
•—  поперечное  154,  164,  188 

►—  приборов  238 

•—  продольное  (коэффициент  сходимости)  154. 
164 

Угол  Брюстера  59,  61,  574 

*—  дифракции  342 

» —  наименьшего  отклонения  176 

* —  падения  главной  573 

• —  поля  зрения  183 

1 —  поляризации  восстановленной  573 

Уравнение  волновое  32  и  д. 

—  —  для  взаимной  когерентности  492 — 494 
< —  волновых  нормалей  619,  627,  654 

—  Гамильтона  каноническое  670 

—  Гамильтона  —  Якоби  1  19,  665—679 
Гельмгольца  —  Кирхгофа  346,  347 


Уравнение  лучевое  620 

—  Максвелла  22  и  д. 

—  —  для  проводящей  среды  568 

—  переноса  124,  126 

—  перехода  186,  188—190 

—  Пуассона  96 

-  Фредгольма  109 

—  эйконала  117  —  131,  138,  676 
Условие  Вейерштрасса  674,  675 

—  Гершеля  165,  167 

—  Лежандра  674 

—  Лоренца  85—90 

—  Марешаля  429 

—  Петцваля  217 

—  синусов  165  —  167,  194,  384 


Фазовый  контраст  389 
Фокус  131 

—  вторичный  170,  172 

—  главный  153 
дифракционный  422,  430—441 

—  краевой  206,  431 

—  первичный  170,  171 
Фон  когерентный  411 — 416 
Формула  Бугера  128 

—  Ваи-Циттерта  —  Цернике  468,  490 

—  Гопкинса  470,  471,  491 

—  дисперсионная  Зельмейера  103,  104 

Лорентц  —  Лоренца  83,  94—105,  107  —  111, 

698 

—  Максвелла  для  относительного  увеличения 

164 

—  Ми,  586,  598 
>—  Рэлея  306,  605 

—  Смита  —  Гельмгольца  164 
Формулы  Френеля  55  и  д. 

' —  —  для  амплитуд  и  фаз  отраженной  и  прелом¬ 
ленной  волн  57 

—  —  —  отражения  55,  114 

- полного  внутреннего  отражения  63 

—  —  —  преломления  55,  114 

—  Эйри  299,  364,  402 
Фотоаппарат  225 — 228 

Фотометрическая  освещенность  178,  179, 

185 

—  сила  света  178 

—  яркость  178 

—  —  изображения  183  —  185 

—  —  предмета  181 
Фотоупругость  648 

Функции  аберраций  192,  202  ,  422  — 441 

—  — ,  разложение  425 — 427 

—  автокогерентности  497,  499 

—  амплитудные  68,  370,  389 

—  взаимные  корреляционные  382,  458 

—  зрачка  355,  369,  443,  444 

—  —  автокорреляционные  446 

—  интенсивности  371 

—  интерференционные  371 
когерентности  458 

е—  —  взаимные  458—463,  494 
.  корреляционные  452 
наклона  ноля  667 

—  отражения  369 
пропускания  369,  389,  442,  470 

—  сопряженные  454 

Функция  частотного  отклика  444—449,  485 
— >  —  — ,  нормированные  кривые  448 
— *  —  — ,  освещение  когерентное  441—445 

—  —  — ,  —  не  когерентное  145  —449 

—  — ,  —  частично  когерентное  485—489 
— і  ,  связь  о  функцией  зрачка  443,  485 


Характеристика  138—145 

—  смешанная  139  — 141 
і—  точечная  138,  139,  676 

—  угловая  139,  145,  170 

•—  —  поверхности  отражающей  144,  М5 
< —  —  —  преломляющей  142  — 144 
Хроматизм  174,  220 — 222 
Хрусталик  223 


Цвета  дополнительные  641 
■г-  Ньютона  270 


Частота  37  и  д. 

—  резонансная  100  104 

—  угловая  циклическая  37  и  Д. 
Число  волновое  37  и  д 

—  —  комплексное  569 

—  —  спектроскопическое  37,  307 


Эйконал  117,  1 18,  138 
і—  Зайделя  208,  214 

—  10  параши  льда  201 — 204,  212 
Экран  бесконечный  351,  526 

—  дополнительный  351,  526 
Экспозиции  (световая  сумма)  412 
Экстремали  666  и  д. 
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Экстремали,  нахождение  667— 669 

—  поля  666,  667 

— ,  семейства  666—669 

Эллипс  поляризации  49,  52,  572 

Эллипсоид  волновых  нормалей  621,  648 

—  лучевой  ь24 

—  — ,  д<  формация  649 
Эталон  Фабри  —  Перо  303 
Эффект  Ми  604 

—  Пуркинье  180 
Эшелег  375 

Эшелон  Майкельсона  376 
Эшель  375 
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